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1. TEORIA LOCAL DE CURVAS EN EL
ESPACIO EUCLIDEO

Prerrequisitos académicos del curso:

Algebra lineal. Célculo diferencial en varias variables reales, incluyendo
los teoremas de la funcién inversa e implicita. Cédlculo integral en varias
variables, incluyendo el teorema del cambio de variable.

1.1. PRELIMINARES DE ALGEBRA LINEAL
1.1.1. Estructura vectorial de R"

La matriz de una aplicacién lineal cambia con la inversa de la matriz
del cambio de base, la de una forma bilineal con la traspuesta.

Como es habitual, R representa el cuerpo de los nimeros reales. Los
elementos del conjunto R™ de n-tuplas ordenadas de nimeros reales pueden
ser considerados como vectores de un espacio vectorial o como puntos de un
espacio afin. Trataremos de precisar aqui este asunto.

R"™ tiene estructura natural de espacio vectorial sobre R. Denotamos por
(€1, ..., €y) ala base ordenada natural o canénica, es decir, & := (0, ..., 17, ..., 0),
con 7 =1,...,n, de forma que se tiene la identidad:

€1 n
: ZZ@& , para todo £ € R" .
() =

I
1]

Observacion 1.1 También podria pensarse que R™ es un espacio vectorial
abstracto de dimension n, en donde se ha destacado una base (€1, ...,€,) que

permite identificar cada vector € = S &€ con sus coordenadas (&1, . .., &,)-

Es bien conocido el isomorfismo canénico que existe entre el espacio vec-
torial de las aplicaciones lineales de R™ en R™ y el espacio vectorial R(m,n)
de las matrices de m filas y n columnas con coeficientes reales. La composi-
cién de aplicaciones lineales corresponde al producto de matrices. Una matriz
A € R(m,n) puede escribirse como el conjunto de sus vectores columna:

ai;p ... Qin a4

A= oo = (d1,...,d,) , con a; = : (i=1,...,n).

Am1 .- Amn Qi

Interpretada ahora como aplicacién lineal, la matriz A representa la tni-
ca aplicacién lineal R" — R™ que transforma la base canénica (€7, ...,€,)
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de R"™ en el conjunto ordenado (dy,...,d,) de vectores de R™. Todo ello
nos permite escribir: A = (Aeéy, ..., Aé,). Si A € R(p,m), se tiene: A’A =
(A'dy, ..., A'd,) € R(p,n) .

Dada una matriz A = (dy,...,d,) € R(n,n), la condicién para que el
conjunto (dy,...,d,) constituya una base de R" es que det(A) # 0 (esto
es, que la aplicacién lineal A sea un isomorfismo). Si det(A) > 0, se dice
que la base (dy,...,d,) es(td) positiva(mente orientada), o también que
A : R* — R" preserva la orientaciéon. En particular, la base candnica
(€1, ..., €n) €s positiva.

Observacion 1.2 Sean V un espacio vectorial, L : V — V una aplicacion
lineal y B : V xV — R una forma bilineal.
Dada una base b = (dy, ..., d,) de V, escribamos

E=0bE, (€, vector columna de € enb)
(b) =bLy, , = (L&), =1Ly,  (Ly, matrizde L en'b)
B(E i) =¢'Byy,  (By, matriz de B en'b)

(siendo & la traspuesta de &,) para simbolizar

EI Z?:l €l .

L6£: Z?:l L1j61 (] = 17 7n) y = (Lﬁ)z = Z?:l L1J§] (Z = 1, ,’n,)

B(& 77) = ZZ]‘:1 5iBij77j

Sea bV = (d),...,d,) otra base de V y escribamos b = b'A (con A una
matriz n X n invertible) para simbolizar a; = ;. A;;d;.

Entonces se tiene:

b, =€ =V, =bATlE, . = §=A"¢
bngb = LS = b/Lb’gb' = bAilLb’Afb (vf) , = Lp= AilLb/A
& Bony = B(E,7) = &y Bymy = & AT By An, (V€,77) , = B,=A"ByA.

1.1.2. Estructura afin de R"

En un espacio afin no estd definida la ”"suma” de dos puntos, pero si
el ”vector diferencia”.

Los elementos p = (p1, ..., p,) de R™ también pueden pensarse como pun-
tos de un espacio afin sobre el espacio vectorial R". Si 5 € R", se llama trasla-
cién de vector f a la aplicacién p — p+§ Sip,q € R", se llama diferencia
entre p y ¢ al vector ¢ — p € R" definido por la CODdlClOIl qg=:p+ (q—p).
Denotaremos o = (0,...,0) € R™. Obsérvese que, si p = (p1,...,p,) €s un
punto de R", entonces p — 0 = (p1, ..., pn) €s un vector de R™.
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Observacion 1.3 También podria pensarse que R™ es un espacio afin abs-
tracto (sobre un espacio vectorial de dimension n), en donde se ha des-
tacado una referencia afin (o;é€y,...,€,) que permite identificar cada punto
p=o0+> 1 pi€ €R" con sus coordenadas (pi, ..., pn)-

1.1.3. Espacio vectorial tangente en un punto de R”

Los vectores tangentes se reinterpretardn mas adelante (2.1.2) como
operadores de derivacién direccional en el punto de apoyo.

Sipe R, E € R", denominaremos vector tangente en p correspon-

=

diente a ¢ al par (p, ). Emplearemos la notacion

£=¢,=(p¢)

(el uso de la negrita £ ird aumentando a medida que nos vayamos familiari-
zando con el concepto de vector tangente). Geométricamente, &, se representa
por el vector § ”apoyado” en el punto p. Se denomina a ¢ la parte vectorial
de ¢, o

El conjunto T,R™ := {¢, | { € R"} tiene estructura natural de espacio

vectorial; para ello, basta con declarar que la biyecciéon natural R™ > 5 —
£, € T,R" sea un isomorfismo lineal, es decir:

(AE+ puif)y = A, + il ApER, EGFER".

El conjunto ((€1)p, ..., (€,),) constituye una base de T,R", que denomi-
naremos canénica y que declaramos positiva (con ello orientamos 7,R").
Obviamente se tiene:

i=1
El espacio T,R" se denomina espacio (vectorial) tangente en p € R™.

1.1.4. Estructura euclidea de R"

Recordamos la estructura euclidea canénica de R™, primero como es-
pacio vectorial y luego como espacio afin. Resultan particularmente
importantes, de entre las aplicaciones lineales, las ortogonales (que
preservan productos escalares) y las autoadjuntas (clave para analizar
la curvatura de superficies, 3.3.1); y, de entre las afines, los movimien-
tos.
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(A) En el espacio vectorial R™ se define el producto escalar (euclideo)
canénico <, > por:

n
<€7ﬁ>:zzgknk ) 57776Rn )
k=1

ademds de no-degenerado (el unico vector con producto nulo con todos los
vectores es el cero), este producto escalar es definido-positivo (todo vector
distinto de cero tiene producto positivo consigo mismo).

En (R™, <,>) existen bases ortonormales. Puesto que <, > es definido-
positivo, la Observacién 1.2 conduce a que, para cualquier base b de cualquier
subespacio de R", se verifica:

det (<,>) >0 . (1)

Sea, E € R". Dada una base ortonormal (d,...,d,), se verifica: 5 =
Z?:l < EL},f > C_L’Z
Observaciéon 1.4 Sea (E,<,>) un espacio vectorial euclideo. Dada una
aplicacion lineal I : E — R, existe un tunico vector 17 € E que verifica
(para todo & € K): 1(§) =< 1},& >. En efecto: para la eristencia, témese
=1, Ud)a; (para alguna base ortonormal (dy,...,dy,)); para la unici-
dad, téngase en cuenta que el producto escalar es no-degenerado. Fsta obser-
vacion serd relevante para la definicion de gradiente (3.1.1).

Se define la norma de £ como | ¢ li=1/< £E> (determinacién positiva).

—

Si &, 7 son ambos no nulos, se define el coseno del angulo (no orientado)
£(€,77) € [0, 7] como:
cos £(€,7f) = <§3—Uf : (2)
ey
Cuando consideramos R™ con esta estructura natural de espacio vecto-
rial euclideo, lo denotaremos por E". En el caso particular de E?, se define

el producto vectorial como (recordar que la base canénica (€7, €5, €3) es
positiva y ortonormal):

€1 € €3
Exni= det | & & & ,ETeB’.
T M2 73

Observacién 1.5 1. El mddulo ‘E X ﬁ‘ representa el drea del paralelogra-

mo determinado porg y 1j, esto es:

= det<<
<

Y

[ Iy
SNy

VvV Vv
|| Iy

§x1

<
<

Y
)

)
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En efecto (ver [5], 1.4): Introduciendo el simbolo (con i,j,k € {1,2,3})

+1 , si{ijk} es una permutacion par de {123}
gije =4 —1 , si{ijk} es una permutacion impar de {123} |
0 , si dos indices son iguales

. . — — 3 — .
es inmediato comprobar que: €; X €; = Zmzl EijmEm. De donde se sigue:
<E;XE;, ELXE>= E EiimE = 0;10,;—0;0 ;.= det N NN
% 7> Ck l ‘ igmemkl kU4l ilVjk < €, e S < €, € >
m=

y, por la (cuatri)linealidad de ambos miembros, se obtiene:

—

<E X 1,& X 1) >=det ',
§ X1, X 1] e<< £

Sean E .77, X € E3. Entonces se verifica:

<EXN >=det (§,7,X)  y  (EXT) XN =<EX > 10— <X > ¢

(4)
En efecto (ver [5], 1.4): La primera expresion se deduce inmediatamen-
te de la definicion de producto vectorial (de hecho, por la Observacion 1.4
puede tomarse alternativamente como definicion, mas elegante, de producto
vectorial). Para la sequnda expresion (que pone de manifiesto que el producto
vectorial no es asociativo), basta tener en cuenta que:

3 3
(eiXEj)Xek = Z EiimEmKICl = Z(éikéﬂ—éﬂéjk)el =< g, ep > ej— < €j,ep > €
Il,m=1 =1
y, por la (tri)linealidad de ambos miembros, se obtiene el resultado deseado ™
Sean E .17, é” .17 € B3 tales que é’ y 1] son linealmente dependientes de ?
— —/
y ij, esto es, (£,7) = (£,1])A, con A una matriz 2 X 2. Entonces se

verifica:

€xij=det A (€ xif) (5)

En efecto: Para todo X, se tiene:

e}

- oL 4 - — . A
< €x 7, ¥ >Z det(€,7,¥) = det | (£.7.%) 0 =
00 1

—det A-det(€, 7, %) Ldet A < & x 7, ¥ > ;

y, al ser el producto escalar no degenerado, el resultado se sigue M



1 TEORIA LOCAL DE CURVAS EN EL ESPACIO EUCLIDEO 12

(B) Dada una matriz A = (@, ..., d,) € R(n,n), la condicién para que el
conjunto (a@y, . . ., d,) constituya una base ortonormal de E" es que ATA = I,
(basta comprobar que AT A no es sino la matriz de productos escalares de
los elementos de (dy, ..., d,)). En este caso la aplicacién lineal (o la matriz)
A se dice ortogonal (también se dice que A es una isometria lineal). El
conjunto O(n) de transformaciones ortogonales tiene estructura natural de
grupo. Se sigue de la Observacién 1.2 que A € O(n) si y sdlo si A preserva
el producto escalar, es decir:

<A Af>=< &>, €7 €B .

Si A€ O(n),es1=det(l)=det(ATA) = (detA)?, con lo que detA = +1.

Si A€ O(n)ydet A=1,sedice que A es ortogonal positiva, o también
que la base (d@y,...,d,) es ortonormal positiva. El conjunto SO(n) :=
{A € O(n) | det A =1} es un subgrupo de O(n) cuyos elementos se llaman
rotaciones. En el caso de E3, es inmediato ver que A € SO(3) si y sélo si
A preserva el producto escalar y el vectorial, es decir:

<AL AT>=<E7> y AEX Aij=AExT) , V&, jeB

En efecto: Condicién necesaria: suponiendo (i) A € O(3) y (ii)
det A = 1, se tiene:

—~
=

< AE x A7, ¥ >2 det(AE, A7, 7) @ det(€ 7, A71y) L
< Ex i, AT >) Y Ex 7, ATY >=< AE X 7), X > .

Condicién suficiente: suponiendo (i) A € O(3) y (iii) AE x Aij =
A(& x 1), Y&, 1j, se tiene:

)

det A- < € x 77, ¥ >2 det(AE, Afi, AY) D< AE x Aff, Ay >&
—< A€ x 7)), AT SZ< Ex iy > m

Observacion 1.6 También podria pensarse que E™ es un espacio vectorial
euclideo abstracto de dimension n, en donde se ha destacado una base orto-
normal positiva (€1, ..., €,) que permite identificar los vectores con sus coorde-
nadas. El producto escalar quedaria definido como antes, independientemente
de la base ortonormal elegida; y lo propio ocurriria, sin = 3, con el producto
vectorial, independientemente de la base ortonormal positiva elegida.
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(C) La siguiente proposicién contiene resultados bien conocidos sobre apli-
caciones lineales autoadjuntas, que necesitaremos méds adelante (ver 3.3.2).
Sea (E, <,>) un espacio vectorial euclideo. Dada una aplicacién lineal L :
E — [, se define la forma bilineal B asociada a L por

B, 7) =< LE,7> , &ieh.

Se dice que L es autoadjunta si < LE, 7 >=< E, Lij>, para todo E,ﬁ c E.
Se sigue que L es autoadjunta si y sélo si B es simétrica.

Proposiciéon 1.7 Sean [E un espacio vectorial euclideo, L : & — E una apli-
cacion lineal y B : & x E — R su forma bilineal asociada. Para cada base b
de E, consideremos las matrices Ly, <,>, y By, representativas de L, <, >
y B en b (Observacion 1.2). Entonces:

1. L es autoadjunta si y sdlo si L, es simétrica, en alguna (y toda) base b
ortonormal.

2. L es autoadjunta si y sdlo si Ly, =<,>," By, en alguna (y toda) ba-
se b. En particular, si y sélo si L, = By, en alguna (y toda) base b
ortonormal.

3. L es autoadjunta si y sélo si existe una base ortonormal b formada por
autovectores de L (las direcciones de esta base son tnicas si y solo si
los autovalores son todos distintos). Lo que significa que Ly(= By) es
una matriz diagonal.

4. SiB :ExE—R es una forma bilineal, existe una unica aplicacion
lineal L' : & — & que tiene a B’ por forma bilineal asociada

Demostracién: Ver Apéndice 5.1.1 m

(D) Por lo visto en 1.1.2, E™ posee una estructura canénica de espacio
afin euclideo. Si p,q € E", la distancia entre p y q es d(p,q) :=|p—q |.

Proposicion 1.8 Sean E un espacio afin euclideo y i : & — E una aplica-
cion. La eleccion de un punto o € B como origen permite identificar & con
el espacio vectorial euclideo asociado (E = ¢ —0) y Y con una aplicacion
en dicho espacio vectorial (@b(g) = (&) — o). Considérense las siguientes
afirmaciones: (i) ¢ es lineal, (ii) ¢ es inyectiva, (iii) 1) preserva normas de
vectores, (iv) 1 preserva distancias entre puntos, (v) 1 preserva productos

escalares de vectores. Entonces se tienen las siguientes implicaciones:

1. (i) + (iii) < (v)
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i)
0)

iv) = (i)
+

+ (did) = (iv)
+ (iv) = (iii)

SR N

i11)

(
(
(
( (iv) = (v)

Demostraciéon. Ver Apéndice 5.1.2 m

Observacion 1.9 Se sigue de lo anterior:

1. (v) = (i) + (i) + (¢4i) + (iv). En particular, si ¢ preserva productos
escalares, 1 resulta lineal y ademds un isomorfismo.

2. No existen mds implicaciones (no deducibles de las anteriores). Para
cualquier presunta implicacion adicional, buscar un contraejemplo entre

-,

las aplicaciones siguientes: (&) = g+ct_e)., qp(E) = (‘5’ ,0,...,0), 1[1(5) =
3¢ y finalmente zl)(g) = (£,,0,...,0).

Un movimiento en E" es una aplicacién A : E" — E" que preserva
distancias entre puntos, es decir, d(A(p), A(q)) = d(p,q), Vp,q € E". Se
sigue de la Proposicién 1.8(4) que los movimientos son inyectivos. Por otra
parte, se prueba ficilmente que A : E" — E" es un movimiento si y sélo si
puede expresarse en la forma:

—

Alp) —o=Alp—o0) +¢ (6)

(A es por tanto una aplicacién afin), donde o = (0,...,0), A € O(n) y £ =
A(o) — o € E" (obsérvese que, si se elige otro punto 6 € E" como origen, se
sigue: A(p) — o = A(p — 0) + 17}, con la misma Ay con 7j = A(0) — 0).

En efecto (ver por ejemplo [9], Cap. 22, Teorema 1): La condicién
suficiente es inmediata, puesto que tanto las traslaciones (obvio) co-
mo las isometrias lineales (Proposicién 1.8(2)) preservan distancias.
Probemos la condicién necesaria. Sea 5 = A(o) — o. La aplicacién
B:E">p~— A(p) — 5 € E" preserva obviamente distancias entre
puntos; ademds, preserva normas de vectores, ya que se tiene

B(p) — o] "L |B(p) — B(o)| =: d(B(p), B(0)) = d(p,0) := |p— o] .

Por la Proposicién 1.8(5), B preserva productos escalares; y, por la
Proposicién 1.8(1), B es lineal. De donde se sigue: B(p)—o = A(p—o),
con A € O(n), y se concluye: A(p) —o=A(p—0)+¢& m
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De lo anterior se concluye que: (i) los movimientos son biyectivos, donde
la inversa A~! de A viene dada por: A~ (p) —o= A" (p—0) — A7 vy (i)
se verifica

Alq) — Alp) = Alg—p) , pgcE". (7)

Un movimiento se dice directo si la parte ortogonal A del mismo es una
rotacion, esto es, si A € SO(n).

Para cada p € E", el espacio T,E" tiene estructura natural (o candnica)
de espacio vectorial euclideo, definiendo, para todo Ep, i, € T,E",

<&l > =< &7 > ; (8)
si, ademads, n = 3, se define:
& i, = (Ex i)y - (9)

Observacion 1.10 A partir de aqui, se puede trabajar en el nivel de abs-
traccion sugerido en las observaciones 1.1, 1.3 y 1.6, y suponer que " es
un espacio afin euclideo abstracto (sobre un espacio vectorial euclideo de di-
mension n), en donde se ha destacado una referencia afin euclidea positiva
(0;€,...,6,) que permite identificar los puntos y vectores con sus coordena-
das.

1.2. CURVAS Y CAMPOS A LO LARGO DE CUR-
VAS

1.2.1. Funciones diferenciables de variable real. Curvas

Nuestras curvas no son subconjuntos sino aplicaciones. La relacién
entre las derivadas de orden k de dos curvas congruentes es indepen-
diente de k.

Sea [ un intervalo abierto de R. Una funcién f : I — R se dird dife-
renciable si posee derivadas continuas de todos los érdenes (esto es, si es de

2 k . . .
clase C*). Se denotardn por fl’;, ‘fltf s ‘flt,{ , ... sus derivadas sucesivas. Si el
intervalo I no es abierto, se dird que f : I — R es diferenciable si existen

un intervalo abierto I O I y una extensién f de f a I (esto es, una funcién
f:I =R tal que f |;= f) diferenciable.

El conjunto §(/) de funciones diferenciables f : I — R tiene estructura
natural de anillo (pero no de cuerpo: las funciones que se anulan en algin
punto no poseen inversa).

Una aplicacion «v : I 3¢ +— (aq(t),...,an(t)) € R" se dird diferenciable
si cada componente o; : I — R (i = 1,...,n) es una funcién diferenciable. En
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. : sz do . doy do
tal caso, la derivada d? aesla 3p11cac10n Sl st ((),..., 52 (t) €
R"™. Se denotardan por ‘(117‘21, e %Tﬁ, ... las derivadas sucesivas de a.

Cuando una aplicacién diferenciable v : I — R™ se considera aplicacién
sobre R™ como espacio afin se llama curva. Cuando se considera aplicacion
sobre R™ como espacio vectorial, la denotaremos por @ : I — R"™ y se de-
nomina curva vectorial. La variable en [ se denomina pardametro de la
curva. Si « : I — R" es una curva, su derivada ‘fl—‘: : I — R" es de manera
natural una curva vectorial.

Ejemplo 1.11 Curvas: (a) o : R >t +— (£,0) € R? (imagen, recta); (b) « :
R >t (p1 +rcost,ps +rsent) € R? (no inyectiva; imagen, circunferencia
de centro p y radio r); (¢) a : R 3 t — (3,t%) € R? (imagen con "pico”);
(d) a: [-2m,27] 2t — (p1 + tcost,ps + tsent) € R? (no inyectiva; imagen,
cardioide”); (e) la aplicacion a : R 3 t — (t,[t]) € R? no es una curva; (f)
a:(—m,m) Dt (sent,sen2t) € R? (inyectiva; imagen, “el ocho”).

Observacion 1.12 Definimos pues las curvas como aplicaciones; la imagen
de una curva (subconjunto de R™) es sdlo uno de los "ingredientes” de ésta.
Ast, cuando a veces denotemos a una curva por su imagen (recta, circunfe-
rencia, catenaria, cicloide,...), se tratard de un abuso de lenguage.

En el Ejercicio 6.1.21d se propone una definicion alternativa de curva
plana, a saber: subconjunto de R* que admite una "parametrizacén (local,
1-dimensional)” en torno a cada uno de sus puntos. Esta definicion seria
andloga a la que mds adelante (2.2.1) daremos para superficies de R3. Sin
embargo, adoptar aqui esta definicion de curva supondria dejar fuera de con-
sideracion subconjuntos con "picos”, o con "autointersecciones”, o del tipo
“el ocho” (Ejercicio 6.1.22), lo que no parece razonable. Después de todo, el
estudio de muchas curvas tiene su origen en la mecdnica, donde el parame-
tro es el tiempo, las curvas estan “para ser recorridas” (FEjercicios 6.1.18 y
6.1.19) y las citadas peculiaridades no son en absoluto rechazables.

Proposicién 1.13 Sea o : I — R™ una curva y sea A : R" — R™ una apli-
cacion afin (en particular, un movimiento si consideramos R"™ como espacio
euclideo, en cuyo caso la curva Ao «a se denomina congruente con «) con
parte lineal A : R" — R™. Entonces se verifica:

d*(Ao ) d*a
T—A<W> , k=1,2,..

Demostracién. De Aoa—o0 = A(a—0) +E, con 5 € R", se sigue:

d(Aoa) d(A(a — 0)) a(t + At) — a(t) da

= (1) = = () = A(Jim s ) = Al (1))

Y asi sucesivamente [ |
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El conjunto de curvas vectoriales I — R™ definidas en un intervalo I dado
tiene estructura natural de R-espacio vectorial y de §(/)-mdédulo.

Sean ‘7, W : I — R dos curvas vectoriales ysea f : I — R una funcién
diferenciable. Entonces se verifica:
dV+W) _ v dW d(fV) dfo AV
dt oAt dt dt  dt dt

Si consideramos R"™ como espacio euclideo (esto es, E"), se verifica tam-
bién: L ~
da<V, W > av - - dW
— L — W4 <V, — >;
dt dt + dt

y si, ademads, n = 3, se tiene:

1.2.2. Campos a lo largo de una curva. Velocidad y aceleraciones

Los campos de vectores a lo largo de una curva resultardn (1.4.4)
herramientas utilisimas en el estudio de ésta.

(A) Sea o : I — R™ una curva. Un campo (diferenciable de vectores)
V a lo largo de « viene determinado por una curva vectorial (con el mismo
pardmetro) V : I — R™ y se define como la aplicacion:

—

VeV, I35t (V(t)) . =Y ViH)(E)aw € TapR" .
=1

Se denomina a V' la parte vectorial de V. Las Eunciones diferenciables
Vi : I — R reciben el nombre de componentes de V' (y de V).

Ejemplo 1.14 (conviene hacer un dibujo) (a) Sobre una curva o : [—R?
arbitraria, se da el campo V(t) = (0,1)a@) (campo “constante”, "vertical” y
unitario), con parte vectorial V(t) = (0,1). (b) Sobre la curva o : R 5 t —
(0,t) € R?, se da el campo V(t) = (1,t)aq), con parte vectorial V(t) = (1,1).
(¢) Sobre la curva o : R 3 t +— (py + cost,ps + sent) € R?, se da el campo
V(t) = (a(t) = plaw) (normal unitaria "exterior” a la circunferencia Im o),

con parte vectorial V(t) = a(t) — p.

El conjunto X, de campos a lo largo de a constituye un R-espacio vectorial
y un §(/)-médulo.
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Considerando R"™ como espacio vectorial euclideo (esto es, E") y dados
V, W € X,, se define < V, W >¢ F(I) por:

||a

<V,W> () :=<V({),W(t)>= < V), W(t)> ;

y si, ademads, n = 3, se define V x W € X, por:

(Vx W)(t) = V(1) x W(t) £ (V(t) x W())ago

Dado un campo V € X, definimos la derivada de V como el campo
DV dv " dv;
e (%) =2 G (@ X s

lo que implica, en particular, que los campos ¢ — (€;)aq) (i = 1,...,n) poseen
derivada nula (volveremos sobre esta cuestién en la Observacién 2.35%).

Resulta entonces inmediato ver que las reglas formales establecidas en
1.2.1 para 1% y W siguen siendo vélidas ahora cuando V,; W son campos (a
lo largo de «)

D(V+W) DV N DW D(fV) _df
dt o dt dat "’ dt  dt

—V + f— , (10)

asi como (si consideramos R™ como espacio euclideo, esto es, E")

d<V,W > DV DW
o =< dt’W>+<V’—dt >,

(11)

y también (si n = 3)

D(VxW) DV DW

(B) Se define la velocidad de una curva « : [ — R"™ como el campo

. da B doy;
o = (dt)a_zdt< Da € X, .

Y se define la aceleracién de o como el campo

Do’ o
"o, _ (e .
o = o _(dtQ)QE%a’

en general, el campo o) = DalU — (%’j‘) € X, (k > 2) se denomina

dt
(k — 1)-ésima aceleracién de la curva «.



1 TEORIA LOCAL DE CURVAS EN EL ESPACIO EUCLIDEO 19

Ejemplo 1.15 (conviene hacer un dibujo) (a) Sea la curva a(t) := (t3,1?) €
R?; su velocidad es o/ (t) = (3t%,2t)q(), con parte vectorial ‘é—z(t) = (3t%,2t);
y su aceleracion es o (t) = (6t,2)au), con parte vectorial L(t) = (6t,2).
(b) Sea la curva a(t) := (p; + cost, py + sent) € R?; su velocidad es o/ (t) =
(—sent, cost)a, con parte vectorial 92(t) = (—sent, cost); y su aceleracion

es ' (t) = —(cost,sent)qw) (normal unitaria "interior” a la circunferencia
Im«), con parte vectorial %(t} = —(cost, sent).

1.2.3. Vectores tangentes y velocidades de curvas

Interpretar los vectores tangentes como velocidades de curvas por el
punto de apoyo es el primer paso para hacer de éstos algo ”analitica-
mente util” (ver mds adelante, 2.1.2).

Sea o : I — R™ una curva tal que 0 € I y «(0) = p. Se dice entonces que
« es una curva por (el punto) p € R™.

Si S es un subconjunto de R™ tal que p € S, una curva por p en S es
una curva por p cuya imagen (y la de alguna extensién diferenciable a un
intervalo abierto, si el dominio de la curva no lo es) estd contenida en S.
Denotaremos por C(p, S) a la familia de dichas curvas.

Fijemos p € R™. Si a € C(p,R"), el vector o/(0) pertenece a T,R™.
Ademds, para cada £, € T,R", la curva o : R> t +— p +t£ € R" verifica
o/ (0) = Ep . De donde se concluye:

T,R" ={a'(0) | v € C(p,R")} .

1.3. PARAMETRIZACIONES DE CURVAS REGU-
LARES

1.3.1. Parametro de una curva

La regla de la cadena proporciona la relacién entre la derivada de
un campo reparametrizado y la reparametrizaciéon de la derivada del
campo.

Sea a : I — R™ una curva. Como ya dijimos antes, la variable en [ se
denomina pardametro de .

Se dice que un difeomorfismo f : J 3 s +— t = f(s) € I entre intervalos
de R (necesariamente es Z—); # (0 siempre, ver 2.1.4) preserva la orientacién
si % > 0. Si % < 0, se dice que invierte la orientacién. Por ejemplo, el
difeomorfismo f : (—=b, —a) 3 s +— t = —s € (a, b) invierte la orientacién.

Aplicando la bien conocida regla de la cadena (2.1.3) a la composicién de

funciones de la forma J 25 I — R™, resulta:
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Proposiciéon 1.16 Sean o : [ — R"™ una curva y f : J — I un difeomorfis-
mo entre intervalos. Entonces:

1. Se verifica:

d,
(@off =ZLialo).
2. Dado 'V € X,, se verifica:
D(Vof) df DV
5 dsar oD

3. Se wverifica:

d> d
oy =L @ony+ @y or

Demostracién. Probemos 1 y 2. Se tiene:

. d(OéOf) cadena %d_ao _,ﬁ '
(@o f) .—( - )aof - (d$<dt f))aof—.dsm )

y también
D(VOf) L d(‘?Of) cadena ﬂ(ﬁof) _%(ﬂo )
ds ds  \ds dt S ds dt ‘
aof aof
Y probemos 3. Se tiene:
4 (ofo o 0.
(O[ o f)” Apgo. 1 D(dsés f)) (2) % (CK, o f) + % D((jlS f) Apg 2

= (@of)+ ()@ of) m

Un difeomorfismo f : J — I, que permite pasar de o a ao f, se denomina
un cambio de parametro de «; la nueva curva ao f : J — R" se denomina
una reparametrizacién de «. Tanto la relacion de ”ser reparametrizacion”
como la de ”ser reparametrizaciéon con la misma orientacién” son de equiva-
lencia sobre la familia de curvas y definen, por paso al cociente, los conceptos
de trayectoria (imagen de la curva) y de trayectoria orientada (imagen
dotada de un sentido de recorrido).

Ejemplo 1.17 Las curvasa: R3¢t — (t,0) e R2 y S: R >t +— (t3,0) € R?
poseen la misma trayectoria pero no son reparametrizacion una de la otra (st
lo serian si el dominio de ambas fuera R™).
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1.3.2. Longitud de una curva

Nuestras curvas resultan (si estdn definidas en intervalos cerrados)
rectificables y poseen, por tanto, longitud.

Consideremos R" como espacio euclideo (esto es, E"). Sea v : I — E™ una
curva. Suponiendo que | @’ |: I — R sea integrable(-Riemann) (ver 2.1.5), se
llama longitud de « a la integral

Le)= [ 1

Observacién 1.18 1. Si I = [a,b], siempre es | o | integrable (Obser-
vacion 2.7(3)). Si I = [a,b), resulta que | o/ | es integrable si y sdlo
si existe el limite (finito) lim, ;- f[a,x] | o |, en cuyo caso la inte-
gral coincide con dicho limite (ver 2.1.5). Obsérvese que las curvas
a:(0,1]3t—InteE ypg:(-00,3) 5t~ 3= € E' no poseen
longitud.

2. Una aplicacion continua o : I = [a,b] — E" se dice rectificable si
eziste un numero a > 0 que acota superiormente la longitud de cual-
quier poligonal inscrita en la imagen Ima (ver [2], Definicion 8.24).
Condicion necesaria y suficiente para que o sea rectificable es ([2], Teo-
rema 8.25) que cada componente a; : I = [a,b] — B (i = 1,...,n) sea
de wvariacion acotada. Para ello es a su vez suficiente ([2], Teorema
8.6) que cada % exista y esté acotada en (a,b). Ast pues, si nuestras
curvas (diferenciables) estan definidas en intervalos cerrados, son rec-
tificables. Para convencerse de que (en tal caso) nuestra definicion de
longitud coincide con la habitual para aplicaciones rectificables (esto es,
el supremo de las longitudes de las poligonales inscritas), ver [5], 1.5,
Fjercicio 8 y [1], 2.3, Teorema 13.

Proposicién 1.19 Sean « : [a,b] — E" una curva y f:J = [c,d] — [a,b]
un cambio de parametro de . Entonces

L(ao f) = L(a) .

Demostracién. Es consecuencia directa de la Proposicién 1.16(1) y
de la férmula del cambio de variable en integrales de Riemann (Teo-
rema 2.11):

Prop. 1.16(1) df | Teor. 2.11
[ Taopr "= [ g L [ )
[c,d] [e,d] s [a,b]
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1.3.3. Curva regular. Parametrizacién por la longitud de arco

Toda curva regular es reparametrizable por la longitud de arco. En
general, la dificultad en encontrar una tal reparametrizacién no ests
tanto en hallar el nuevo intervalo, o en encontrar la funcién que pasa
del antiguo intervalo al nuevo (lo que supone calcular una integral),
sino en invertir esta funcién.

Una curva o : I — R™ se dice regular en t, € I si o/(ty) # Ga(to); en tal
caso, to posee un entorno en el que « es regular. Se dice que « es regular si
es regular en todo ¢t € I. Se sigue de la Proposicién 1.16(1) que, si o : [ — R”
es regular y f : J — I es un cambio de pardmetro de «, entonces « o f es
también regular.

Conviene distinguir, de entre los objetos matemadticos asociados a una
curva regular, los que dependen sélo de la trayectoria y los que dependen de
la parametrizacion regular concreta. Asi, por ejemplo, el campo o’ depende
obviamente de la parametrizacién, mientras que el campo o’/ | o/ | depende
sélo de la trayectoria orientada, y el conjunto de rectas afines tangentes a «
depende sélo de la trayectoria.

Se dice que una curva regular o : I — E" estd parametrizada por la
longitud de arco si verifica la condicién | o/ |= 1. En tal caso se tiene (y
ello es la razén del nombre): L(a |u4) = b —a, Ya,b € I (a < b). Ademads

, (11) . .
se verifica: < o/, a” >'=" 0 (esto es, velocidad y aceleracién son mutuamente
ortogonales).

Proposiciéon 1.20 Sea o : I — E" una curva reqular y sea tg € I. La
aplicacion diferenciable g : I > t — f[tmt] | o |€ R wverifica % =ld >0
(con lo que posee inversa sobre su imagen J = g(I)) y la aplicacion inversa
gt :J — I es un cambio de pardmetro de o. Ademds, la curva avo g~ ! :
J — K" estd parametrizada por la longitud de arco.

Demostracion: Llamando s a la variable en J, se tiene:

dgt

D) [ o/(a7 (5)) 1=

| /(1) |

Ejemplo 1.21 La curva o : (0,1) 3 ¢ — (3cos(%),3sen(3),5t) € B® (cuya
(1) = I

Prop.:1.16(1) | o/(t) |: 1 m

| (cvog™)'(s) |

imagen es una hélice) verifica |o/

/109
2

s+ (3cos( A+ 3, 3sen( 5+ 1), \}10.%9 +1) € E? es una reparametrizacion
de a por la longitud de arco.

. Haciendo s = g(t) = f[l/gﬂ |

2s —+/109 \/109) 3
4 7 4

(t—3), se obtiene: t = s + 5. La curva ccog™ : (

o |=




1 TEORIA LOCAL DE CURVAS EN EL ESPACIO EUCLIDEO 23

1.4. REFERENCIA MOVIL DE FRENET
1.4.1. Referencia movil. Curva alabeada

Toda curva admite referencias méviles. Si sus n—1 primeras derivadas
(curvas vectoriales) son linealmente independientes, la curva se dice
alabeada, propiedad que sobrevive a las reparametrizaciones.

Una referencia mévil (a lo largo) de una curva a : I — E" es un
conjunto ordenado (Ey, ..., E,) de campos a lo largo de « que, para cadat € I,
da lugar a una base de T,,»E". Y se dice que (Eq, ..., E;) es una referencia
moévil euclidea de « si, para cada t € I, esta base es ortonormal positiva.

Obsérvese que, de acuerdo con lo dicho en 1.2.2, se tiene: E; = (Ei)a,
donde E; : I — E" es cierta curva vectorial (i = 1,...,n). El que la ba-
se (Eq(t),...,E,(t)) de ToE™ sea ortonormal positiva equivale (recordar
1.1.4) a que, escribiendo los Ej(t) en la base (€1, ...,e,), la matriz A(t) =
(Ey(t) , ..., E,(t)) verifique: AT(t)A(t) = I, y det A(t) = 1.

Una curva o : I — E" (n > 2) se dice alabeada en ¢, € [ si el conjunto
de n — 1 vectores (o (tp), ..., ™ V(ty)) de Tyuy)E" es linealmente indepen-
diente; en tal caso, ty posee un entorno de valores en I en los que « es
alabeada. Se dice que o es alabeada si es alabeada en todo ¢t € I. Toda
curva alabeada es regular. Aplicando repetidamente la regla de la cadena se
comprueba que, para una curva, la propiedad de ser alabeada se mantiene
bajo reparametrizaciones.

En efecto: Sea f : J — I un cambio de pardmetro de a (por

tanto d—’; no se anula nunca). De la Proposicién 1.16(1,3) se sigue que

d
((awo f),(cvo f)") son linealmente independientes si y sélo si lo son
(o/,a"). Y asf sucesivamente ®

1.4.2. Referencia de Frenet

Condicién necesaria y suficiente para que una curva sea alabeada es
que admita referencias de Frenet.

Una referencia de Frenet de una curva o : [ — E" (n > 2) es una
referencia mévil euclidea (Eq, ..., E,) de a que verifica:

Sub(Ey, ..., Ey) = Sub(o/,...,a®) | k=1,...n—1 .
El resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 1.22 Sea o : I — E" una curva. Entonces se tiene:
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1.

St a admite una referencia de Frenmet, entonces necesariamente a es
alabeada.

St a es alabeada, entonces o admite una referencia de Frenet, que puede
definirse inductivamente de la siquiente forma:

a) Se define el campo Eq € X, como

b) Supuesto que se han definido (Eq,...,Ex_1), con k =2,...,.n — 1,
se define

€k
Ek :

k—1
= ——, con € := alf) — Z < Ei,oz(k) > E;
| &k | —

c) Supuesto que se han definido (Eq, ..., E,_1), queda determinado un
unico E,, tal que (Eq,...,E,) es una referencia de Frenet de .

La referencia de Frenet de o construida en el apartado 2 es la tinica
que verifica ademds la siguiente propiedad:

<Ep,o®>>0 , k=1,....n—1. (13)

Demostracion. Los apartados 1 y 2 son inmediatos. Probemos 3:

Obviamente la referencia (Eq, ..., E,) de Frenet de o construida en 2
verifica (13), ya que, para k = 1,...,n — 1, se tiene:

=1

k—1
< Ep,a® >=< EFy, (I er |Ex+ ) <Eja®> EZ> >=| e, [>0.

Sea (Fq,...,F,) otra referencia de Frenet de @ que verifica (13). En-
tonces necesariamente E; = F. Fijemos k = 2,...,n — 1 y suponga-
mos que E; = F;, parat =1,...k — 1; de la definicién de referencia
de Frenet se tiene:

af) =3 < Eja® > E =Y < Ej,a® > E+ < B, o) > E;
a®) =3 < F oW >F =Y <E, o® > E+ <Fj o > F,

= < Ek,a(k) > B, =< Fk,a(k) > Fy ;

al ser Ej, y F}, unitarios y (por (13)) < Ei, a®) >y < Fy, o) >
positivos, se deduce que E; = Fj. Finalmente, supongamos que E; =
F;, parai=1,...n — 1; se concluye que E,, = F, [
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Observacién 1.23 1. Por lo que respecta al subconjunto (Eq,...,E, 1),
el método de construccion dado en el apartado 2 no es sino el método
de ortonormalizacion de Schmidt aplicado a (o, ..., "),

2. Denominaremos a la tunica referencia de Frenet de o que wverifica la
propiedad (13) la referencia de Frenet de «. En lo sucesivo, no se
considerardn otras referencias de Frenet (hay en total 2"') de a.

1.4.3. Férmulas de Frenet. Curvaturas

El interés de las referencias de Frenet estriba en que las derivadas de
sus campos se expresan con ayuda, no de n? funciones, sino tan sélo
de n — 1 funciones, las curvaturas.

Sea v : I — E" una curva alabeada y sea (Ei,...,E,) su referencia de
Frenet. Si V es un campo a lo largo de «, se tiene: V=3" | <E;,V > E; ;
en particular (Vj =1,...,n):

DE; _

DE;
wi;E; , conw; =< E;, —
; J J dt

A

Ahora bien, se tiene (Vj =1,...,n — 1):

dt
d<E;E;> (11)

E; € Sub(d/,...,aW); = P Sub(cl,..., a0 ) = wij=0,s11>j+1
<EjE;>=cte, Vi ; = 0=—23

Ldji + wij, Vi

Se deduce que las anteriores expresiones para las Dd?j pueden escribirse
en la forma matricial:
0 —W21 s 0
DEl DEn Wwa1 0 .
(7,,7) == (El,...,En) . . 5 (14)
: T 0 —Wnn—-1
0 - Wpna 0
y se conocen por el nombre de férmulas de Frenet.
Observaciéon 1.24 Se verifica: w1, > 0, © = 1,...,n — 2. Unicamente

Wnn—1 puede tener cualquier signo.
En efecto: por definicion, cualquier referencia de Frenet (Eq, ..., E,) de o ve-

rifica (Vi =1,....,n):

i—1
a® = Z <E;j,d >Ei+<E,d">E =V, 1 +pE (),

J=1
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con' Vi1 € Sub(c/, ..., ) y o, € F(I); de donde se deduce que

. DV, | do DE, DE,
(i+1) _ i—1 (sz . - W, ) % x5k
@ w vt Bte g =Wite— (),

con W; € Sub(c/, ..., a").
Sea ahora 1 =1,...,n — 1. De (13) se deduce entonces que p; > 0 y se tiene:
(**) L G SO Pin

Wit1i =< By, 71 >="< B, EOZ = ; ;
¥ KA

y de ahi se sigue que: wir1; >0, 1=1,...,n — 2.

Sea v : I — E™ una curva alabeada y sea (Ei,...,E,) su referencia de
Frenet. Con las notaciones del apartado anterior, se denomina curvatura
1-ésima a la funcién diferenciable

L Wit . )
Ki = o] esl) , i=1,...,n—1;

se sigue de la Observaciéon 1.24 que: k; >0, i =1,...,n — 2.

1.4.4. Teorema fundamental de la teoria de curvas

El interés de las curvaturas (de una curva alabeada) estd en que son
objetos invariantes, tanto bajo reparametrizaciones que preservan la
orientacién como bajo movimientos directos (Proposicién 1.25), y en
que determinan, salvo reparametrizaciones y movimientos, la curva
(Teorema 1.27).

Proposicién 1.25 (Invariancia de las curvaturas) Sea o : I — E" (n > 2)
una curva alabeada con referencia de Frenet (Eq,...,E,) y curvaturas r; €

§I) (i=1,..,n—1).

1. Sea f:J — I un cambio de parametro de o que preserva orientacion
y consideremos la curva & = «o f :J — E". Entonces la referencia de
Frenet (Eq,...,E,) de & verifica:

Ademds, si k; € §(J) es la curvatura i-ésima de &, se tiene

Ri=rk;of (i=1,...,n—1).



1 TEORIA LOCAL DE CURVAS EN EL ESPACIO EUCLIDEO 27

2. Sea A:E" — " un movimiento directo y consideremos la curva & :=
Aoa : I — E" FEntonces la referencia de Frenet (El, .. E,) de &
verifica:

E, = (AE)s (i=1,..,n) .
(siendo A la rotacion de A). Ademds, si k; € F(I) es la curvatura

1-éstma de &, se tiene

/%i:lii (z:l,,n—l) .
Demostracion. Ver Apéndice 5.1.3 ®

Observacion 1.26 Si el cambio de pardmetro en el apartado 1 no preservara
orientacion, se tendria (ver Fjercicio 6.1.20a)

E,=-Eiof y Ey=-Eyof (para n=2)
Ei=-Ejof , Ey=Eyof y E3=—E3zof (para n=23)

Y, en cuanto a las curvaturas,

k1 =—kK1 of (para n=2)
Ri=kK of y Ro=kKy of (para n=3)

Por otra parte, si el movimiento en el apartado 2 no fuera directo, se
tendria (ver Ejercicio 6.1.20b)

El = (AE:l)a Y ]E)g = —(4ﬁg)d (para n = 2)
E1 = (AEl)& s E2 = (AEQ)& Yy E3 = (AE3) (para n = 3)

Y, en cuanto a las curvaturas,

R1=—kK1 (para n=2)
Ri =K1 Y Re=—kKy (para n =3)

Teorema 1.27 (Teorema fundamental de la teoria de curvas) Dadas funcio-
nes diferenciables k; € F(I) (i=1,...,n—1), conk; >0 parai=1,...n—2,
existe una unica (salvo movimientos directos) curva alabeada o : I — E"
parametrizada por la longitud de arco y con curvaturas k; (i =1,...,n — 1).

Demostracion. La versién bidimensional de este teorema es facil
(Ejercicio 6.1.8) de demostrar. La demostracién de la versién general
exige ciertas nociones de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales
(ver Apéndice 5.1.4%) y puede verse en el Apéndice 5.1.5* =
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1.5. CURVAS ALABEADAS PLANAS
1.5.1. Diedro de Frenet

Una curva alabeada en el plano queda determinada, salvo reparame-
trizaciones que preservan la orientacién y salvo movimientos directos,
por su curvatura.

En el caso de una curva plana « : I — [E2, resulta lo mismo decir regular
que decir alabeada. Si « es regular, su unica curvatura x; := TJ;}‘ se denota

por £y se denomina curvatura de a. Si (E;, Es) es la referencia de Frenet
(o diedro de Frenet) de «, es habitual llamar:

T = E; campo tangente y N = E; campo normal .

Las férmulas de Frenet (14) se reducen entonces a:

DT DN 0 — || K
— — )= (TN 1
(dta dt) ( 9 )(|&/|/{ 0 )7 (5)
con 1 DT
= — <N, —>.
T ] S

Observacién 1.28 Sea o : I — E? una curva reqular.

1. Ndtese que, si bien o proporciona la tangente T de Frenet, es el espacio
euclideo E? el que “induce” la normal N. Escribiendo para la parte
vectorial de la tangente T = (T1,T3), la parte vectorial de la normal
resulta ser N = (—=Ty,T}).

2. En realidad, existe (pero esto es algo que hay que demostrar, ver Ejerci-
cio 6.1.3a) una funcion diferenciable 0 : I — R tal que T' = (cos @, sen 0).
Ademds esta funcion 0 verifica (Ejercicio 6.1.3b): % =| o/ | k.

3. Consideremos la curva vectorial N : I — B? que asocia, a cada punto
de I, la parte vectorial de la normal de Frenet. Notese que N (que no
tiene por qué ser reqular) toma sus valores en la circunferencia unidad
centrada en el origen. Sea un subintervalo Z C I y seat € I . Entonces

se tiene:
- dN
L(N |I) - fI dt fl’ } |l€| LHopztal
lim = lim = = | k()] .
7o Lla 7)) -0 ;| z_>{t} [, |

Cotéjese esta expresion en los casos sencillos (Ejercicio 6.1.1) de la
curva (de curvatura k =0 y con imagen una recta)

[

—

alt)y =p+t€, = T(t) = = N@t)=cte, = L(N|7) =0

Iy
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y de la curva (de curvatura k = % y con imagen una circunferencia)

a(t) =p+r(cost,sent), = T(t) = (—sen t,cost) , =
= N(t) = (—cost,—sent), = L(N |z)=1L(a|7) .

Las férmulas (15) son especialmente significativas cuando « estd parame-
trizada por la longitud de arco s (es decir, cuando | o/ |= 1). Si tomamos una
referencia afin euclidea con origen el punto « (0) y con base ortonormal la
dada por (T(0), N(0)), la curva tiene unas coordenadas o (s) = (z (s),y (s))
cuyo desarrollo en serie de Taylor en torno a s = 0 resulta determinado
por los valores de la curvatura y sus sucesivas derivadas en el 0. En efecto,

escribiendo

da 1da, 5, 1da, . o 4
a(s) = a(0) + %(0) s+ oWl (0) s* + e (0) s° + O(s")
T(0) 4T () 2Z(0)

y teniendo en cuenta que

dT .

& D N )

dQS_, 5

d°T  dk = dN (5) =~ dK =
ds? ds s + ds

zr(s)=s— %/12 (0) s* + O(s?)
y(5) = 55 (0) 82+ 22 )5+ Os").

En el caso de que la curva plana (y parametrizada por la longitud de
arco) sea analitica, las expresiones anteriores son vilidas para todo s € I y
constituyen la expresiéon explicita de lo predicho por el Teorema 1.27 para
esta clase de curvas, a saber, que quedan determinadas, salvo movimientos
directos, por los valores de la curvatura y sus sucesivas derivadas en un punto.

Observacion 1.29 De lo anterior se desprenden muchas otras propiedades
geométricas interesantes. Por ejemplo, se ve que

2y(s) o 2y(s)
0) = lim 222 = lim ——="
HO =" =0 L(a [po,9)7

FEsta expresion permite intuir:
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(1) el signo de k (positivo, si la curva "se dobla” en el sentido indicado
por la normal);

(17) el hecho de que la curvatura cambia de signo (Observacion 1.26)
cuando cambia el sentido de recorrido (la normal se invierte, pero el contacto
de la curva con el eje x en el punto es de orden 2); y

(i73) el hecho de que el médulo de la curvatura no depende (Proposicion
1.25(1)) de la parametrizacion (a igual trayectoria orientada, la igualdad de
longitudes se traduce en igualdad de ordenadas).

Sean « : I — E? una curvaregular y (T, N) su diedro de Frenet. Para cada
t € I, las rectas afines que pasan por a(t) y tiene por direcciones T(t) y N(t)
se denominan recta tangente y recta normal de « en ¢, respectivamente.
Intuitivamente, la curvatura mide cudnto se desvia la imagen de la curva de
estar contenida en su recta tangente (Ejercicio 6.1.1a).

Ejemplo 1.30 Sea o : I — E? una curva reqular. Vamos a probar que
la trayectoria de v es un segmento de recta si y sélo si las rectas (afines)
tangentes de o pasan todas por un mismo punto. Convencerse primero de
que lo que debemos probar es la equivalencia entre la afirmacion

existen p € B2, £(#£0) e B? y f € F(I) tales que a =p+ f€  (*)
y la afirmacion

evisten g € B? yg € F(I) tales que a+gT =q ().

Condicion necesaria: (*) = ‘fi—‘z‘ = f = T = ﬁ (:Q (**) .

Condicio’n suficiente: (*) = 0 = do 4 d T + ng Teniendo en cuenta
que < T, o >=0 (no hace falta para ello hablar de cumatum) se concluye

que: i = —| & |< 0y también g4 = 0. Ast pues, & = = 0 salvo a lo mds en

4 dt
dT

un punto al ser %

continua, resulta

Cid—fzﬁ,:f:f(O)(cte.),:a( (/!a Idt> 7(0)

que es precisamente (*).

Obsérvese que, st « dejara de ser regular en sdlo un valor ty € I, la
tangente T (to) dejaria de estar definida, con lo que la implicacion (Cé—;p =

0 = T = cte. ), y con ella la condicion suficiente, dejarian de ser ciertas.
Como ejemplo, considérese la curva

(e7V/0) , sit<0

: R — E?
@R ’tH{(QfWS,su>o
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(la funcion g(t) = e" V¥ es C=). Al ser %(t) = 2t3¢"Y¥ y debido a que
(para todo n € N)

142 u= l/t u" L/Hopztal , n!
lim t eVt Y= Im — = Im —=0
0+ u—+too ¥’ u—zoo e“zP(u)

(con P(u) cierto polinomio en u), resulta: | o/(t) |# 0 excepto ent = 0. Y
aunque verifica (**) salvo ent = 0, la curva o "aprovecha” t = 0 (donde la
velocidad se anula) para cambiar de direccion y no verificar (*).

1.5.2. Algoritmo para el cdlculo de la curvatura

Proposicién 1.31 Sean o : [ — E? una curva reqular y € F(I) su curva-
tura. Entonces se verifica:

d t / "
p= o) (a ,30z ) (16)
||
y también:
signo(k) = signo(< o, N >) .
Ademas, si |o/| =1, se deduce: |k| = || .

Demostracién. Recordar que, por ser (T, IN) una referencia mévil
euclidea, es det(T, N) = 1. Se tiene:

o/ = |o| T w o] L5
br 9y | 0 >=<T,N>( ' |a,d|aﬁ) =
o] e ;
= det(a’, ") = det(T,N) det dt, ="k .
—_——— 0 |k
1

La afirmacién sobre signo(k) es consecuencia de que o’ = |a ‘T—I— |O/| kN.
Finalmente, si [o/| = 1, es @” = kN; de donde se sigue |Ii| | =

1.6. CURVAS ALABEADAS EN EL ESPACIO
1.6.1. Triedro de Frenet

Una curva alabeada en el espacio queda determinada, salvo reparame-
trizaciones que preservan la orientacién y salvo movimientos directos,
por su curvatura y su torsion.

Sea a : I — E? una curva alabeada. Sus curvaturas x;, := TJ;}‘ >0y

Ko = ‘ﬁﬁ reciben ahora los nombres de curvatura s y torsién 7 de «,
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respectivamente. Si (Ej, Eo, E3) es la referencia de Frenet (o triedro de
Frenet) de «, es habitual llamar

T = E,; tangente , N = E, normal principal y B = E3 binormal ;

al ser (T, IN, B) referencia ortonormal positiva, resulta de (4): T x N = B.
Las férmulas de Frenet (14) se reducen entonces a:

0 —l|dk 0
DT DN DB
( , , )= (T,N,B) [ |o/|r 0 — || T , (17)
dt ~ dt '~ dt ,
0 |o/| T 0
con | DT 1 DN
= <N, — > (>0 = <B,—>.
pim g <N > G0y T < B

De forma andloga a como se hizo en el caso de las curvas planas, se puede
calcular a partir de (17) el desarrollo de Taylor (en el pardmetro) de la curva,
expresada ésta en la referencia afin euclidea con origen el punto « (0) y con
base ortonormal la dada por (7°(0), N(0), B(0)) . Los primeros términos de
dicho desarrollo, cuando « estd parametrizada por la longitud de arco s (es
decir, cuando | ¢/ |= 1), son

r(s)=5— %52 0) s* + O(s*)
y(s) = % (0)52 + 3555 (0) 8+ O

z(s) = 3" (0)7(0)s*+ O(s?) .

Observacion 1.32 De nuevo se deducen de lo anterior propiedades de la
geometria de la curva. Por ejemplo, se ve que
lz(s) 31z (s)
im = lim .
s—0 K(O)S3 s—0 R(O)L(OZ |[075]>3

7(0) =

Esta expresion permite intuir (recordar que la curvatura k es siempre
positiva):

(1) el signo de T (positivo, si la curva “se levanta” en el sentido indicado
por la binormal);

(i1) el hecho de que la torsion no cambia de signo (Observacion 1.26)
cuando cambia el sentido de recorrido (la binormal se invierte, pero el con-
tacto de la curva con el plano xy en el punto es de orden 3); y

(1ii) el hecho de que el mddulo de la torsion no depende (Proposicion
1.25(1)) de la parametrizacion (a igual trayectoria orientada, la igualdad de
longitudes se traduce en igualdad de alturas).
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Sea a : I — E? una curva alabeada y sea (T, N, B) su triedro de Frenet.
Para cada t € I, las rectas afines que pasan por a(t) y tienen por direcciones
T(t), N(t) y B(t) se denominan recta tangente, recta normal principal
y recta binormal de a en t, respectivamente. Y los planos afines que pa-
san por a(t) y tienen por vectores directores B(t), T(t) y N(t) se denominan
plano osculador, plano normal y plano rectificante de « en t, respec-
tivamente. Intuitivamente, la curvatura mide cudnto se desvia la imagen de
la curva de estar contenida en su recta tangente y la torsién mide cudnto se
desvia de estar contenida en su plano osculador (Ejercicio 6.1.4a).

Ejemplo 1.33 Sea o : I — E? una curva alabeada parametrizada por la
longitud de arco. Vamos a probar que, si Il es un plano afin que satisface las
condiciones: (1) existe sg € I tal que II contiene a la recta (afin) tangente
de v en sg, y (2) para cualquier entorno J C I de sy existen puntos de a(J)
a ambos lados de 11, entonces 11 es necesariamente el plano osculador de
a en sy (que el plano osculador de o en sqo verifica (1) y (2) es inmediata
consecuencia de que, como ya sabemos, el contacto de la curva con dicho
plano es de orden 3).

En efecto: sin pérdida de generalidad, podemos tomar sy = 0. Escribiendo

las ecuaciones de la curva o en la referencia cartesiana (a(O); T'(0), N(0), g(O))

se tiene, por lo dicho antes (y al ser |a/| =1):
z(s) =5—0O(s%)
y(5) = 55 (0)5* + O(")
z2(s) = O(s°)

Cualquier plano afin que verifique (1) tendrd por vector director AN (0) +
uB(0), para ciertos A\, € R (no ambos nulos). Con lo que se tendrd:

— —

signo << a(s) — a(0), AN(0) + uB(0) >) = signo (A\y(s) + pz(s)) =

. 1 2 3\) K>0 . signo (\) , siA#0
= signo ()\516 (0)s*+ (s )) =" (para s pequerio) { inde finido . i\ —0

Ahora bien, el que un plano afin por a(0) y con vector director A]\?(O)—HAE(O)
verifique (2) implica que la funcion

signo (< o — a(0), AN(0) + pB(0) >>
no puede ser localmente constante en la vecindad de 0. Ello implica que debe

ser X =0, con lo que el plano afin Il en cuestion tendrd por vector director
B(0) y serd el plano osculador de v en 0.
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1.6.2. Algoritmo para el cdlculo de la curvatura y la torsién

Proposicién 1.34 Sean o : I — E? una curva alabeada y k(> 0),7 € F(I)
su curvatura y torsion, respectivamente. Entonces se verifica:
x o _ det(a/, ", ")

K=———"— Yy T= T (18)

Ademds, si |o/| =1, se deduce:

B det(o/, o/’,o/”)
T

k= |a

Demostracién. Recordar que, por ser (T,N,B) una referencia
movil euclidea, es det(T, N, B) = 1. Se tiene:
o = || T
(17)
LL = |o/| kN ;=

LN o _ || KT+ |o/| TB

’ dlo/]
o] = *
= (0", a")=(T,N,B)| 0 [o]'n  x =
0 0 /) kT
( N del
o xa’| D laes (1T " V| T N| = o/ x
0 |Oé| K N —’
1
= |o/’ %‘;l‘ *
det(a, 0", a") = det(T,N,B)det [ 0 |o/[>x  * = |o'|® K?7
N——
1 0 0 |o/PPkT

\
Finalmente, si |o/| = 1, se tiene: < o/, >=0, = |/ x| =

|a”| , y el resultado se sigue ®
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2. SUPERFICIES EN EL ESPACIO AFIN

Estudiamos en este capitulo las superficies del espacio afin R3, sin usar
atn la estructura euclidea. Conviene recordar lo dicho en los apartados 1.1.1
al 1.1.3. Comenzamos reinterpretando algunas nociones preliminares y resul-
tados del andlisis de funciones de varias variables.

2.1. PRELIMINARES DE ANALISIS

En lo que sigue, consideraremos el espacio afin R™ con su topologia usual.
Hay que advertir que, aunque dicha topologia es la inducida por la distancia
euclidea esténdar (1.1.4), todas las nociones de distancia en R™ que provienen
de una norma inducen la misma topologia, por lo que ésta no presupone
una norma concreta. Hasta el apartado 2.1.5 no serd necesario por tanto
considerar un producto escalar concreto en el espacio vectorial R™.

2.1.1. Aplicaciones diferenciables entre abiertos de R"

Sean (x1, ..., x,) las coordenadas candnicas de R", esto es, las proyecciones
=7 R"3 (a1,...,an) —a;, €R (i=1,...,n) .

Si S es un subconjunto de R”, una aplicacién F': S — R™ (denotaremos por
(Y1, ---, Ym) las coordenadas andlogas en R™) queda determinada por sus com-
ponentes F; = y;0F : S — R. Diremos entonces que y; = Fj(x1,...,x,), j =
1,...,m, son las ecuaciones de F.

Sea U un abierto de R". Una funcién f : U — R se dird diferenciable
si posee derivadas parciales continuas de todos los érdenes (esto es, si es de
clase C*°). Recordemos que se define la derivada parcial (de ler orden)
de f con respecto a z; en p € R" como el niimero real

of . d(foa)
8_:131-(]9) = T(O) :

siendo « : I— R" la curva «a(t) = p + té; (en la Observacién 2.2(2) veremos
que, de hecho, podriamos tomar aqui como curva « cualquiera que verificara
a/(0) = (€;)p). Una aplicaciéon F : U — R™ se dird diferenciable si sus
componentes F; : U — R (j = 1,...,m) son funciones diferenciables. En tal
caso, se llama jacobiana de F' en p € U a la matriz m x n

(R F,) | -
Tr(p) = ( 01, ..y ) )(p)

aFm/éxl(p) 5Fm/5wn(p)
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2.1.2. Vectores tangentes y derivaciones

Los vectores tangentes se reinterpretan como operadores de derivacién
direccional en el punto de apoyo.

Sean p € R" y Ep € T,R". Resulta 1til considerar el vector tangente Ep
bajo el punto de vista de una ”derivacién de funciones”: dados un abierto U
de R™ que contiene a p y una funcién diferenciable f : U — R, se define la
derivada direccional de [ segun ¢, como el nimero real

e = nmi=3 Y

_— 8@

(p)fz ;

)

en particular, (¢;),(f) = 2L (p), lo que justifica introducir la notacién (para

ox;
i=1,..,n) )
Not. -
<8Iz‘)p = (@) -

Asi, la base candnica de T,R" se escribird ((ai) ey <ai> ) y la
1/ p /) p

velocidad de una curva « : I — R” tendra la expresion:

’ 2. - d&i (9
o/(t) =Y () ((%}) :
i/ a()

=1

2.1.3. Diferencial y regla de la cadena

La diferencial en un punto es una aplicacién lineal que lleva velocidades
de curvas por dicho punto en velocidades de las curvas imagen por el
punto imagen.

Sea F': (R" D)U — R™ una aplicacién diferenciable. Se llama diferen-
cial de F' en p € U a la aplicacién lineal

-,

d,F : T,R" 5 &, — (Jr(0)E)rp) € TrpR™ ;

es decir, se trata de la aplicacién lineal que tiene por matriz, respecto de las
bases canénicas de T,R" y de Tr)R™, la jacobiana Jp(p) . Se tiene asf:

OF1/0zi(p) m

o\ & OF, 0 -
dpF <axl> - : - Z 8%1 (p) (8yJ)F (Z_ 17"'7”)
P OFy/0x:i(p) | |, =1 (»)
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Observacion 2.1 En particular, se tiene:

1. Sia:(RD) — R" esuna curva yt € I:

d\ 19~ do 9 212
v (&), U 5w ().,

i=1

2. Sif:(R"D)U — R es una funcion diferenciable, p € U y Ep € T,R":

-,

dpf (&) = (Tr(0)€) s = <gp<f)>f(p)

Sean U C R", V C R™ abiertos y F,G aplicaciones diferenciables: U ER
V & Rl Entonces GoF : U — R! es una aplicacién diferenciable, y se verifica

para todo p € U:
dp(G o F) = dF(p)G o dpF ’ (20)

la parte vectorial de (20) es precisamente la cldsica regla de la cadena,
que establece en términos de matrices jacobianas la igualdad: Jgop(p) =
Ja(F(p)) Jr(p), y que en coordenadas se escribe:

T = 3 o) S0

donde se han tomado coordenadas (z;) en R", (y;) en R™, (z;) en R'.
Observacién 2.2 :

1. Sean F : (R™ D)U — R™ wuna aplicacion diferenciable, o : I — U una
curva y T € I. Se tiene:

, 0bs.2.1(1) (20)
(Foa)(r) = " d;(Foa) (%)T =

(21)

0bs.2.1(1)
= (da(T)FO dTOz) (%)7— = da(r)F (O‘,(T)) :

Surge ast la siguiente interpretacion geométrica de la diferencial: Dados
peU, ¢, € T,R" yuna curva diferenciable o por p (1.2.3) con o/(0) =

—

£, se tiene: dpF' (€,) = (F o a)'(0).
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2. Sean f: (R" D)U — R una funcion diferenciable, p € U ya: 1 —TU
una curva por p (esto es, tal que a(0) = p). Se tiene:

AL d 7, 20) d(fo

Se deduce que (foo‘ (0) depende de la curva o sélo a través de o/(0).
En particular, la curva « por p utilizada para definir (2.1.1) la deri-
vada parcial %(p) podria haber sido cualquiera que verificara o/ (0) =

(&),

2.1.4. Difeomorfosmos. Teoremas de la funcién inversa e implicita.
Cambios de coordenadas

Los Teoremas de la funcién inversa e implicita resultan clave para
analizar la estructura diferenciable local de las superficies (2.2.1). Las
habituales notaciones usadas en los cambios de coordenadas en R"
prefiguran las que se introducirén (2.3.2) al hablar de parametrizacio-
nes en superficies.

(A) Sean U y V abiertos de R™. Una aplicacién diferenciable F' : U — V se
llama difeomorfismo si es biyectiva y si su inversa =1 : V — U es también
diferenciable. La composicién de difeomorfismos es un difeomorfismo.

Si F': U — V es un difeomorfismo, se tiene (Vp € U):

Ty = dy(Idy) = dy(F 0 F) 2 iy P~ 0 d, F

se concluye que d,F' : T,R" — Tp,)R" es un isomorfismo (en particular si
f: (R D)J — I(C R) es difeomorfismo, % < # 0 siempre) y que (d,F)™!
dr@pF . El reciproco es también (localmente) cierto y constituye el

Teorema 2.3 (funcién inversa) Sean F : (R" D)U — R" una aplicacion
diferenciable y p € U. Si la jacobiana Jr(p) es no singular, existen entornos
A(CU) dep yB(CR") de F(p) tales que F(A) =B y F' |pa: A — B es un

difeomorfismo.
Demostracién. Ver [2], Teorema 7.5 y [6], Teorema 7.1 ]

Sea F': (R" D)U — R™ (con n > m) una aplicacién (a la imagen inversa
de cada valor de F' se le llama un conjunto de nivel para F') diferenciable.
Se dice que p € U es un punto regular para F si la jacobiana Jg(p)
es de rango (méximo) m; en tal caso, p posee un entorno en U de puntos
regulares para F. Se dice que S(C U) es un conjunto regular para F' si
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todos los puntos de S son puntos regulares para F'. El teorema general de la
funcién implicita afirma que: si p € U es un punto regular para F', entonces el
conjunto de nivel F~!(F(p)) correspondiente al valor F(p) puede expresarse,
localmente en torno a p, como la grafica de una cierta funcién diferenciable
¢ : (R*™™ D) — R™. Vamos a ver la demostracién de este teorema en el
caso particular n = 3,m = 1, que aplicaremos a superficies de R? (el caso
n = 2,m = 1, aplicable a curvas planas y que se usa en el Ejercicio 6.1.21,
es similar y més sencillo).

Teorema 2.4 (funcién implicita) Sea f : (R* D)U — R wuna funcion
diferenciable (sin pérdida de generalidad, 0 € f(U)). Supongamos que p €
f7Y0) es un punto reqular para f (s.p.d.g. y eligiendo adecuadamente las
coordenadas cartesianas (z,y,2) en R3, se tendrd (0f/0z) (p) #0). Escribi-
remos p = (a,b,c). Entonces existen:

un entorno Q(C R2,) de (a,b)
un entorno J(C R,) de ¢
una funcion diferenciable ¢ : ) — J

}conQXJCU

tales que

{(z,y,2) € Qx J | fz,y,2) =0} ={(z,y,<(z,9)) | (x,y) € Q} ,
esto es, tales que
fH0)N(Qx J)= graficades

Demostracién (ver [2], Teorema 7.6, [5], 2.2, Proposicién 2, [6],
Teorema 7.2 y [9], Cap. 15, Teorema 1). Sea la aplicacién diferenciable
®: (R D)U > (v,y,2) — (x,y,t = f(x,y,2)) € R3, que verifica:
det Jo(p) = (0f/0z) (p) # 0. Por el Teorema 2.3 existen entornos
A(CU)depyB(CR?) de®(p) tales que P(A) =By ® [4: A —
B es un difeomorfismo. Y se tiene: A N f~1(0) = (@ o) '(B N {t =
0}).

Consideremos los entornos Q := m12(A)(C R?cy) de (a,b) y J :=
73(A)(C R,) de ¢. Tomando (s.p.d.g.) A = QxJ, podemos identificar
(por la definicién de ®) © con B N {t = 0}. Entonces la funcién
diferenciable ¢ := w5 0 (P ]A)fl lo : Q@ — J verifica:

FHON@QxT) = (@ [4)7 (BN{t = 0}) = {(z,y.<(z,y) | (z,9) €Q} =

Observacion 2.5 1. FEl teorema de la funcion implicita responde a la si-
guiente idea intuitiva: de la ecuacion f(x,y,z) = 0 puede despejarse
localmente z en torno a cualquier punto p en el que (0f/0z) (p) #
0. Hay expresiones andlogas si se supone que es (0f/0x)(p) # 0 o
(0 /0y)(p) # 0.
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2. (reciproco global” del teorema de la funcion implicita) La grdfica de
una funcion diferenciable s : (R? D) — R es globalmente el conjun-
to de nivel f~1(0) para la funcion diferenciable f : (R®* D)Q x R >
(z,y,2) — s(z,y) — z € R; y este conjunto es ademds reqular para f,
ya que J(p) es de rango 1 en todo p € Q x R.

(B) Sea U un abierto de R". Un cambio de coordenadas en U es un
difeomorfismo 1 : (R" D)U — U. Sean (%1, ..., ¥,) las coordenadas canénicas
en U, con lo que (Vp € U):

v p) = ((Zro )(P), -, (Tn o)D) -

Pues bien, presuponiendo que se ha fijado de antemano el difeomorfis-
mo 1, las funciones (Zy,...,T,) se considerardn indistintamente funciones
definidas sobre U = zZ)_l(U) o sobre el propio U, por lo que valdrdn las iden-
tificaciones T; = T; 0 (1 =1,...,n), escribiremos

p=(@1(p), s Tu(p) = (@100 ) (D), s (T 09 H)(p) )

y diremos que (Z1(p), ..., Tn(p)) son las nuevas coordenadas de p. Diremos
ademds que x; = x;(T1,...,Tn) = (x; 0 Y)(T1, ..., Tn), © = 1,...,n, son las
ecuaciones del cambio de coordenadas.

Sea 1 : U — U un cambio de coordenadas. Para todo p € U, el conjunto

0 0
(dd)‘l(p)w (a_jl>¢l(p) o do <aj”)wl(p)>

constituye (puesto que det Jy ("' (p)) # 0) una base del espacio vectorial
tangente 7,R™, lo que lleva a introducir la notacién (para i =1,...,n)

0\ Not. 0 19) =~ 0
(35) = o (52) O350 0 () - e
——— —

p

Ejemplo 2.6 Considérese el cambio ¢ : U — U de cartesianas a polares en
R3, definido por

U=R — {(zy.2) € R |2 <0,y =0)
U = (0,00) x (0,7) X (—m,m)
V(p=rx,9=9y,0¢=2):= (v = psentcos ¢,y = psendsend,z = pcos) , =
-1 — — /2 2 2 - -z
= ¢ (I,y,Z) (p ety +=z 719 arc Cos(o,r) \/m’
arccos(,ﬂ,o)\/% , sty <0
@24y
p=< 0, siy=0 ).

. .
arc cos —Z sty >0
Om) e Yy
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Es inmediato comprobar que se tiene:

d(x,y, ) sentcosp pcostcosp —psentdsengd
Jy = (8 ’g’ ) = | sentsen¢ pcosisend pseni cosd ,
(p, 9, 9) cos v —psent 0

con lo que det Jy, = p?send, y también:

sentcos ¢ sentseng cosv

J o <8(p, 79, Qb) ) cos ¥ cos ¢ cos Useng —sent

A==

Y o(z,y,2) —seng s 0
psentd psentd

En este caso, la expresion (23) queda (Vp € U):

() = (senieos9) (0) (£), + (sendsend)p) (#) +eosd(p) (),
(%) = (pcosdcos9)(p) (2 ) + (pcosseng)(p) <a%>p — (psend)(p) (%)p
(%)p —(psentsend)(p) (6@) (psend cos ¢)(p) <6y>

3

=
2.1.5. Integracién. Teoremas de Fubini y del cambio de variable

Una vez que una funcién es integrable (lo que viene determinado en
ultima instancia por el Teorema de Lebesgue), los Teoremas de Fubini
y del cambio de variable facilitan el cdlculo de la integral.

(A) Consideremos R™ como espacio euclideo (esto es, E™). Dados dos
subconjuntos A, B C E" y una funcién f : A — R, denotaremos f? : B —

]Rx»—>{ f(z), size ANB

0, sizeB\A . Dado un subconjunto A C E", se llama fun-

cién caracteristica de A a la funcién 1,4 : E" — R, x — L, SLrE 4 .
0,six¢ A
Sean A = [@,b] = [a1,b1] X ... X [an, by] C E" (intervalo n-dimensional

cerrado) y f : A — R acotada. Se dice que f es integrable(-Riemann) si
los mimeros

inf{U(P, f) | P particién de [a@,b]}

sup{L(P, f) | P particién de [a@,b]}

(que estan bien definidos, son finitos, el primero es mayor o igual que el
segundo, y donde U(P, f) y L(P, f) son, respectivamente, las sumas de Rie-
mann superior e inferior correspondientes a P) toman el mismo valor. En tal
caso, se llama integral f[a,l?] f de f a dicho valor comun.

Sean A C E" acotadoy f : A — R acotada. Se dice que f es integrable(-
Riemann) si lo es £ siendo [a@,b](C E") algtin (y, por tanto, cualquier)
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intervalo n-dimensional cerrado que contenga a A. En tal caso, se llama
integral [, f de f a la integral [ il fl@¥ (para cualquier tal [@,b]). El
tratamiento de esta cuestién es delicado y se lleva a cabo a través del concepto
de "medida cero”, que se recuerda en la observacion siguiente.

Observacion 2.7 Sea A un subconjunto de E™.

1.

Suponiendo que la funcion caracteristica 14 : E" — R sea integrable
(se dice entonces que A tiene volumen, o también que “es medible-
Jordan”), se llama volumen (o ”contenido-Jordan n-dimensional”)
Vol(A) de A a la integral [5, 14 (> 0). El volumen de A se llama
longitud sin =1 y area sin = 2. Cualquier intervalo (n-dimensional)
cerrado [@,b] (o abierto (d,b)) tiene volumen igual a (by —ay) - ... (by —
a,). Sia: I —E" (n>2) esuna curva, Ima tiene volumen cero (ver
[2], Teorema 10.18).

Se dice que A tiene medida cero, y escribimos my = 0, si se verifica:

inf{z Vol(Ry) | {Rk} recubrimiento numerable de A} =0
k=1

(donde los Ry son intervalos n-dimensionales, pueden tomarse cerrados
o abiertos). Se sigue que, si A tiene volumen cero, tiene medida cero (si
A es compacto y tiene medida cero, tiene volumen cero). La principal
ventaja de la nocion de medida cero frente a la de volumen cero es que
una union numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero
(ver [2], Teorema 10.18 y [6], Teorema 8.2), mientras que una unidn
numerable de conjuntos de volumen cero no tiene por qué tener volumen
(ast ocure con el conjunto QN [0,1] C E!).

Sean A acotado y f : A — R acotada. El Teorema de Lebesgue (ver
[2], Teorema 10.19 y [6], Teorema 8.3) asequra entonces que f es inte-
grable si y sdlo si el conjunto (acotado) Disc(f®") de discontinuidades
de " tiene medida cero. En particular: (i) A tiene volumen si y sdlo si
su frontera topoldgica A (en ™) tiene medida cero (ver [6], Corolario
8.1); (ii) si A tiene volumen y f es continua (ademds de acotada), f
es integrable (ver [6], Corolario 8.2); y (iii) si A tiene medida cero y f
es integrable, [, f =0 (ver [6], Teorema 8.4).

La anterior definicién de integrabilidad se extiende sin dificultad, sucesi-

vamente (ver [6], 8.7, ”integrales impropias”), a los casos:

(a) A arbitrario y f(> 0) acotada: f se dice integrable si existe el limite

(finito) 1fmg—co [, o1 flm®a™ siendo [—a,a]” = [~a,d] x ... x [—a, a];
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lo que obviamente requiere que exista la integral f[_a o flmead™ para

cualquier intervalo de la forma [—a, a]™. En tal caso, se llama integral
| [ de [ al citado limite.

(b) A arbitrario y f > 0 : f se dice integrable si existe el limite (finito)
lime—oo [ fe , siendo fo : A — R,z — { g(’xiz’ fS(Z${(§)6§ ¢ : lo que
obviamente requiere que exista la integral [ 4 Je para cualquier ¢ > 0.
En tal caso, se llama integral | 4 f de [ al citado limite. Para n = 1,
interesa senalar que, si f : [a,b) — R es (> 0 y) continua, entonces f
es integrable si y s6lo si existe el limite (finito) lim,_;- f[a,m] f, en cuyo
caso la integral coincide con dicho limite (ver p.ej. [6], Teorema 8.8).

(c) A arbitrario y f arbitraria: f se dice integrable (o ”absolutamente
convergente”) si existen [, f*y [, f , siendo f* : E" — R,z —
{0,5@'f(x)<0 YITHE = R 0 G ) > 0 '
En tal caso, se llama integral [, f de f a la diferencia [, f* — [, f~.
Dados A,BCE"y f: AUB — R tales que f |4, f |5 Y f |anp son

integrables, también lo es f y se verifica: [ gt = 1) Gt | 5/ 1) ANB
f (ver p.ej. [6], Teorema 8.5 y Ejercicio 8.9).

Ejemplo 2.8 (a) La funcién caracteristica 1 ) : B — R no es integrable.
La funcion caracteristica 1 o) {0} : E? — R es integrable y su integral vale
cero. (b) La funcion f :[0,1] 3 z +— 1 € R no es integrable. (c) La funcién
fi[l,00) 3 2 +— 2% € R no es integrable, y ello a pesar de que existe el
limite (finito) limy_, o f[l,b] sz (er [6], 8.7, Ejemplo 1).

(B) Es importante disponer de métodos de evaluacién de integrales que
eviten tener que aplicar la definicién de integral como limite de una suma.
En el caso n = 1, un tal método lo proporciona el Teorema fundamental
del célculo (ver [2], Teorema 9.32 y [6], Teorema 8.6), que afirma que, si
f : [a,b] — R es una funcién continua (por tanto, integrable), entonces
f posee una primitiva g (esto es, una funcién g : [a,b] — R continua,
diferenciable en (a,b) y con derivada primera igual a f |,p) v se tiene:

fabf(x)dx = f[a,b} f = g(b) — g(a) (para cualquier tal g). El andlogo para
n = 2 (el caso n arbitrario es similar) lo constituye el teorema de Fubini, que
reduce la integral a dos integraciones sucesivas en dimensién 1:

Teorema 2.9 (Fubini) Sea [@,b] = [a1,b1] X [as,bs] C B? un intervalo 2-
dimensional cerrado y sea f : [c_i,l;] — R una funcion continua (por tanto,
integrable). Entonces se tiene:

b2 b1 b1 bo
/{a e /( faindy = [ ([ s paa,

al az
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donde la variable y se mantiene constante en el integrando de fabll f(z,y)dz
ylax en el de fab; [z, y)dy.

Demostracién. Ver [2], Teorema 10.20 y [6], Teorema 9.1 m

Una aplicacion del Teorema de Fubini la constituye el Teorema de Green,
que se usard en el Teorema 4.21. El teorema de Green tiene una primera
version para rectdngulos (o para discos), que es fécil de demostrar. Necesita-
remos una versién algo mas general (Corolario 2.10).

Llamaremos camino en E" (n > 2) a una aplicacién continua « : [a, b] —
E™ que verifica la siguiente propiedad (diferenciabilidad a trozos): existe una
particién a = ty < t; < --- < t, = b de [a,b] de forma que cada a; =
@ |, (@ =1,..,k) es una curva (diferenciable). El camino o se dice
cerrado si a(a) = a(b); y se dice simple si la aplicacion « |j, ;) es inyectiva.

Si a : [a,b] — E? es un camino cerrado y simple, se demuestra que
el conjunto E? — Im « estd constituido por dos abiertos conexos disjuntos,
uno de ellos acotado, con Im v como frontera comiin (”teorema de la curva
de Jordan”; ver [2], Teorema 8.40, sin demostracién y [5], 5.7, Teorema 1,
demostracién en el caso de que « sea diferenciable), con lo que la unién
(compacta) R del abierto acotado y su frontera posee drea (Observacién
2.7). El camino « se dice positivo si el compacto R queda siempre a la
izquierda de « (ver [2], Definicién 8.23).

Corolario 2.10 (Green) Sea « : [a,b] — E* un camino cerrado, simple y
positivo. Sea U C |2 un abierto que contenga a la union (compacta) R del
abierto acotado (de B* — Ima) y su frontera y sean P,Q : U —R funciones
con derivadas parciales primeras continuas. Entonces se tiene (el miembro
de la izquierda tiene sentido, por ser R acotado, OR de medida nula y el
integrando una funcién acotada y continua):

0oQ 0P\ doy day
/,R<a—;[‘1_a—x2>_\/[a’b] ((POO{)E‘I’(QOQ)%)

Demostracién. Ver [2], Teorema 10.39 (version para rectdngulos) y
[2], Teorema 10.43 (versién general) |

Recordemos por iltimo la siguiente versién del teorema del cambio de
variable:

Teorema 2.11 (cambio de variable) Sean U, U abiertos de E" y 1) : U —
U un cambio de coordenadas en'U (esto es, un difeomorfismo). Sea f : U — R
una funcion integrable. Entonces (f o) |det Jy| : U — R es integrable y se

tiene: /Uf:/@ﬁowﬂdetjw' :
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Demostracién Ver [8], Teorema 3.13. Para otras versiones, més ele-
mentales en su demostracién pero méds restrictivas en su enunciado,
ver [2], Teorema 10.30 y [6], Teorema 9.3 |

2.2. SUPERFICIES

2.2.1. Parametrizaciones locales de subconjuntos de R". Superfi-
cies

Las superficies son subconjuntos que admiten parametrizaciones (lo-
cales, 2-dimensionales) en torno a cada uno de sus puntos. Alternati-
vamente, son subconjuntos que pueden describirse, localmente, como
conjuntos de nivel regulares o también como gréficas de funciones di-
ferenciables.

(A) Sea S un subconjunto de R" y sea r < n. Una parametrizacién
(local, r-dimensional) de S es una aplicacién ¢ : U — U, donde U es un
abierto de R" y U es un abierto de S en la topologia relativa (esto es, in-
terseccién de S con un abierto de R™), tal que: (i) ¢ es un homeomorfismo,
(i1) ¢ es (considerada como aplicacién de U en R") diferenciable, y (iii) la
jacobiana J, es de rango r en todo punto de U.

La parametrizaciéon ¢ queda determinada (2.1.1) por sus componentes
g, =x,00:U-R(i=1,..,n).

Los conjuntos de nivel regulares en el plano admiten parametrizacio-
nes (locales, 1-dimensionales) en torno a cada uno de sus puntos (Ejercicio
6.1.21a).

(B) Un subconjunto M de R? se llama superficie si, para cada punto
p € M, existe una parametrizacién (local, 2-dimensional) ¢ :(R? D)U — U
de M conp elU.

Habitualmente denotaremos x = x1, y = x2, 2 = 3 a las coordenadas
canénicas de R3 y v = u;, v = uy a las coordenadas canénicas de R2.

Observacion 2.12 1. Definimos pues las superficies como subconjuntos
de R3, de los que las parametrizaciones son sélo descripciones locales.

Si un subconjunto de R? es localmente una superficie, es una superficie.

Resulta trivialmente cierto que cualquier abierto de una superficie (en
la topologta relativa) es también una superficie. También es cierto (Ob-
servacion 2.15(2)) que, si un subconjunto de una superficie es también
superficie, necesariamente es un abierto de la primera.

2. No deseamos que las superficies tengan ”autointersecciones” ni "bor-
des”, a fin de que pueda definirse sin ambigiiedad el plano tangente
en cada punto. Pues bien, la inyectividad de las parametrizaciones
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¢ : U—R3 evita algunos tipos de autointersecciones (piénsese en la
aplicacion ¢ : (-7 —e,e) x R 3 (u,v) — (senu, sen2u,v)€ R*, que es
diferenciable pero no es inyectiva). Por otra parte, la continuidad de las
inversas o~ : U — U evita otros tipos de autointersecciones (piénsese
en la aplicacion ¢ : (—m,7) x R 3 (u,v) — (senu, sen2u,v)€ R*, que
es diferenciable e inyectiva, pero cuya inversa = no es continua ) y ga-

rantiza que los cambios de carta serdn difeomorfismos (ver Observacion
2.20(1)).

El que las parametrizaciones ¢ sean diferenciables con rg(J,) = 2,
Junto con la inyectividad de ¢ y la continuidad de o=, garantizard

la existencia de un plano tangente en cada punto de una superficie
(Proposicion 2.22).

Teorema 2.13 Dado un subconjunto S de R3, considérense las siguientes
afirmaciones: (i) S es una superficie, (ii) S es un conjunto de nivel reqular
para una funcién diferenciable f : (R® D)U — R, y (iii) S es la grdfica de
una funcion diferenciable s : (R? D)2 — R. Entonces se verifica: (iii) =
(i1) = (1) y las tres afirmaciones son localmente equivalentes.

Demostracién. Hay que tener en cuenta que las afirmaciones (i7) y
(477) son de naturaleza ”global”, mientras que (7) es "local”. Se tiene:

loc.

1. (ii) = (444) . Teorema 2.4 (funcién implicita).

Contraejemplo a que la implicacién sea global, la esfera.

2. (ii1) = (i) . En efecto (ver [5], 2.2, Propos. 1, p. 69):si¢ : (R? D)Q — Rees
una funcién diferenciable, la aplicacion ¢ : Q 5 (x,y) — (x,y,s(x,y)) €
R? tiene por imagen la grafica de ¢, es continua, es inyectiva, posee inversa
-1 _ . s . . 0.
@' = T2 |grafica(c) continua, es diferenciable y verifica rg(J,(x,y)) = 2;
asf  resulta ser una parametrizacién global de la grafica de .

3. (ii) = (i) . Consecuencia de 1 y 2.

4. (1) RS (7i1) . En efecto (ver [5], 2.2, Proposicién 3, p. 74): Sea ¢ : U —U
una parametrizacion de M con p € U; s.p.d.g. podemos suponer que se
verifica det(9(py, p,)/d(u,v)) (¢~1(p)) # 0. Consideremos la aplicacién
diferenciable @ 1=y 0 : (R? D)U — Riy, que verifica:

det T (0) = et (22220 (7)) 0.

Por el Teorema 2.3 (funcién inversa) existen entornos A(C U ) de ¢~ (p)
y Q(C R?) de p(¢ 1 (p)) = mi2(p) tales que @(A) = Q y la aplicacién
@ |a: A — Q es un difeomorfismo.
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Entonces la funcién diferenciable ¢ := @50 (@ [54)7' : © — R, tiene por
grafica:

{(@y,5(z,9) | (2,9) € O} = {(P(u, v), p3(u, 0)) | (u,v) € A} = p(A)

que contiene a p y esta contenida en 4. Pero, por ser ¢ una parametrizacién
de M, p(A) es un abierto de M y el resultado se sigue.

5. (i4i) = (ii) . Observacién 2.5(2).

6. (7) o (i) . Consecuencia de 4 y 5.

Contraejemplo a que la implicacién sea global, la banda de Moebius o, en
general, toda superficie no orientable (ver mds adelante 3.2.1). m

Se sigue de lo anterior que una superficie siempre puede expresarse lo-
calmente como conjunto de mivel reqular para alguna funcion diferenciable
f: (R3 D)U — R; se dice entonces que la superficie estd dada ”en implicitas”.
También se sigue de lo anterior que una superficie siempre puede expresarse
localmente como la grifica de alguna funcion diferenciable s : (R? D) — R.

Ejemplo 2.14 Determinar, para cadar > 0, si el subconjunto M, = {(z,y, z) €
R3 | /22 + y2 — 22 =1} es 0 no una superficie.
En primer lugar, se tiene: M, = f~1(r?), con f : R® 3 (z,y,2) — 2% +
y* — 2% € R, que es diferenciable y verifica: Jy(x,y,z) = 2z 2y —2z).
Sear > 0. En tal caso, M, C U=R*—{(0,0,0)}; y puesto que rg(Jy,) =
1, el "hiperboloide de 1 hoja” M, es un conjunto de nivel reqular para la
funcion diferenciable f |y y, por tanto (Teorema 2.13), es una superficie.
Sea r = 0. En tal caso, My — {(0,0,0)} C U; y puesto que rg(Js,) =1,
el "cono sin vértice” My — {(0,0,0)} es un conjunto de nivel reqular para la
funcion diferenciable f |y y, por tanto (Teorema 2.13), es una superficie.
En cuanto al "cono” (completo) My: puesto que rg(J(0,0,0)) = 0, no po-
demos usar f para aplicar el Teorema 2.13 en el entorno del vértice (0,0,0).
Pues bien, la idea de buscar otra funcion diferenciable h : V — R, con V
cierto entorno de (0,0,0), tal que My NV sea un conjunto de nivel regular
para h (idea que en ocasiones tiene éxito, ver Ejercicio 6.2.53c) estd aqui con-
denada al fracaso: porque, si ello fuera posible, My deberia poder expresarse
(también por el Teorema 2.13), localmente, como la grifica de una funcion
diferenciable, del tipo

r=¢(y,2) ¢ y=c<xz) 6 z=¢(x,y),

y esto es imposible (ya que las proyecciones de My sobre los planos coordena-
dos yz , xz y xy mo son inyectivas en el entorno de (0,0,0)). Se concluye
que My no es una superficie (ver mdas argumentos en el Ejemplo 2.25).
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Observacion 2.15 1. Cuando ya se sabe que el subconjunto M es una
superficie, para concluir que una aplicacion diferenciable ¢ : (R* D
YU — M es de hecho una parametrizacion de M basta probar que ¢ es
inyectiva y que rg(Jy(q)) = 2, Yq € U; y no es necesario comprobar
que o1 : p(U)— U es continua, ya que siempre va a serlo.

En efecto (ver [5], 2.2, Proposicion 4, p. 75, la demostracion resulta
alli algo equivoca): Todo p € ¢(U) posee (Teorema 2.13(4)) un entorno
en M que es la grifica de una funcion diferenciable, s.p.d.g. < : (Riy D
)Q — R,. Por ser ¢ continua, existe un entorno de o~ '(p) (s.p.d.g.
el propio U) cuya imagen estd contenida en la grifica de <, esto es,
— % e . 2 2
w3 = cop, con @ := w0 : (R? D)U — R%,. Puesto que, por
hipdtesis, rg(J,) = 2, lo anterior implica que necesariamente debe ser:

det J,(™ () # 0.

Por el Teorema 2.3 (funcion inversa) existen entornos A(C U ) de
o1 (p) yB(C Q) de (¢~ (p)) = m2(p) tales que p(A) =B y la apli-
cacion @ |p: A — B es un difeomorfismo. Pero entonces ¢=' |, )=
(P~ ompa) o), que es continua. Al ser p arbitrario, ot resulta con-

tinua y, por tanto, @ es un homeomorfismo y una parametrizacion de
M.

2. Podemos ahora probar que, si un subconjunto S de una superficie M
es también superficie, necesariamente es un abierto de M. Para ello,
basta probar que cada punto de S posee un M-entorno contenido en S.
Seanp € S y ¢ : (R? D)U — S una parametrizacion de S en torno a p,
con lo que ¢ es inyectiva y rg(J,(q)) = 2, Vg € U. Al ser p(U) C M,
@ resulta (apartado 1) también una parametrizacion de M, con lo que
©(U) es efectivamente un M-entorno de p.

2.2.2. Cartas en superficies

Las cartas son las inversas de las parametrizaciones.

Si ¢ : (R?D) U — U es una parametrizacién de una superficie M, la aplica-
cién inversa ¢! : Y —U se denomina una carta de M. Para hacer explicito
su dominio, denotaremos habitualmente las cartas por (U, ¢~'). Diremos que
U es un entorno coordenado de M. Asi se tiene (Vp € U):

' (p) = ((wop™)(p), (o ) (p).

Pues bien, presuponiendo que se ha fijado de antemano la carta o', las
funciones (u,v) se considerardn indistintamente funciones definidas sobre
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U = o1 (U) o sobre el propio U; por lo que valdrdn las identificaciones
u=uopl v=vopl escribiremos

p=(u(p),v(p)) = ((wo @ )(p),(vor ")(p))

y diremos que (u(p),v(p)) son las coordenadas de p en la carta (U, !).
La filosoffa” que subyace a esta identificacién es ya familiar de los cambios
de coordenadas en abiertos de R™ (2.1.4).

Ejemplo 2.16 (carta polar de la esfera) La esfera M := {(x,y,z) € R? |
22 + 9% + 22 =r? > 0} admite la parametrizacion local ¢ : U — U dada por

(U =M —{(z,y,2) € M |2 <0,y =0}
U=(0,7) x (—m,m)
(¥ =wu,¢ =v) = (v = rsend cos ¢,y = rsenseng, z = rcosv) , =

arc Cos(_r ) % , sty <0
. B B . B . B \/ %ty
= ¢ ' (z,y,2) = (¥ = arccosgm 2,06 =4 0, siy=0 ).

. )
arc cos —L sty >0
(0,m) \/m ) Yy

\

En efecto: (i) ¢ (claramente continua) es inyectiva, ya que se verifica:

cos ¥ = cos iy ﬁiez(gﬂr) =t

COS = COS ¢, €(—m,m)
¢1 ¢2 } = le = ¢2 )

seng, = seng,

ademds ¢~ es continua, ya que arc COS(0,r) Y AICCOS(_r,0) l0 son ylim,_o- ,~0 ¢ =
0 = limy,_o+ 40 @5 (i) @ es diferenciable; y (iit) la jacobiana

r costcos¢p —r sen ¥ sen ¢

J,=| r cost send 1 sen ) cosp
—r sen 0
; : . 13 _ 2,2 23 _ 2 02
tiene siempre rango 2, ya que: det J;° = —r<sen“dsene, det J3* = r*sen®d cos ¢,

la funcion send nunca se anula en (0,7) y las funciones send y cos ¢ no se
anulan simultdneamente.

La carta (U, p™ ') se denomina (una) carta polar de la esfera M y
las coordenadas ¥ y ¢ se llaman colatitud y azimut, respectivamente. Fsta
carta puede obviamente obtenerse también a partir del cambio de cartesianas
a polares en R3 (Ejemplo 2.6), con Uugus = Uanii N M, Uggus = Uai N {p = 1}
Y Pagqui = ¢alli |Ual“ﬁ{p:r}'

Ejemplo 2.17 Sear > 0. Sea o : I — E? una curva alabeada parametrizada
por la longitud de arco, con curvatura k(< 1/r) y torsion T constantes, y sea
(T,N,B) su triedro de Frenet. Considérese el conjunto M = Im ®, siendo

®:IxR> (u,v) — au) +rcosv N(u) +rsen v B(u) € B .
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El conjunto M es un "tubo” de radio r centrado en Ima. En el caso T #
0, Ima es una hélice (Ejercicio 6.1.14a); en el caso T = 0, Ima es una
circunferencia de radio 1/k (FEjercicio 6.1.1b) y M es un toro de radios 1/k
y r (Ejercicio 6.2.7). Supongamos que M constituye una superficie (para o
genérica, no lo serd). Como ® es diferenciable y verifica (V(u,v) € I x R):

17)

rg(Jo(u,v)) ( rg ((1 — krcosv) T(u) 4 77 [—sem} N (u) + cos vg(u)} :

r [—sem} N (u) + cos UE(U)D =2,

la Observacion 2.15(1) garantiza que, para todo p € M, existe un abierto
JC I tal que o = P |jx(pm) : J X (=7, m) = M es una parametrizacion de
M en torno a p. Llamaremos (U, o~ = (u,v)) a la carta asociada.

2.3. APLICACIONES DIFERENCIABLES ENTRE SU-
PERFICIES. PLANO TANGENTE

La nocién de diferenciabilidad para aplicaciones definidas en abiertos
de R™ (2.1.1) debe ser generalizada para aplicaciones definidas en
abiertos de superficies. Se prueba que, en este sentido, las cartas son
aplicaciones diferenciables, por tanto difeomorfismos.

2.3.1. Aplicaciones diferenciables entre subconjuntos de R"

Este apartado generaliza 2.1.1.

(A) Sean S un subconjunto de R" y S un subconjunto de R™. Una apli-
cacién F : S — S se dird diferenciable si, para cada punto p € S, existen
un entorno U(C R") de p y una extensién F de F |yng a U (esto es, una
aplicacion F' : U — R™ tal que F |yns= F |uns) diferenciable. En particular,
si F es diferenciable, es continua. Obsérvese que, aun siendo F' diferenciable,
la nocién de ”derivadas parciales de F” en un punto de S puede carecer de
sentido.

Ejemplo 2.18 (a) Sea S un subconjunto de R3. La funcion f : S 3 (z,y,2) —
V% +y? + 22 € R es diferenciable siy sdlo si (0,0,0) ¢ S. (b) Sea S el plano
xy. La funcion diferenciable f : S > (x,y,0) — 22+y* € R no posee derivada
parcial con respecto a z, y atribuirle la de sus extensiones resulta equivoco:
p.€j., la extension f : R® 3 (z,y,2) — x° + y* € R verifica df/0z |s = 0,
mientras que la extension f : R® 3> (x,y,2) — 2%+ 92 + 12 € R wverifica

8f/8z |S =X.

El conjunto §(S) de las funciones diferenciables f : .S — R tiene estruc-
tura de anillo.
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Resulta inmediato (trabajando con extensiones locales) que la compo-
sicion de aplicaciones diferenciables entre subconjuntos del espacio afin es
también diferenciable. Una aplicacién diferenciable F' : S — S se llama
difeomorfismo si es biyectiva y si su inversa F~! : S — S es también
diferenciable. Obviamente, todo difeomorfismo es un homeomorfismo.

Concentrémonos en las superficies. Utilizando el teorema de la funcién
inversa (Teorema 2.3) se demuestra inmediatamente el siguiente

Lema 2.19 Sea ¢ : (R? D)U —U una parametrizacion de una superficie
M. Entonces la aplicacion diferenciable o : U —U es un difeomorfismo cuya
inversa es la carta o' : U — U.

L es di-

Demostracién. Lo tnico que hay que probar es que ¢~
ferenciable. Sea p € U; s.p.d.g. podemos suponer que se verifica
det((pq, 9)/0(u,v)) (¢~ (p)) # 0. Consideremos la aplicacion di-

ferenciable @ := 15 0 ¢ : (R? D)U — R2 | que verifica:

et 7 ) = det (5222 ) (o1 20

Por el Teorema 2.3 (funcién inversa) existen entornos A(C U ) de

¢ ! (p) y B(C R?) de $(¢7}(p)) = miz(p) tales que (A) =B y la
aplicacion @ [5: A — B es un difeomorfismo.

Entonces ¢(A) es abierto de M (puesto que ¢! es continua) y la
aplicacién @~ loa): @(A) — U coincide con la aplicacién diferencia-
ble (p~* o mya) |o(a)- Se concluye que ¢! es diferenciable en torno a
p. Al ser p arbitrario, el resultado se sigue m

Observacion 2.20 1. Resulta asi que las parametrizaciones de una Su-
perficie son precisamente los difeomorfismos entre abiertos de R? y
abiertos de la superficie. Por otra parte, la identificacion de un abierto
U C R? con la superficie U x {0} C R® conduce a que cualquier para-
metrizacion de una superficie es un difeomorfismo entre superficies.

2. Sean M una superficiey f : M — R una funcion. El Lema 2.19 implica
que f es diferenciable en p € M si y sélo si, para alguna (y toda)
parametrizacion local ¢ : (R* D)U — U C M en torno a p, la funcion
compuesta f o : (R? D)U — R es diferenciable en ¢~ *(p).

3. Sean M wuna superficie y o : I — M una curva (por tanto, diferenciable)
porp € M. El Lema 2.19 también implica que, dada cualquier parame-
trizacion ¢: U —U de M en torno a p, la aplicacion ¢t oa : I — U
es diferenciable, y por tanto es una curva. Si u,v son las coordenadas
de @, escribiremos

a(t) = (u(t),v(t)) = (uo ™ o a)(t), (Vo™ oa)(t)
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y diremos que (u(t),v(t)) es la expresion local de o en la carta
U, o7h).

(B) Si (U, 97! - U — 1), U,p7' : U — TU) son dos cartas de una
superficie M, con U NU no vacio, resulta inmediato del Lema 2.19 que la
aplicaciéon cambio de carta

plop t (UD)p ' UNU)— 7' UNU) (c D) (24)

es un difeomorfismo entre abiertos de R? (en el lenguaje de 2.1.4, se trata
de un cambio de coordenadas en @ (U NU)). Diremos entonces que las
ecuaciones u; = U;(u,v) = (#;0p top)(u,v), i = 1,2, son las ecuaciones del
cambio de carta. La correspondiente matriz jacobiana Jz-1,, 1= (gggg;) =

Ju/Ou Ou/ov
( 0v/0u  0v/ov

) estd definida en ~1(U NU).

Ejemplo 2.21 El paraboloide hiperbélico M = {(z,y, z) € R3 | 2 = 22 —3?}
admite las parametrizaciones locales (comprobar que lo son!) ¢ (R? D)U —
UC M) yp:(R*D)U —U(C M) dadas por

U=M . U=R?
olu,v) =(r=u+v,y=u—v,z=4uw) , =

= ¢ Ny, 2) = (u=" v="22Y) y
U=Mn{z>0} , U={(av)eR®|a+0}

= u
o(u,v) = (x = ucoshv,y = u senhv, z = u?) , =
= ¢ x,y,2) = (u = (signo x)y/2,

FEntonces las ecuaciones del cambio de carta

o (U2) {(wv) €R? [w >0} — {(@,0) € B |a # 0} (=T)
son: { (u,v) = signo(u + v) 2y/uv

(u,v) = arctanh(%=2)
2.3.2. Plano tangente a una superficie en un punto

@)

ST ]
I
S{EE

, COM, TNVETSa: {
u+v

El ”conjunto tangente” a una superficie en cada punto resulta ser un
plano vectorial, que puede verse como la imagen de la diferencial de
cualquier parametrizacién de la superficie en torno al punto.

(A) Sean S un subconjunto de R™ y p € S. Generalizando la expresién
hallada en 1.2.3 para el espacio tangente 7,R", denominamos conjunto tan-
gente a S en p al conjunto

1,5 = {a/(0) | a € C(p, S)} C TR,
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donde C(p, S) es la familia de curvas por p en S. Si U es abierto de S (en la
topologia relativa) y p € U, resulta T,U{ = T,,S (en particular, 7,U = T,R"
si U es abierto de R").

Como sabemos (1.1.3), T,R™ tiene estructura natural de espacio vectorial.

Pues bien, el conjunto 7,,S no tiene por qué (!) ser un subespacio de T,R";
sin embargo, como vamos a ver, si lo es cuando S es una superficie.

Proposicién 2.22 Sea M(C R?) una superficie y sea p € M.

1.

Si ¢ : U—U es una parametrizacion (local) de M en torno a p, en-
tonces se verifica: T,M = Im(d,-1(,)p).

El conjunto T,M es un subespacio de T,R* de dimensidén 2, denominado
plano tangente a M en p.

St V(C M) es un entorno de p de la formaV = f71(0), donde f es una
cierta funcion diferenciable (definida en un abierto de R® y valuada en
R) con rg(Js |v) = 1 (recordar Teorema 2.13), entonces se verifica:
T,M = ker(d, f).

Demostracién. Probemos 1 (ver [5], 2.4, Proposicion 1): si 7j,-1(,) =
a/(0) € T<p71(p)R2, para cierta curva a € C(¢~1(p), U), entonces se

verifica: (poa)'(0) @ do-1(p)# (Tp=1(p)), con lo que Im(dy-1) ) C
T,M. Viceversa: si Ep = o/(0) € T,M, para cierta curva a €

C(p,U), se verifica: dy-1)¢ (¢~ 0 a)'(0)) = Ep (recordar que

¢~ o a es diferenciable, Observacién 2.20(3)), con lo que T,M C
Im(dyp-1))-

El apartado 2 es consecuencia inmediata de 1 y de que la aplicacién
lineal dy,-1(p)¢ Tcpa(p)]RQ — T,R? tiene siempre rango 2.

Probemos 3. Si gp = /(0) € T,M, para cierta curva € C(p, f~*(0)),

entonces se verifica: d,f (Ep) = (f o) (0) = 6f(p), con lo que

T,M C ker(d,f). Por otra parte, puesto que
dim ker(d,f) = dim T,R*® — dim Im(d,f) = 2 = dim T,M

(la segunda igualdad, al ser rg(J¢(p)) = 1), se concluye inmediata-
mente que: ker(d,f) =T,M =

Observacion 2.23 1. Dada una superficie M y un punto p € M, hemos

optado (siguiendo a [5], 2.4) por dar una definicion “intrinseca” de
T,M, probando luego que T,M = Im(d,-14,)¢), para cualquier parame-
trizacion local ¢ de M en torno a p. Otros textos (por ejemplo, [1],
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3.82) prefieren definir T,M := Im(d,-1)p), para cierta parametriza-
cion local ¢ de M en torno a p, quedando luego la tarea de probar que
esta deficion no depende de la  empleada. En cualquier caso, la tiltima
demostracion que se hace requiere ya saber que las parametrizaciones
@ son difeomorfismos.

2. Sea S un subconjunto de R3. El que T,,S sea un subespacio de dimension
2 de T,R3, para todo p € S, no implica que S sea una superficie (poner
un ejemplo™).

Ejemplo 2.24 Calculemos el plano tangente a la esfera M = {(z,y,2) €
R? | 22 +y? 4+ 2% = 1} en el punto p = (1,0,0).
Considerando la parametrizacion local de M (inversa de una carta polar,

Ejemplo 2.16)
¢:U=(0,7) % (—m,m) 2 (9, ¢) — (sen ¥ cos ¢, sen ¥ sen ¢,cosd) € U |

costcosp — sen ¥ sen ¢
con jacobiana J, = | cosv sen ¢  sen U cos @ , se tiene, en el punto
— sen v 0
p=pW=7%¢=0):

R " i (d00) 2 ((4G0) (1)) 12neR) =
p

= {(07/% _)‘)p | >‘7,U € R} .

Por otra parte, considerando que M es (globalmente) el conjunto de nivel
reqular M = f~1(0) para la funcién diferenciable f : R3 > (x,y,z) — 2% +
Y2 +22—1 € R, con jacobiana Jy(z,y,z) = ( 2z 2y 2z ), se llega (faltaria
mas!) al mismo resultado. En efecto, se tiene:

Prop. 2.22(3 - -
T, M " 25 er(d, f) = (€, | J3(1,0,0)€ = 0} =

={&, 16 =0} ={(0,&,&), | &,&5 € R}

Ejemplo 2.25 Dos formas alternativas mas de concluir que el cono (com-
pleto) My = {(z,y,2) € R? | 2% + y*> — 22 = 0} del Ejemplo 2.1} no es
superficie: (i) el conjunto tangente Tl0,0,00Mo contiene 3 vectores linealmente
independientes; y (ii) el conjunto tangente T 0,0)Mo no es un subespacio.

(B) Sean M una superficie y ¢! : i/ — U una carta de M con parame-
trizacion local asociada ¢ : U 3 (u,v) — (z,y,2) € U. Para todo p € U, el

conjunto
0 0
d —1( )(p (—) y d —1( )QO (—) )
( v du ¢~ 1(p) v v v~ (p)
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constituye (puesto que J,(p!(p)) tiene rango 2) una base del espacio vec-
torial tangente 7,M, lo que lleva a introducir la notacién (para i = 1, 2)

0 Not. 0 (19) 890] “1(p 9 .
<8U2> d (6’&1)@ Z 8ul 81'j p ’ (25)

llamaremos a la base ((2),, (Z),) de T,M base inducida por la carta

(U, p71). La "filosoffa” que subyace a esta notacién es ya familiar de los
cambios de coordenadas en abiertos de R™ (2.1.4).

Observacion 2.26 Con esta notacion, la velocidad de una curva o : I — U
en T € I se escribe:

/(1) 21) dgt(arn @ (97 0 @) (7)) 212

du; 0 (25) 2
_d¢*1(a(7))g0 (; dt( ) (aui>¢—1(a(T))> = ; pr <aul) o )

siendo (u(t),v(t)) la correspondiente expresion local (Observacion 2.20(3))
de o.

2.3.3. Diferencial y regla de la cadena para aplicaciones entre sub-
conjuntos de R"

El cédlculo diferencial para aplicaciones definidas en abiertos de R™
(2.1.2-2.1.3) debe ser generalizado para aplicaciones definidas en abier-
tos de superficies.

Sean S un subconjunto de R", p € Sy Ep € 7,S. Dada una funcién
diferenciable (2.3.1) f : S — R, se define la derivada direccional de f
segun ¢, como el nimero real

&N =&,
siendo f : U(C R") — R cualquier extensién (local) diferenciable de f. Este
nimero estd bien definido (esto es, no depende de la extensién f elegida), ya
que se tiene (para cualquier curva a € C(p, S) con o/(0) = &):

2 =@ d(foa), | feazfea d(foa)
G = —=—(0) 7= ——(0).

Observacién 2.27 Sean M una superficie, (U, ™" = (u,v)) una carta de
M ypel. Sea f:U — R una funcion diferenciable (y f cualquier extension
local diferenciable). Entonces se tiene:

(), 0= (a), 9 @ Smee ) (a) (0
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2: ) 2Ly 2 Ao = A8 oy

Sean S un subconjunto de R™, S un subconjunto de R™ y p € S. Dada una
aplicacién diferenciable (2.3.1) F : S — S, se llama diferencial de F en p a
la aplicacién (no necesariamente lineal, en la medida en que el conjunto 7,5
no tiene por qué ser un subespacio vectorial de T,R") d,F" : T,S — Tr(,)S
dada por

dpF (gp) = dpF (gp> )

siendo F' : U(C R") — R™ cualquier extension (local) diferenciable de F'.
Esta aplicacion esta bien definida (esto es, no depende de la extensién F' local
elegida y su imagen pertenece efectivamente a Tp(,)S), ya que se tiene (para

cualquier curva a € C(p, S) con o/(0) = Ep):

~ > (21) ~ Foa Foa

(Foa)(0).

Como se ve, la diferencial d,F' que acabamos de definir no es sino es la
restriccion a T,S de la aplicacion lineal d,F : T,R" — Ty R™. Cuando
T,S es un subespacio vectorial (como ocurre si S es un abierto de R” o una
superficie, Proposicién 2.22(2)), la aplicacién d,F resulta lineal.

Si F:8 —S58yG:S58 — 5 son aplicaciones diferenciables entre
subconjuntos del espacio afin, sabemos que también lo es la aplicacién GoF' :
S — S” y resulta inmediato comprobar (trabajando con extensiones locales
y usando (20)) que se verifica para todo p € S:

4y(G o F) = dpyG o d, F . (26)

lo que generaliza (20). Si av: I — S es una curva, resulta también inmediato
comprobar (trabajando con una extensién local y usando (21)) que se tiene
para todo 7 € I:

(Foa) (1) =dunF (/(1)) , (27)

lo que generaliza (21).
2.3.4. Representacion local de aplicaciones continuas entre super-
ficies
Las aplicaciones diferenciables entre superficies se describen localmen-

te via aplicaciones diferenciables entre abiertos de R2.

Sea F' : M — M una aplicacién continua entre superficies. Entonces,
para cada punto p € M y cada carta (U, ") en torno a F(p) € M, existe
otra carta (U, p~!) en torno a p tal que F(U) C U, con lo que la aplicacion
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Fe? .= @_1 oF op: w_l(U) — @_1(5)

estd bien definida y resulta ser una aplicacién continua entre abiertos de
R? . Se denomina a F'¥? representacion local de F en (p,p) y a las
expresiones

w0 F ly= F{*(u,0), i=1,2, (28)

ecuaciones locales de F en (p, ).

Lema 2.28 Sea F : M — M wuna aplicacion continua entre superficies.

Entonces:
1. Si F es diferenciable, cualquier representacion local de F' es diferencia-
ble.
2. Si F' admite una representacion local (en torno a cada punto p € M)
diferenciable, entonces F' es diferenciable.
3. Si I es diferenciable, p € M y F#? es una representacion local de F

en torno a p, se tiene:

4,F (a%)p:iag—fw» (a%)() (i=12)  (20)

=1

Demostracion. El apartado 1 es inmediato, por ser F'#? compo-
sicién de aplicaciones diferenciables (tener en cuenta que 0! 1o es,
Lema 2.19).

El apartado 2 también es obvio ya que, sild y U son tales que F(U) C
U, se tiene: F |y = po F¥? oL,

Probemos 3. Teniendo en cuenta que, por definicién, F' o = po F'¥% |
se deduce, Vp e U (i =1,2):

0 (25) 0 (26)
dpF (—) = dpF (ng |t,0*1(p) ( ) > =
Ju; P Ou; ¢~ p)
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Ejemplo 2.29 Sean las superficies (comprobar que lo son!) M := {(z,y, z) €
R | z=ay} y M = {(z,y,2) € R® | 42 = y?—a?}. Considérese la aplicacion
F:R33 (z,y,2) — (x—y,x+y, 2) € R3, que es diferenciable y lleva M en M
(comprobarlo!). Asi, la restriccion F = F |y : M — M resulta ser una apli-
cacion diferenciable entre superficies. Por ser M y M (globalmente) grdficas
de funciones diferenciables de la forma < : (R* D)Q 3 (z,y) — ¢(x,y) € R,
ambas admiten cartas naturales (globales) o' y =1, dadas por las respec-
tivas proyecciones sobre el plano xy. La representacion local de F' en (¢, 9)
serd entonces:

- 5—1
F9?: (u,0) ¥ (u,v,uv) K (u—v,u+v,u0) = (u—v,u+v),

esto es, { Eu ° F))(( ; : Z; , con Jacobiana Jpee = ( 1 _11 ); Y, para

cualquier punto p = (u,v) € M, se tendra:

)uuvv u+v

)(u u—v,0=u+v)

Observacién 2.30 1. (Coherencia de la notacion) Sean (U,p™') una
carta de una superficie M y p € U. Tomando como F la propia ¢!
U — Uy, como cartas, o~ enU 1y la candnica idy en U, se tiene:
F#idu — jdy. De donde se sigue:

_ 0 29) [ O .
! Ou; P O, ¢~ 1(p)

lo que es coherente con la notacion (25).

2. (Cambio de carta) Sean (U, ™) y (U, ") dos cartas de una superficie
M ypelUnU. Tomando como F' la identidad en M, se tiene: F¥? =
o~ oy (la aplicacion cambio de carta, 2.3.1). De donde se sigue:

(30), 2 S50 (g) 6=

=1

(con u = u(u,v), v ="0(u,v) las ecuaciones del cambio de carta) o, en
otras palabras,

(3 @) (3)6)) @) e
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2.3.5. Difeomorfismos entre superficies. Teorema de la funcién in-
versa para superficies

El teorema de la funcién inversa para aplicaciones definidas en abiertos
de R™ (2.1.4) se generaliza para aplicaciones definidas en abiertos de
superficies.

(A) Sean M y M superficies. Recordemos (2.3.1) que una aplicacién dife-
renciable F' : M — M se llama difeomorfismo si es biyectiva y si su inversa
F~': M — M es también diferenciable.

Si existe un difeomorfismo F : M — M, las superficies M y M se dicen
difeomorfas. Como la identidad, la inversa de un difeomorfismo y la com-
posicién de difeomorfismos son difeomorfismos, se concluye que la relacién
"ser difeomorfas” es de equivalencia.

Sabemos (Lema 2.19) que, dada cualquier carta (4, ¢!) de una superficie
M, la aplicacién o=t : U — U es un difeomorfismo con inversa ¢: U — U .
Puesto que las bolas (euclideas) abiertas constituyen una base de la topologia
de R? y son todas difeomorfas, se deduce (de la definicién de superficie) que,
localmente, todas las superficies son difeomorfas.

Si F: M — M es un difeomorfismo, se tiene (Vp € M):

Idr oy = dy(Idy) = dy(F o F) @ dp Flod,F;

de donde se concluye que d,F' : T,M — TF(p)M es un isomorfismo y que
(dpF)~" = dpgyF~*. El reciproco es también (localmente) cierto y constituye
el

Teorema 2.31 (funcién inversa para superficies) Sean F : M — M
una aplicacion diferenciable entre superficies y p € M. St d,F : T,M —
TrpyM es un isomorfismo, existen entornos U(C M) de p y U(C M) de
F(p) tales que F(U) =U y F |y : U —U es un difeomorfismo.

Demostracién. Vamos a aplicar el teorema de la funcién inversa
(Teorema 2.3) a la representacién local F¥? := ! o F' o ¢. Sean
cartas (U, ') entornoap € M y (U, p1) en torno a F(p) € M
tales que F(U) C U. Entonces F?? : (R? D)U — U(C R?) es
diferenciable (Lema 2.28(1)) y se verifica

_\ (26) _,
rg (dp-1)F¥%) "= 19 (dp@ " 0 dpF 0 i) =2,

esta ultima igualdad por ser las tres aplicaciones lineales inyectivas
(la primera y la tercera siempre, la segunda por la hipétesis) y por
coincidir los dominios de la segunda y tercera con las imdgenes de la
primera y segunda, respectivamente.
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Se deduce entonces del Teorema 2.3 que F'¥? es en torno a ¢~ (p) un
difeomorfismo y s.p.d.g. (restringiendo adecuadamente los abiertos U
y @) que F?? es un difeomorfismo. Al ser ¢ y @ difeomorfismos, se
concluye que F' |y (=@ o F¥? 0 p™!) es un difeomorfismo m

(B) Sean M y M superficies. Una aplicacién diferenciable F' : M —
M se llama difeomorfismo local si, para cada p € M, existen entornos
U(C M) depyU(C M) de F(p) tales que F(U) =U y F |y : U —U es un
difeomorfismo. Si ademds F' es inyectiva, resulta ser un difeomorfismo sobre
su imagen.

Por lo dicho antes, una aplicacién diferenciable entre superficies F' : M —
M es un difeomorfismo local si (Teorema 2.31) y sélo si, en cada punto p € M,
su diferencial d,F" : T,M — TF(p)M es un isomorfismo.

Lema 2.32 Sea F : M — M wuna aplicacion diferenciable entre superficies.
Entonces F' es un difeomorfismo local si y sélo si, para cada punto p € M,
existen cartas (U, ™" = (u,v)) de M en torno ap y U, o' = (4,v)) de M
en torno a F(p), con F(U) C U, tales que F?? = idy, esto es, tales que las

ecuaciones locales (28) de F' en (p, ®) son
upoFly=wup, k=12;
estas cartas se llaman adaptadas al difeomorfismo local F'.

Demostracién. Condicién necesaria: sea (U, ') una carta en tor-
no a p tal que F |y U — F(U) es un difeomorfismo. Témese en
torno a F(p) € M la carta (U = F(U), ' = ¢~ o (F |)~"). Tri-
vialmente entonces F'¥? = idy. Condicién suficiente: el que existan
cartas (U, p~') de M entornoapy (U, 1) de M en torno a F(p),
tales que F(U) C U y F¥? = idy, prueba que F |y = @ 0 o', que
es un difeomorfismo. Al ser p arbitrario, el resultado se sigue ®

2.4. CAMPOS DE VECTORES SOBRE SUPERFI-
CIES

2.4.1. Campos de vectores sobre subconjuntos de R"

Los campos de vectores sobre una superficie resultardn (Capitulo 3)
herramientas utilisimas en el estudio es ésta.

Un campo (diferenciable de vectores) X sobre un subconjunto S
de R" viene determinado por una aplicacién diferenciable X = (Xy, ..., X,,) :
S — R" y se define como la aplicacién

X:S3p— ()Z'(p))p = iXi(p) (((f%) e T,R".
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Se denomina a X la parte vectorial de X. Las funciones diferenciables
X; : S — R reciben el nombre de componentes de X (y de X).
Surge asi de manera natural (para cada i = 1,...,n) el campo sobre S

0
ox; s
K3
que hace corresponder a cada p € S el vector (no necesariamente tangente

a S) (0/0x;), € T,R". Obsérvese que la parte vectorial de 0/0z; |g es la
aplicacién constante & := (0,...,19,,...,0).

El conjunto Xs de campos sobre un subconjunto S tiene estructura natural
de R-espacio vectorial y de F(S)-mddulo. Puesto que, dado un campo X €

Xg, existen funciones X; € §(5) talesque X => " | X, (% |5>, el conjunto

(0/0x1 |s,...,0/0x, |s) constituye una base (esto es, un sistema generador
§(5)-linealmente independiente), llamada candnica, del F(S)-médulo Xs.

2.4.2. Campos de vectores tangentes a superficies

Un campo de vectores sobre una superficie se describe por sus tres
componentes, que son funciones diferenciables. Si ademds es tangen-
te a la superficie, puede alternativamente describirse, en cada carta,
por sélo dos funciones (definidas donde la carta), que también son
diferenciables.

(A) Un campo (diferenciable de vectores) X € Xg sobre un subconjunto
S de R™ se dice tangente a S si, para todo p € S, se verifica X(p) € T,S.
Denotaremos por X(S) el conjunto de los campos tangentes a S.

Obviamente se tiene: X(S) C Xg. Obsérvese que:

(7) Si U es un abierto de R", entonces X(U) = Xy (recordar de 2.3.2 que
T,U =T,R" Vp € U);

(72) Si M es una superficie, entonces X(M) estd estrictamente contenido
en Xy y

(i74) Si U es un abierto de una superficie M y V € X(M), entonces
V|, € X(U).

En todo caso, X(S) es un F(S)-submddulo de Xg. Esta afirmacion resulta
evidente cuando S es una superficie o un abierto de R", ya que, en tal caso,
T,S es un subespacio vectorial de T,R", para todo p € S. Para S genérico
(caso en el que no estamos interesados), la demostracion es algo mas delicada
y no la vamos a desarrollar aqui.

Sean M una superficie y (U, ¢~ !) una carta de M. Entonces la asignacién

(para cada i = 1,2)
0

8Ui ’
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que hace corresponder a cada p € U el vector tangente (0/0u;), € T,M,

verifica:
0 @ 9% 1y (2 .

por tener componentes diferenciables, % constituye (2.4.1) un campo tan-
gente a U, que denominaremos i-ésimo campo coordenado (correspon-
diente a la carta (U,o™1)). Si (U,p~" = (4,v)) es otra carta de M, con
@ : U — U la parametrizacién local asociada, se deduce de la Observacién
2.30(2) que, en U NU, se tiene:

2

0 ou; .0 .
= (Lop™) o (i=12) (31)
1 7 9

=1

(con @ = u(u,v), v = v(u,v) las ecuaciones del cambio de carta) o, en otras

palabras, (@)
o 0 o0 0 o(u,v 1
(%’%):(%’%)((8@%@))0@ )

(B) Sean M una superficie, V = zj?:lvj (% ]M) € X(M) un cam-

po tangente y (U, ') una carta de M. Puesto que, para cada p € U, el
conjunto ((%)p, (%)p) constituye (2.3.2) una base de T,M, es claro que
existirdn funciones V;”, Vy’ : U — R (no necesariamente diferenciables, por
el momento) tales que se podra escribir

2
0

V|, = E V;pﬁu- ; (32)
i=1 v

esta expresién se denomina expresién local de V en la carta (U, o7 !) y
las V¥ (i = 1,2) son las componentes locales de V en la carta (U, o !).
Ahora bien, las funciones V; € §(M) (j = 1,2,3) restringen a funciones
diferenciables V}|,, € F(U) y entre éstas y las V;* (i = 1,2) existen, como
consecuencia de (30), las siguientes relaciones:

2
dp; ..
Vil =Y V¥ (_8u]- op ) (1=1,2,3); (33)
i=1 v

en base a lo cual es posible demostrar el siguiente

Lema 2.33 Sean M una superficie, V. € X(M) un campo tangente y V |, =
S22 VP22 su expresion local en una carta (U,p~') de M. Entonces las
componentes locales V7 : U — R son funciones diferenciables.
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Demostracion: ver Apéndice 5.2.1 m

Se concluye que la pareja (0/0u,d/0v) de campos coordenados constituye

una base (esto es, un sistema generador §(U)-linealmente independiente) del
§(U)-mddulo X(U).

Ejemplo 2.34 Sea la esfera M = {(z,y,2) € R3 | 22 + y? + 2% = r?}
y considérese el campo X := (—ya% + xa%) |y € Xar, con parte vectorial
X = (—y,2,0) |p. Puesto que M = f71(0), con f : R® > (z,9,2) —
22+ 2+ 22 —r2 e R, se tendrd (Vp e M):

; . . . 3
1,01 " 2 ke (d, ) = 18, | Ip(0)E = 0} = (€, | ()i = 0}
1=1

Al ser 320 (2:X3) |m= (—xy +yx) | = 0, se concluye que X es tangente
a M. Con lo que, en la carta polar (U, 1) de la esfera M (Ejemplo 2.16)

e:U=(0,7)x(—m,m) 3 (V,¢) — (rsend cos ¢ , rsentsene , rcosv) e U ,

se verificard: X |y = X{ 2 —i—Xf% € X(U), para ciertas funciones X7, X3 €

S(U). Teniendo en cuenta que

Parte vect. de (X |y) = (—rsendsen¢ , rsend cos ¢ , 0)

Parte vect. de (%) 29 (rcosvcos¢ , rcosvseng , —rsentd)

Parte vect. de ((%) 39 (—rsendseng , rsendcos¢o , 0)
se obtiene el siguiente sistema de 3 ecuaciones para las 2 funciones X7, X3
(no olvidar que ya sabemos que el sistema tiene que tener solucion tunica!)

XY rcosdcosp — X3 rsentdseng = —rsentdsened
XY rcosdseng + X3 rsend cos ¢ = rsendcosp
—X{ rsend =0

con solucion: X{ =0, X3 =1. Con lo que, finalmente queda: X |y = 8% )

2.4.3. Derivacién natural en R"

Recogemos aqui la formalizacién de las operaciones de derivacién na-
tural (de campos de vectores) en abiertos de R", extendiéndolas a
abiertos de superficies. Interesa reunir ahora las propiedades mas rele-
vantes de esta derivacién natural, para compararlas més adelante con
las de la llamada ”derivacién covariante” (4.1.2) sobre superficies de

E3.



2 SUPERFICIES EN EL ESPACIO AFIN 64

Sea S un subconjunto de R™ tal que 7,5 es subespacio vectorial de T, R",

para todo p € S (usualmente, S es un abierto U de R™ o una superficie M
de R3).

(A) Dada una funcién diferenciable f € F(5), ya sabemos (2.3.3) cémo
definir la derivada direccional de f segin & € 7,5, a saber, como el
nimero real

§(f) = &(f) . (34)

siendo f : U(C R") — R cualquier extensién (local) diferenciable de f.
Es inmediato comprobar (2.1.2) que la correspondencia (€, f) — &(f) es
R-lineal en ambas entradas y verifica £(fg) = &(f)g(p) + f(p)&(g).

Si S = U es un abierto de R™, se tiene (2.1.2): (%) (f) = %(p) (i =
K3 p 2

1,..,n). Y si S = M es una superficie y (U, p!) es una carta de M, se tiene:

<8ii>p(f) Obs. 2.27 a(gi;@)(@q(p)) (i=12).

(B) En base a lo anterior, resulta natural definir la derivada de f €
§(S) con respecto a un campo tangente V € X(S) como la funcién

V(f) € §(S) tal que:
(V(/)(p) :==V(p)(f) ,paratodopeS. (35)

Se deduce inmediatamente de las propiedades de (34) que la correspon-
dencia (V, f) — V(f) es R-lineal en ambas entradas, §(5)-lineal en la pri-
mera y verifica V(fg) = V(f)g+ fV(g) (con lo que no es §(5)-lineal en la
segunda).

Si S = U es un abierto de R”, se tiene: -2-(f) = 2L (i =1,...,n). Y si

S = M es una superficie y (U, ') es una carta de M, se tiene:
0 ofop) 1
= =1,2).
= Ao =1 (36)

(C) Dado un campo X = >0 X, (%i |5> € Xg, definimos la deriva-

da direccional de X segin £ € 7,5 como el vector (no necesariamente
tangente a .5)

Dec: =3 () ( 8‘1) TR (37

9
ox;

exclusivamente sobre las componentes de X, sin afectar en absoluto a los
campos de la base canénica (9/0x |g,...,0/0x, |s) de Xs.

en particular, Dg ( |5> = 0. Asi pues, en esta definicién el vector € actia
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Observacion 2.35 * Cualquier ley de derivacion de campos X € Xg seqiin
vectores tangentes £ = o/(0) € T,S supone calcular un limite de la forma
lim,_,o et (Xoa)(o) . Pero (X oa)(t) € ToyR", mientras que (X o )(0) €
To0)R"; por lo que dar sentido al numerador de esta fraccion supone adoptar
una "ley de transporte” T, )R" — T, R". La ley de transporte "natural”
(sobreentendida en la deﬁmczon de DgX) es la inducida (a lo largo de ) por
el isomorfismo natural T,R™ > f > 5 € T,R", que identifica en particular
( 62 )p con ( 68 )q- No es esta la tinica ley de transporte concebible. Volveremos
sobre esta cuestion mds adelante (Seccion 4.2).

De nuevo se deduce inmediatamente de las propiedades de (34) que la
correspondencia (§,X) +— D¢X es R-lineal en ambas entradas y verifica:
De(fX) =&(f)X(p)+ f(p)DeX (con lo que no es §(5)-lineal en la segunda).

(D) Dado un campo V =" |V} ( o a) € X, alo largo de una curva

a: I — S, ya sabemos (1.2.2) cémo deﬁmr la derivada de V, a saber, como

el campo
DV “av; (0
W'_; — (axi) € X . (38)

Obtenfamos asf una correspondencia V +— W que era R-lineal y verifi-
caba: D(fV)/dt = (df /dt)V + fDV /dt (con lo que no es F(I)-lineal).

El motivo de recordar esto aqui es que se tiene la siguiente (importantisi-
ma) propiedad que relaciona (38) con (37): si X € Xg, entonces se tiene:

D(X o)
dt
(donde el miembro de la derecha se entiende como: (Do X)(t) := Dy X).

— DaX. (39)

En efecto: Escribiendo X = Z?:l X; <% |5>, se tiene:

D(Xoa 38)2 Xoa (8) (22)
axl Oé(t)

=~ 0 (37)
i i a(t)

(E) Dados dos campos X = >"" | X; (Bw |5> € Xgy V € X(5), defini-

mos la derivada de X con respecto a V como el campo (no necesariamente
tangente a .5)

DyX ::iij» (2 1s) es | (40)
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las férmulas (35) y (37) muestra que se verifica la expresiéon (que puede
tomarse como definicién alternativa de Dy X):

(DvX)(p) = DvpX , paratodo p € S'. (41)

Se deduce inmediatamente de las propiedades de (37) que la correspon-
dencia (V,X) +— DyX es R-lineal en ambas entradas, §(S5)-lineal en la
primera y verifica: Dy (fX) = V(f)X+ fDvX (con lo que no es §(5)-lineal
en la segunda).

Si S = U es un abierto de R™, entonces Xg = X(S5) y se tiene: D » X =

Ozz

Jj=1 Oz,
pos de la base canénica (0/0x; |g,...,0/0x, |s) de Xg poseen derivada
nula). Y si S = M es una superficie y (U, »™") es una carta de M, se tiene:

S 9X; (% |S> (i = 1,...,n); en particular, Da%_ (% |5) = 0 (los cam-

— (40)
Dojouz; = Dojous (Xiaa(52 007 (3 b)) 2

) _ (36) ) _
—amepww@gw Sl oe™) () » =

= Dajou, 5= = Dojou, 3 -
(42)

Ejemplo 2.36 Sea el therbolozde M = {(=z,
y considérese el campo X := (xy +yz 2)

X = (2y*,0,2°) |-
Dados p = (r,r,r) € M y el vector tangente (comprobar que lo es!)
&€= (r,0,7), € T,M, se tiene:

@ 9,9y s (L 9 0y s (d) @
Pex D r( gt (57 ) ot gt (57)

0 0
_ 4 Y ! 4 3
—r (a:::) + 37 (az> = (r*,0,3r"), € T,R®.

Dado el campo tangente (comprobar que lo es!) V := (y& — dy) v €
X(M), se tiene:

(40) 0 0 ) 0 0 0 3 0
DvX = = o (y— — a— =
v (< 895 x@y)( )8x+(y8:c x@y)( )82 =

y,2) € R | 22 4+ ¢y — 22 =r?}
lvr € Xpr, con parte vectorial

+

0 0

— ((y4—3x2y2)%—xz 3_) v = (y* —32%Y%,0,22%) |y € Xar .
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3. SUPERFICIES EN EL ESPACIO EUCLI-
DEO

En este capitulo se estudiardn aquellos aspectos y propiedades de las su-
perficies del espacio E? que tienen que ver con la estructura euclidea canénica
de éste.

3.1. PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL
3.1.1. Estructura euclidea de los espacios tangentes a [E*

En el espacio euclideo (1.1.4) las funciones diferenciables poseen gra-
diente. Alli donde una superficie es conjunto de nivel regular para
una funcién diferenciable, el gradiente de la funcién es ortogonal a la
superficie.

(A) Sea S un subconjunto de E" tal que 7,5 es subespacio vectorial de
T,E", para todo p € S (usualmente, S es un abierto U o una superficie M
de E?). Dados X,Y € Xg, se define < X, Y >¢€ F(S) por:

<X, Y > (p) =< X(p),Y() > 2 < X(p),Y(0) > ;

y si, ademads, n = 3, se define X x Y € Xg por:

— —

(XX Y)(p) :=X(p) x Y(p) £ (X(p) x Y(0)), -

En cuanto a derivaciones de productos escalares de campos, se tiene el
siguiente resultado:

Proposicién 3.1 Sea S un subconjunto de E" tal que T,S es subespacio
vectorial de T,E", para todop € S.

1. Sean X,Y € X5 y & € T,S. Entonces se tiene:
E(<X)Y >) =< DX, Y(p)>+ < X(p), DY >

2. Sean a: I — S una curva y X, Y € X,. Entonces se tiene:

i<XY> DX DY
gAY > DAy x ZX
dt St oty

3. Sean X, Y € Xg y V € X(5). Entonces se tiene:

V<X,)Y >)=<DyXY >+ <X, DyvY >
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Demostracion. El apartado 2 ya se vio en 1.2.2. Para los apartados

1y 3, escribamos X = Y " | X; (8%1- \S) yY=5"Y, (8%1- \S),
con X;,Y; € §(S) (i =1,...,n). Se tiene:

§< XY >) <ZXY> Z (€(X) Yilp) + Xi(p) £(v2) D

i=1
=< DX, Y (p)> 4+ < X(p), DY >

y también:

V(<X,Y >) = (ZXY) 35)2 DY+ X V(Y)Y

=< DyX, Y >+ <X, DyY > [ |

(B) Sean f : (E" D)U — R una funcién diferenciable y p € U. Puesto que
la aplicacién T,E" 3 &, — &,(f) € R es lineal, existe (Observacién 1.4) un
tnico vector tangente, denotado (grad f)(p) € T,E", que verifica (para todo
§, € T,E"):

< (grad £)(p),€, > = &,(f) - (43)
Se deduce de (43) y (22) que (grad f)(p) es ortogonal al conjunto de nivel
£ ().

Puesto que Ep( f) 222 >y g—i(p)gi, la correspondencia que asocia, a

cada p € U, el vector tangente (grad f)(p) constituye (2.4.1) un campo (el

gradiente de f)
= of (0
ot f = g0 (3

> € X(U) .

Observacién 3.2 1. Si (grad f)(p) # 0,, se sigue de (43) que el valor
mdzximo de la derivada direccional de f segin vectores unitarios de T,E"

grad )®). . demds dicho valor

Se alcanza recisamente Sé dn €l ’UBCtOT i
p g [(grad F)(p)]’

mdzimo es igual a |(grad f)(p)].

2. La definicion dada (independiente de coordenadas) de gradiente es o0b-
viamente una definicion ”métrica”. FEs posible adoptar la expresion (co-

ordenada) grad f =", (% (8%1_ |U> como definicion de gradiente de
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f, pero ello no hace superflua la estructura euclidea de B™ (en cada
punto p € E*, la base candnica de T,E® es ortonormal).

Por el contrario, la diferencial de f si admite (Observacion 2.2(1)) una
definicion independiente de coordenadas que no precisa de la estructura
euclidea de E™.

Sean M una superficie en E3 y p € M. Localmente en torno a p, M es
(Teorema 2.13(6)) un conjunto de nivel regular para alguna funcién diferen-
ciable f (definida en un abierto de E? y valuada en R). Por lo dicho antes,
se tiene:

< (grad f)(p), T,M >=0 . (44)

Ejemplo 3.3 La funcion diferencz'able fiBE 3 (m,y,2) — 2 +y2+22-1¢€
R tiene por gradiente grad [ = Zz 12Izax € X(E3). En el punto p =
2

(1,0,0) de la esfera M := f~(0) es (grad f)(p) = <dx1> y, de acuerdo

con (44), resulta T,M = {Ep |< 3 (1,0,0) >= 0} (simple reelaboracion del
resultado del Ejemplo 2.24).

3.1.2. Formas bilineales sobre superficies

Una forma bilineal sobre una superficie es un ” conjunto diferenciable”
de formas bilineales sobre sus planos tangentes. La forma bilineal pue-
de describirse, en cada carta, por cuatro funciones (definidas donde la
carta), que son diferenciables.

Una forma bilineal sobre una superficie M es una correspondencia
B que asocia, a cada punto p € M, una forma bilineal B, : T,M x T,M —
R, verificando ademads la siguiente propiedad de diferenciabilidad: para to-
do abierto U de M y para todo par de campos V, W € X(U), la funcién
B(V,W) :U — R, definida por B(V,W)(p) := B,(V(p), W(p)), es diferen-
ciable.

La correspondencia (V, W) — B(V, W) resulta asi §(U)-bilineal. Ade-
més, si V es un abierto contenido en U, resulta: B(V |,, W |,,) = B(V, W) |,.

Si (U, = (u,v)) es una carta de M, las funciones:

0o 0

bij = B(a_m’ﬁ_%)

€ 3(2’{) (Zv] = 172) )

llamadas componentes de B en la carta (4, ¢ '), determinan comple-
tamente B en U. En efecto, dados V = Y7 VAL € XU) y W =

2 Wy - € X(U), se tiene: B(V, W) = Z” 1b,]V¢W¢
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Lema 3.4 Sean B una forma bilineal sobre una superficie M, (U, "), U, )
dos cartas de M y by, Bij las correspondientes componentes de B. Si la apli-
cacion cambio de carta (24) p~ro ¢ 1o {UNU) — e H (U NU) tiene por
ecuaciones u; = u;(u,v), i = 1,2, entonces se verifica:

8uk (9ul .o
- 5 o9 Mg o) (i=12),

ki=1
donde se entiende que by;(u,v) = by;(i(u,v),v(u,v)).
Demostraciéon. En efecto:
ou 2 ou —
) (Zk 1(au’f oy )a%k ) 21:1(37; op 1)%) =

_Zkl 1bkl( kOSO )(auloﬂfl) u

(31)

bij == B(5

Observacién 3.5 Sean V un espacio vectorial y B : VX'V — R una forma
bilineal. Sean b y b bases de V y escribamos b = bA. Entonces se tiene

(Observacion 1.2): B, = ATB;A. Este es el contenido algebraico del lema
anterior.

3.1.3. Primera forma fundamental (PFF)

La primera forma fundamental de una superficie, aplicada a dos vec-
tores tangentes en un punto, es el producto escalar de ambos.

Sea M una superficie. Se denomina primera forma fundamental de
M a la correspondencia G que asocia, a cada punto p € M, la forma bilineal
Gy : TyM x T,M — R dada por

gp(éan) =< E?lr’ > .

Dados V, W €X(U), usualmente escribiremos < V, W > en lugar de G(V, W).
Obviamente G es simétrica.

Para comprobar que la definicién dada de G corresponde a la de
una forma bilineal sobre M basta tener en cuenta que, escribiendo

V= YL V(3 ) v W= 0 Wi (3 ) con Vi, W fun-
ciones diferenciables en U, resulta: G(V, W) = Z?Zl ViW;, que es
una funcién diferenciable ®
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Fijada una carta (U, o' = (u,v)) de M, las componentes g;; de la pri-
mera forma fundamental G en dicha carta se escriben:

9 ycy c’m awk
Gij = Z op™t).
8uz 8uj (‘3uz 8uj
Introducimos las siguientes notaciones (que son estdandar en la bibliogra-
fia) para los coeficientes g;;:

E=gn _Zk 1(%080_1)2
F=gp= Zk 1( u090 )(
_922_Zk 1(av090 )2

que se denominan coeficientes de la primera forma fundamental de
M en la carta (U, ') (no confundir el coeficiente F' = gi5 con alguna
aplicacion entre superficies F: M — M). Al ser el producto escalar euclideo
definido positivo, se sigue de (1): £ > 0,G >0y EG — F? > 0.

B (45)

Sean V =37 | Vfa%,w =37, VVfa%i € X(U). Se tiene:

2
E F\ (W
<V7W>:Zgw‘/z@”@”=(‘ﬁ“"%@)<ﬁ“ G><W}) |

ij=1
en particular, [V|> = E(V?)? 4+ 2FVEVY + G(Vy)2.

Se dice que una carta (4, ') de M es ortogonal (o también, que es
un sistema de coordenadas ortogonales) si los campos coordenados % y
% son mutuamente ortogonales en cada punto de U; con las notaciones que

acabamos de introducir, ello es asf si y sélo si ' = 0.

Proposiciéon 3.6 Sea M una superficie. FExiste un sistema de coordenadas
ortogonales en el entorno de cada punto de M.

Demostracién® ([5], 3.4, Corolario 2): ver Apéndice 5.3.1 m

Ejemplo 3.7 Considérese la esfera M = {(z,y,2) € R® | 22 + y* + 22 =
r? > 0} y la carta polar (U, o' = (9, ¢)) del Ejemplo 2.16. De la expresion
o =u, ¢ =v) = (z = rsend cos ¢,y = rsentdseng, z = rcos) se deduce:

= (r cosvcos¢ , r cost seng , —r sent))
e = (=7 send seng , r sendcos ¢, 0)

2l

Entonces, los coeficientes (45) de la primera forma fundamental de M en
dicha carta vienen dados por (con las identificaciones u; = u; o @~ *, recordar

E=r*, F=0 , G=r%sen® .
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Ejemplo 3.8 Considérese la superficie M dada en el Ejemplo 2.17 y la carta
U, 7t = (u,v)) definida en el mismo. De la expresion ¢(u,v) = alu) +

rcosv N(u) +rsen v g(u) se deduce (tener en cuenta que |o/| =1):
% = (1= wrcosv) T(u) + 77 (—senv N(u) + cos vé(u))
e :7‘<—sem) N (u) + cos vB(u )) ’

donde k(< 1/r) y T son la curvatura y torsion (constantes) de la curva
alabeada alrededor de cuya imagen se construye M. Entonces, los coeficientes
(45) de la primera forma fundamental de M en dicha carta vienen dados por:

E=(1—rrcosv)’+74%2 | F=7% | G=1r2.

3.1.4. Longitudes y areas en entornos coordenados

Reescribimos la expresién (1.3.2) de la longitud de una curva (en un
entorno coordenado de una superficie) en términos de las coordenadas
de la curva y de los coeficientes de la primera forma fundamental. De-
finimos la integrabilidad y la integral de una funcién (en un entorno
coordenado) en términos de los coeficientes de la primera forma funda-
mental. También definimos el drea de un subconjunto (de un entorno
coordenado).

(A) Sea M una superficie y sea o : I — M una curva que posee longitud.
Vamos a ver la expresion coordenada de la longitud de o cuando su imagen
estd contenida en un entorno coordenado (cuando no, siempre puede hacerse
una particién de I tal que la imagen de cada segmento esté contenida en un
entorno coordenado; la longitud total serd la suma de las correspondientes a
los distintos tramos).

Sean (U, ™! = (u,v)) una carta de M tal que Ima C U y (u(t),v(t)) la
expresion local de « en dicha carta (Observacién 2.20(3)). Entonces se tiene:

5. du; (45)
/| Ob . 2.26 / | Z ( ) 45
Ou;

/Jan R+ aFoa) T 1 (Goa)(Gy =

/\/ (u,v)(=)2 + 2F (u, ’U)%%"‘G( )(%)2

Observacion 3.9 FEs claro que el conocimiento de la primera forma funda-
mental permite calcular longitudes de curvas. Reciprocamente, el conocimien-
to de las longitudes de curvas arbitrarias sobre M permite, por derivacion,
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calcular normas de cualesquz’em vectm‘es tangentes y, por la "identidad de

polarizacion” < £,7j >= 5( )6 ‘ 17°), la primera forma funda-

mental.

(B) Sean M una superficie y (U, o' = (u,v)) una carta de M, con
¢ : U— U la parametrizacion local asociada. Se tiene:

0
8u

3)

t(gi;) = VEG — F? € 3(U). (46)

Diremos que una funcién f : i — R es integrable si lo es (f |4 x &|)o
¢ :U — R (2.1.5). En tal caso, se llama integral de f al nimero real

fuf =12 x 2 oe® [L(IVEG—F2op=

= [y f(w,v) VE(u,v)G(u,v) — F(u,v)? ;

(47)

el Teorema 2.11 (del cambio de variable) prueba que la integrabilidad y la
integral (47) de una funcién f : U — R no dependen de la parametrizacién
¢ : U— U utilizada.

En efecto: Sean (U, o' = (u,v)) y (U, = (u,v)) dos cartas de
M (s.p.d.g. con el mismo dominio U), con ¢ : U —-Uy o :U—-U
las parametrizaciones locales asociadas, y sea w_l =plop:U—TU

la aplicacién cambio de carta (24), con jacobiana Jy,-1 = <ggzzg) Se
tiene: 9 9 5 9

(au a,U) (au av) (Jw_l OSO ) )

o 0 g0 0 1

- - = 1 -1
= 5% (det Jy-10077) (

—
S
Z

a 0
o — e A *
8ax8@) (detjwow )(&ZX@@) O

Supongamos que existe fU f }% X ﬁ|)og0 Entonces el Teorema 2.11

garantiza que existe fU (( ‘i x 2 T) o cp) |det Jy| y que se verifica:

[ op ™ [
2
ov

- [ (|3

Sea R C U un subconjunto. Suponiendo que su funcién caracteristica
Rr : U — R sea integrable, lo que ocurre (Observacién 2.7(3)) siempre que

9. 9
ou Ov

o 0

Hae ™ a0

o) ldet gy 2

Jop m

0
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¢ 1 (R) C E? es acotado (en particular, si R es compacto) y ¢ 1(OR) C E?
tiene medida cero, se llama drea de R a la integral

Area(R) == [, 1z =y Jormy VEG—F? op = "

= fsofl(R) VE(u,v)G(u,v) — F(u,v)?.

Sean una funcién f : U4 — R y un subconjunto R C U. Suponiendo que
la funcién 1z - f : U — R sea integrable, lo que ocurre (Observacién 2.7(3))
siempre que ¢ 1(R) C E? es acotado (en particular, si R es compacto),
0 1 (OR) C E? tiene medida cero y f es continua, se llama integral de f
en R al nimero real

o d = hm £ 2 [ SVEG=F) 0 "
19

= f@,l(R) f(u,v) \/E(u,v)G(u,v) — F(u,v)?

Observaciéon 3.10 1. Sean M una superficie, f : M — R una funcion y
R C M un subconjunto (no necesariamente contenido en un entorno
coordenado). En general, establecer una nocion de “integrabilidad” para
1gr-f: M — R es una cuestion “delicada”, para la que se requiere una
herramienta (las "particiones de la unidad”) que no vamos a desarrollar
en este curso.

Supongamos sin embargo que disponemos de una descomposicion de la
forma R = U |R;, donde: (i) cada R; estd contenido en un entor-
no coordenado U y [, [ = [, 1, - [ existe, y (ii) para cada i,j,
RiNR; = UL Sk, donde cada Sy, estd contenido en un entorno coor-
denado Vi, y | S f= ka ls, - [ existe y vale cero. Entonces llamaremos
integral de [ en R ala suma [ f =37, [ f. El valor de esta
integral es (ver [5], 4.5, Proposicion 5, sin demostracion) independiente
de la descomposicion elegida. Esta nocion serd suficiente para resolver
la mayor parte de los problemas de dreas en superficies y para la breve
introduccion a la relacion entre curvatura y topologia que se desarrolla
en la Seccion 4.3.

2. Acerca de la definicion (48) de drea de un subconjunto R C U (ver [5],
2.8y [9], Cap.17, fig.17.1): de la formula (3) se sigue que las dreas de

los rectdngulos generados por las bases

(aau) ()=(8) fl(p)> en Ty By
(2),(2),) enT,1

valen 1 y VEG — F2(p), respectivamente (las parametrizaciones no tie-
nen por qué preservar los productos escalares de los vectores tangentes);



3 SUPERFICIES EN EL ESPACIO EUCLIDEO 75

por lo que, si bien es (obviamente) Area(p 'R ) = fwfl(R) 1, la expre-
sion de Area(R) "deberd ser” la dada en (48). Todo ello es similar a lo
que ocurre con la definicion de longitud (1.3.2) de una curva o : I — U
las longitudes de los vectores tangentes

(), enTE' y
o' (t) en TymyM

son 1 y |d/(t)|, respectivamente; por lo que, si bien es (obviamente)
L(I) := [;1, la expresion de la longitud de o “debe ser” L(a) :=
Jil/ @)

A partir de la definicion (48), resulta inmediato "recuperar” la expre-

sion del Teorema de Pappus para el drea de una superficie (acotada) de
revolucion (ver Ejercicio 6.5.4).

Ejemplo 3.11 Calculemos el drea de la esfera M := {(z,y,z) € R® |
22 +y*+ 22 = r* > 0} utilizando la carta polar (U, o' = (9, ¢)) del Ejemplo
2.16. En primer lugar, M =U U R, donde R es un semimeridiano cerrado,
que podemos pensar contenido en el dominio de otra carta (U, 2~ ") y verifi-
cando R = p([a,b] x {0}), con lo que (Observacion 2.7(1,2)) g~ (R)(C R?)
tiene medida cero, con lo que (Observacion 2.7(3)) cualquier funcidn conti-
nua definida en el compacto p~*(R) es integrable y la integral vale cero, con
lo que procede definir (Observacion 3.10(1)): Area(M) := Area(U). Y en se-
gundo lugar, como los coeficientes de la primera forma fundamental de M en
dicha carta vienen dados por (Ejemplo 3.7): E =12, F =0y G = r?sen?/,
se concluye:

Arca(M) i= Areat) ® [ VEG=F oy "
et U)

= / (/ r2senddy)d¢ = 2nr*[— cos V) = 4nr? .
0

—T

3.2. SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL
3.2.1. Orientacién de superficies

No todas las superficies son orientables (esto es, no todas admiten un
campo normal unitario), aunque todas lo son localmente.

Sean p € E? y IT un plano (vectorial) de T,E3. Se dice que un vector 7, €
T,E? es normal unitaria a II si verifica: < 7, v, >=1y < 1/,,I1 >=0.
Existen exactamente dos normales unitarias (£7,) a II, y cada una de ellas
define una orientacién de II en el siguiente sentido: se dice que una base
(Ep,ﬁp) de IT es(td) positiva(mente orientada) con respecto a v, si el
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vector Ep X 1], tiene el mismo sentido que 7, , es decir, si < Ep X 1, Vp > €8
positivo, lo cual equivale a decir, teniendo en cuenta (4), que det(g .17, V) > 0.
En caso contrario, se dice que (Hp,ﬁp) es(td) negativa(mente orientada)
con respecto a .

Sea M una superficie. Se dice que un campo (diferenciable) v € X, es
normal unitaria a M si v(p) es normal unitaria a 7,M, para todo p € M.
Como vamos a ver, no siempre existe una normal unitaria v € X); a una
superficie M; pero, cuando existe, se dice que M es orientable y v define
una orientacién en M. Asi, dar una orientacién en M supone establecer
una orientacién sobre cada espacio tangente 7, M y que esta orientacion varie
diferenciablemente al mover el punto p sobre la superficie. Si M es conexa y
orientable, admite exactamente dos orientaciones.

Si la superficie M es un conjunto de nivel regular para alguna funcién
diferenciable, esto es, si M = f~1(0), siendo f : (E? D)U — R diferenciable
y con rango(J¢(p)) =1, Vp € M, entonces, habida cuenta de (44), se podra
tomar como normal unitaria

po= Wradh e g

|(grad f) |u]

por lo que M resultard orientable. Se sigue de ello y del Teorema 2.13(6) que
toda superficie es localmente orientable.
En particular, una carta (U, ' = (u,v)) de M induce una orientacién

sobre U, que es la definida por la normal unitaria

- 0/0u x 0/0v (46) 0/0u x 9/0v
7 19/ouxdfov]  VEG—F?

En el Apéndice 5.3.2* se explora con més detalle la orientabilidad de su-
perficies. Una condicion suficiente para garantizar que una superficie no es
orientable se trata en el Ejercicio 6.3.5a. La banda de Moebius (Ejercicio
6.2.10) resulta asi no-orientable (Ejercicio 6.3.5b) y, por lo dicho anterior-
mente, no podra expresarse globalmente como conjunto de nivel regular para
una funcién diferenciable (lo que ya se mencioné en la demostracién del Teo-
rema 2.13). Digamos finalmente que toda superficie compacta es orientable
(citado en [5], 2.7, Observacién 2, p. 122).

€ Xy .

3.2.2. Segunda forma fundamental (SFF)

La segunda forma fundamental de una superficie (orientada), aplicada
a dos vectores tangentes en un punto, es (cambiado de signo) el pro-
ducto escalar de uno de ellos por la derivada direccional de la normal
segun el otro.
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Sea (M, v) una superficie orientada. Se denomina segunda forma fun-
damental de ()M, v) a la correspondencia H que asocia, a cada punto p € M,
la forma bilineal ‘H,, : T,M x T,M — R dada por

Hp(§,m) = — < Dev,m > . (50)
Dados V, W € X(U), se tiene: H(V, W) W _ - Dyv, W >.

Para comprobar que la definicion dada de H corresponde a la
de una forma bilineal sobre M basta tener en cuenta que, escribiendo

V= Z?:IV; (% |Z/{> W = Zz IW (896 |Z/l> yv |Z/{ Zz IVZ (82:1 )
con Vi, Wi, v; € FU) (i = 1,2,3), resulta: H(V, W) = —Z (Dyv);W;

0 . . .
— Z Vi 6; W;, que es una funcién diferenciable m

De la expresion que acabamos de obtener se deduce que ‘H es simétrica.

Fijada una carta (U, o' = (u,v)) de M, las componentes h;; de la se-

gunda forma fundamental H se escriben:

0 Prop. 3.1(3) (42) D%, )
iy = =< D (v ). g > = Dagl— v > Z P, %

Introducimos las siguientes notaciones (que son estandar en la bibliogra-
fia) para los coeficientes h;;:

e=hn = ZZ 1(62 ) vk fu)
f=hi= Zk 1(3uav o) (Wi lu) (51)
g=hyn=3,_ 1(d 2007 (Vi fu)

que se denominan coeficientes de la segunda forma fundamental de
(M,v) en la carta (U , o).

Sean V =37 V£

i Qu;

W =372 WP € X(U). Se tiene:
2 e Y\ [ W
_ — 1 .
W)= S mvews =i () (k)
i,j=
en particular, H(V,V) = e(V;?)2 + 2f VPV + g(Vy)2

Ejemplo 3.12 Considérese la esfera M = {(x,y,2) € R® | 22 +y? + 2% =
r?2 > 0} y la carta polar (U, o~ = (¥, ¢)) del Ejemplo 2.16. De la expresion

(40)

) (Vi [u) -
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0¥ =u,d =v) = (x = rsend cos gb, y = rsenvseng, z = rcos) se deducian

(Ejemplo 3.7) las expresiones de 22 5 Y a 5 derivando una vez mds, se obtiene:
2
gﬂf = (—r sentcos ¢ , —r sent seng , —r cosv))
Py _
9996

g—iﬁ = (—r sent cos¢ , —r sent seng , 0)

= (—r cos? seng , r cosdcos ¢, 0)

Por otra parte, es inmediato convencerse de que la normal unitaria v, =
Ox2 (46) Zx2

@TZ% = \/% € Xy es la "exterior” a la esfera, por lo que (sin necesi-
dad de calcular el producto vectorial del numerador) deberd ser:
9. ) —
v, (0, ¢) = (%) (0,6) = (sendcos ¢, send seng , cosV) .y 4 -

Entonces los coeficientes (51) de la sequnda forma fundamental de (M, v,,) en
dicha carta vienen dados por (con las identificaciones u; = u; o ™', recordar
e=—-r , f=0, g=—rsen®’ .

Ejemplo 3.13 Considérese la superficie M dada en el Ejemplo 2.17 y la
carta (U, o~ = (u,v)) definida en el mismo. De la expresion p(u,v) =
a(u) 47 cosv N(u) +rsen v B(u) se deductan (Ejemplo 3.8) las expresiones
de %‘5 Yy %‘5; deriwando una vez mas se obtiene:

g—‘e — rrrsenv T(u) + (k — (K2 4+ 72) 7 cos v) N (u) — 72rsenv B(u)
% 2 (u,v) = Krsenv Yl(u) — TT COS U_)N(U) — 1rsenv B(u)

gUQ (u,v) = —rcosv N(u) — rsenv B(u)
Por otra parte, es inmediato comprobar que el campo v € Xy con parte
vectorial V(u,v) := cosvN (u) + senv B(u) es normal a M; para convencerse

de ello, basta verificar que, efectivamente, < U, %‘5 opl >=0=<7, Q‘E o
ot > (también puede deducirse directamente que v = —v,, := \/%;
basta efectuar el producto vectorial del numerador, teniendo en cuenta que
TxN=B )

Entonces los coeficientes (51) de la seqgunda forma fundamental de (M, v)
en dicha carta vienen dados por (con las identificaciones u; = u; o !,

recordar 2.2.2):

e:/icosv(l—m”cosv)—#r , f=-mr , g=-r

3.2.3. Curvatura normal y funcién altura

La forma cuadrética asociada a la segunda forma fundamental en un
punto proporciona las curvaturas (salvo el signo) de curvas planas
cuyas imdgenes son ”secciones normales” de la superficie por el punto,
asi como el "segundo orden” de la funcién altura sobre el punto.
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(A) Sean (M, v) una superficie orientada, p € M y &(# Gp) € T,M. Se
llama curvatura normal de (M, v) en la direccién de £ al nimero real

_1 (50) HP<£7 £) .
TIh Dev, € > GEE) (52)
la terminologia "en la direccién de” es intencional, en el sentido de que este
nimero depende, no ya del vector tangente (no nulo) propiamente dicho, sino
de la recta que éste genera. Como veremos mds adelante (3.3.5), los valores
que toma k, en p son todos los que se encuentran entre los dos autovalores
de una cierta aplicacién lineal autoadjunta (la aplicacion de Weingarten) en
T,M.

Sea o : [ — M una curva regular. Se llama curvatura normal de o en
(M,v) a la funcién diferenciable k2 € §(/) dada por:

’fu(s) =

N -1 39 —1 D((voa) , prop.3i2 1

— ’
Iiu.—w<Dallj,Oé> |o/|2< i , QO W

(esto es: k2(t) = Kk, (/(1)).

Observacién 3.14 1. Sila curva reqular o es alabeada, se tiene (deno-
tando por T y N su tangente y normal de Frenet y por k(> 0) su
curvatura):

o (1:7) d | o |

o T+ | PN, = =k <voa,N> . (54)

Por ejemplo, si Im « es un paralelo (en la esfera de radio r) de colatitud
Yo € (0,5] y v es la normal exterior, resulta: k3 = kcos(§ + o) =
—sentg

2. Resulta inmediato (constituye parte del llamado teorema de Meus-
nier) que todas las curvas requlares 3 : I — M con la misma tangente
(no necesariamente la misma velocidad) en 0 que « poseen la misma
curvatura normal en 0 que «. En particular, si Im 3 estd contenida en
el plano afin al que son tangentes o/ (0) y v(a(0)) (diremos que [ es
una seccion normal de M por o/(0)), entonces su curvatura k (co-
mo curva plana) verifica: k%(0) = £k(0); asi, la curvatura normal en
0 de a no es sino la curvatura en 0 (salvo signo) de cualquier seccion
normal de M por o/(0).

(B) Sean (M, v) una superficie orientada y p € M. Definimos la altura
sobre p (respecto de la normal v(p)) como la funcién diferenciable

hy, E*>qr— <q—p,0p) >R ;
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asf, los puntos ¢ € E* para los que h,(q) sea positiva estardn situados a un
lado del plano afin tangente a M en p; y los ¢ € E? para los que h,(q) sea
negativa, al otro.

Pues bien, es inmediato ver que es precisamente la segunda forma funda-
mental 1, la que proporciona (hasta el ”segundo orden”) la informacién sobre
la funcién hy, | € §(M) en las proximidades de p (obviamente h,(p) = 0).

Lema 3.15 Sean (M,v) una superficie orientada y p € M.

1. Sea av: I — M una curva con «(0) = p. Entonces se tiene:

d(hp o) _ d2(hp o) o ' /
2. Sea (U,o~! = (u,v)) una carta de M con ¢(0,0) = p. Entonces se
tiene:
I(hy 0 ) 0(hp © ) _ .
81% (0 0) 0 ) aulauj (an) - hl](p) (27] - 172) :

Demostracién. Probemos 1. Se tiene:

d(hpoo __ d<a—p,U _ o = _ —
(wea) (0) = d=2pP®)> () =< da(0) | j(p) >=< o/(0) ,v(p) >=0

2 o 2<a—p, 0 o =
Plhyea) () = L<abI@)> () —< £a(0) H(p) >=< a”(0) ,v(p) >

Prop. 3.1(2)

Voo 9 ! ! /
= — < a/(0), 220 (0) & _ < 4/(0), Doy >= H,(a(0),/(0)) .

Y probemos 2. Considerando la curva «(t) := ¢(t,0), que verifica:

0 30 .
o/(t) = T, T (1.0) (52 Ja) = (£)a(o. se obtiene:

{ I(hpop) (07 0) _ d(hpoa) (O) Aptio, 1 0

dt

P0229)(0,0) = Fed(0) M, (0/(0),(0)) = ()

dt?

Considerando la curva ((t) := ¢(0, ), se deducen (andlogamente) las
correspondientes expresiones para la coordenada wv.

Finalmente, considerando la curva (t) := ¢(t, t), que verifica: 7/(t) =
(a%)v(t) + <%)’Y(t)7 se obtiene:

((;LUOSO) (0 0) +2 (Zao@) (O O) + (gyo@) (0 O) _ (gtp;V) (0) Aptdo. 1
= Hp(7'(0),7/(0)) = h11(p) + 2ha2(p)

Se sigue de lo anterior:

82(hp o)

oy (0 =help)
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Concluimos que, efectivamente, H,, controla (hasta el ”segundo orden”) el
comportamiento de h,, |5, en las proximidades de p. Si, por ejemplo, se verifica
H,(/(0),0/(0)) # 0, entonces h, o o presenta un extremo local estricto en
0 € I y ello nos permite concluir que, para I pequeno, la imagen de « estéd
situada a un mismo lado del plano afin tangente a M en p. Y si, por ejemplo,
H, es definida (positiva o negativa), la propia superficie debe estar, en un
entorno de dicho punto, a un mismo lado del correspondiente espacio afin
tangente (ver [9], Cap. 13, Teorema 3; se dice entonces que la superficie es
”estrictamente convexa en p”).

3.3. APLICACION DE (GAUSS-)WEINGARTEN
3.3.1. Aplicacién de Weingarten

La aplicacién de Weingarten ”explora” la normal unitaria (a la super-
ficie) a través de su derivada direccional segin los vectores tangen-
tes. Por tratarse de la aplicacién autoadjunta asociada a la segunda
forma fundamental, sus coeficientes en una carta pueden calcularse
(Proposicién 1.7(2)) en funcién de los coeficientes de las dos formas
fundamentales.

Sea M una superficie. La primera forma fundamental define, en cada
espacio tangente 7),M, una forma bilineal simétrica; la aplicacién lineal au-
toadjunta asociada (Proposicién 1.7(4)) es la aplicacién identidad.

Sea (M, v) una superficie orientada. La segunda forma fundamental defi-
ne, en cada espacio tangente 7,,M, una forma bilineal simétrica; la aplicacién
lineal autoadjunta asociada (Proposicién 1.7(4)) £, : T,M—T,M, llamada
aplicacién de Weingarten de (M, v) en p, viene dada (habida cuenta de

(50)) por
L:=-Dev , VEECT,M (55)

(el que D¢v pertenece de hecho a T, M es consecuencia de que < v, v >=1
y de la Proposicién 3.1(1)).

Se llama aplicacién de Weingarten de (M, v) a la correspondencia £
que asocia, a cada punto p € M, la aplicacién de Weingarten £, en dicho
punto. Para cada abierto U de M, la aplicacién de Weingarten £ induce una
aplicacién (denotada por la misma letra) £ : X(U) 2 V — — Dyv € X(U),
que es (por las propiedades de (40)) §(U)-lineal.

Si (U, o' = (u,v)) es una carta de M y consideramos la base (0/du, d/0v)
del §(U)-médulo X(U), necesariamente existirdn funciones diferenciables /;; €
SU) (i,7 =1,2), llamadas coeficientes de la aplicacién de Weingarten
de (M,v) en la carta (U, '), que verificardn

9,00 0 (tn i
<£8u’£81))_(8u’8v) (121 Lo (56)
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y que se obtienen a partir de los coeficientes g;; y h;; de las dos formas

fundamentales:
Prop. 1.7(2)

(L) =" (i) (ig) (57)

o de forma mads explicita:
i iz | _ 1 G -F e f
Iy ly ) EG-F2\ —F E fa)

3.3.2. Curvaturas principales, de Gauss y media. Bases adaptadas

Como toda aplicacién lineal, la aplicacién de Weingarten en un pun-
to posee determinante (”curvatura de Gauss”) y traza (”curvatura
media”). Por ser autoadjunta, posee una base ortonormal de auto-
vectores. Las direcciones de esta base son unicas si y sélo si los dos
autovalores (”curvaturas principales”) son distintos.

Sean (M, v) una superficie orientada y p € M. Los invariantes geométri-
cos (traza, determinante, autovalores, etc.) de la aplicacién de Weingarten £,
dan lugar a invariantes geométricos de la superficie, que a su vez gobiernan
el aspecto de ésta en las proximidades de p. Se llaman:

(1) Curvaturas principales ki (p), k2(p) de (M, v) en p a los autovalores
de £,,.

(i) Curvatura de Gauss K(p) de (M,v) en p al determinante de L,,.
(¢77) Curvatura media H(p) de (M, v) en p a la mitad de la traza de £,.

Obsérvese que la curvatura de Gauss no depende de la orientacion (local
o global) de la superficie, ya que det(L,) = det(—L,).

Se sigue de la Proposicién 1.7(3) que existe una base ortonormal (&, €,)
de T, M formada por autovectores de L,. Segun la definicién anterior, se tiene:

L6 =k(p) & (i=12) . K(p)=k(kp) , mm:ﬁ@%ﬁ@;

por otra parte, las direcciones de esta base son tinicas si y s6lo si k1 (p) # ka(p).
La base (&, €,) puede ademds elegirse positiva respecto de v(p), en cuyo caso
se dice adaptada (a (M, v) en p).

Si (U, o~ = (u,v)) es una carta de M, se tiene la férmula local (recor-

dar que EG — F? > 0): K |y &0 E&% € §(U); lo que pone de manifiesto
que la curvatura de Gauss K : M — R de una superficie es una funcion
diferenciable. En cuanto a las curvaturas principales ki, ks : M — R (cuando
hablamos de las funciones, elegimos la notacién de forma que sea ky > ko), re-
sultan continuas en M y diferenciables (al menos) en los puntos no umbilicos

(Ejercicio 6.3.6).
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Ejemplo 3.16 FEl cdilculo de las curvaturas principales de planos y esferas
se puede hacer facilmente sin coordenadas.
Todo plano (afin) M (en B3) verifica M = f~1(0), para la funcién f :
E? > q—<q—p,ij >€R, conp,ij € E>. Eligiendo como normal unitaria
_ 5 . ,
v a M la dada por v(q) := <—%L|>q, >v=>, %L' <8%i |M>, se tiene (para

39 0. Con lo que k1 = ky =0

todo q € M y todo Eq eT,M): quq: = —ngu
y K =0.

Por otra parte, toda esfera M (en B?) verifica M = f~1(0), para la fun-
cion f B} 2> q—<q—p,gq—p> -1 €R, conp e Er > 0. Eligiendo

como normal unitaria v a M la "exterior”, dada por v(q) := (%)q, =

v =737 &n (% |M), se tiene (para todo q € M y todo Eq e T,M):

T

Ly =—Dgv i A3 () (%)q =336 (%)q = &, Con
loquelﬁ:/@:}l yK:T%.

También podemos calcular sin coordenadas la curvatura de Gauss de un
cilindro (o de un cono) M, a lo largo de cuyas generatrices la parte vectorial
de la normal unitaria es (como en el caso del plano) constante. Dado q € M,
y eligiendo una curva o € C(q, M) con imagen la correspondiente generatriz,

se tiene: Lq,0/(0) := =Dy o)V 2 %(0) 0. La arbitrariedad de q
prueba que una de las curvaturas principales es siempre nula (la otra nunca

lo es, si M es de revolucion) y que K = 0.

Ejemplo 3.17 Sea una carta (U, ™) de una superficie orientada (M,v).
Una vez calculados los coeficientes g;; y hi; de las dos formas fundamentales
en dicha carta, resulta inmediato calcular las curvaturas prinicipales, media
y de Gauss en U wutilizando la expresion (57).

Ast, en la esfera de radio r y en la carta polar del Ejemplo 2.16, puede
aplicarse lo obtenido en los Fjemplos 3.7 (PFF) y 3.12 (SFF, con la normal
v, ) para llegar a la expresion

(L) (57) 1 r?sen®y 0 —r 0 B ’71 0 .
U pdgen2y) 0 r? 0 —rsen®d ) 0 =L !

r

de donde se concluye (en principio enU y, por continuidad, en toda la esfera)
lo que ya sabemos (Ejemplo 3.16), esto es, que las curvaturas principales son
ki = ko = ’71 y la curvatura de Gauss es K = r%

Andlogamente, en la superficie M dada en el Ejemplo 2.17 y en la car-
ta (U,o™' = (u,v)) definida en el mismo, puede aplicarse lo obtenido en

los Ejemplos 3.8 (PFF) y 3.18 (SFF, con la normal v,) para llegar a la

expresion:
K COS VU
(l) (5:7) ( 1—kr cosv 0 )
w k __1
T
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(scomo es que la matriz no sale simétrica?); de donde se concluye (!) que las

curvaturas principales son ky |y = 52— y ko |y = _71 y la curvatura de
—K COS U

1—krcosv)”

Gauss es K |y = T

Un procedimieno concreto para expresar M, localmente en torno a p,
como gréfica de una funcién diferenciable (utilizando la funcién altura sobre
p, introducida en 3.2.3) se describe en el Apéndice 5.3.3.

3.3.3. Aplicacién de Gauss

La normal unitaria induce una aplicaciéon de la superficie orientada
sobre la esfera unidad, que hace intuitiva la curvatura de Gauss y
cuya diferencial es (cambiada de signo) la aplicacién de Weingarten.

Sea (M, v) una superficie orientada. Se denomina aplicacién de Gauss
de (M,v) a la aplicacién v : M — S? (donde S? es la esfera unitaria de E?
centrada en el origen) que asocia, a cada punto de M, la parte vectorial de
la normal unitaria en dicho punto.

Noétese que, por ser las componentes v; (i = 1,2,3) funciones diferencia-
bles (recordar que esto significa que admiten extensiones locales 7; diferen-
ciables en torno a cada punto de M C E?), la aplicacion de Gauss es una
aplicacion diferenciable entre superficies. Por otra parte, para cada p € M,
y puesto que los espacios tangentes a M en p y a S? en ¥/(p) verifican T,M =

{&, € TE® [< & 9(p) >= 0} y Ti)S* = {&5) € TowB |< € (p) >= 0},

PN < aii)ﬁ(p) identifica T,M con Ty(,)S?

la correspondencia candénica ( 82,)
T
p

(ambos espacios tangentes tienen ”la misma parte vectorial”).

La siguiente proposicién establece que la aplicacion de Weingarten en el
punto p es (salvo el signo) la diferencial en p de la aplicacién de Gauss y
proporciona una interesante interpretacién geométrica (del valor absoluto)
de la curvatura de Gauss | K (p)|:

Proposicién 3.18 Sean (M, v) una superficie orientada y v : M — S? la
aplicacion de Gauss.

1. Sea p € M. Utilizando la identificacion T,M = Ty,)S* anterior, se
tiene:
d,v = —=L,

2. Sean (U, ™) una carta de M, R(C U) un subconjunto que posee drea
yp € R. Entonces, se tiene:

Area(V(R))

R ip} Area(R) K@l -
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Demostracion: Ver Apéndice 5.3.4 m

El resultado de la Proposicién 3.18(2) representa el andlogo en superficies
L(N|z)
o o L(alz)
| k(t) |. Esta es la definicién original de curvatura dada por Gauss, que es

quizd la mdas natural de todas. Hace evidente, por ejemplo, que un plano o
un cilindro tienen curvatura K = 0, mientras que una esfera de radio r tiene
curvatura constante K = 1/r? (Ejemplo 3.16).

de la expresion para curvas planas (Observacion 1.28(3)): limz_ ¢4

3.3.4. Clasificacién de los puntos de una superficie. Direcciones
principales

El 7cardcter” de un punto de una superficie codifica los signos de los
autovalores (”curvaturas principales”) de la aplicacién de Weingarten
en el punto.

(A) Sean M una superficie y p € M. Sean ki(p) y k2(p) las curvaturas
principales (respecto de alguna normal unitaria definida en torno a p) y K (p)
la curvatura de Gauss de M en p. Se dice que p es (la adscripcién de p a
alguno o algunos de los siguientes casos constituye su caracter):

(1) hiperbdlico si k1 (p) y k2(p) tienen distinto signo (esto es, si K(p) < 0).

(17) parabdlico si k1 (p) 6 k2(p) (pero no ambas) es nula (con lo que K(p) =
0).

(i4i) eliptico si k1(p) y k2(p) tienen el mismo signo (esto es, si K(p) > 0).

(1v) plano si ki (p) y k2(p) son nulas (con lo que K(p) = 0).

Hasta aqui, la clasificacién es exhaustiva (agota todos los posibles casos)
y excluyente (las categorias son disjuntas). Ademds se dice que p es:

(v) umbilico si k1(p) y ko(p) son iguales; umbilicos son todos los puntos
planos y algunos de los elipticos.

Puesto que todas estas definiciones involucran la curvatura de Gauss y/o
la anulacién de (alguna de) las curvaturas principales, el cardcter de los pun-
tos de una superficie es independiente de la orientacion (local o global) ele-
gida en ésta.

(B) Se dice que un vector tangente (no nulo) € € 7,,M define una direc-
cién principal si £ es autovector de £,. La nocién de direccién principal
es independiente de la orientacién (local o global) elegida en la superficie.
Entonces el punto p es:
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(1) no-umbilico si y sélo si T, M posee exactamente dos direcciones princi-
pales distintas (en tal caso, éstas son mutuamente ortogonales y estén
definidas por los vectores &, y &, de cualquier base adaptada).

(2) umbilico si y s6lo si todas las direcciones en T, M son principales.

En efecto: el que £, posea sélo dos direcciones principales estd ligado
al hecho de que los dos autovalores de £, sean distintos (recordar la
Proposicién 1.7(3)) =

3.3.5. Fd6rmula de Euler. Direcciones asintéticas

La curvatura normal de una superficie (orientada) en un punto toma
todos los valores que se encuentran entre los dos autovalores de la
aplicacién de Weingarten en dicho punto.

(A) Sean (M, v) una superficie orientada y ki, ko sus curvaturas princi-
pales (elegimos la notacién de manera que la funcién k; sea siempre mayor o
igual que la funcién k;). Sean p € M y (§;,&,) una base adaptada de T,,M.
Un vector genérico & € T,M se puede escribir: & =| £ | (cos@ &, + senf &,),
para cierto 6 € [0, 27). Entonces la curvatura normal (3.2.3) de (M, v) en la
direccién de & verifica:

(52) —1 1

Ky (&) = T < Dev, € > = e < L,€,€ >= ki(p) cos® 0 + ky(p) sen® 0.
(58)

La férmula que acabamos de obtener (llamada férmula de Euler) mues-
tra que los valores de la curvatura normal de (M, v) en p son una combinacién
affn y ”convexa” (ya que cos?f > 0, sen?f > 0 y su suma es uno) de las
curvaturas principales ki(p) y ko(p) en p. Al variar 6 entre 0 y 27, obte-
nemos todos los valores del intervalo [ks(p), k1(p)], en particular k;(p) para
0 =0 (ym)y ko(p) para 0 = /2 (y 37/2). De esta forma concluimos que
las curvaturas principales ki(p) y ka2(p) son los valores mdximo y minimo,
respectivamente, de la curvatura normal de (M,v) en p.

(B) Se dice que un vector tangente (no nulo) & € T, M define una direc-
cién asintética si < £,§,£§ >= 0, lo que equivale a decir que la curvatura
normal k, (&) de (M, v) en la direccién de € es nula. Entonces el punto p es:

(1) hiperbdlico si y sélo si T, M posee exactamente dos direcciones asintéti-
cas distintas.

(2) parabdlico si y sélo si T,M posee una unica direccién asintética.

(3) eliptico si y s6lo si T,,M no posee direcciones asintéticas.
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(4) plano si y sélo si todas las direcciones de T, M son asintéticas.

En efecto: A la vista de (58), las direcciones asintéticas en T, M
aparecen siempre por parejas, formando dngulos 0y € [0, %] y ™ — 0
con la direccién principal &;.

Condiciones necesarias: si p es hiperbdlico (ki(p) > 0 > ka(p)), re-
sulta 0 = arctan(,z) v/ —k (p)/ka(p) y T, M posee dos direcciones
asintoticas; si p es parabdlico, resulta 6y = 0 (si k1(p) = 0 > ka(p))
60y =% (sik1(p) > 0 = kg(p)) y T, M posee una (y solo una) direc-
cién asintética; si p es eliptico, T, M no posee direciones asintéticas;
y si p es plano, todas las direcciones de T}, M son asintéticas.

Condiciones suficientes: inmediatas, por ser excluyente la casuistica
anterior sobre las direcciones asintéticas y exhaustiva la clasificacién
de los puntos por su cardcter |

Ejemplo 3.19 Se sigue del Ejemplo 3.16 que cualquier punto de un plano
es plano (por tanto umbilico), cualquier punto de una esfera es eliptico (y
umbdlico) y cualquier punto de un cilindro (o de un cono) de revolucion es
parabdlico. Cualquier direccion tangente a un plano es principal y asintotica.
Cualgquier direccion tangente a una esfera es principal y ninguna es asintdtica.

En la superficie M del Ejemplo 2.17 y en la carta (U, o' = (u,v)) defi-
nida en el mismo, se obtiene (teniendo en cuenta las expresiones obtenidas
en el Ejemplo 3.17 para ky |y y ko 1) que los puntos de U son hiperbélicos,
parabdlicos o elipticos segin que su coordenada v verifique: cosv > 0,= 0 ¢
< 0, respectivamente.

Una construccion interesante, que codifica el cardcter de un punto de una
superficie, es la indicatriz de Dupin, que se describe en el Apéndice 5.3.5%.

3.3.6. Lineas de curvatura y lineas asintéticas. Geodésicas

Una curva en una superficie se dice geodésica si su aceleracién es nor-
mal a la superficie. Esta nocién generaliza la de tener aceleracién nula,
propiedad que puede resultar incompatible con la de estar sobre una
superficie dada. Veremos més adelante (4.2.2) ”cudntas” geodésicas
hay en una superfice.

(A) Sea M una superficie. Se dice que una curva regular a : [ — M define
una linea de curvatura de M (respectivamente, una linea asintética de
M) si su velocidad o define siempre una direccién principal (respectivamen-
te, una direccién asintética). En ambos casos se trata de propiedades de las
trayectorias ("lineas”) de las curvas y no de las curvas (requlares) mismas.
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Se sigue de la definicién de direccién principal (3.3.4) que una curva re-
gular « : I — M define una linea de curvatura si y sélo si, para cualquier
eleccién (local) de normal unitaria v, se verifica:

39 —D(voa) @8 d(Voa) dov
kool = Lo := —Dyv = ————2 | & ———~= = —f,—
ot T St o dt dt “dt
(sistema de ecuaciones diferenciales de ler. orden en las componentes de la
velocidad de «), donde la funcién k, : I — R da lugar, en cada t € I, a
un autovalor (curvatura principal) de L,). Este resultado se conoce como
teorema de Olinde-Rodrigues (ver [5], 3.2, Proposicién 3).
Similarmente, se sigue de la definicién de direccién asintética (3.3.5) que
una curva regular o : I — M define una linea asintética si y sélo si, para
cualquier eleccién (local) de normal unitaria v, se verifica:
3) —Dwoa) , @)  d(Voa) do

0=<L,d/,0/ >=— < Dyv,o/ > = < ———2 0>, < —-—~= — >=0
dt dt dt

(ecuacién diferencial de ler. orden en las componentes de la velocidad de «).

(B) Se dice que una curva « : I — M es una geodésica (de M) si

., / . L

su aceleracién o = %—i‘ es normal a M. Si a : I — M es una geodésica,
. ! o> Prop. 3.1(2)

entonces se tiene: == TP 9 < o of =0, = | o |= cte. Es

importante senalar que el cardcter de geodésica es una propiedad de la curva
y no sélo de la trayectoria.

Observacién 3.20 Sea o : I — M wuna curva con | o | constante. Si a no
es una geodésica de M, ninguna reparametrizacion (1.3.1) de o puede serlo.

En efecto: Sea [ :J — I un difeomorfismo. Para que aco f :J — M sea
geodésica de M, debe ser | (awo f) |= cte.; y por ser | o |= cte., se deduce
de la Proposicion 1.16(1): % = cte., = % = 0. Pero en tal caso, se deduce
de la Proposicion 1.16(3): (ao f)" = (%)2 (oo f). Con lo que, si & no es
paralela a v o a, tampoco (a o f)" puede ser paralela a v oo f.

Ejemplo 3.21 Cualquier curva reqular en un plano define una linea de cur-
vatura y asintotica. Cualquier curva reqular en una esfera define una linea
de curvatura; la esfera no posee lineas asintdticas.

Todas las curvas con (norma de la) velocidad constante cuyas imdgenes
son rectas en el plano, hélices (también rectas o circunferencias) en el cilindro
o circulos mdzximos en la esfera son geodésicas (Ejercicio 6.4.3a-c); probar
que todas las geodésicas en estas tres superficies son de esa forma (Ejercicio
6.4.3d) requiere esperar (hasta el apartado 4.2.2).

En la superficie M dada en el Ejemplo 2.17 y en la carta (U, o' = (u,v))
definida en el mismo, se tiene que, para cada u € J, la curva B, : (—m,m)
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v a(u) +rcosv N(u) +rsen v B(u) € M verifica:

Bu(v) = — <sen v N(u) — CoS v é(u))ﬁ 0’ =

= [l(v)=—r <cosv N(u) + sen v §<u)>5 o —r(wop,) (v)
(utilizando la normal con parte vectorial 7(u,v) = cosvN (u) + senv B(u),

ya empleada en el Ejemplo 3.13), con lo que 3, es geodésica de M. Por otra

parte:

! 39) —D(vof3,
1 /

= senvﬁu—cosvéu) :_—uv ,
(sen v N () ®), =P
con lo que B, define una linea de curvatura de M.

3.4. ISOMETRIAS Y CONGRUENCIAS
3.4.1. Isometrias entre superficies. Teorema egregio de Gauss

Si una aplicacién diferenciable entre superficies preserva (via su dife-
rencial) productos escalares (se llama entonces isometria local), resulta
ser un difeomorfismo local. Si ademds es biyectiva (se llama entonces
isometria), resulta ser un difeomorfismo. Las isometrias locales preser-
van la longitud de curvas y la curvatura de Gauss, pero las aplicaciones
diferenciables que preservan la curvatura de Gauss no tiene por qué
ser isometrias locales.

Sean M y M superficies. Un difeomorfismo F : M — M se llama isome-
tria si, en cada punto p € M, su diferencial d,F" : T,M — T M preserva
la PFF, es decir:

< d,F (§),d,F (n) >=<&n> , V¢neT,M. (59)

Si existe una isometria F : M — M, las superficies M y M se dicen
isométricas. Como la identidad, la inversa de una isometria y la composicién
de isometrias son isometrias, se concluye que la relacién ”ser isométricas” es
de equivalencia.

Observacion 3.22 No existe, para las isometrias entre superficies, un ”andlo-
go” a lo que el teorema de la funcion inversa (Teorema 2.31) es para los
difeomorfismos entre superficies. Concretamente: si ' : M — M es una
aplicacion diferenciable (entre superficies) tal que d,F : T,M — TF(p)M €s
una isometria lineal para cierto p € M, no existe en general un entorno
U(C M) dep tal que F |y : U —F(U) sea una isometria. La razén de es-
ta diferencia es que la condicion de que d,F' sea un isomorfismo lineal es
“abierta”, mientras que la de que d,F' sea una isometria lineal es "cerrada”.
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Sean M y M superficies. Una aplicacién diferenciable F : M — M se
llama isometria local si, en cada punto p € M, su diferencial d,F" : T,M —
T F(p)]\7[ preserva la PFF. Se sigue de la Observacion 3.9 que F' es una iso-
metria local st y solo si preserva las longitudes de curvas. Si ademés F' es
inyectiva, resulta ser una isometria sobre su imagen.

Toda isometria local es (al ser su diferencial en cada punto un isomorfis-
mo) un difeomorfismo local (Teorema 2.31). Y se tiene:

Lema 3.23 Sea F : M — M wun difeomorfismo local entre superficies. En-
tonces F' es una isometria local si y solo si, para cada punto p € M y
para algin (y todo) par de cartas (U, o~" = (u,v)) de M en torno a p y
U,p7' = (u,v)) de M en torno a F(p) adaptadas a F (Lema 2.32), se
verifica
9ij oF |M: Ggij i,J=1,2
Demostracién: Puesto que las citadas cartas cumplen F(U) C Uy
FE? = (k= 1,2), se tiene: d, F () 2 (& )F(p) (i=1,2),

ou; P B_sz

y el resultado se sigue ®

Proposicién 3.24 Sea F : M — M una isometria local entre superficies.
Entonces F preserva la curvatura de Gauss: K(F(p)) = K(p), Vp € M
(teorema egregio de Gauss)

Demostracion. El punto dificil de la demostracién consiste en pro-
bar que, aunque la curvatura de Gauss de una superficie depende en
principio de las dos formas fundamentales sobre ésta (3.3.2), en reali-
dad sélo depende de la primera (esto es, constituye lo que llamaremos
un objeto geométrico ”intrinseco” de la superficie). Pospondremos la
demostraciéon de este punto hasta el Teorema 4.7, después de introdu-
cir la nocién de ”derivacién covariante” en superficies.

Una vez probado que la curvatura de Gauss sélo depende de la PFF,
se sigue que, si (U, (,071) y (U, 4,70*1) son cartas cualesquiera en torno
ap€ My F(p) € M (respectivamente), con Gi; ¥y Gij (1,7 =1,2)
los coeficientes de la primera forma fundamental en dichas cartas, se
tiene:
Klu=Y(g;) v Klz=¥(@; () .

siendo W una cierta funcién diferenciable (la misma en ambos casos!,
en (71) daremos una expresion explicita de W) de los coeficientes de
la primera forma fundamental. Ahora bien, si F' es una isometria lo-
cal, sabemos (Lema 3.23) que, para cualquier p € M, existen cartas
U, entornoap € My (U, ') en torno a F(p) € M en las
que se verifica:

GioF lu=g; (,j=12 , Y KoFlyu=K|, ;
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y, por la arbitrariedad de p, resulta K o F = K m

Observacion 3.25 También puede probarse que las isometrias locales pre-
servan las geodésicas. Sin embargo, esperaremos a formalizar este resulta-
do hasta que estemos en condiciones de probarlo por completo (Proposicion
4.14(2) en 4.2.2), después de introducir la nocion de “transporte paralelo”
en superficies.

Ejemplo 3.26 Sea M wun sector (abierto) de generatriz | y “amplitud” Av
de un (semi)cono de revolucion de “abertura” a (un tal cono tiene s.p.d.g.
la ecuacion x* + y? — (tg a)?2? = 0) y sea M un plano. Vamos a probar
que el “desarrollo” de M en M (obtenido llevando las generatrices de aquél
sobre radios de éste) es una isometria sobre su imagen (ver [5], 4.2, Ejem-
plo 3, p.226), que es un sector plano (circular, abierto) de radio | y dngulo
A¢p = Av sena. Obsérvese que, a priori, no es obvio que dicho proceso (in-
teresante para la fabricacion de pantallas de lampara) no suponga algin tipo
de "estiramiento”.

Para empezar, ambas superficies poseen curvatura de Gauss nula (Ejem-
plo 3.16), con lo que la Proposicion 3.24 no supone ninguna obstruccion.
Sean las parametrizaciones (con el mismo dominio)

¢ :U=(0,1) x (0, Av sena) > (p, ¢) —
— (p senacos(=2-), p sena sen(=2-), pcosa) € U(= M)

sena sena

@:U=(0,1) x (0,Av sena) > (p,¢) — (pcos¢ , pseng, 0) €U(C M) .

La aplicacion ¢ es similar (pero no igual) a la parametrizacion obvia (0,1) X
(0,Av) 3 (p,v) — (p senacosv,p sena senv,pcosa) del sector conico M
como superficie de revolucion (generada por la curva plana o : (0,1) 3 p —
(p sena, pcosa) € R2, al girar en torno al eje z; recordar el Ejercicio 6.2.7D).
Por otra parte, o es la parametrizacion polar usual del plano M.

La eleccion de las parametrizaciones ¢ y @ pone de manifiesto que el ci-
tado “desarrollo” F : M — M (utilizamos la F caligrdfica para no confundir
la aplicacion con el coeficiente F' de la primera forma fundamental) verifica
F = popl estoes, F es un difeomorfismo local y o= y o' son cartas
adaptadas al mismo. Pues bien, un sencillo calculo (!) nos da los siguientes
coeficientes para la PFF del sector conico M en la parametrizacion global ¢
y del plano M en la parametrizacion @:

E(p,¢) =1, F(p,¢) =0, G(p,¢) =p° y E(p.¢) =1, F(p,¢) =0, G(p,9) = p*,

respectivamente. Se sigue que Gi;(p,®) = ¢i;(p, @), o también, g o F =
gij (i,j = 1,2). Al ser F biyectiva por construccion, F resulta ser (Lema
3.28) una isometria sobre su imagen. Y hemos terminado.

En particular, el (semi)cono (privado de una generatriz) de abertura
(con ecuacion 3z + 3y* — 22 = 0) es isométrico a un semiplano (ver [9],

Cap. 23, Ejemplo 4).
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Ejemplo 3.27 Sea F : M — M un difeomorfismo entre superficies que pre-
serva la curvatura de Gauss. Pues bien, F no tiene por qué ser una isometria
(no existe un "reciproco” del teorema egregio de Gauss).

Veamos un primer ejemplo (trivial): sean M := {(z,y) € R? | 22+y? < 1}
y M = {(z,y) € R? | 22 +y? < 4} y sea el difeomorfismo F : M >
(z,y) — (22,2y) € M. Claramente F no es una isometria (Vp € M y
vE, € T,M,|dF |, €| = 2,

Gauss (KM =0=KM),

Veamos un ejemplo en el que las curvaturas de Gauss no son constantes
(otro ejemplo de este tipo puede verse en el Ejercicio 6.4.9c): Sea r > 0,
sean o y & : I — B3 curvas alabeadas parametrizadas por la longitud de arco,
con curvaturas k = k(< 1/r) y torsiones T # T constantes, y sean (T, N, B)

y (T,N,B) sus respectivos triedros de Frenet. Considérense los conjuntos
M:=Im® y M :=Im P, siendo

) y sin embargo F preserva la curvatura de

®: 1 xR> (u,v) — au) +rcosv N(u) + rsen v B(u) € B3
_ - —
®: I xR (u,v) — a(u)+rcosv N(u)+rsenv B(u) € B>

(M y M son “tubos” de radio r centrados en Im « y Im &, respectivamente;
Ejemplo 2.17) y supongamos que ambos son superficies. Sabemos (Ejemplo
2.17) que cada punto (u,v) € I X R posee un entorno J x (—m,m)(C I x R)
sobre el que ® y ® inducen, por restriccion, parametrizaciones locales ¢ : J x
(—m,7) = Uyp:Jx(—n,7) —U de M y M, respectivamente. Definiendo
la aplicacion F = oo™ : U — U, resulta F¥? = id | 7x(—mm)- Pues bien,
en el Ejemplo 3.8 obteniamos las siguientes expresiones para los coeficientes
de la PFF de M en la parametrizacion ¢ y de M en la parametrizacion @:

E(u,v) = (1 — kreosv)® + 722 # (1= kreosv)’ + 722 = E(u, )
F(u,v) =7r* # 7r* = F(u,v) ;

G(u,v) =1? = G(u,v)

de donde se concluye (Lema 3.23) que el difeomorfismo F : U — U no es
una wsometria. 'Y sin embargo, en el Ejemplo 3.17 obteniamos las siguientes
expresiones para las curvaturas de Gauss de M en la parametrizacion ¢ y de
M en la parametrizacion p:

—K COS VU

K(u,v) = = K(u,v) ;

7 (1 — Kkrcosv)

con lo que el difeomorfismo F :U — U si preserva la curvatura de Gauss.

3.4.2. Superficies localmente homogéneas

Si dos superficies poseen la misma curvatura de Gauss constante, cada
punto de la primera posee un entorno isométrico a un entorno de cada
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punto de la segunda. Pero no tiene por qué existir una isometria local
entre ambas superficies.

Una superficie M se dice localmente homogénea si, para cada par de
puntos p,q € M, existen entornos U de p y V de q y una isometria F' : U — V
con F(p) = q. Se sigue de la Proposicién 3.24 que una superficie localmente
homogénea tiene necesariamente curvatura de Gauss constante. Pero también
el reciproco es cierto, como consecuencia del

Teorema 3.28 (Minding) Sean M y M superficies con la misma curvatura
de Gauss constante. Entonces, dados dos puntos cualesquiera p € M y p €
M, existen entornos U de p yU de p isométricos.

Demostracién™* (Ver [5], 4.6, Teorema, p. 290). En efecto: para
cualquier superficie M de [E3, es posible probar, en un cierto tipo de
coordenadas (p > 0,0 < ¢ < 27) (llamadas ”geodésicas polares”
y que existen alrededor de cada punto, aunque éste no pertenece a
su dominio), que los coeficientes de la primera forma fundamental
verifican : £ =1, F =0y % + KVG =0, con lim, ,oG =0y

lim,, g % = 1. Si K = ¢ (constante), se sigue que G = f.(p), donde

fe es cierta funcién (que no depende de ¢) diferenciable (la misma
para todas las superficies con K = ¢). Sea ahora M otra superficie con
curvatura de Gauss K = ¢y sean dos puntos cualesquiera peM,pe
M. Utilicemos cartas geodésicas polares U, (,071) de M alrededor de
py U,p7") de M alrededor de p con la misma imagen U C R2
Denotando F = pop ' : U — U (con lo que F¥% = id |y), se sigue
que: EoF=1=E, FoF=0=Fy (GoF)(p,¢) = fulp) =
G(p, ¢). Se concluye (Lema 3.23) que F : U — U es una isometria m

Observacién 3.29 Sean M y M superficies. Considérense las afirmaciones
siquientes: (i) existe una isometria local M — M, (ii) cada punto de M
posee un entorno que es isométrico a un entorno de M, (1ii) cada punto de
M y cada punto de M poseen entornos isométricos por una isometria que
lleva el primer punto en el sequndo (equivalente, por el Teorema de Minding,
a que M y M tienen la misma curvatura de Gauss constante ). Trivialmente
(i13) = (i) y (i1) # (iii) (dos toros iguales). Pues bien, se tiene:

1. (i) = (it) (toda isometria local es localmente una isometria), pero
(i1) # (i) (ver Ejercicio 6.3.16¢: no existe una aplicacion diferenciable
del catenoide en el helicoide que sea una isometria local). En este senti-
do, la afirmacion "M y M son localmente isométricas” es equivoca (no
estd claro si quiere decir (i) o (i1)) y debe ser usada con sumo cuidado.
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2. (i) # (1) (dos toros iguales) y (iii) # (i) (ver Ejercicio 6.4.9b: no
existe una aplicacion diferenciable de un cilindro en un plano o en
otro cilindro de radio mayor que sea una isometria local; basta tener
en cuenta que las isometrias locales preservan las geodésicas, lo que se
probard en el apartado 4.2.2).

3.4.3. Congruencias entre superficies. Rigidez

Se llaman congruencias entre superficies aquellas isometrias que pro-
ceden de restringir movimientos del espacio euclideo. Dada una super-
ficie, el que sea isométrica a otra no implica (en general) que tenga
que ser congruente con ella; cuando si lo implica, la superficie se llama
rigida.

Sea A un movimiento en B3, esto es (1.1.4), una biyeccién de la forma (6):
A(p) — o= A(p—0) + &, donde 0 = (0,0,0), A€ O(3) y € = A(0o) — 0 € B3.
Sabemos que A posee inversa A~!, dada por: A7 (p)—0 = A" (p—0) —A_lg,
que es otro movimiento. Como los movimientos son diferenciables, resultan
ser difeomorfismos de E3.

Sea M una superficie. De lo anterior y de la propia definicién de superficie
(existencia de difeomorfismos entre entornos de cada punto de la superficie
y abiertos del plano, Observacién 2.20(1)) se deduce inmediatamente que, si
A : E? — E? es un movimiento, A(M) es una superficie.

Sean M y M superficies. Una aplicacién diferenciable F' : M — M se
llama congruencia si existe un movimiento A : E?— E? tal que F = A |y
y M = A(M).

Si existe una congruencia F : M — M, las superficies M y M se dicen
congruentes. Como la identidad, la inversa de una congruencia y la com-
posicién de congruencias son congruencias, se concluye que la relacién ”ser
congruentes” es de equivalencia.

Como los movimientos en E? son difeomorfismos, también lo son las
congruencias entre superficies. Més atin: Sea F' = A [y: M — M una
congruencia entre superficies. Para cada p € M, y escribiendo de nuevo

A(p) — 0 = A(p — 0) + &, se tiene: J4(p) = (%) (p) = A, con lo que la
diferencial (2.1.3) d,.A verifica:

dp A T,E® 5 ij, — (AR) Ap) € Tap) B

y, por ser A € O(3), resulta ser una isometria lineal. Teniendo en cuenta
que la diferencial d,F : T,M — Tpg,)M es (2.3.3) la restriccién a T,M de
la diferencial d,.A, se concluye que: para cada p € M, la diferencial d,F' es
una isometria lineal. Asi pues, toda congruencia entre superficies es también
(8.4.1) una isometria.
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Una excelente caracterizaciéon de las congruencias viene dada por el si-
guiente:

Teorema 3.30 Un difeomorfismo F : M — M es una congruencia st y solo
si, para cada p € M, la diferencial d,F : T,M — Tp@y, M preserva la PFF y
(para ciertas elecciones de orientacion local) la SF'F.

Demostracion®. La condicién necesaria es relativamente sencilla de
probar (ver [9], Cap. 22, Teorema 2). Probar la condicién suficiente
es algo mds dificil (ver [9], Cap. 22, Teorema 3). La condicién sufi-
ciente estd relacionada con el Teorema de Bonnet (Teorema 5.2, en el
Apéndice 5.4.4%): éste es un resultado local, pero incluye, ademds de
la unicidad, una afirmacién de ezistencia (lo que implica resolver un
sistema de ecuaciones en derivadas parciales), mientras que nuestra
condicién suficiente es global, si bien sélo incluye una afirmacién de
unicidad [ |

El que dos superficies M y M sean isométricas no implica (en general)
que tengan que ser congruentes. Pero si, fijada M, la implicacién es cierta
para toda M, se dice que M es rigida (es decir, una superficie es rigida
si toda superficie isométrica a ella es congruente con ella). Intuitivamente
hablando, una superficie rigida es aquélla que no puede cambiar de forma sin
alterar las longitudes sobre ella. Asi, por ejemplo, de la experiencia comin se
deduce que un abierto del plano no es rigido (Ejemplo 3.26); otro ejemplo de
superficie que no es rigida puede verse en [5], 5.2. Un ejemplo de superficie
rigida es la esfera, como se deduce del siguiente:

Teorema 3.31 (Hilbert-Liebmann) Si M es una superficie conezxa, com-
pacta y con curvatura de Gauss constante K, entonces M es necesariamente
una esfera.

Demostracién. La demostracién depende de tres resultados preli-
minares, el segundo de los cuales es de tipo técnico.

Resultado 1: Toda superficie compacta posee (al menos) un punto
eliptico (Ejercicio 6.3.8c¢).

Resultado 2 (Hilbert): Sean M una superficie y p € M un punto en
el que la curvatura de Gauss K es positiva y en el que las curvaturas
principales k1 : M — Ry ko : M — R (elegimos la notacién de
manera que sea k; > k) poseen un méximo (local) y un minimo
(local), respectivamente. Entonces k1 (p) = ko(p), con lo que p resulta
ser un punto umbilico de M (ver [5], 5.2, Lema 1; ver también [4], 5.6,
Lema 6.2. La demostracién utiliza la ecuacién (71) del Teorema 4.7 y
las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (83) del Apéndice 5.4.4%).
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Resultado 3. Si todos los puntos de una superficie conexa son umbili-
cos, entonces la superficie es un abierto de una esfera o de un plano
(Ejercicio 6.3.15a).

Probemos ahora el Teorema. Por ser M compacta, posee (Resultado 1)
un punto eliptico; y, por ser K constante (hipétesis), debe ser K > 0.

Las funciones k; y ko son continuas (Ejercicio 6.3.6). Por ser M
compacta y ser X = kjky constante, existe un punto p € M en
el que ki alcanza un valor maximo vy, simultdneamente, ko un mini-
mo. Por ser K > 0, el punto p es (Resultado 2) umbilico y se tiene:
k1 < ki1(p) = ka(p) < ko; pero k1 > ks, de donde se concluye que
k1 = ko y M tiene todos sus puntos umbilicos.

Por ser conexa y compacta, M es (Resultado 3) una esfera (obvia-

mente, de radio R = 1/vK ) n

96
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4. GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL DE
SUPERFICIES

Imaginemos unos hipotéticos seres bidimensionales (pero con sentido de
la distancia euclidea), que habitaran sobre una superficie del espacio euclideo
[E? ignorantes del espacio ambiente que les rodea. Los elementos geométricos
de esta superficie capaces de ser observados o medidos por estos seres (esen-
cialmente, longitudes) constituyen lo que se denomina ” geometria intrinseca”
de la superficie. Nos ocuparemos aqui de observadores locales, cuya vista sélo
alcanza un entorno coordenado.

Precisando un poco maés los conceptos: diremos que un cierto objeto geo-
métrico (local) sobre una superficie M es intrinseco si puede expresarse
exclusivamente en funcién de la primera forma fundamental de M. Que es
razonable adoptar esta definicién lo prueba el que la primera forma funda-
mental codifica equivalentemente (Observacion 3.9) las longitudes de curvas
sobre M.

Puesto que las isometrias locales entre superficies vienen caracterizadas
(59) como aquéllas aplicaciones diferenciables que preservan la primera forma
fundamental, podemos afirmar que los objetos geométricos (locales) intrinse-
cos son precisamente aquéllos que se preservan bajo las isometrias locales; re-
cordar a este respecto la Proposicién 3.24, referida a la ” curvatura de Gauss”
(aunque el cardcter intrinseco de ésta se terminard de probar en el Teorema
4.7 de este Capitulo).

4.1. DERIVACION COVARIANTE

En el apartado 2.4.3 hemos recordado (o introducido) las nociones habi-
tuales de derivacién de campos definidos sobre subconjuntos S de R™ (so-
breentendiendo que 7,5 es subespacio vectorial de T,R"™, Vp € S). Usaremos
aqui estos conceptos para mostrar que, cuando S es una superficie M del
espacio euclideo E?, aparece una nocién intrinseca de derivacién de campos
tangentes a M, que denominaremos ”derivacién covariante”. Con su ayuda
probaremos que la curvatura de Gauss es un concepto intrinseco.

4.1.1. Proyecciones tangente y normal

Sea M una superficie. Fijado p € M, cada vector tangente & € T,E3
se descompone de forma tnica en suma & = €19 + ¢V donde la parte
normal

gV =< w(p).& > v(p)

es ortogonal a T,M y la parte tangente

ETan — E o SNOT‘
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pertenece a T, M. Las proyecciones Nor : T,E* > & — eher ¢ T,E® y Tan :
T,E® > & — ghon ¢ T, M son homomorfismos de R-espacios vectoriales.

Sea U un abierto de M. Un campo X € X puede pues descompo-
nerse en X = X7 4 XNor donde la parte normal viene definida por
XNer(p) := X(p)V°r y la parte tangente por X7 (p) := X(p)T*". Eviden-
temente se verifica: XV =< v, X > v € Xy y X =X — X' € X(U).
Las correspondientes aplicaciones Nor : Xy — Xy y Tan : Xy — X(U)
son homomorfismos de §(U)-mddulos.

4.1.2. Derivacion covariante en superficies

Definimos aqui la ”derivacién covariante” (de campos tangentes) en
superficies, que no es sino la proyeccién tangente de la derivacién na-
tural. Contra lo que pudiera parecer, esta ley de derivacién resulta
(4.1.4) intrinseca.

Conviene leer este apartado en paralelo con los correspondientes epigrafes
del apartado 2.4.3. Sea M una superficie.

(C) Dado un campo tangente V. € X(M), definimos la derivada cova-
riante direccional de V segtin £ €7,M como el vector tangente

VeV = (D V)™ e T,M (60)

Se deduce inmediatamente de las propiedades de (37) que la correspon-
dencia (§,V) — V¢V es R-lineal en ambas entradas y verifica: V¢(fV) =
E(f)V(p)+ f(p)VeV (con lo que no es F(M)-lineal en la segunda).

Ademds, se deduce de la Proposicién 3.1(1): (< V, W >) =< V,V, W(p) >
+ < V(p),VgW >.

(D) Si @ : I — M es una curva, un campo V € X, a lo largo de «
se dice tangente a M si V(t) € ToyM, Vt € 1. El conjunto X, (M) de
campos (a lo largo de «) tangentes a M constituye un R-espacio vectorial y
un §(/)—modulo. Obviamente o’ € X, (M).

Dado un campo tangente V € X,(M), definimos la derivada covariante
de V como el campo tangente

VVL_<DV

e W) B € X, (M) . (61)

Se deduce inmediatamente de las propiedades de (38) que la correspon-
dencia V — XY es R-lineal y verifica: V(fV)/dt = (df /dt)V + fVV /dt (con
lo que no es §(I)-lineal).

Ademsés, se deduce de la Proposicién 3.1(2):

VW
V, o >

d<V,W>
dt

=< LW >+ <
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Por dltimo, si U € X(M), se deduce de (39) que:

V(Uoa)
dt

(donde el miembro de la derecha se entiende como: (V4 U)(t) := V@ U).

= V.U (62)

(E) Dados dos campos tangentes V, W € X(M), definimos la derivada
covariante de W con respecto a V como el campo tangente

VvW : = (DyW)™™ e x(M) ; (63)

obsérvese que se verifica la expresién (que podria tomarse como definicién
alternativa de VyW):

(VvW)(p) = VypW , para todo p € M . (64)

En efecto:

41
(Vv W)(p) = (DyW)(p)— < v(p). (DvW)(p) > v(p) &
= DypW—<v(p), DvinyW > v(p) =: Vyny W =
Se deduce inmediatamente de las propiedades de (40) que la correspon-
dencia (V, W) — VyW es R-lineal en ambas entradas, §(M)-lineal en la
primera y verifica: Vv (fW) = V(f)W + fVyW (con lo que no es §(M)-
lineal en la segunda).

Ademss, si U € X(M), se deduce de la Proposicién 3.1(3) que se cumple:
UV, W >)=<VyV,W >+ <V, VygW >.

Proposicién 4.1 Sean (M,v) una superficie orientada y H la sequnda for-
ma fundamental. Para todo V, W € X(M), se verifica (ecuacion de Gauss):

VyW = DyW—H(V,W)v . (65)
—

<LV, W>
Demostraciéon. En efecto:
VVW = Dvw— <V, Dvw > v
=DvW+ < Dvl/,W >v = DyW — H(V,W)V .

Obsérvese que la inversién de v invierte a su vez H(V, W) m

Prop. 3.1(3)

Ejemplo 4.2 Antes de ver la expresion que toma en coordenadas arbitrarias
la derivacion covariante en una superficie, resulta interesante explorar direc-
tamente su aspecto en un caso bien conocido, como es el de la esfera M :=
{(z,y,2) e R® | 22+ 9y + 2% = r?> > 0} en la carta polar (U, o™ = (9, ¢)) del
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Ejemplo 2.16. Para los campos coordenados ( 821 = %, 8%2 = a%) se deduce,
2%

usando la normal unitaria (exterior) v, = |2X %o € Xy y la ecuacion de
20 X 94

Gauss (65), la expresion: V 2 6—% = DaTd — hijvy,, siendo h;; (1,7 =1,2)

los coeficientes de la segunda forma fundamental de (U,v,). Ahora bien, se
tenia (Ejemplo 3.7)

{ Parte vect. de () @ (r cosvcos¢, r cost seng , —r senid)
(30)

Parte vect. de ( ¢) =" (—r send sen¢ , r sendcos¢ , 0)

de donde se deducia (Ejemplo 3.12):
( Parte vect. de (Di%
Parte vect. de (Dii> )

B9
d
Parte vect. de | D o 36

(

(

(
v, = (sendcos ¢, send sen ¢, cos )
le=hy=-—1 , [f=h=0 , g=hy=—rsen®d

—r sent cos ¢ , —r send seng , —r cos V)
—r cosv seng , r coscosg , 0)

—r sent cos ¢, —r sent seng , 0)

De todo ello se concluye:

Da%%zcotﬁ(% (:Daaﬁbﬂ/g 0)
Da%:hgng sem‘}cosﬁa (:>Dad—¢|q9 72 = =TV |g=r/2 )
y finalmente
VB_%%—CO’M?— (:>V9819|197r/2 0)
Va%a%:—senﬁcosﬂaﬁ (ﬁVaa—(ﬁlﬁﬂ/g 0)

4.1.3. Expresion local de la derivaciéon covariante. Simbolos de
Christoffel

La derivacién covariante en superficies puede describirse, en cada car-
ta, por seis funciones (los simbolos de Christoffel, definidos donde la
carta), que son diferenciables. Dados una curva (en un entorno co-
ordenado) y un campo de vectores (a lo largo de ella) tangente a la
superficie, las componentes de la derivada covariante del campo son
funciones R-lineales de las componentes del campo.

Sean M una superficie y (U, ™! = (u,v)) una carta de M. El campo
\Y 2 % € X(U) se podra escribir en la forma:
U, J

6“2 8u] Z F” 8u (66)
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para ciertas funciones I'}; = T (u,v) € § (U) (i,7,k = 1,2), llamadas sim-
bolos de Christoffel de M en la carta (U, '), que resultan simétricos
en los indices inferiores ya que se tiene (para todo i, j, k = 1,2):

Fk _Fk

0 (42) 0  (63) 0 0 (66)
D, 2 ®p & — -V
507 Ou; % ou; o Ou; % ou;

Los sfmbolos de Christoffel determinan completamente la derivacién co-
variante en el dominio . En efecto:

Proposicién 4.3 Sean M una superficie y (U, o' = (u,v)) una carta de

M.

1. Sean a: I — U una curva y (u(t),v(t)) su expresion local asociada. Sea
un campo (a lo largo de o y tangente a M)V = Z?:l Vj“”(a%j oa) €
Xo(M), con V7 € F(I) (j = 1,2). Se tiene:

VV KAV S dui )
W‘é( i TV e (8_1%00‘) (67)

,j=1

2. Sean los campos (tangentes) V. = 32| VFL W = Z] WP 7 B
XU), con VE WP € FWU) (i,j =1,2). Se tiene:

2
VyW = Z (Z v“’aW + Y V“"W“’Fk> % (68)

2,j=1

Demostracién. Probemos 1:

VV @) = [(dVF 0 LV, 0 B
DS ( G C TV G 0 ) =

2 2
dvy? dui o 0
donde la segunda igualdad es debida a que

AVASRNG) (62) d  (60)

a(a—u]o&) = szz:l%i(a%ioa)a_uj =

du, (64) du, (66) ok 0
= | —_— .
Z a—uloa au] Z auZ 8u] o) = dt ( an)(auk o

=1
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Y probemos 2:

4.1.4. Caracter intrinseco de la derivaciéon covariante y de la cur-
vatura de Gauss.

Los simbolos de Christoffel se expresan en términos de los coeficientes
de la primera forma fundamental (con lo que la derivacién covariante
resulta un concepto intrinseco) y la curvatura de Gauss se expresa
localmente en términos de la derivacién covariante y de los coeficientes
de la primera forma fundamental (con lo que la cuvatura de Gauss
resulta también intrinseca).

Como la derivacién covariante viene representada (localmente) por los
simbolos de Christoffel, para demostrar que ésta tiene cardcter intrinseco
bastard demostrar que, en una carta arbitraria (U, o' = (u, v)), los stmbolos
Ffj (¢,7,k = 1,2) dependen sélo de los coeficientes g;; = < 8%1_, 8%]_ > (i,7 =
1,2) de la primera forma fundamental. En efecto, ello es asi y se tiene:

Proposicién 4.4 Sean M una superficie y (U, o' = (u,v)) una carta de
M. Sean gi; € U) (1,5 =1,2) y T} € FU) (i,5,k = 1,2) los coeficientes
de la primera forma fundamental y los simbolos de Christoffel, respectiva-
mente, de M en la carta (U, p~'). Entonces se verifica (Vi,j,h =1,2):

% Z ( (gir) + aiui(gjk) - aiuk(gz'j)) ; (69)

donde (g*") es la matriz inversa de la matriz (g;;) y %(f) @9 alroy) ot

Oou
para toda f € FU). ’

Demostraciéon*: ver Apéndice 5.4.1 ®

)

Observacion 4.5 Con las notaciones E, F, G para los coeficientes de la pri-

mera forma fundamental, y teniendo en cuenta que (g&") = ﬁ ( _GF _EF );
las formulas (69) se escriben:
Tl _ G (B)-2FZ (F)+F 4 (E) TL— 5’ (B)—F £ (G) TL— 268 (F) -G (G)-F£(G)
11 S (BG—F7) 12 2 (EG—F?2) 27 2 (EG—F?) ’
r2 _=F 2 (E)+2EZ(F)-EZ(E) 2 _ —FZ(E)+EZ(G) 2 2 FZ(F)+FZ(G)+EZ(G)
1= 2 (BG-F?) » L1g= » Log = :

2 (BG— F2) 2(EG—F?)
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FEn particular, si (U, o' = (u,v)) es una carta ortogonal (esto es, si F =0),
se concluye:

W= op 127 op "2 9op "W oq 7127 o9q TR 9
(70)

Ejemplo 4.6 En el caso de la esfera M := {(x,y,2) € R® | 2% + y? + 2% =
r?2 > 0} en la carta polar (U, o' = (9, )) del Ejemplo 2.16 (para la que se
verifica: E = r* F = 0 y G = r’sen® 9, ver Ejemplo 3.7), de la expresion
(70) se obtiene

I, =0,T,=0,TI% =—sendcos?d, I'?, =0, I'?, =cot) , I'3, =0 ;

lo que puede usarse en (66) para deducir rapidamente la expresion de las
deriwadas covariantes V 2 %, halladas ”a mano” en el Ejemplo 4.2.
U, J

El siguiente teorema (uno de los mds importantes en la geometria local
de superficies) afirma que la curvatura de Gauss de una superficie de B es
un objeto geométrico intrinseco, esto es, depende sélo de la primera forma
fundamental. Este resultado permite completar la demostracion del llamado
teorema egregio de Gauss (Proposicién 3.24).

Teorema 4.7 Sean M wuna superficie, K € §(M) su curvatura de Gauss,

U, o7t = (u,v)) una carta de M y g;; € FU) (i, = 1,2) los coeficientes de

la primera forma fundamental en dicha carta. Entonces se tiene:

<-VaVag +VaVag 5>
det(gi;) ’

con lo que la curvatura de Gauss resulta ser un objeto geométrico intrinseco.

K |y = (71)

Demostracién*: Para la demostracién de (71), ver Apéndice 5.4.2.
Como la derivacién covariante V es (Proposicién 4.4) intrinseca, el
primer miembro de (71) también loes m

Corolario 4.8 Sean M una superficie, K € (M) su curvatura de Gauss y
U, o~ = (u,v)) una carta ortogonal de M. Entonces se verifica:

a1 (o (&m0 (2©
K=575e (av (f/@)*au (i/@)) ’ (72)

donde 52-(f) ) alree) o1, para toda f € F(U).

auk

Demostraciéon®. Ver Apéndice 5.4.3 m

El resultado de que la curvatura de Gauss, concepto definido a partir de
las dos formas fundamentales sobre una superficie, depende sélo (Teorema
4.7) de la primera de ellas hace sospechar que, entre ambas formas deben exis-
tir ciertas ecuaciones de compatibilidad; esta cuestion se trata en el Apéndice
5.4.4%.
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4.2. TRANSPORTE PARALELO

En cada punto p € R™ habiamos construido (1.1.3) el espacio vectorial
tangente T,R" := {{ = Ep | £ e R"™} de los vectores ”"apoyados” en p. Hay
un "transporte paralelo natural” para llevar vectores que se apoyan en un
punto p € R™ hasta otro punto ¢ € R", que viene definido por el isomorfismo
natural 7,R" 95 ;—>§ e T,R".

Veamos lo mismo desde otro punto de vista. Sean p,q € R" y sea « :
[a,b] — R™ una curva entre p y ¢. Dado é’ = ZZL L& (%) € T,R", existe un

tinico campo (a lo largo de ) V € X, tal que 2¥ =0y V(a) = é’ En efecto,
habida cuenta de (38), dicho campo es necesarlamente V= ZZ V(- oa).

De esta forma, el ”transporte paralelo natural” del vector §p de p aq puede
verse también como el resultado de evaluar V en el valor b del pardmetro de
a (independientemente de la curva a sobre la que se hace el transporte).

Sean M una superficie y p, g € M. Resulta evidente (pensar un ejemplo!)
que el isomorfismo natural 7,R™ — T,R" no lleva (en general) 7,M sobre
T, M. Sin embargo, vamos a ver que, si M es conexa, el punto de vista ex-
puesto en el anterior parrafo permite definir una nocién de transporte (que
llamaremos “paralelo”, aunque no lo sea con el paralelismo natural) entre
T,M y T, M. Este transporte resulta intrinseco y constituye un excelente ve-
hiculo para detectar la huella que deja la curvatura de Gauss en la geometria
intrinseca de la superficie.

4.2.1. Transporte paralelo. Caracter intrinseco

Se trata de saber si es posible definir, a lo largo de curvas en una
superficie, una ley de "transporte paralelo” de vectores tangentes a
ésta por el método de construir un campo de vectores ”intermediario”
que tenga derivada covariante nula. Puesto que esta tltima condi-
cién se traduce (4.1.3) en que las componentes locales de dicho campo
(en cualquier carta) son soluciones de cierto sistema lineal de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden, el citado problema de
transporte (intrinseco por serlo la derivacién covariante) posee siempre
solucién y ésta es tnica.

Sean «v : I — M una curva en una superficie M y V € X,(M) un campo
(a lo largo de « y tangente a M). Se dice que V es paralelo (habria que

decir 7 V-paralelo”) si ¥¥ = 0

De las propiedades de ¥¥ en (61) se concluye que el conjunto %l (M) de
campos (a lo largo de a y tangentes a M) paralelos constituye un R-espacio
vectorial (cuidado: no constituye un §(7)-médulo!) y que, para cualesquiera

V, W ¢ .’fu[(M), el producto escalar < V, W > es constante a lo largo de a.
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Teorema 4.9 Sean M wuna superficie, (U, o' = (u,v)) una carta de M,
a:l — U una curva y (u(t),v(t)) su expresion local asociada.

1.

Sea el campo (a lo largo de a y tangente a M)V = 37 V;‘p(aiui oa) €
Xo(M), con V7 € F(I) (i = 1,2). Entonces: V es paralelo si y solo
si las funciones V;*(t) son soluciones del siguiente sistema lineal de
ecuaciones diferenciales de ler. orden:

2

dVi# du; k
dt +ZEVJS&(FMOO‘):0 k=12 73)

ij=1

Para cada a € I y cada § € Ty)M, existe un tinico campo V¢ e
xL(M) tal que VE(a) = €. El R-espacio vectorial %Q(M) posee dimen-
s10m 2.

Si-a,b € I, la aplicacion ||%y: TyyM 2 & — VE(b) € TypyM es un
isomorfismo lineal, que se denomina transporte paralelo de p = a(a)
a ¢ = a(b) a lo largo de a. Ademds ||;, es una isometria lineal.
Finalmente, si c € (a,b), se verifica: |5, = ||, o |[5.-

Consideremos U orientado por la normal unitaria v, € Xy. Si a(a) =
p = a(b), la isometria lineal ||, es una rotacion en el plano orientado
(TyM, v, (p))-

Demostracion. El apartado 1 es consecuencia inmediata de la Pro-
posicién 4.3(1).

Probemos 2. La primera parte es consecuencia inmediata del resulta-
do mencionado en el Apéndice 5.1.4* sobre existencia y unicidad de
solucién maximal (global) del sistema lineal (73) de ecuaciones diferen-
ciales de ler orden, para la condicién inicial Vi (a) = &, (k = 1,2),
esto es, para V& (a) = €. La segunda parte es consecuencia de que la
biyeccién %LL(M ) 2 V= V(a) € Ty)M que acabamos de obtener
es R-lineal y, por tanto, un isomorfismo de espacios vectoriales.

Probemos 3. La aplicacién ||g‘7b es, por el apartado 2, la composicién
de los isomorfismos & — V& y V& i V&(b). Ademss, si V,W €
.'fu[(M), se tiene:

d<V,W2> @y VV

VW
i <W’W>+<V77>—OJ

con lo que ||¢, resulta ser una isometria lineal.
k)

Probemos 4. Sea (§,7) una base ortonormal de 7,M. Para todo
t € [a, b], se sigue del apartado 3 que (V&(t), V7(t)) es una base or-
tonormal de Ty, M. Al ser la funcién < VEX V1 v, 0a > (= +1)
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continua en [a, b], debe ser constante. Por tanto, si la base (§,m) es
positiva respecto de v, (p), la base (||, &, |5, 1) debe ser también
positiva respecto de v, (p) [

Puesto que las nociones de ”campo paralelo” y de ”transporte paralelo” se
expresan via las ecuaciones (73), que son intrinsecas debido a las ecuaciones
(69), se concluye que tanto la nocion de campo paralelo como la de transporte
paralelo son intrinsecas.

Observacién 4.10 1. Recordemos (2.1.5) que un camino en E" (n > 2)
es una aplicacion continua « : |a,b] — E" y diferenciable a trozos. Si
a: a,b] — M(C E?) es un camino, siempre es posible encontrar una
particion a = ty < t; < -+ < ty = b de [a,b] de manera que cada
a0 =g, (@=1,.., k) sea diferenciable y con imagen contenida
en el dominio de una carta. Se define entonces la aplicacion

lap =150 Ml oo llas + TawM — Tam)M

que resulta independiente de la particion y es una isometria lineal. Si
el camino « es cerrado (esto es, a(a) = p = (b)) y existe una normal
unitaria v a lo largo de o (por ejemplo, si M es orientable o si lm « estd
contenida en el dominio de una carta), ||3, es (recordar la demostracion
del Teorema 4.9(4)) una rotacion en el plano orientado (T,M,v(p)).

2. En una superficie, la nocion de transporte paralelo entre dos puntos a
lo largo de una curva reqular es invariante frente a reparametrizaciones

de ésta (Ejercicio 6.4.8).

El transporte paralelo en un plano afin I C B3 coincide con el "trans-
porte paralelo natural” inducido en II ~ R? via cualquier referencia
afin (Ejercicio 6.4.5).

Si oI — M es una curva en una superficie M y V € X,(M) es
un campo (a lo largo de « y tangente a M ), el criterio de paralelismo
para V dado en el Teorema 4.9(1) requiere coordenadas e integrar un
sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Cuando « es geodésica de M,
hay un criterio sin coordenadas (Ejercicio 6.4.1), mucho mds cémodo
de manejar y que se aplica con frecuencia.

St dos superficies se cortan a lo largo de una curva «, las dos nociones
de paralelismo (para campos a lo largo de o y tangentes a ambas super-
ficies) no tienen por qué coincidir; si lo hacen cuando las superficies
son mutuamente tangentes a lo largo de o (Ejercicio 6.4.7).

Ejemplo 4.11 Consideremos la esfera M := {(z,y,2) € R® | 22 +y? + 2% =
r? > 0}. Sea  : [a,b] — M un camino cerrado cuya imagen conste de: un
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arco de meridiano entre el polo norte p y el ecuador, un arco de ecuador de
amplitud en azimut A¢ € (0,27] y un sequndo arco de meridiano entre el
ecuador y el polo norte. Elegida la normal exterior v € Xy, a la esfera, el
transporte paralelo || ,: T,M — T,M es (Observacion 4.10(1)) una rotacion
en el plano orientado (T,M,v(p)). Calculemos la determinacion © € (—n, 7|
del dngulo girado (obviamente independiente del vector Ep € T,M de partida,).

Puesto que el transporte paralelo es invariante frente a reparametrizacio-
nes (Ejercicio 6.4.8), podemos (s.p.d.g.) suponer que |o/| = cte., con lo que,
por constar Im «v de tres arcos de circulo maximo, existird (Ejercicio 6.4.3¢)
una particion a =ty < t; < ty <tz =0b de [a,b] tal que cada o; = o |y, , 4,
(1 =1,2,3) es una geodésica. Llamemos p1 = a(t1),ps = a(ts), p3 = a(ts) =
p. Para mayor sencillez, elijamos una referencia euclidea en B2 tal que Im oy
esté contenida en el plano xz. Tomemos Ep =d/(a) = A\(1,0,0),, para cierto
A > 0. Por el Ejercicio 6.4.1, se tiene inmediatamente:

60 & = A(0,0,-1),,
Hg 2_§p (Htl,tg Hatl) P A_§07O7 1)?2 )
120 & = (s © 180, © 16.4,)&, = Alcos Ag, senAg, 0),

con lo que se concluye:

o— Ap, s10<Ap<T
|l Agp—2m, sim<Ap<2m

Lo anterior pone de manifiesto que: Vp € M yV€,n € T,M con |§| = |n|,
existe un camino cerrado « : [a,b] — M con a(a) = p = «(b) tal que

5y € =

4.2.2. Transporte paralelo, geodésicas e isometrias

Resulta que una geodésica en una superficie es una curva cuya velo-
cidad posee derivada covariante nula. Esta condicién significa que las
coordenadas de la curva en cualquier carta satisfacen un cierto sis-
tema (en general no lineal) de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden. Con lo que, dado un vector tangente en una superficie,
existe una tnica (salvo cuestiones de dominio) geodésica que lo tiene
por velocidad inicial.

(A) Sea v : I — M una curva en una superficie M. En 3.3.6 definimos

e - DY
7 como geodésica si su aceleracion 7" := =L era normal a M. Puesto que
v DA/ Tan . . . VA .
=5 , resulta que v es geodésica si y solo si ~7- = 0, esto es, si y

solo st su velocidad es un campo paralelo. Se dice que la geodésica vy : I — M
es una geodésica por £ € T,M,si 0 € [ y +/(0) = & (obviamente, en tal
caso ¥(0) = p). Y se dice que v es maximal, si no existe ninguna geodésica
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g I — M que ”extienda” a v (esto es, tal que I contenga estrictamente a I
y se verifique 7 |1 = 7).

Sabemos (3.3.6) que, si vy : I — M es geodésica, la funcién | v/ |: I — R

es constante. Ademé4s se tiene:

Proposiciéon 4.12 Sea M una superficie.

1.

Sean (U, p™' = (u,v)) una carta de M, v : [ — U una curva y
(u(t),v(t)) su expresion local asociada. Entonces: vy es una geodésica
si y sdlo si las funciones u(t),v(t) son soluciones del siguiente sistema
(en general, no lineal!) de ecuaciones diferenciales de sequndo orden:

d?uy, 2 duy du
LTk =0, k=1,2. 74

Z7j:

Para cadap € M y cada § € T, M, existe una geodésica y : I — M por
£

Dos geodésicas por & € T,M coinciden en la interseccion de sus domi-
nios. En consecuencia, para cada p € M y cada § € T,M, existe una
tnica geodésica maximal por &, que denotaremos ¢ : I¢ — M.

Demostracién. Probemos 1. El sistema (74) es directa consecuencia
del sistema (73), que da la expresién analitica (local) de la condicién

de paralelismo, y de que (Observacién 2.26) (7)) = ‘%‘t& (k=1,2).

Probemos 2 y 3. Escribamos ug (p) = ay, (k= 1,2) y € =S2_, &, (0/0ux),,.
El apartado 2 (respectivamente, el apartado 3) es directa consecuencia
de que el sistema de dos ecuaciones diferenciales de 2° orden (74) es
equivalente al sistema de cuatro ecuaciones diferenciables de ler orden

dﬂ_f -0
gk k=1,2
{ Ci]lc_f+212,j:1 fifj(FZO’Y) =0

y del resultado mencionado en el Apéndice 5.1.4* sobre existencia
(respectivamente, sobre unicidad) de solucién maximal de este tltimo
sistema, para la condicién inicial (uy(0) = ag, fx(0) =&;,) (k = 1,2),
esto es, para 7/(0) =€ m

Observacién 4.13 Se puede demostrar (pero no lo haremos en este curso)
que: (i) st una curva entre dos puntos de una superficie posee longitud minima
(de entre todas las que unen dichos puntos), necesariamente es una geodésica
(ver p.ej. [9], Cap.19, Teorema 1); y (ii) si dos puntos de una superficie
estan ”suficientemente proximos”, existe entre ellos una geodésica de longitud
minima (ver [9], Cap.19, Teorema 3).
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(B) Hemos dicho al comienzo de este Capitulo que, puesto que las iso-
metrias locales entre superficies vienen caracterizadas (59) por preservar la
primera forma fundamental, preservaran todos los objetos geométricos (loca-
les) intrinsecos de las superficies. Ya hemos comprobado (Proposicién 3.24 y
Teorema 4.7) que asi ocurre con la curvatura de Gauss. Vamos a continuacién
a comprobar directamente que lo mismo sucede con el transporte paralelo y
con las geodésicas.

Proposicién 4.14 Sea F : M — M wuna isometria local entre superficies.
Entonces:

1. F preserva el transporte paralelo, es decir: para toda curva o : I — M
y para todo V € XW(M), se verifica doF (V) € ff‘lLoa(M) (donde se
entiende: (doF' (V)) (t) == da@yF (V(1))).

2. F preserva las geodésicas: si o : I — M es geodésica, también lo es
Foa:I—-M

Demostracion. Usaremos cartas (U, o' = (u,v)) en M y (U, ™" =
(@,0)) en M como las construidas en el Lema 3.23(3), esto es, tales
que:

ﬂkOF‘u:uk, (ig) dpF (8)

ou
k/p

= (2 VpeU (k=1,2
(8uk)F(p) P ( 2)
_ (69) = .
.gijoF’Z/{:gij , = FZOF’U: Ff] (Zajak:1a2)
y supondremos s.p.d.g. que a(l) C U.
Probemos 1. Escribiendo V = 21‘2:1 748 (% o a), resulta obviamen-

te: do ' (V) = Z?:l V7 (B%i oFo Oé) € Xpoo(M). Entonces se

tiene:
2

d_VlerZd(Uz‘OFOOé)

_ B
7 7 ‘/}W(Fij oFoa)=

ij=1

dV,f 2 d(UiOOé) o /k Teor. 4.9(1) .
= T g W Thea) 0

ij=1
y de nuevo por el Teorema 4.9(1) se sigue que d, F' (V) € %LLOQ(M).
Probemos 2. Se tiene:

d*(tiy, o F o ) N 22: d(u; o Foa)d(ujo Foa)
dt? dt dt

(f’fjoFooz):

1,7=1
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Pupoa) o= du;oa)du;oa), ., Prop. 4.12(1)
i ”Z_l dt dt (T 0 @) 0

y de nuevo por la Proposicién 4.12(1) se sigue que F o o es geodésica.

En realidad, se puede dar una demostracién més elegante (sin coorde-
nadas) de este apartado 2. En efecto, se tiene:

Aptdo,1 ||

o €Xl(M) = (Foa) & d,F (o) € x|, () m

Observacion 4.15 FEn una superficie, la nocion de geodésica es invariante
frente a reparametrizaciones afines (Ejercicio 6.4.4).

Ya sabemos (Ejemplo 3.21) que todas las curvas con velocidad constante
cuyas imdgenes son rectas en el plano, hélices (también rectas o circunferen-
cias) en el cilindro o circulos maximos en la esfera son geodésicas. Podemos
ahora probar que todas las geodésicas en estas tres superficies son de esa
forma (Ejercicio 6.4.3d).

El que las isometrias preservan las geodésicas (Proposicion 4.14(2)) per-
mite facilmente ver (Ejercicio 6.4.9b) que, incluso si dos superficies tienen la
misma curvatura de Gauss constante, no tiene por qué existir una isometria

(y ni tan siquiera una isometria local) entre ellas (recordar la Observacion

Ejemplo 4.16 Consideremos la esfera M := {(z,y,2) € R® | 22 +y? + 2% =
r? > 0}. Sea a : [a,b] — M un camino cerrado cuya imagen sea un paralelo
de colatitud ¥y € (0,3]. Elegida la normal exterior v € Xy a la esfera, el
transporte paralelo || ,: T,M — T,M es (Observacion 4.10(1)) una rotacion
en el plano orientado (T,M,v(p)). Calculemos la determinacion © € (—n, 7|
del dngulo girado (obviamente independiente del vector & € T,M de partida).

Tomemos € = o/(a). Puesto que Im v no es un circulo mdazximo (salvo que
sea U = 5 ), no podemos utilizar el criterio de paralelismo del Ejercicio 6.4.1

para determinar el campo V-paralelo V& € IQ(M) Sea M el (semi)cono de
revolucion tangente a M a lo largo de «.. Por el Ejercicio 6.4.7b el campo V&
serd también V-paralelo. Pero un sector (abierto) de generatriz | (que depen-
de de ¥g) y “amplitud” Av(= 27) de un cono de revolucion de "abertura”
a(= 5 —1o) es isométrico (Ejemplo 3.26) a un sector plano (circular, abierto)
M de radio | y dngulo A¢ = Av sena(= 2m cosy). Debido a que las iso-
metrias preservan el transporte paralelo (Proposicion 4.14(1)), el cdlculo de
O puede hacerse ventajosamente en dicho sector plano M, donde los campos
paralelos "no giran” (Ejercicio 6.4.5). Resulta entonces inmediato comprobar
(un dibujo puede ayudar a convencerse de ello) que se tiene:

—2mcosVg+ 27, si0<vyg<ZI
0= . 3
—2mcosty, siF<Ug< 73
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4.2.3. Transporte paralelo y curvatura de Gauss

Dado un camino « en una superficie M cerrado, simple y cuya imagen
esté contenida en el dominio de una carta ortogonal y sea la frontera
de un compacto en M, la integral de la curvatura de Gauss en dicho
compacto es igual a la variacién del dngulo entre dos campos (a lo
largo de ov y tangentes a M) unitarios, uno de ellos paralelo y el otro
determinado por la carta (Teorema 4.21). Entre otras aplicaciones, es-
ta relacién serd fundamental para poder establecer en 4.3.2 el teorema
de Gauss-Bonnet (Teorema 4.28).

Sea (M, v) una superficie orientada.
Sean v : [ — M una curvay V € X,(M) un campo (a lo largo de o y
tangente a M) unitario. Introduzcamos la notacion (en todo lo que sigue)

= Not.
\%

= (voa)xV . (75)

Puesto que ¥ es simultdneamente ortogonal a V (al ser | V| constante)
yavoa (al ser < V,voa >= 0) , debe existir una funcién (cuyo signo
dependera de la v eleglda) [ ] € S( ), denominada valor algebraico de
dt , tal que:

oV -

(76)

= [¥] =< dt,V> <dt,V> det(%y,l/ooz,V).

Supongamos que « es regular y estd parametrizada por la longitud de
arco. En tal caso, se define la curvatura geodésica ~j; de o como

N Va (76) ,
Ky 1= {ds} det (o, voa, o) (77)

(si la curva unitaria « es geodésica, su curvatura geodésica es nula).

Observacién 4.17 1. Sila curva unitaria o es alabeada, se tiene (deno-
tando por N su normal de Frenet y por k(> 0) su curvatura):

!
17 76,53 ~
kN ) o =: + <wvoa,d’ > voa (76.59) Ky o+ K, (Voa) , =

ds g

= K= (k) + (K2)?.

2. Sea f:J — I un cambio de pardmetro de o con d = —1 (f invierte
orientacion) y consideremos la curva & :== ao f : J — M. Entonces se
tiene:
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Prop.:1.15dt<< ) (a Of) Voaof,ds(oé Of))

=—det (¢, voa, d)of @ —rgof .

kY =" det (&', voda,d)

Lema 4.18 Sean (M,v) una superficie orientada, o : I — M una curva y
U,V € X,(M) campos (alo largo de o y tangentes a M ) unitarios. Entonces:

1. Existe una funcion diferenciable 0 : I — R, tal que: V = cosf U +
senf U. La funcion 0, determinada salvo una constante aditiva maltiplo
entero de 2w, se denomina una determinacion diferenciable del
angulo (orientado) de U a V.

2. 5160 es una determinacion diferenciable del dngulo de U a 'V, se veri-
fica:

Vvl VU de
{dt]_ldt] dt -
Demostracion. Es claro que se tiene: V = f 1U+fgﬁ, con f1, fa €
§(I). La cuestion es si existe 0 € F(I) tal que fi = cos@ y fo =
senf). Asi pues, la demostracion de 1 es totalmente analoga al Ejercicio
6.1.3a.

Probemos 2 (ver [5], 4.4, Lema 2). Se tiene:

V= (voa)xV Aptdo,t (voa)x(cos @ U+send A) W _send U-+cosf U .
Por otra parte, se verifica: % @ U y Vd? @ U @ —U. Con lo

cual se tiene:

ﬂ (7—_6)< ﬂ’ {\/ > Ap’io' 1
dt dt

A~

=< —senf le—i U-cos @ E—l—cos@ d_@ U-+send % , —senfl U+ cos @ U>=

dt dt
—
0 ~U
do VU - ,. VU
—%+COS€<WU>—SGHG<WU>—
de VU -~ (76) de \A8)
B AL [ ar ]

Observacion 4.19 1. La funcion diferenciable 0 : I — R no debe confun-
dirse con la funcion continua 0 : I — [0, 7] dada por cos :=< U,V >
(angulo no orientado definido por el producto escalar). De hecho se tie-
ne: 0 = |0 —2km|, si 0 € [(2k — 1)7, (2k + 1)7], k entero. Si ambos
campos U y V son paralelos, 0 tiene que ser (Teorema 4.9(3)) cons-
tante, lo que implica 5 49 — 0.
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2. Si alguno de los campos, por ejemplo V, es paralelo, & % resulta (apar-

tado 2 del Lema) independiente de la eleccion de V (sdlo depende de
U). En particular, si V es paralelo y U = o/ (ello presupone que o

estd parametrizada por la longitud de arco), entonces —; Ky

curvatura geodésica de .

Lema 4.20 Sean M una superficie, (U, o~ = (u,v)) una carta ortogonal
(con normal unitaria v, € Xy), o : I — U una curva y (u(t),v(t)) su
expresion local asociada. Sea U = a\//%” oa € X,(M), que es unitario. Se

tiene

dt 2\/ 2\/

donde a%k(f) 9 ag::a) 01, para toda f € F(U).
Demostracién. (ver [5], 4.4, Proposicién 3). En primer lugar, se
verifica:

0/0ux 0Jdu 0fou, @ 0/

VEG VB 0 VG

Por otra parte, a lo largo de la demostracién de la Proposicién 4.3(1)
se conclufa:

0 = (mp00)xU 21 (

oa (%)

VU] () VU -~ *) d/0u d/0v 0
[dt] = < dt,U> = <dt(\/an)’\/éoa>_
B 1 \Y 0 **)
Y @ m e e -

1 2. du F=0
= LTk — =
( /_EGOQ><i;1 dt( zloa)(aukoa)7avoa>
G du; (70) (?U (E) du a% (GQ) dv

—(

WEG, )dt+(2\/— a)—

Teorema 4.21 Sean M wuna superficie, (U, p~' = (u,v)) una carta ortogo-
nal (con normal unitaria v, € Xy) y « : [a,b] — U(C E*) un camino cerrado,
simple (2.1.5) y tal que Im « es la frontera de un compacto R(C U). Suponga-
mos ademds que o es positivo respecto de v, esto es, (V,0a) x o' apunta
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(alli donde estd definido y no es nulo) hacia el interior de R (con lo que el
camino oo« : [a,b] — E? resulta positivo, 2.1.5). Sean U,V € X,(M)

campos (a lo largo de « y tangentes a M ) unitarios, con U = 8\//%“ oayV

paralelo, y sea 0 : [a,b] — R una determinacion diferenciable del dngulo de

U a V. Se tiene:
_ / K
R

Demostracién. Sea (u(t),v(t)) la expresién local de « en la carta
(U, ). Se verifica:

/ K@ / (KVEG) o
R ¢~ H(R)

:/ O (zm®) | 9 (Z5l@)), @
o) \Ov \ 2VEG | ou\ 2vEG 7

NETW
2v EG ) Cor. 2.10_(Green)

:/ ( %<E) oa d_u+ au(G) dv) Lema 4.20
i \ 2VEG 2\/_

N————— v
Po(p~Loa) Qo(p-1oa)

VU Lema 4.18(2
__/[a’b] [Wl / Dt —0) — 0(a) m

Observacién 4.22 1. El incremento 6(b) — 0(a) del angulo orientado de

U = L\/%* oa a V (paralelo) sélo depende del comportamiento de la

curvatura en la region R.

En realidad, el resultado mantiene su validez (ver [9], Cap. 21, Teorema
1) sin hacer mencion alguna de la carta ortogonal (U, = (u,v)),
simplemente exigiendo que el compacto R esté contenido en el dominio

(abierto) de algiin campo X (tangente a M) unitario y tomando U =
Xoa.
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2. Sabemos (Observacion 4.10(1)) que el transporte paralelo ||§,: T,M —
T,M de p=a(a) ap=a(b) alo largo del camino « es una rotacion
en el plano orientado (T,M,v,(p)). Entonces la determinacion © €
(—m, 7| del dangulo girado verifica: 0(b) — 0(a) = © + 2Aw, para cierto
A entero.

En efecto: El dngulo © viene definido por:
V(b) = cosO V(a) + sen © \A/'(a) ) .

Por otra parte, por la definicion de 0 (y para todot € 1),
V(t) = cosA(t) U(t) + sen 0(t) U(t) | 9

= V(t) = cosO(t) U(t) — sen 6(t) U(t) .
Se sigue:

A~

cos 6(b) H@ + sen 6(b) U(b) =V (b) O
U(a) U(a)
= cos © (cos 0(a) )+ senf(a) U(a) ) +
+sen®© (cos 0(a) U(a) — senf(a) U(a) >

Ula
) A
= cos(0 + 0(a)) U(a) + sen(© + 0(a)) U(a
= 0(b) —0(a) =O +2\1 , Aentero m

—~
*

Pero 0(b) — 0(a) = Jo K y© € (—m,x]. Siel drea de R es
"suficientemente pequena” (como para que [, K € (—m, ), entonces
debe ser A\ =0 y resulta: © = fR K

Ejemplo 4.23 Consideremos la esfera M := {(z,y,2) € R® | 22+ 13> + 22 =
r?2 > 0} y en ella un tridngulo (ver 4.3.1) T(C M) que tiene un vértice en
el polo norte p y dos en el ecuador y por lados dos arcos de meridiano y un
arco de ecuador de amplitud en azimut A¢ € (0,2m].

Calculemos la integral de la curvatura de Gauss K (= r%, ver el Ejemplo
8.16) enT'. Ayuddndonos de la carta polar U, o7 = (9, )) del Ejemplo 2.16
(que verifica T C L{ salvo un conjunto de medida nula, y en la que sabemos
que se tiene E =12 F =0 y G = r?sen®9), se encuentra:

— . rAg pm/2
/ K= —Area (T) @ lg (V EGoyp) Fogns / (/ sentd d¥)dp = A¢ .
0 0

" Jem)

Sea a : [a,b] — M un camino reqular en tres trozos (respecto de una
particion a =ty < t; < ty < t3 =b), cerrado (a(a) = p = a(b)) y tal que
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Ima = 9T (la frontera de T en M; por tanto o es simple). Si v € Xy
es la normal unitaria exterior a la esfera, sabemos (Observacion 4.10(1))
que el transporte paralelo ||§,: T,M — T,M es una rotacion en el plano
orientado (T,M,v(p)) y que la determinacion © € (—m, 7| del dngulo girado
es (Ejemplo 4.11)

o_ Ao, si0<Ap<m
| Ap—2m, sim<Ap<2m

Resulta por tanto claro que, st Area(T) < 7r? (esto es, si A¢ < ), se cumple
lo afirmado en la Observacion 4.22(2), a saber, que © = [ K (conviene hacer
un dibujo para visualizar los casos Ap = 3,7, 37” y2m).

Vayamos un poco mdas lejos*. El Teorema 4.21 afirma ademds que, en
una carta ortogonal (U, p~' = (u,v)) de M, con T C U y tal que a sea
positivo respecto de vy, se tendrd (para todo campo V € Xo(M) unitario
y paralelo): [ K = 6(b) — 0(a), siendo 0 : [a,b] — R una determinacion

/0 -
/ E“ oa a V. Vamos a comprobar esto wltimo,

diferenciable del dngulo de
calculando directamente 0(b) — 6(a). Sin pérdida de generalidad (Ejercicio
6.4.8b), supondremos que cada tramo reqular o; = o |, 4, (1 =1,2,3) es
unitario. Podemos escribir 0 |, , 11= 0;+w; (1 = 1,2,3), donde las funciones
O wi = [tie 1,t-] — R son determinaciones diferenciables de los dngulos de

TEowia o y de o) a 'V, respectivamente, y se tendrd:

3 3 3

> (O:(t)—=0i(ti-1)+ > (wilts) —wiltio1)) -

=1 =1 =1

>
—~
=
~—
|
>
—~
S
~—
Il
7
>
—~
S
~—
>
—~
S+
L
~—
~—
I

Calculemos primero 3> (0;(t;) — 0i(t;_1)). Como carta ortogonal no po-
demos elegir la carta polar (U, o' = (9,8)) anterior (el que el polo norte
afa) = a(b) no pertenezca a U no es algo irrelevante de hecho, es inmediato
ver que, en el intervalo abierto (a,b), se tiene: £(%Z o o, V) l(ap) = cte.).
Elijamos la carta de la proyeccion estereogrifica (Ejerczczo 6.2. 9) desde el
polo sur de M sobre el plano ecuatorial (U = M — {polo sur}, =" = (u,v))
y elijamos el sentido de recorrido de o para que éste sea positivo respecto

de vy,(= v |y). Puesto que se verifica (Ejercicio 6.3.2b) <8\//@9 a\//@) l7 =

(a/au 8/81}) u <cos<b —seng
7]

>, se sigue que:

VE’ VG seng  cos o
w mod s
91:K<8\§% (11,8\//@9 a ) 2 ¢O&1—0 = 91(t1)—91(t0)—0

0y = 4<8/au 2% 6 o 2) a2 (p+F)oay, = O(la) — 0s(t1) = Ag

vE C 0% ©

9324(%0&3, ?/gﬁ az) "ET (g moay=Ad+7, = Os(ts)

— Qg(tg)

=0
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con lo que: S0 (0:(t;) — 0;(t;i-1)) = A¢ (a este resultado puede también
llegarse, independientemente de la carta elegida, por un argumento basado en
que o Y(T) es estrellado y en el llamado "teorema de Totacion de tangentes”,
que se describe en el Apéndice 5.4.5%).

Por otra parte, por ser cada «; geodésica, se sigue del Lema 4.18(2) que

dw i
dt

=0 , = wl(ti) — wi(ti,l) =0 (’L = 1,2,3) .
Con lo que efectivamente resulta: 0(b) — 6(a) = A¢ (= [, K).

Ejemplo 4.24 Consideremos de nuevo la esfera M := {(x,y,2) € R? |
22 +y?+22 =12 >0} y en ella un casquete esférico R(C M) centrado en el
polo norte p y limitado por un paralelo de colatitud vy € (0, 5].

Calculemos la integral de la curvatura de Gauss K(= T%) en R. Ayu-
ddndonos de la carta polar (U, p~' = (9,¢)) (que verifica R C U salvo un
conjunto de medida nula, y en la que sabemos que se tiene E =12 F =0y

= r2sen®9), se encuentra:

1 = ubint 2 Jo
/ K = —Area (R) @ (V EGoyp) b / (/ sentd d¥)d¢p =2m(1—cosdy) .
0 0

r? Jorm)

Sea a : [a,b] — M una curva regular, con a(a) = p = a(b) y tal que
Ima = OR (la frontera de R en M; por tanto « es simple). Si v € Xy
es la normal unitaria exterior a la esfera, sabemos (Observacion 4.10(1))
que el transporte paralelo ||§,: T,M — T,M es una rotacion en el plano
orientado (T,M,v(p)) y que la determinacion © € (—m, 7| del dngulo girado
es (Ejemplo 4.16)

—2mcosVg+ 27, si0<vyg<ZI
O = . 3
—2mcosty, sz <Ug< 73

Resulta por tanto claro que, si Area(R) < mr? (esto es, sivy < %), se cumple
lo afirmado en la Observacion 4.22(2), a saber, que © = [, K

Vayamos un poco mdas lejos*. El Teorema 4.21 afirma ademds que, en
una carta ortogonal (U, o' = (u,v)) de M, con R C U y tal que o sea
positivo respecto de v, se tendrd (para todo campo V € X,(M) unitario
y paralelo): [, K = 6(b) — 0(a), siendo 0 : [a,b] — R una determinacion

8/ oy
L E“ oa a V. Vamos a comprobar esto tltimo,

diferenciable del dngulo de
calculando directamente 0(b) — 0(a). Sin pérdida de generalidad (Ejercicio
6.4.8b), supondremos que o es unitaria. Podemos escribir 0 = 01+ wy, donde
las funciones 61,wy : [a,b] — R son determinaciones diferenciables de los

dngulos orientados de 8\//%“ oa aa ydeda aV, respectivamente, y se tendrd:

0(b) = 0(a) = (61(b) — 01(a)) + (wi(b) = wi(a)) .
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Calculemos primero 01(b) — 61(a). Como en el Ejemplo 4.23, elijamos la
carta de la proyeccion estereogrifica desde el polo sur de M sobre el plano
ecuatorial (U = M — {polo sur}, o' = (u,v)) y elijamos el sentido de
recorrido de o para que éste sea positivo respecto de V, (= v |y) (con lo que
dicho sentido serd el de azimuts crecientes). Puesto que se verifica (Ejercicio

6.3.2b) (M a/‘%) 7 = <a/au Wa”) 7 ( cos ¢ —seng >, se sigue que:

VE ' VG VE VG seng  cos @

o/ou | 9/06
VE VG

(a este resultado puede también llegarse, independientemente de la carta ele-
gida, por un argumento basado en que p~*(R) es estrellado y en el llamado
“teorema de rotacion de tangentes”, que se describe en el Apéndice 5.4.5%).

Por otra parte, teniendo en cuenta que v(o(s)) := L(a(s) — 0)a(s) ¥ que

a(s) = (rsentdo cos(55250), rsentosen( =), rcos ), se obtiene:

dwy Obs. 4.19(2 o (77
w1(b) — wi(a) E/ =1 4:19(2) —/ KO (77)
[0,27rsendo] ds [0,27rsendo]

2nrsendg ds
:—/ det (¢, voa, o) —/ = —271 cos vy .
[0,27rsendo] 0

rtan v
Con lo que efectivamente resulta: 6(b) — 0(a)

0, = £( a) " (¢+g)oa, = 0,(b) — 0,(a) = 27

—~

)

21(1 — cosvy) (= [ K).

4.3. CURVATURA Y TOPOLOGIA

Uno de los resultados més profundos de la teoria global intrinseca de
superficies lo constituye el teorema de Gauss-Bonnet, que relaciona la
integral de la curvatura de Gauss sobre una superficie compacta con
el "género” (topoldgico) g de ésta.

4.3.1. Triangulaciones e integracién en superficies

Para cada triangulacién de una superficie se define la caracteristica
de Euler, que es un nimero entero. Toda superficie compacta admite
triangulaciones.

Definimos un triangulo en una superficie M como un subconjunto
T de la forma T = ¢(A) C U, donde (U, ') es una carta de M y A
es un tridngulo estdndar en E2. Asf, T es conexo y compacto y su frontera
topolégica OT(C T) en M es la imagen de un camino « : [tg,t3] — M
diferenciable en tres trozos (respecto de una particion ty < t; < to < t3),
cerrado y simple. Puesto que ¢~ *(T') C E? es acotado y ¢ (9T) tiene medida
cero, se sigue (3.1.4) que todo tridngulo tiene drea. Los puntos p; = a(t;) (i =
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1,2,3) son los vértices de T y los "segmentos” «([t;—1,t;]) (i =1,2,3) los
lados de 7. El tridngulo 7' se dird geodésico si sus tres lados son imégenes
de geodésicas (de M).

Una triangulacién de una superficie M es una familia finita 7 =
{T1, ..., T} de tridngulos tal que: (i) U7, T; = My (i) si T;NT}; # (), entonces,
o bien T; N'T; es un tnico vértice, o bien es exactamente un lado comun (con
sus dos vértices incluidos). Puede probarse (!) que, en estas condiciones, se
verifica ademés la propiedad: (iii) cada lado de 7 es exactamente interseccion
de dos tridngulos distintos de 7. Denotaremos por n, y n;, respectivamente,
el nimero de vértices y lados de 7. Consecuencia inmediata de (iii) es que:
2n; = 3n.

Se denomina caracteristica de Euler de la superficie M respecto
de la triangulacién 7 = {73,...,T,} al entero (ver [7], 1.8): x,(M) :=
n -+ n, — ny.

Cuando disponemos, en una superficie M, de una triangulacién 7 =
{T\,...,T,,}, podemos definir (Observacién 3.10(1)) la integral de una fun-
cién continua f : M — R por: [, f=>", fTi f , donde las integrales
sobre los tridngulos 7; fueron ya definidas en (49) y su suma es independien-
te de la triangulacién 7 elegida; en particular, es independiente de que los
tridngulos sean o no geodésicos.

Usaremos el siguiente resultado (ver [5], 4.5, Proposiciones 1 y 2, sin
demostracioén):

Proposicion 4.25 Toda superficie compacta admite una triangulacion cu-
yos tridngulos estdan contenidos en dominios de cartas ortogonales m

4.3.2. Teorema de Gauss-Bonnet

La suma de los dngulos internos de un tridngulo geodésico contenido
en el dominio de una carta ortogonal excede a 7 en la integral de
la curvatura de Gauss en el tridngulo (Teorema 4.26, de Gauss). La
caracteristica de Euler de una superficie compacta, respecto de cual-
quier triangulacién, es igual a la integral de la curvatura de Gauss en
la superficie (Teorema 4.28, de Gauss-Bonnet).

Sea (M, v) una superficie orientada. Dado un tridngulo T en M, elijamos
un camino regular en tres trozos « : [tg,t3] — M que parametrice su borde
OT. Definimos los dngulos externos de T (orientados por v) por g; :=
L((t;), 1 (8)) € (—m, 7] (i = 1,2,3; as = oq) y los dngulos internos
de T (no orientados) por ; ;== 7 —¢; € [0,27m) (i = 1,2,3) (obsérvese que,
con la definicién que hemos dado de tridngulo, ni los dngulos externos ni los
internos pueden valer 0 6 7). En la geometria del plano euclideo, la suma
de los dngulos internos de un tridngulo vale 7 radianes. En una superficie

arbitraria, se tiene:
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Teorema 4.26 (Gauss-Bonnet local) Sea M una superficie con curvatu-
ra de Gauss K. Sean T = @(A) un tridngulo en M contenido en el dominio
de una carta ortogonal (U, o' = (u,v)) y a : [so, s3] — M un camino regular
en tres trozos, unitario y positivo respecto de v, que parametriza su borde.
Se tiene:

3 3 3
/K+Z/ KG == gi+2m (ZZH_W) :
T i—1 JIsi—1,8i] i=1

i=1

siendo ky' la curvatura geodésica de «;.

En particular, si T es geodésico, [, K = Z?:l 1, — T (teorema de

Gauss).

Demostracién® (ver por ejemplo [5], 4.5 y [9], Cap. 21, Teorema 2).
Sea'V € X,(M) un campo (a lo largo de av y tangente a M) unitario
y paralelo. El Teorema 4.21 afirma que:

[ 5 =0t =00

siendo 6 : [sg, $3) — R una determinacién diferenciable del dngulo de

L\/%“oozav.

Podemos escribir 0

si1,5= Ui +w; (i = 1,2,3), donde las funcio-
nes 0;, w; : [Si,l, Si] — R son determinaciones diferenciables de los

‘ 0/0 . ,
angulos de \//E_u oy aalyde o a 'V, respectivamente, y se tendra:
P

En cuanto al término Z?Zl(ﬁi(si) — 0;(s;_1)), podemos siempre ex-
presarlo en funcién de los dngulos externos €; de T' (independien-
temente de que, como en el Ejemplo 4.23, podamos en algin ca-
so hacer un calculo directo del mismo). En efecto: en cada vértice
pi (i = 1,2,3) y adoptando el convenio de escribir 04(s3) = 01(s),
se tendrd: 0;,1(s;) = 0;(s;) +&; — 2\, para cierto \; entero. Con lo
que se tendra: Z?Zl(é’i(si) —0i(si—1)) = Z?:l(ei(si) —0i41(s1)) =
— E?:l €; + 2Am, para cierto A entero. El teorema ”de rotacién de
tangentes” aplicado al tridngulo estandar A en [E? y la posibilidad de
construir una deformacién continua de un abierto (de E?) que conten-
ga a A en un abierto (de M) que contenga a 1" (ver el Apéndice 5.4.5%)
conducen a que debe ser A = 1, con lo que finalmente se obtiene:

3

Z(Qz’(sz’) —0i(si-1)) = — Zei + 27 .

i=1
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En cuanto al término Z?:l (wi(s;) —wi(si—1)), se obtiene (para cada
1=1,2,3):

dw; Obs. 4.19(2) )
wi(t;) — wi(ti-1) E/ = _/ Ry'
] ds [si—1,si] J

[si—1,8:

Con todo lo cual resulta:

3 3
/K:—Zsi+27r—2/ /{31' m
T i=1 i—1 1

8i-1,54]

Ejemplo 4.27 Sean M un plano y'T' C M el tridngulo constituido por un

sector circular de radio r y dngulo /2. Entonces: v; = 7/2 (i = 1,2,3),

(

Kyt = 0= Rry® y K2 iy 1/r. Con lo cual se obtiene (tener en cuenta que

Sg—§1=mr/2):

3 3
RSO NERCEY BCESED WEES
T i=1 Y [si—1,84] [s1,52] 2 P

Sean ahora M una esfera (de radior) yT C M el triangulo constituido por
un octante geodésico. Entonces: 1; = m/2 y kgt =0 (i=1,2,3). Con lo cual
se obtiene:

3 3
Z o 1 T Z
/TK+ /[ ]I{gl:ﬁATea(T):§: Ly — T .
i=1 Y 1Si—1,8i i=1

Estamos ya en condiciones de probar el resultado fundamental de esta
seccién:

Teorema 4.28 (Gauss-Bonnet) Sean M una superficie compacta, K su
curvatura de Gauss, T una triangulacion de M y x7(M) la correspondiente
caracteristica de Euler. Se verifica:

/M K = 2my, (M) |

Demostracién. La triangulacién 7 admite (Proposicién 4.25) un
"refinamiento” 7’ = {T7,...,T)} (esto es, cada T; € T se subdivide
en tridngulos TJ’ € 7") tal que los Tj’ estdn contenidos en dominios
de cartas ortogonales (denotemos por n, y m;, respectivamente, el
nimero de vértices y lados de 77). Y se tiene: (i) la integral [, K
puede calcularse (4.3.1) indistintamente con cualquier triangulacién,
en particular con ayuda de 7 o de 7”; (i7) puesto que cada lado de 7’
es exactamente interseccién de dos trigngulos distintos de 7’ (lo que
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ademds conduce a que 2n; = 3n), la suma de las integrales de linea
de las curvaturas geodésicas (que cambian de signo cuando cambia el
sentido de recorrido, Observacién 4.17(2)) de los lados de todos los
tridngulos de 7' es nula (en dicha suma, cada lado estd contado dos
veces, una en cada sentido); y (##i) por consideraciones elementales,
X7(M) = x7/(M). Entonces, denotando por «;, B, 7; los dngulos
internos del tridngulo T]{, se concluye:

/ K (i_) Z K feor 426 y (i) Z(ij‘i‘ﬁj"_f}/])_nﬂ' = 27Tnv—nﬂ' =
M j=1 T! j=1

2nl_:3n

= (2n+2n,—3n)m 2(n+n,—ny)m =: 27 (M) o 2nx7(M) m
Ejemplo 4.29 Sean M una esfera (de radior) yT = {11, ...,T3} una trian-
gulacion de M por octantes geodésicos. Entonces: n = 8, n, =6 yn; = 12.
Con lo cual se obtiene:

r2

/ K = L Area(M) = 4x = 27(8 + 6 — 12) = 2y (M) .
M

De lo anterior, se deduce:

Corolario 4.30 Sea M una superficie compacta. La caracteristica de Euler
X7(M) no depende de la triangulacion T que se utilice para calcularla, y se
denota simplemente por x(M) =

4.3.3. Superficies topoldgicas

La caracteristica de Euler de una superficie compacta respecto de una
triangulacién puede ya definirse a nivel topolégico. Esta caracteristica:
(i) es independiente de la triangulacién, (ii) estd asociada a otro entero,
el "género” de la superficie (intuitivamente, el nimero de ”agujeros”
de ésta), y (iii) clasifica topolégicamente a las superficies (compactas
y) conexas.

Una superficie topolégica es un subconjunto M de R? con la propiedad
de que, por cada punto p € M, existen abiertos U de R? y U de M (con p €
U) y existe una aplicacién ¢ :U — U, llamada ”parametrizacién local”, a la
que solo se le exige ser un homeomorfismo. Pueden definirse entonces, a este
nivel, los conceptos de tridngulo T, triangulaciéon 7 y caracteristica de Euler
X7(M). El resultado fundamental es el siguiente (ver [5], 4.5, Proposiciones
3 y 4, sin demostracién):

Teorema 4.31 Sea M una superficie topoldgica compacta. Entonces:
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1. SiT yT' son dos triangulaciones de M, entonces x7(M) = x(M);
este nimero entero, denotado por x(M), se denomina caracteristica
de FEuler de M.

2. FExiste un entero no negativo g(M), llamado género (topoldgico) de
M, de forma que x(M) = 2 — 2g(M). Intuitivamente, el género es el
numero de "agujeros” de M, entendiendo que la esfera no tiene aguje-
ros, el toro tiene un agujero, etc.

3. Sea M ademds conexa. Una superficie topoldgica M compacta y conexa

es homeomorfa a M si y sélo si x(M) =x(M) =

Este teorema de topologfa resulta fundamental. Su apartado 1 conduce
trivialmente al Corolario 4.30. A la luz de su apartado 2, el Teorema 4.28
establece que la curvatura de Gauss de una superficie (compacta) debe ”aco-
modarse” a lo que prescribe su topologia (Ejemplo 4.33). Finalmente, sus
apartados 2 y 3 mds el Teorema 4.28 conducen a:

Corolario 4.32 Si M es una superficie (diferenciable) conexa, compacta y
con curvatura de Gauss K > 0, entonces M es homeomorfa a una esfera.

Demostracién. Por ser compacta, M posee (al menos) un punto
eliptico (Ejercicio 6.3.8c), con lo que K no es idénticamente nula.
Entonces se tiene:

0</ ¢ Teor.4.28 2y (M) ; Teor, 4312)
M

Teor. 4.31(3
= x(M)=2; e ) M es homeomorfa a una esfera ®

Ejemplo 4.33 St M es un toro, se tiene:
o(M) =1, Teor.:4>.31(2) V(M) =0, Teor. 428 / K—0.
M

Comprobemos directamente esta igualdad: Consideremos la carta (U, o' =
(u,v)) dada en el Ejemplo 2.17. En primer lugar, M =U UR,; URy (donde
R1 es un paralelo y Ry es un un meridiano); para cada i = 1,2, podemos
pensar que R; estd contenido en el dominio de otra carta (U, 0; ") y verifica
Ri = o;([ai, b] x {0}), con lo que (Observacion 2.7(1,2)) ¢;*(R:)(C R?)
tiene medida cero, con lo que (Observacion 2.7(3)) cualquier funcion conti-
nua definida en el compacto @; *(R;) es integrable y la integral vale cero, con
lo que procede definir (Observacion 3.10(1)): [,, K := [, K. Y en segundo
lugar, como los coeficientes de la primera forma fundamental de M en dicha
carta vienen dados por (Ejemplo 8.8): E = (1 — krcosv)’, F=0yG =12y
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la curvatura de Gauss viene dada por (Ejemplo 3.17): K |y = -2 ( /K

1 —KT COSV)
y r son, respectivamente, los radios mayor y menor del toro ) se concluye:

/K::/K (‘2)/ (KVEG — F?)op Frubini /1/ (/ cosvdv)du =0 .
M u e U )

—T —T
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5. APENDICES

5.1. TEORIA LOCAL DE CURVAS EN EL ESPACIO
EUCLIDEO

5.1.1. Aplicaciones autoadjuntas en un espacio vectorial euclideo.
Demostracién de la Proposicién 1.7

Utilizamos las notaciones de la Observacién 1.2. Que B sea la forma
bilineal asociada a L equivale (por definicién) a que se verifique:

By =L} <,>, , paraalguna (y toda) base b  (*);

por otra parte, que L sea autoadjunta equivale (por definicién) a que se
verifique

LI <,>y=<,>, Ly, , paraalguna (y toda) base b  (**).

Probemos 1. El que L sea autoadjunta es equivalente (por (**)) a que se
verifique:

LY =L, , para alguna (y toda) base ortonormal b.

Probemos 2. El que L sea autoadjunta es equivalente (por (*) y (**)) a
que se verifique:

By, =<,>, Ly, , para alguna (y toda) base b.

Probemos 3. La condicién suficiente es consecuencia de 1. Y la condi-
cién necesaria es consecuencia de que, si L es autoadjunta, entonces: (i) el
subespacio ortogonal a un subespacio L-invariante es también L-invariante
(inmediato) y (i7) L posee un autovector (no nulo).

Que en efecto L posee un autovector, puede verse en tres fases:

(a) Un vector E € [ se dice que es L-maximal si es unitario y si
‘LE > |L7j|, para todo 7j unitario. Al ser el conjunto de vectores
Lg

existen (teorema del méximo) vectores que son L-maximales.

unitarios compacto y la aplicacién E > E — € R continua,

(b) Se define |L| := ‘LE ), para cualquier E que sea L-maximal. Y

entonces se tiene:

L autoadjunta Schwartz

L) =< LE, LE > """ < 126> <
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o =7 e Ees L—mazx. 412
g = ‘L@ LIS T IR A
~~~

< | E

1

= |LP =< L% € >= , Seherts p2E_ |LPE .

L%

(¢) Tomando E € K que sea L-maximal, se tiene:

o bien E es L-autovector
obien L& — |L|§ es L-autovector m

LB D) Y — L) (LE-IL1D) ;s = {

Probemos 4. De acuerdo con (*), basta elegir L' tal que, en alguna base
ortonormal b de E, verifique: L) := Bj (= Bj}).

5.1.2. Aplicaciones en un espacio afin euclideo. Demostracién de
la Proposicién 1.8

(Ver por ejemplo [9], Cap. 22, Teorema 1):

Dentro del apartado 1, (v) = (éi7) resulta obvio. Probemos (v) = (7): Si
1) preserva productos escalares, entonces, Vg 15 52 € E y VA, A2 € R, se tiene
(usando una base ortonormal (dy,...,d,)):

<€)+ May) = M (€)= o $(&) , ¥(@)>

=< )\151 + )\252 , 51 > —)\1 < 51,51 > —)\2 < 52,61 >=10 (Z = 1, n) ;

ahora bien, puesto que n vectores unitarios que no generen todo [E no pueden
ser mutuamente ortogonales, se deduce que (¢ (dy), ..., (d@,)) también es
una base ortonormal; y de ahf se concluye:

P&+ Aaby) = M (&) = Ao (&) = 0.
Y probemos (i) + (iii) = (v) :

<OE) Y& >= 5 (19E) +vE) P~ [9@) P~ | 9(E) 17) VL
:%(’gl"i‘EQ ‘2_‘51 |2_|52 |2> E<51752> , v§17§2€E'
Probemos 2:
A (€), w(m) = [16(€) — v = (&) — v(@)| 2 [w(E€ - )| Z | = 7| = I¢ — nl = d(&,m).

Probemos 3:

[(8) — o | 2] (&) — (o) |=: d(w(€),(0) & d(€,0):=1]¢—o| .
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Probemos 4:
D€ =) = d&n) Y dw(©),vm) =0 = c=1.

Finalmente probemos 5:

(= 1@ @) P +19E) [+ 9@ ) @

—PWEN N 16 1+ 16 ) @
:%<—|§1—52|2+|§1 |2+|52|2> E<51752> ‘

< @/1(51)71/)(52) >

1
2

5.1.3. Invariancia de las curvaturas de una curva alabeada. De-
mostracién de la Proposicién 1.25

Probemos 1. Sea s el pardmetro de @ = ao f :J — E".
(1-a) Vamos a ver primero que se verifica (para i = 1,...,n):

Haremos la demostracién para los casos n = 2 y n = 3 (la demostracién para
n arbitrario sigue las mismas pautas, aunque resulta algo més tediosa):

Caso n = 2. Se tiene:

_ ron. 1. d d daf ~
a P Bropy o Yierogy s B Bi—(Bioy)

e1= ds s

al ser (Eq,Ey) y (El =E o, Eg) bases ortonormales positivas, se sigue:

det (Ey o f,Eyo f) = det(BEy, Ey) = det(Ey o f,Ey) ; = Ey = (Eyo f) .

1 1

Caso n = 3. Se tiene:

_ rop. 1. d d daf ~
w200 B gy o gy s B B = (Biog) s -

= ds ds
~ . ~ ~  Prop. 1.16(3 d d?
= & =d'— <E,d >E T2 ((d—f;)Q (a” o f) + d_SJ; (a0 f)) _

o/ €Sub(Ey)

d d?
- <Biof (P N+ Th@en) > Bios

d
= Do) - <mof. (Lo s mor = (&

Yo (ey0f) i = Bo= (Boof) :
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al ser (E;,Eq,E3) v (El = E; o0 f, E, = E, 0 f, E3) bases ortonormales
positivas, se sigue:

det (Ey o f,Eyo f,Eso f) = det(Ey, Ey, E3) = det(Ejof, Eyof, Eg) ; = E3 = (Ego0 f) .

1 1

(1-b) Una vez probado que E, =E;of (1t = 1,...,n), se deduce (para
i=1,..,n—1):

E DEZ D Ez rop. 1.
WDiy1i =< By, — >=<E; ;0 f, D(Eiof) o, Prop. 116(2)

ds ds
df DE; df
:%<Ei+10f, 7 of>::£(w,~+1ﬂ~0f) ;=
~ [ af S
o R o= wijllﬂ Prop.:1.16(1) dsg(iwwrl,z % f) ds:>0 Wz+/1,l f=tRriof .
|| || lo o f] v

Probemos 2. Sea t el pardmetro de & := Ao« : [ — E" y sea A la parte
lineal (ortogonal) del movimiento directo A (ver 1.1.4).

(2-a) Vamos a ver primero que se verifica (para i = 1,...,n — 1):

E, = (AE)s .

Haremos la demostracién para los casos n = 2 y n = 3 (la demostracién para
n arbitrario sigue las mismas pautas, aunque resulta algo més tediosa):

Caso n = 2. Se tiene:

= -
F=dajdt T A(dajdt) = Az RP B = AR,

- L =
al ser (Ey, Ey) y (E1 = AE;, E5) bases ortonormales positivas, se sigue:

S - = - 2 AeS0(2) = =
det(El, EQ) = det (AEl, Eg) = det A-det(El, A E2> ; = E,= AE2 .
—— S——

1 1

Caso n = 3. Se tiene:

A€0
€ :>(3)

- -
Fo=dajdt T A(da)dt) = AE E,=AE, ; =

d%a - d%a — ‘o d? . d? .
= ?2 = _Oé_< El,—a> Eq : pil.13 A(d—t(;)—<AE1,A<W§> >AE1:



5 APENDICES 129

bz . Ra - - .

o) 4 <—O‘_ <B, 75> El) = Az, ; DY B, = AR,
-5 5 o = o = - =

al ser (E1, Es, E3)y (E1 = AEy, Es = AE,, E'3) bases ortonormales positi-

vas, se sigue:

= = 2 = - = = = _1_~> AeSO(3) = =
det(El, EQ, Eg) = det(AEl, AEQ, Eg) = det A-det(El, EQ, A Eg) ) = E3 = AEg .

1 1

(2-b) Una vez probado que E; = (AE;)s (i = 1,...,n), se deduce (para
i=1,..,n—1):

—

7 I DE@ = dEz = d AE; AcO(n)
Wit1,i =< Ei+17 W >= Ei+17 W >=< AEi—i—l; (7) > =
< dE, DE,
=< Eija, L >=<Ejiq, T >=I Wil 5 =
R Witli Prop. 113 Wit1i A€0(n) Witli .
Y A% o]

5.1.4. Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales*

Sea A = (A;;) una matriz cuadrada con entradas A;; € §(/), siendo I un
intervalo abierto de R. El sistema de ecuaciones diferenciales (de ler. orden)

. = A(t) (78)
en (1) ©n(t)

se dice lineal porque, en la interseccién de los dominios de dos soluciones,

cualquier combinacién lineal de éstas con coeficientes reales es también solu-

cion.

La teorfa general de los sistemas de ecuaciones diferenciales asegura que,
para cada to € I y cada £ € R", existe una solucién @ = (¢, ...,¢,) : J —
R™ de (78) tal que t, € J (abierto contenido en I) y @(ty) = £ (”condicién
inicial”). Por otra parte, si ¥ es cualquier solucién de (78) verificando la mis-
ma condicién inicial QZ(tg) = 5 , entonces @ y 1/7 coinciden en la interseccion de
sus dominios. Esto tltimo conduce a la nocién de solucion mazimal @z (para
dicha condicién inicial), que es tnica. Este resultado se usa en el apartado
4.2.2 al hablar de geodésicas en superficies.

La teorfa de los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales asegura ade-
m&s que, en este caso, el dominio de cualquier solucién maximal de (78) es
todo el intervalo I (esto se expresa también diciendo que ”cualquier solucién
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maximal es global”). Resulta de ello que el conjunto S de soluciones maxima-
les del sistema (78) es un R-espacio vectorial. Por otra parte, fijado cualquier
to € I, y como consecuencia de la unicidad (respectivamente, existencia) de
solucién global de (78), para cualquier condicién inicial @(ty), la aplicacién
lineal
55 @ @lt) €R”

resulta ser inyectiva (respectivamente, suprayectiva), esto es, resulta ser un
isomorfismo; como consecuencia, el R-espacio vectorial S posee dimension
n. Este resultado se usa en la demostracién (Apéndice 5.1.5%) del teorema
fundamental de la teorfa de curvas en E? y también en el apartado 4.2.1 al
hablar del transporte paralelo en superficies.

5.1.5. Teorema fundamental de la teoria de curvas. Demostracion
del Teorema 1.27*

(ver por ejemplo [5], 1.5 y Cap. 4, Apéndice, p.310). Haremos la demostra-
ci6n para n = 3 (la demostracién para n arbitrario sigue las mismas pautas).

Vamos a ver primero que, fijados so € I, p € E* y una base ortonormal
positiva (gp,ﬁp, X,) de T,E?, existe una tnica curva alabeada o : I — E?
(denotemos (Ei, Eo, E3) a su referencia de Frenet), parametrizada por la
longitud de arco, con curvaturas k1, ko y verificando:

a(s0) =p , Ei(so) =& , Ea(so) =17 , Es(s0) =¥ -
Con la notacién: .
(1,02, 03) = En
(P4, 5, %6) = B
(07, P8 09) = Es3
la parte vectorial de las férmulas (17) de Frenet (para curvas parametrizadas
por la longitud de arco)

dEl /dS = K1 EQ
dEQ/dS = —KlEl +I€QE3 (*)
dEg/dS = —KQEQ
constituye un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de la forma
() ©1(s)
. = A(s) ... 7
%(S) 909(3)

donde los coeficientes de la matriz A(s) dependen diferenciablemente del
pardmetro s € I y son conocidos a partir de las funciones k1 y ko. Usando el
resultado del Apéndice 5.1.4* se concluye que, al fijar

C = (517527537771777277737X17X27X3) € Rg 9
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existe una tnica solucién maximal ¢z : [ — RY de dicho sistema lineal
para la condicién inicial @’Z(so) = (; 0, en otras palabras, existen tres curvas

vectoriales uinicas Iy, By, F3 : I — T2 que verifican las ecuaciones de Frenet
(*) v tales que

— —

(51(80)752(50),E3(50)> =C.

Hay ahora que comprobar que la tripleta <E1(s), Es(s), Eg(S)) hallada

es ortonormal en todo s € I. Para ello, consideremos las derivadas de sus
productos escalares que, de acuerdo nuevamente con (*), deben verificar

( —d<Eé;E1> = 2K < El, EQ >
GBLla> — i) < By, By > —ky < By, By > +ky < Ey, F3 >
= K1 <E2,E3 > —Ko <E1,E2 >

_ds
d<Ey B3>

_‘dS_‘ — — — —
CKE;# = 2K < El,EQ > 42K9 < EQ,E3 >

%:_m < FEy, B3 > +ko < E3, B3 > —Kp < Ep, Ep >
\ %:—2K2<E2’E3>

ello da lugar, escribiendo

¢ =< E1>El> , Py =< El,E2> ;@3 =< El,E3>
Oy =< Ey, Ey > | ¢5=<FEy FE3>
¢6 =< Eg,Eg >

a un nuevo sistema lineal de ecuaciones diferenciales de la forma
21 (s) ¢1(s)
= B(s) 7
%(S) P (5)

parael que (¢ =1, ¢y =0, ¢p3=0, ¢, =1, ¢ =0, ¢g = 1) es solucién
maximal (Apéndice 5.1.4%) con condicién inicial (1,0,0,1,0,1); por la unici-
dad de la solucién maximal, la tripleta de curvas vectoriales (qu, Eg, Eg) es
ortonormal.

Una vez determinada El : I — E3, la curva

o) =p+ | Fy(s)ds

0

es la unica curva alabeada I — E?, parametrizada por la longitud de arco,
con curvaturas ki, ke y verificando «a(sg) = p, Ei(so) = &, Ea(so) = 1 y
Eg(So) = )_C‘
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Sea ahora 3 : I — E? cualquier otra curva alabeada (denotemos (E? ES, E5)
a su referencia de Frenet), parametrizada por la longitud de arco y con curva-
turas k1, ke. Sea A : E* — E3 el movimiento directo dado por: A(q)—B(sy) =
D(q = B(s0)) + 9, con:
D € SO(3) tal que (€.7,X) = (DEY (s0). DES (s0). DE (o))
g::p—ﬁ(so) S E3 .
Por la Proposicién 1.25(2), la curva alabeada Ao/ (denotemos (Ef° E}'7 E{*7)
a su referencia de Frenet) verifica:

(AoB)(so) =p , E(s0) =€, Ef(s0) =177 , E5"(s0) =X ;

y por la unicidad probada anteriormente, se concluye: Ao 3 = a.

5.2. SUPERFICIES EN EL ESPACIO AFIN

5.2.1. Diferenciabilidad de las componentes locales de un campo
tangente. Demostracién del Lema 2.33

Veamos que, en efecto, las funciones V¥ (i = 1,2), definidas por (32) y
cuyo céalculo, en cada caso concreto, se efectiia resolviendo directamente el
sistema lineal (33), son diferenciables.

Seap € U; s.p.d.g. podemos suponer que det (9(py, ¢s)/0(u,v)) (p~(p)) #
0. Consideremos la siguiente extensién diferenciable de ¢

P:UxR> (U7U>w) = (gpl(uﬂ U>> @2(“7 U)a @3(“7”) + w) € ]RS
(identificaremos U C R? con U x {0} C R3?), que verifica

0
det Jo(p ™' (p),0) = det | (¢~ (p))| O | #0.
\q,—/ 1

3x2

Por el Teorema de la funcién inversa (Teorema 2.3) existen entornos A(C
U xR ) de (¢ '(p),0) y B(C R3) de ®(p~'(p),0) = p tales que ®(A) =B y
® |4: A — B es un difeomorfismo.

Para cada ¢ = 1, 2, 3, denotemos

a) Not. 0 19) = 0P; B
= d( -1 )70)(1) ( ) = —(CI) (p)) ..

(debido a que @ |yx(0y= ¢, esta notacién coincide, para i = 1,2, con la que
venimos usando desde (25)); con lo que, al ser @ |4: A — B un difeomorfismo,
se tiene, para cada j = 1,2, 3:

9 2 99! 0
(3—55)1,_; O ) (3Ui)p '
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Pues bien, de las igualdades Z?:l Vi(p) <%> —V(p) (32) Z?:l V2 (p) (%
J p T
se deduce inmediatamente: V,”(p) = Z?Zl 8;’;; (p) Vi(p) (1=1,2). Y dela

a1
arbitrariedad del punto p € U resulta: V¥ = 23:1 05’72 Vily (i =1,2), de

donde se sigue que las V¥ (i = 1,2) son de hecho diferenciables.

5.2.2. Curvas integrales de un campo*

Sea X € X(U) un campo sobre un abierto U de R". Una curva o : J — U
se dice curva integral de X si X(a(t)) = /(t) para todo t € J. Escribiendo
a(t) = (ay(t), ..., () y X = (X1, ..., X,,), la condicién necesaria y suficiente
para que « sea curva integral de X es que las funciones «a;(t) verifiquen el
sistema de ecuaciones diferenciales (de ler. orden)

dOé,L'
dt

La teoria general de los sistemas de ecuaciones diferenciales (ver Apén-
dice 5.1.4%) asegura que, para cada tg € Ry cada p € U, existe una curva
integral a : J — U de X tal que tp € J y a(tp) = p ("condicién inicial”).
Por otra parte, si § es cualquier curva integral de X verificando la misma
condicién inicial 5(tg) = p, entonces 'y [ coinciden en la interseccién de sus
dominios. Esto tltimo conduce a la nocién de curva integral mazimal o, que
es Unica. Usaremos este resultado en el apartado 4.2.2 al hablar de geodésicas
en superficies.

(1) = Xi(a1(t),...,an(t)) (i=1,...,n).

Msés atn: se puede demostrar (”dependencia diferenciable de la solu-
cién respecto de las condiciones iniciales”) que, para cada tg € Ry
cada p € U , existen

un entorno J(C R) de tg
un entorno V(C U) de p )
una funcién diferenciable ¢ : V x J — U

tales que, Vg € V, la funcién ¢(q,-) : J — U es una curva integral
de X con 9(q,tg) = q. Esto se usard en el Apéndice 5.3.1%, al hablar
de coordenadas ortogonales en superficies.

Si el sistema de ecuaciones diferenciales es lineal, esto es (Apéndice 5.1.4%),

de la forma
dOéZ' _ .
o ()= Y Ai(ay(t) (i=1,..,n) ,
j=1

con A;; € §(I) (4,5 = 1,...,n), para cierto I C R", se obtiene J = I. Ya
hemos usado este resultado en el Apéndice 5.1.5% y volveremos a usarlo en
el apartado 4.2.1 al hablar del transporte paralelo en superficies.

),
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5.3. SUPERFICIES EN EL ESPACIO EUCLIDEO

5.3.1. Coordenadas ortogonales. Demostracién de la Proposicién
3.6*

(ver [5], 3.4, Corolario 2, p.187) Sea (U, p~ ' = (u,v)) una carta de M en
torno a p. Sean F, F, G los coeficientes de la primera forma fundamental de M
C £

en esta carta. Consideremos los campos V; := a% , Vo= = %4—% e XU,

que son linealmente independientes y ortogonales en todo Y. Vamos a probar
que existe una carta (U, ! = (@,9)) de M en torno a p de foma que 9/
es proporcional a V; |57 y 9/00 es proporcional a Vs |57 (con lo que se tendré:
<& 2 >=0).

Y en efecto (ver [5], 3.4, Teorema, p.186). Utilizaremos el resultado del
Apéndice 5.2.2* sobre dependencia diferenciable (respecto de las condiciones
iniciales) de las curvas integrales de un campo. Para cada i = 1,2, y al ser

un entorno D;(C U) de p

una funcién f; € F(D;) }
va e QO?%(Di) 79 pop(0)) = 1 }; se llama a f;
V curva integral a; de V; |p, , es f; o o = cte.
una ”integral primera” del campo V; |p,.

Ademas, al ser Vi(p) y Va(p) linealmente independientes, se ve inmedia-
tamente que la aplicacién

Vi(p) # 0, puede probarse (ver [5], 3.4, Lema) que existen {

tales que

f = (fla f2) ”Dlﬂ’Dz: Dl ﬂDQ —>R2

verifica det Jro, (¢ (p)) # 0. Por el Teorema de la funcién inversa (Teorema
2.3) existen entornos A(C ¢ (D NDy)) de ¢ '(p) y B(C R?) de f(p)
tales que (fop)(A) =By (fop)|s: A — B es un difeomorfismo. Entonces
©(A) es un abierto de M (por ser ¢! continua) y f |,a): ¢(A)— B es un
difeomorfismo.

Sea U = p(A)(C Dy NDy) ysean @ := fy |7, v := fi |57 Se sigue que
U, := (u,0)) es una carta en torno a p y que:

{ V curva integral oy de Vi |57, es 0o ay = cte.
J

V curva integral as de Vs |57, es @ o ay = cte.

lo que significa que Vi(v) = 0 y V(i) = 0; escribiendo V; |7y Va |7
como combinaciones §(U)-lineales de 9/0u y 0/0v, se deduce que V; |3 es
proporcional a d/0u y Vj |57 es proporcional a d/00.

5.3.2. Mas sobre orientacién de superficies™

Sea M una superficie. Se dice que dos cartas (U, ¢~ ") y U,p7') de M
definen la misma orientacién si, o bien UNU # 0y vy, s = Vo lyei »
obien UNU = 0. STUNU # Dy vy lyriz = —Vo lyrz > s¢ dice que definen
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orientaciones opuestas. Puesto que la interseccién UNU no tiene por qué
ser coneza (incluso aunque lo sean U y U), estas dos no son las tinicas
posibilidades. Dos cartas tales como (U, (u,v)) y (U, (& = u,v = —v)) definen
orientaciones opuestas, ya que por (31) se obtiene: 9/0u = 0/0u y 0/0v =
—0/0v. Finalmente, si (M, v) es una superficie orientada, se dice que una
carta (U, ') de M es positiva respecto de v siv |y = v,.

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposicion 5.1 Sea M una superficie.

1. Dos cartas (U, ™) y (U, p71), conUNU # O, definen la misma orien-
tacion si y solo si la Jacobiana del cambio de carta tiene determinante

positivo:
O(u,v)
det 5—lop - — det .
et Jo-10p e (8(u,v)) >0

2. M es orientable si y sélo si admite un sistema de cartas que recubren
M y definen la misma orientacion.

Demostracién. Probemos 1. En U NU, se tiene:

(31) o(u,v _ )
(2.2)% &8 (558)oeh ; 2

i 9 _ I -1y (20 9
= ga X gy = (det (a(u,v)) °v™) (3 % 5)
De donde se sigue:

Vo lurn = Vo lum = det Jpo10, > 0.

Probemos 2 (ver [5], 2.6, Proposicién 1) Condicién necesaria. Supon-
gamos que M admite una normal unitaria (global) v. Recubramos
M por dominios de cartas (la existencia de un tal recubrimiento es-
té garantizada por la propia definicién de superficie). Dada cada una
de estas cartas (U, '), invirtamos (eventualmente, en alguna de las
componentes conexas de U) una de las coordenadas hasta conseguir
(como se ha indicado anteriormente) que ¥, = v |;. Entonces las car-
tas de este sistema definen la misma orientacién. Condicién suficiente:
inmediata m

5.3.3. Expresion local de superficies como gréficas de funciones

(A) Sean M una superficie y p € M. Sabemos (Teorema 2.13(4)) que M
siempre puede expresarse, localmente en torno a p, como la grifica de una
funcion diferenciable (s.p.d.g.) < : (R2, D)U — R.. Utilizando entonces la
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parametrizacion asociada (Teorema 2.13(2)) ¢ : U 3 (x,y) — (z,y,5(z,y)) €
U e introduciendo las siguientes notaciones (que son estdndar en la biblio-
graffa):

p=gop , a=gFop!
2 2 2
r:ggogo , szaigyogo_l , tzg—ygogp_l
(todas ellas funciones en i), se encuentra:
Qﬂow—l—u,o,p) , oy =019
2 & 2
Bzf © 90 (07 07 I') ) azgy © 90 (07 07 S) ) 3_;5 © 90 = (07 07 t)
y también
9 0 9¢ « 9
i Xz b X Y 71
7 X % o X 5 Vitp +a?
i y x Y

Entonces los coeficientes de las dos formas fundamentales de M en la
carta (U, ') vienen dados por:

(Fa)? (%) (5 0) " e (U1
F G pq  1+¢? ’ f g T+p2+q@\s t )’

(79)
de donde se sigue que, a menos que seap =06 q =0, (U,o™') no es una

carta ortogonal.

(B) Sean (M,v) una superficie orientada, p € M y (§;,&,) una base
ortonormal de T,M y positiva respecto de v(p). Veamos un procedimiento
concreto para expresar M, localmente en torno a p, como la grifica de una
funcion diferenciable.

Elijamos como coordenadas (z,y, z) en E? las dadas por la referencia afin
euclidea con origen p y con base ortonormal (E 1) 52, v(p)); es decir, para todo
q € B3, se tiene:

2(q) =< q—p,& > , yl@) :=<q-p.&> , z(q) =< q—p,P(p) >=hy(q) ,

donde la aplicacién h, € F(E?) fue introducida en 3.2.3. De ahf se sigue que
El juega el papel de €7, 52 el papel de € y (p) el papel de €5 y, por tanto:
(a%)p =&, (a%)p =&y (%)p =v(p).

Puesto que M y ]Riy comparten plano tangente en p = (0, 0), la aplicacién
dymiz : T,M — T(0,0)R3, es la identidad; con lo que el Teorema de la funcién
inversa para superficies (Teorema 2.31) garantiza que existen entornos U(C
M) de py U(C RZ,) de (0,0) tales que my3 |y: U — U es una carta de M,
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con parametrizacién asociada ¢(z,y) = (z,y, 2 = (hy,o¢)(z,y)). Asi pues, el
abierto U C M es la gréfica de la funcién diferenciable ¢ := h, o .

Puesto que (a%i)p =& (1 =1,2)y & x & = v(p), resulta claro que
Vu=v,.

Se sigue del Lema 3.15(2) que:

p(0,0) = 2%22(0,0) = @ | 9:4(p) =y N
{q(()?o):a— = } » = { hij(p)_a hpOSO)(O O) } (1]21,2),:>

O(hpo o
— ( oy 2) <O7 0) 0 Ox;0x;
(57) 2 (hyo -
= 1(p) = 58522 (0,0) (i) = 1,2)

Si (&;,&,) es ademds adaptada (esto es, si &, y &, son ademds autovectores
de L), entonces se verifica ademds:

0? (h o ®)
ox?

7

ki(p) = (0,0) (i=12) .

5.3.4. Aplicacion de Gauss. Demostracién de la Proposicién 3.18

é
Probemos 1. Sea = (71,09, 73) una extensién local diferenciable en
torno a p de la aplicacién de Gausss 7 = (v1, v, v3). Se verifica (V€, € T,M):

3
(37) > (34) ov 0 identif.
L8, = D v DS ) (—) Zf o) <8x> :

i ov; 0 (19) > — (0 233
_ J o ~ _ £y 23 = £
=Yag (5),, U herT (5), -7 @ a6

ij=1 i=1

Y probemos 2 (ver [5], 3.3, Proposicién 2): El drea del subconjunto R C M

es
(30)
(’0 =
" HR)

y andlogamente, el drea del subconjunto 7(R) C S? vendrs dada por

Areal7(R) = [ ’8(”80 U 90)‘
0~ 1(R) u [

. 3
De la expresién v =Y _, v; (% |M> se deduce:
J

7=1
(40) &
Sy
j=1

9 91,
ou  Ov

dp Oy
o

Y

Area(R) @ /
" HR)

d d 36~ 0vi00) 4 (0
8u¢(VJ) <8x-|u> B Z( ou; °¢) 0x; ) =

J j=1
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N DBQVXDagV):P(VO(p) v d(Vop)

-1 * .
5 50| °¥ ™)

y por otra parte, se tiene:

_ _ 5 0 L0 0 0 O [l o
( .Da_()ul/, D%V) _(E 7£8/U) - (8/&’8@) 9 =

ou lo1 a2
@ 8 3@0 890 —1 *x
pisDes] B x 2] 2 |2 x 2oy
Se sigue de (*) y (**) que:
OWoyp) OWoyp) dp Oy
K .
‘ g < ae |~ UEle9) g, ¥ g,
y finalmente se concluye:
77 K o atp X 8(,0 ’
lim Area(V(R)) — lim fw (| |op) | ‘ L' Hopital K(p)| =
R—{p} Area(R) R—{p} |_<£ X _<£

5.3.5. Indicatriz de Dupin*
Sean (M, v) una superficie orientada y p € M. El conjunto
= {£eTL,M | H,y(&,8) =+1}
se denomina indicatriz de Dupin de (M, v) en p.

La indicatriz de Dupin D, codifica el cardcter (3.3.4) del punto p. En
efecto: sean ki (p) y ko(p) las curvaturas principales de (M, v) en p (elegimos
la notacién de manera que se tenga: k1 > ko) y (&;,&,) una base de T,M
adaptada (3.3.2). Un vector genérico & € T, M se puede escribir: £ = \&; +
A&, para ciertos nimeros Aj, A2 € R. Con lo que se tiene:

Dy = { &1 + M€y | ki(p) AT + ka(p) A5 = £1} .
Entonces el punto p resulta ser:

(¢) hiperbdlico si y sé6lo si D, consiste en un par de hipérbolas. En tal caso,
las asintotas tienen direcciones \&§; + A\2§y, € T,M definidas por la
ecuacién ky(p) AJ + ka(p) A3 = 0.

(1) parabolico si y sélo si D,, consiste en un par de rectas distintas.
(i77) eliptico si y s6lo si D, es una elipse.

(iv) plano si y sélo si D, es vacio.
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(v) umbilico y no plano si y sélo si D, es una circunferencia.

En efecto:

(1) En este caso: K(p) < 0, < ki(p) > 0 > ko(p). Entonces:
A2 A2

Dy = { M€ + A&y | 1/k;11(p) - 1/|k22(p)\ =+1}.

(i7) En este caso: K(p) = 0 y una de las curvaturas principales en

p es no nula , < (s.p.d.g.) ki(p) > 0 = ka(p). Entonces: D, =

M€+ Aok [ Fi(p)AT =13 .

(77) En este caso: K(p) > 0, < (s.p.dg) ki(p) > ko(p) > 0.

)\2
Entonces: D, = {\1&; + A&, | l/kzll(p) + 1/k2 =1}.
(iv) En este caso: k1(p) = ka(p) = 0. Entonces D, es vacio.

(v) En este caso: k1(p) = ka(p) #0 y (s.p.d.g.) ki(p) = ka(p) > 0
Entonces: D, = { M€ + Xa&y | \]+ 05 =1/ki(p)} =

Elijamos ahora como coordenadas (z,y, z) en B3 las dadas por la referen-
cia afin euclidea con origen p y con base ortonormal (5 L& V(p)) y conside-
remos la carta (U, ' = (z,y)) inducida (Apéndice 5.3.3) en torno a p, que
verifica: 5

(G =& (=12 .

Dado un nimero ¢ > 0, consideremos el conjunto (que puede ser vacio)

Co:=UN{z==x*} ={p(z,y) €U | (hyop)(z,y) = £’} ;

resulta evidente la importancia del conjunto C. (para € pequefio) a fin de
obtener informacién sobre la forma de la superficie M alrededor del punto
p. Pues bien: supuesto que el punto p sea no-plano, y para cada valor de ¢
suficientemente pequeno, el conjunto C. resulta ser (hasta el sequndo orden)
homotético (con factor \/155 ) a la indicatriz de Dupin.

En efecto: Se sigue del Lema 3.15(2):

(hy o p)(z,y) Z hij(p)wiz; "‘Q(x ;)

3,j=1

de donde se deduce:

C. = {p(x,y) €U | Hy(x€+y&y, v€+y€y)+O(aix;) = 267} .

Se concluye que el conjunto C’ es (a menos de términos de orden mayor
o igual que 3 en las coordenadas x,y, y supuesto que los términos de
orden 2 no se anulen esto es, supuesto que p no sea plano) homotético
(con factor \/— )aD, m
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5.4. GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL DE SUPER-
FICIES

5.4.1. Caracter intrinseco de la derivacion covariante. Demostra-
cién de la Proposicién 4.4*

En primer lugar, se tiene (Vi,j, h = 1,2):
0 (63) o 0 0 0 (66)

—(gi5) =<Vo— —>+<—,Vo—>= Tpi+Tn; (),
8uh(g‘7) %8% Ou, * ou; thﬁuj wij + Thgi (7)

donde se usa la definicién I';jp, := 212:1 I ihl -
Teniendo en cuenta ahora que I'y;; = L'y, se concluye inmediatamente
que (Vi,5,h =1,2):

Lijn ((Cijn + Tngi) + (Tign + Thig) — (Caig + Thji)) =

N =

(

*
~

((Tjin + Lini) + (Tign + Ling) — (Caig + Thji))

N =

=5 (o) + o) = 5ol - (50

uj
De lo anterior se concluye que es posible despejar los Ffj en funcién de los
gij, obteniéndose (Vi, j,k = 1,2):

2 2
ZFZ 5k ZP (Z gkhghl) _. nghrz‘jh (80)
h=1 h=1

2
B ) 9 ey 9 (o
=3 Z;g ( (gin) + " (95n) auh(gm) :

5.4.2. Caracter intrinseco de la curvatura de Gauss. Demostracion
del Teorema 4.7%*

Probaremos la expresién (71). Sean v € X, cualquier normal unitaria lo-
caly h;; € §U) (1,7 = 1,2) los coeficientes de la segunda forma fundamental
de (M, v) en la carta (U, ¢7"). Se tiene (denotando U =2,V =L£ € X(U)):

(42) 2 _ (40)
DuDVU'™ Dy (Y588 00 (5% ) =

= Zile(gv}?Z oph) (axk |U> Zk 1(aiaf§u e ) (a%k u) =DyDyU . (%)

Con lo cual se tiene:

VeV UsVy Vo U 'Y vy (DyU— < £V, U > 1)+ Vy (DuU— < LU, U > v) =
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*

—~
~—

= (=DyDyU + Dy(< LV, U > 1)) +(DyDyU — Dy (< LU, U > v))™
—< LV, U > (Dyv)"™"— < LU, U > (Dyv)"™" =
N——r N——
:DUV :Dvu
=—-<LV,U> LU+ < LU, U>LV ; =
<LU,U> <LUV>)\ -
= < —VuyVvU+VyVyU,V >=det ( <LV,U> <[V, V> ) = det(hz]) .

De la igualdad matricial (57) en 3.3.1 se sigue que K |, = det(g;;)~* det(h;;)
y, finalmente, se concluye:
< —VuyVyvU+ VyVyU , V >

K p—
u Jotlg,)

5.4.3. Curvatura de Gauss en coordenadas ortogonales. Demos-
tracion del Corolario 4.8*

Probaremos la expresién (72). Por una parte, se tiene:

< VaVag2iv,yavyl 2>
1 9 2deat(gij) 1 0 2 0 e]
B <7v%(F21E+F21%)+V%(Fumﬂ“n%) B0 F=0
o det(g;;) o
_ (T30 -2 (3) T3 THATH TS+ & (T3)+THT5,)G (70)
= =
_ 1 (200 0 A0 (EOp, AOEG o £B) _£0EE
—E\ 2B 2@ du\" 2G 2G 2E 2@ v\ 2G 26 2G
2 2
1 (1GEEP 1530 1(EO?  1ZEFEC) _ 1538) 1 HEFEG)
— E\4 EG 2 a 1T a2 4~ EG 2" d 4 ez
Y por otra parte, se tiene:
1 (o (EB) ) 2@ _
2VEG \ Ov \ VEG ou \ VEG
2 (B) 2 (5 (@) 2 (5
_ -1 [ a2 —l@(E)m( 9 ;228 10 G)%( G\ _
2VEG \ VEG 20v VE3G3 vVEG 2 0u E3G3
2 2
1 ([ F=E® 1 (ZE))? 1 2EEG) n 22 1 Z2BEZQ)  1(EO)?) _
2VEG \ VEG 2 VE3G 2 BEG3 VEG 2 E3G 2 VEG3
2 2
1 1 52 () n 1 (& (E)? + 1 2BEZG) 152G n 12 (B)£ (@) 4 1 (& (@)?
E 2" @ 47 EG 4 ez 2" G 4~ EG e

Y el resultado se sigue.

5.4.4. Ecuaciones de compatibilidad*®

Sea M una superficie. Fijada una carta (U, ¢~ = (u,v)), es claro que el

conjunto de campos locales (-2, 2, v,), donde v,, es la normal unitaria indu-
ou’ v’ TP ¥

cida por la carta (3.2.1), constituye una base del médulo X;,. Las derivadas
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naturales (40) con respecto a a% y % de los tres campos de esta base local se
podrédn a su vez escribir como combinaciones lineales de estos mismos cam-
pos; de hecho, conocemos ya todos los coeficientes de estas combinaciones
lineales: son los simbolos de Christoffel, los coeficientes de la segunda forma
fundamental y los del operador de Weingarten. En efecto, se tiene:

(65) 66) .o
D%% :v%i+hij © Zk 1Fi€]83 +hZJV<P (Z,j:1,2) '
(56) . !
—-D 6 l/@ = £< ) Z] 1lj’i%j (Z = 1,2)

més explicitamente (con las notaciones e, f, g para los coeficientes de la se-
gunda forma fundamental):

el a
Daa__F%Zau+F%Zav+f’/<p—D3%
_Days@—lllau+l2lav
—Dal/@—llzdu—Fngdv

\

De la Proposicién 4.4 y de la igualdad matricial (57) se deduce que todos
los coeficientes que aqui aparecen se obtienen a partir de los de las formas
fundamentales (g;;) v (hij).

La consistencia de las igualdades (81) exige la existencia de relaciones
entre las (gl]) y las (hw)- Ya sabemos que se verifica la condicién (42)
Da_iDE?v ga—=DoDa £ | cuya componente tangente (D(%Da% a%)T‘m = (Da% Do L )Tan
conduce (Teorema i 7) a la relacién (71), lo que hace patente el caracter
intrinseco de la curvatura de Gauss. Si ahora introducimos las notaciones
U; = aiu, y Kiju =< —VUZ.VUjUk + vUijiUlmUl > (i,j, k,l = 1,2), la
relacion (71) puede reescribirse en la forma

K19 = det(gi;) - K |u &0 det(hi;) , (82)

que se denomina férmula de Gauss.
Por otra parte, teniendo en cuenta (81) se encuentra:

Nor

(Do D )" = (Dyg (T +Th + /1)) = (The+Thf + &) v,
Nor

D Dii)NW (D 0 (F%Iaa + Fnav + €V¢)> (Fhf +T%9+ av(e)) Ve,

y andlogamente (intercambiando los papeles de u y v)

Nor
(DaDa£)"" = <D"’ (Thazy + gy +f’/so)> = (Plof +Thog + 5, () v
P Nor i
(D%D%%)Nm = <D o (Thygy +Tay +9Vsa)> = ([he + 15[ + Z(9)) v,
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) . N N .
Asi, de la condicién (Do Do &) = (DaDo£)" y de su andloga
ou oy OU ov oy U

(Do Do )N = (DBQDBQ %)Nw se obtienen:

Ov % v
{ %(6) - %(f) = F%ze + (F%2 - F%l)f - F%lg (83)
5:(9) — 5. (f) = Ihg+ (Tl —T3)f —The

que se denominan ecuaciones de Mainardi-Codazzi.

Las ecuaciones (82) y (83) se denominan ecuaciones de compatibili-
dad. Es importante recalcar que no existen otras relaciones de compatibilidad
entre la primera y la segunda forma fundamentales; concretamente, se verifica
el siguiente resultado, que es una especie de andlogo al teorema fundamental
de la teorfa de curvas:

Teorema 5.2 (Bonnet) Sean E, F,G.e, f,g: U — R funciones diferencia-
bles definidas sobre un abierto U de R* (con coordenadas (u,v)), siendo
E >0, G>0, EG— F? > 0, y verificando formalmente las iqualdades
(82) y (83), con las TY; dadas por las ecuaciones (69). Existe entonces una
parametrizacion global ¢ : U — M de una superficie M para la que las fun-
ciones Eop ™, Fop ™ Gop ™t eop™, fop™ gop ™ son los coeficientes de
sus formas fundamentales. Ademds la superficie M estd determinada salvo
movimientos.

Demostracién. Ver [5], 4.3, Teorema, con demostracién en el Apén-
dice al Capitulo 4 =

5.4.5. Transporte paralelo y rotaciéon de tangentes*

Recordemos (2.1.5) que un camino en E" (n > 2) es una aplicacién con-
tinua « : [a,b] — E" y tal que existe una particion a =ty < t; <--- <t =b
de forma que cada o; = o [, _, 4, (i = 1,..., k) es una curva (diferenciable);
y recordemos también que el camino « se dice cerrado si a(a) = a(b) y se
dice simple si la aplicacion « |, es inyectiva.

Sea « : [a,b] — E? un camino regular en k trozos, cerrado y simple. Re-
cordemos (2.1.5) que el conjunto E? — Im « estd constituido por dos abiertos
conexos disjuntos, uno de ellos acotado, con Im o como frontera comun (”teo-
rema de la curva de Jordan”). Sea R la unién del abierto acotado de B2 —Im «
y de su frontera Im o. Supongamos ademds que « es positivo (esto es, tal que
el compacto R quede siempre a la izquierda). Definimos los dngulos exter-
nos de «a (orientados) por ¢; := L(c(t;), o1 (t;)) € (—m, 7] (i = 1,..,k;
axr1 = aq) y las funciones diferenciables 0; : [t;_1,t;] — R (i = 1,...,k)
por (Ejercicio 6.1.3a) T; =: (cos0;, send;). Entonces se verifica la expresién
("teorema de rotacién de tangentes”; ver [5], 5.7, Teorema 2):

Z[Qi(ti) —0;(t;i))] = — Zs +or (%) .
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Sean M una superficie y (U, ™' = (u,v)) una carta de M. Sea R C U
un subconjunto compacto cuya frontera en U sea la imagen de un camino
a: [a,b] — U(C E?) regular en k trozos, cerrado, simple y positivo respecto
de v, (esto es, tal que (v, 0a) X’ apunte, alli donde esta definido y no es nulo,
hacia el interior de R). Definimos los dngulos externos de « (orientados
por v,) por g = L((t;), 0, (t:) € (—m,7] (i = 1,k apy1 = 1) y
las funciones 0; : [t;_1,t;] — R (i = 1,..., k), determinaciones diferenciables
(4.18(1)) de los dngulos (orientados por v,,) A{(a%
pi (i = 1,...,k) y adoptando el convenio de escribir Oyi1(tx) = 01(to), se
tendra: 0,41(t;) = 0;(t;) + &, — 2\;m, para cierto \; entero. Con lo que se
tendra:

o, af). En cada vértice

k k

> (O:(ts) = 0i(ti1)) =Y (0i(ts) — Oipa (1) = — Z&- + 22X,

i=1 =1

para cierto A entero. Puesto que ¢! es un difeomorfismo, p~toa : [a, b] — E?
resulta ser un camino cerrado, simple y positivo, al que se podra aplicar el
teorema de rotacién de tangentes. Supongamos ademds que ¢~'(R)(C E?)
es estrellado con respecto a un punto (lo que ocurre si R es un tridngulo). En
tal caso, existe la posibilidad de construir una deformacion continua de un
abierto (de E?) que contenga a ¢~ *(R) en un abierto (de M) que contenga a
R (ver p.gj. [9], Cap. 21, Teorema 2, pp. 198-199). Asi se concluye que debe
ser A = 1.

Consideremos el Ejemplo 4.23, con la esfera M := {(z,y,2) € B3 | 22 +
y* + 22 =7r% > 0} y en ella un tridngulo T(C M) que tiene un vértice en el
polo norte y dos en el ecuador y por lados dos arcos de meridiano y un arco de
ecuador de amplitud en azimut A¢ € (0,27]. Sea (U, ' = (u,v)) cualquier
carta ortogonal de M con T' C U (obsérvese que ¢~ *(T) € E? es estrellado)
y sea « : [a,b] — U un camino diferenciable en tres trozos (respecto de una
particién a = ty < t; < ty < t3 = b), cerrado, simple, con Ima = 9T (la
frontera de 1" en U) y positivo respecto de v,,. Por lo dicho anteriormente,
la expresion (*) mantiene su validez para nuestro camino «, cuyos angulos
externos son: € = 5, €9 = § y €3 = m — A¢. Con lo que se encuentra:

3

;[exti) —0,(ti1)] = (5 + 5 + 7 — Ag) + 27 = A9

(a este resultado habiamos llegado de manera directa en el Ejemplo 4.23,
cuando la carta ortogonal (U, ' = (u,v)) de M era la de la proyeccién
estereogréfica desde el polo sur de M sobre el plano ecuatorial).

Consideremos ahora el Ejemplo 4.24, con la esfera M := {(x,y,2) € E? |
22 +y*+ 22 =12 > 0} y en ella un casquete esférico R(C M) centrado
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en el polo norte y limitado por un paralelo de colatitud ¥y € (0,%]. Sea
(U, o~ = (u,v)) cualquier carta ortogonal de M con R C U (obsérvese que
01 (R) € E? es estrellado) y sea « : [a,b] — U un camino diferenciable,
cerrado, simple, con Ima = IR (la frontera de R en U) y positivo respecto
de v,,. Por lo dicho anteriormente, la expresién (*) mantiene su validez para
nuestro camino « (cuyo tnico dngulo externo es 1 = 0). Con lo que se
encuentra:

0,(b) — 61(a) = 27

(a este resultado habiamos llegado de manera directa en el Ejemplo 4.24,

cuando la carta ortogonal (U, = (u,v)) de M era la de la proyeccién

estereogréfica desde el polo sur de M sobre el plano ecuatorial).
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6. EJERCICIOS

Los ejercicios que siguen proporcionan muchos ejemplos para el desarro-
llo de la teorfa. Se ha pretendido que sus enunciados transmitan informacién
relevante. Intentar resolverlos (y lograrlo en bastantes casos) constituye una
parte fundamental del curso. Repensarlos una vez resueltos ilustra en muchos
casos sobre el "puesto” que ocupa cada ejercicio en el desarrollo de la teo-
rfa. Se ha renunciado deliberadamente a dar indicaciones sobre el grado de
dificultad de cada ejercicio (eventuales ”pistas” pueden surgir en las clases
préacticas o en las tutorfas). Para colecciones de problemas resueltos, ver por
ejemplo [3] (cuyos convenios y notaciones son los de [4]) y también [1]; en
todo caso, téngase en cuenta que no es ni mucho menos lo mismo intentar
resolver problemas que estudiar problemas resueltos.

6.1. TEORIA LOCAL DE CURVAS EN EL ESPACIO
EUCLIDEO

6.1.1. (Curvatura y recta / Curvatura y circunferencia)
Sean o : I — [E? una curva regular y » su curvatura. Probar que:
(a) La trayectoria de « estd sobre una recta si y sélo si x(t) = 0 (constante).

(b) La trayectoria de « estd sobre una circunferencia de radio r > 0 si y s6lo
si | k(t) |= 1/r (constante).

6.1.2. (Hélices)

Sean a,b,c € R, con a y ¢ no nulos. Considérese la curva o : R 3 s —
S

(a cos (i) , @ SeEn (i) ,bz) € E3. Si b # 0, se dice que la trayectoria de a es
una hélice.

(a) {Es el pardametro s la longitud de arco?
(b) Determinar la curvatura y la torsién de c.

(¢) Demostrar que la recta (afin) normal principal de « en s corta al eje z
bajo un dngulo igual a 7/2 (independiente de s).

(d) Demostrar que las rectas (afines) tangentes de « forman un dngulo
constante con el eje z.

(e) Hallar el plano (affn) osculador de «.
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6.1.3. (Determinacién diferenciable del dangulo)

Sean a : I — E? una curva regular y T = o//|a/| € X, su campo
(unitario) tangente.

(a) Probar que existe una funcién diferenciable ¢ : I — R de forma que
T = (cos b, sen ).

(b) Probar que se verifica: % =| o/ | x , siendo & la curvatura de a.

6.1.4. (Torsién y curva plana / Normales y circunferencia)

Sea o : I — [E3 una curva regular. Probar que:

(a) La trayectoria de « estd sobre una recta si y sélo si a es no-alabeada en
todo valor del pardametro.

A partir de ahora, supéngase que « es alabeada.

(b) La trayectoria de « esta sobre un plano (esto es, la curva es plana) si y
s6lo si su torsién verifica 7 = 0 (constante).

(¢) La trayectoria de « estd sobre una circunferencia si y sélo si las rectas
(afines) normales principales de « pasan todas por un mismo punto.

6.1.5. (Evolutas)

Sea a : I — [E? una curva regular con curvatura s nunca nula, y sea N €
X, su campo (unitario) normal. La curva 5 : [ 5 t — «(t) + ﬁN(t) € E?
se denomina evoluta de « (su imagen es el lugar geométrico de los ” centros

de curvatura” de «).

(a) Demuéstrese que, si 2£(t) # 0, larecta (affn) normal de ov en ¢ es tangente
a [ent.

(b) Considérense las rectas normales de o en dos valores préximos (pero
distintos) t; y ta del pardmetro. Aproximese t; a to y demuéstrese que
el punto de interseccién de ambas rectas converge hacia un punto de la
imagen de la evoluta de .
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6.1.6. (Catenarias)

Sea a € R*. La trayectoria definida por la curva plana o : R 2 ¢ —
a(t,cosht) € E? se denomina catenaria.

(a) Hallar la curvatura de a.

(b) Hallar la evoluta de «.

6.1.7. (Cicloides)

La curva « : [0,27] — E? de ecuaciones x =1t —rsent, y =1 —rcos t
describe el movimiento de un punto fijo de una circunferencia C' de radio r
cuando ésta rueda apoyada sobre el eje x. La trayectoria de a se denomina
cicloide.

(a) {Es o una curva regular?. Hallar su longitud. Reparametrizar o por la
longitud de arco.

(b) Hallar la curvatura de «.

(c) Hallar la evoluta de o y comprobar que su trayectoria es otra cicloide.

6.1.8. (Teorema fundamental de la teoria de curvas, versién bidi-
mensional)

Dada una funcién diferenciable f : I — R , demuéstrese que existe una
tinica (salvo movimientos directos) curva regular « : I — E? parametrizada
por la longitud de arco y con curvatura f.

6.1.9. (Diferenciabilidad, regularidad, alabeo)
Considérese la aplicacién a : R — E3 dada por

(t, e, 0) sit<0
a(t) :=< (0,0,0) sit=0
(t,0,e /) sit>0

(a) Estudiar si « es una curva (esto es, si es diferenciable).
(b) Estudiar si «v es regular, si es alabeada y qué ocurre con su curvatura.

(¢) Probar que el limite de los planos osculadores de o cuando ¢ — 0~ es
el plano z = 0, pero que dicho limite es el plano y = 0 cuando ¢ — 0.

(d) Demostrar que la torsién de « es nula en todos los puntos en los que
estd definida.
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6.1.10. (Angulo polar como pardmetro)

Sea la curva plana « : [a,b] 3 ¢ — (radio = p(¢), dngulo = ¢) € E? —
{origen}, con p: [a,b] — R* cierta funcién diferenciable. La curva estd pues
dada en coordenadas polares y con el propio é&ngulo como pardametro.

(a) Demostrar que la longitud de « verifica:

bl d
=[G ras

(b) Demostrar que, si « es regular, su curvatura k verifica:

dp\2 2
2(35 _pd¢2

K =

(c¢) Calcular la longitud y la curvatura de la curva (cuya imagen es una
espiral logaritmica) a : [0,00) 2 ¢ — (p(¢),¢) € E?, donde p(¢) =
ae~* (con a,b € RT). Reparametrizar o por la longitud de arco.

6.1.11. (Curvas sobre esferas)

Sea una curva alabeada o : I — E? parametrizada por la longitud de arco
y sean Kk y T su curvatura y torsion, respectivamente.

(a) Probar que una condicién necesaria para que la trayectoria de « se
encuentre sobre una esfera de radio r es que se verifique:

+rvVr2 — k2 = /12% )
s

(b) Probar que, si /72 — k=2 # 0, la condicién de (a) es también suficiente.

6.1.12. (Madaximos de la distancia de un punto a una curva)

Sea « : (a,b) — E?una curva regular. Supéngase que existen p € [E?
y to € (a,b) tales que la distancia | a(t) — p | de p a la trayectoria de «
tenga un maximo local en ty. Demostrar que la curvatura x de « verifica

| K(to) [= 1/ [ alte) —p |-
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6.1.13. (Tangente, normal y binormal)

Sea una curva alabeada « : I — B3, parametrizada por la longitud de
arco y cuya torsién nunca se anula.

(a) Demuéstrese que el conocimiento de la funcién vectorial T'(¢) asociada
al campo tangente de o determina la curvatura y la torsién de a.

(b) Demuéstrese que el conocimiento de la funcién vectorial B(t) asociada
al campo binormal de o determina la curvatura y el valor absoluto de
la torsién de «, pero deja indeterminado el signo de la torsién. Poner
un ejemplo de esta indeterminacion.

(¢) Demuéstrese que el conocimiento de la funcién vectorial N(¢) asociada
al campo normal principal de o deja indeterminadas la curvatura y la
torsiéon de a.. Poner un ejemplo de esta indeterminacion.

(d) Probar que, si existe é’ € IE? tal que se verifica una de las dos condiciones

siguientes
< f(t),§>: 0 , paratodote [l
B(t),§ >=0 , paratodot eI ’
entonces necesariamente es E 0. No ocurre lo propio con la condicién
< N(t),£>=0, paratodotel ;

poner un ejemplo.

6.1.14. (Hélices)

Sea o : I — [E3una curva alabeada cuya torsién nunca se anula. En
general, se dice que Im « es una hélice si las rectas (afines) tangentes de «
forman un dngulo constante con alguna direccién fija. Pruébese que:

(a) Im« es una hélice si y sélo si k/7 = cte.

(b) Im @ es una hélice si y sélo si las rectas (afines) normales principales de
« son paralelas a algin plano fijo.

(¢) Im « es una hélice si y solo si las rectas (afines) binormales de o forman
un dngulo constante con alguna direccién fija.

(d) Si a,b,c € R, los tres no nulos, y § : I — R es una funcién dife-
renciable con derivada nunca nula, entonces la curva o : I 3 s +—
(2 [ senf(s 2 [cosf(s)ds , Ls) € E? tiene por imagen una hélice.
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6.1.15. (Plano osculador y circulo osculador)

Sea o : I — [E? una curva alabeada parametrizada por la longitud de
arco. Demuéstrese que:

(a) La posicién limite de los planos afines que pasan por los puntos «(s), a(s+
h1) y a(s+ hs), cuando hy, hy — 0, es el plano osculador de « en s.

(b) La posicién limite de los circulos que pasan por los puntos «(s), a(s+
h1) y a(s+ hs), cuando hy, hy — 0, es aquel circulo del plano osculador
de o en s cuyo centro estd sobre la recta normal principal de o en s y
cuyo radio es 1/k(s) . Este circulo se llama circulo osculador de «
en s.

6.1.16. (Proyeccién sobre el plano osculador)

Sea o : I — [E3una curva alabeada. Pruébese que, para cada t € I, la
curvatura k(t) es el valor absoluto de la curvatura en ¢ de la curva plana
7 o a, siendo 7; la proyeccién normal de 3 sobre el plano (afin) osculador
de o en t.

6.1.17. (Aceleraciones de una curva)

Dada una curva alabeada « : I — E? parametrizada por la longitud de
arco, probar que se verifica

dk
nn >: _3/{_

/
<o, 75

siendo k la curvatura de «.

6.1.18. (Modelos)

Considérense dos particulas puntuales que se muevan diferenciablemente
en 3. Probar que la distancia entre ellas (supuesta nunca nula) se mantiene
constante si y sélo si las proyecciones de sus velocidades sobre la direccion
de la recta que las une son iguales.
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6.1.19. (Modelos, cicloide)

Considérese la curva plana « : [0, 27| 2 ¢ — (rt —rsent , r+rcost) € E?
cuya trayectoria es una cicloide ”invertida” (ver Ejercicio 6.1.7).

(a) Dados t € (0,7) y a € R, imaginese que se reparametriza a |, - por
un cambio de pardmetro f : [0,7¢] 5 7+t € [to, 7] tal que se verifique

% (o fY(T)]* = a((az 0 f)(0) = (a2 0 f)(7)) ()

Probar que 7¢ no depende de ty.

Observacion: lo anterior puede reformularse asi: si una bolita cae sin
rozamiento siguiendo la trayectoria de una cicloide invertida dada, el
tiempo que tarda (en llegar abajo) es independiente de la altura de
partida (se dice en este sentido que la cicloide es "tautécrona”). El
"tiempo” es el nuevo pardmetro 7 y la condicién (*) expresa la ”con-
servacion de la energia” (no rozamiento) en el campo de aceleraciones
(supuesto uniforme y de médulo a) en el que tiene lugar la caida.

(b) Considérese la evoluta 3 : [0,27] 3 t — [(t) € E* de a. Por el Ejercicio
6.1.7c, su trayectoria serd otra cicloide invertida, ”adelantada” 7 uni-
dades (del pardmetro comin t) y ”elevada” 2r unidades de ordenada
(altura) con respecto a . Probar que, para todo t € [0, 7], se verifica:

16(t) — a(t)| + L(B |t.«) = 4r  (independiente de t) .

Observacién: lo anterior constituye el fundamento del llamado ” péndulo
de Huygens”, en el que se basaron los primeros cronémetros: un péndulo
inextensible de longitud 4r, tendido desde el vértice de una cicloide
invertida de altura 2r e impedido de sobrepasar la trayectoria de ésta,
describird al oscilar otra cicloide (Parte b) y, bajo la influencia sélo de la
gravedad, mantendra su periodo independientemente de la amplitud de
la oscilacién (Parte a). Ello mejora el comportamiento de un péndulo
simple, cuyo perfodo sélo es independiente de la amplitud si ésta es
pequena.

6.1.20. (Frenet frente a reparametrizaciones y movimientos)

Sea a : I — "™ (n > 2) una curva alabeada con referencia de Frenet
(Eq,...,E,) y curvaturas x; : [ — R(i=1,...n—1).
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(a) Sea f:J — I un cambio de pardmetro de o que invierte orientaciéon y
consideremos la curva & := a o f :J — E". Entonces la referencia de
Frenet (Eq,...,E,) de & verifica:

E, = (1) (Eiof) (i=1,.n=1) , E,=(=1)"""Y2(E,of),

de donde se obtiene:

{ Wit1i = —%@Uiﬂ,i of) (i=1,..,n-2)
(:)n,nfl - _(_1)n(n—|—1)/2 Z_f(wn,nfl o f)

S

y,8iRi:JJ — R (:=1,...,n—1) son las curvaturas de &, se concluye:

/Z?i = Of (Z = 1,,7’1,—2)
ot

b) Sea A : E* — E" un movimiento no directo v consideremos la curva
y
a;= Ao« : I — E". Entonces la referencia de Frenet (Ey,...,E,) de
& verifica:

Ez‘ = (AE;)& (Z = ]_, L= ].) R En = —(AEn>& s
de donde se obtiene:

C:Ji_|_17i = Wi+1, (Z = 1, R 2)
Wnn—-1 = —Wnn-1

y,8iRi: I — R (i=1,...,n—1) son las curvaturas de &, se conckuye:

{@:m (i=1,..,n—2)

Rn—1 = —KRnp—1

Probar las expresiones anteriores paran =2y n = 3.

6.1.21. (Curvas planas ”en implicitas”)

Sea g : (R? D)U — Runa funcién diferenciable definida sobre un abierto
U (s.p.d.g., 0 € g(U)). Supongamos que p € g~*(0)(C U) es un punto ”regu-
lar” para g; esto es, se verifica rg(J,(p)) = 1, donde J; es la matriz Jacobiana
de ¢ (sin pérdida de generalidad y eligiendo adecuadamente las coordenadas
cartesianas (z,y) en R?, (0g/dy)(p) # 0; y escribiremos p = (a, b)).

(a) Probar que g~*(0) admite una ”parametrizacién (local, 1-dimensional)”
en torno a p, esto es (2.2.1), que existen un abierto U(> p) de g~*(0) en
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la topologia relativa y una curva regular e inyectiva a : I — R? tales
que a(I) = U y la aplicacién inversa o~ : i — I es continua.

Indicacién: utilizar el teorema de la funcién implicita (Teorema 2.4),
que garantiza la existencia de

un entorno (R, D) 2 de a
un entorno (R, D) J de b
una funcién diferenciable ¢ : 2 — J

}COHQXJCU

tales que
{(z,y) e Q@x J|g(z,y) =0} ={(z,s(x)) | v € Q}
esto es, tales que

g HO)N(QxJ)= graficades .
(b) Probar que la curvatura x de « verifica

dg ﬂ@Q_ 029 Og Og 82 9g\2
59”( ) [ax2(ay) 2505050y T a2 (d )

" (202 + (2222

o .
Oy

(¢) Concretar lo anterior para la funcién g : R? 3 (z,y) — 2> +9y* —r? € R
(con 7 > 0) en torno al punto p = (0,7) € g*(0).

(d) Supongamos la siguiente definicién alternativa de ”curva plana”: sub-
conjunto de R? que admite una parametrizacién (local, 1-dimensional)
en torno a cada uno de sus puntos. Aceptada esta definicién, probar
que: todo punto de una ”curva plana” estd contenido en un abierto
de la misma (en la topologia relativa) que es la grafica de una funcién
diferenciable ¢ : (R D) 2 — R, con 2 abierto.

6.1.22. (”El ocho”)

Sea la curva (regular e inyectiva) a : (R D)I = (—7,m) 2t +— (sen t,sen 2t) €
[E2, cuya trayectoria denominaremos ”el ocho”.

(a) Probar que existe una funcién diferenciable g : R? — R tal que a([) =
-1
g9-(0),

(b) Probar que cualquier funcién diferenciable g : R? — R tal que a(l) =
g *(0) verifica: J;(0,0) = ( 0 0 ) (ninguna funcién g que tenga a a (1)
por conjunto de nivel puede ser regular en «(0)).
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(¢) Comprobar que la aplicaciéon o' : (E? D)a(I) — I(C R) no es continua
en «a(0).

(d) Seala curva (regular e inyectiva) 5 : (R D)(0,27) 3 s +— (sen s, sen 2s) €
E2, cuya trayectoria es también el ocho. Comprobar que la aplicacién

atof:(RD)0,21) — (—m, m)(CR)

no es diferenciable (y, por tanto, @' o 3 no es un cambio de pardmetro
de o, la curva 3 no es una reparametrizacion de a y la aplicacién oo 3
no es una curva en R).

6.2. SUPERFICIES EN EL ESPACIO AFIN
6.2.1. (Superficies ”en implicitas”)

Determinar los valores de v para los que es una superficie el conjunto de
nivel f~!(v) € R3, donde:

2

(a) fla,y.2) =G+ + 5

c2

2

() floy2) =5 +E -5

2
(x,y,2) :zi—j—i—%—Q—z

(con a,b,c > 0).

6.2.2. (Plano tangente)

Considérense las superficies (cuddricas) M definidas por las ecuaciones:

(a) :;_2 + Zé_j + 2 =1 (elipsoide)

C

(b) i—; + ‘Z—; — 22 — 1 (hiperboloide de 1 hoja)

C

(c) &+ bLj — z = 0 (paraboloide eliptico)

(d) & — bLz — z = 0 (paraboloide hiperbélico)

a

(con a,b,c > 0). Determinar el plano tangente a cada una de ellas en el
punto p de coordenadas z(p) = a , y(p) = 0.
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6.2.3. (;Superficies?)
Determinar si son superficies los siguientes conjuntos:
(a) {(z,y,2) ER* |2 =0, 2 +y* < 1}
(b) {(z,y.2) eR* [ 2 =0, 2® +y* < 1}

(¢) f740) , siendo f(z,y,z) = 2% .

6.2.4. (Cilindros)

Sea « : I — R? una curva plana cuya trayectoria pueda expresarse local-
mente como un conjunto de nivel regular para alguna funcién diferenciable
de (un abierto de) R? en R.

(a) Probar que el conjunto M = a(I) x R (C R®) es una superficie (deno-
minada cilindro sobre «(7))

(b) Sea un abierto J C I tal que « |;: J — R? es regular e inyectiva. Probar
que la aplicacién

0 :R*DJ xR (u,0) — (ay(u),az(u),v) € M

es una parametrizacion de M

6.2.5. (”El ocho” en superficies)

Sea la curva (inyectiva y regular) o : (R D)I = (—m,m) 3t — (sen t,sen 2t) €
R? cuya trayectoria es ”el ocho” (recordar el Ejercicio 6.1.22).

(a) Probar que

() El conjunto S = a(I) x R(C R?) puede expresarse como conjunto
de nivel f71(0) para cierta funcién diferenciable f : R3 — R.

(#7) El conjunto S — {(0,0, z) | z € R} es una superficie.
(b) Considérese la aplicacién diferenciable
¢:(R2D)U = (—m,7) xR > (u,v) — (sen u, sen 2u,v) € S(C R?) .

(i) Probar que ¢ no es una parametrizacién de S.
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(17) Sea la curva 5 : (R D)(0,27) 3 s +— (sens, sen2s,0) € S. Probar
que la aplicacion

¢ 'oB: (R D)0,21) — U(C R?)

no es una curva.

(i7i) Sea la extension diferenciable ® de ¢ dada por
P (R*D)U xR > (u,v,w) — (sen u, sen 2u +w,v) € R

(resulta @ |yyq0y= ). Probar que existen entornos A( C U x R)
de (0,0,0) y B(C R?) de ®(0,0,0) = (0,0,0) tales que ®(A) =B
y @ |a: A — B es un difeomorfismo. Probar sin embargo que:

((I) |A)71 |Sn]B # 9071 |SmB .

(c) Probar que el conjunto S no es una superficie.

6.2.6. (Ejemplo de helicoide)

Sea la curva a(s) := (cos s, sens, s) (cuya imagen es una hélice). El sub-
conjunto M de R?® constituido por las rectas (afines) normales principales de
a se denomina helicoide.

(a) Probar que la aplicacién
0 :R? 3> (s,t) — (tcoss,t sens,s) € R

constituye una parametrizacién global de M (y, por tanto, M resulta
ser una superficie).

(b) Encontrar una funcién diferenciable f : R® — R tal que f~*(0) = M y
rg(J¢(p)) = 1, para todo p € M.

(¢) Determinar T, M para los puntos p de la forma (0,0, z).

6.2.7. (Superficies de revolucién)

Sea o : I — R? una curva plana cuya trayectoria pueda expresarse lo-
calmente como un conjunto de nivel regular para alguna funcién funcién
diferenciable de (un abierto de) R? en R.

(a) Probar que el subconjunto M de R? obtenido al girar la imagen a(1)
(supuesta en el plano z;z5 de R y con ay > 0) en torno al eje z; es
una superficie (denominada superficie de revolucién generada por
a(l) al girar en torno al eje z;).
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(b) Sea un abierto J C I tal que « |;: J — R? es regular e inyectiva. Probar
que la aplicacién

¢ : (R?*D)J x (—m,7) 3 (u,v) — (a1(u), az(u) cosv, az(u)sen v) € M
es una parametrizacion local de M.

(¢) Dibujar y encontrar parametrizaciones para las superficies de revolucién
generadas por a(1) al girar en torno al eje x; en los casos siguientes:

(i) a: R >t (t,1) € R2 La superficie es un cilindro (Ver Ejercicio
6.2.4).
(it) a: R > ¢+ (t,cosht) € R% La superficie es un catenoide.

(iit) a : [—m, 7] 2t — (b cost,a+bsent) € R?* a>b>0. La
superficie es un toro.

6.2.8. (Planos)

Sea L : R? — R? una aplicacién lineal de rango 2, sea p € R3 y conside-
remos la aplicacién ¢ : R? > ¢+ L(¢—0) +p € R3, con o = (0,0) € R2.

(a) Describir el conjunto Im .

(b) Sean ¢,€ € R2. Dada la curva a : [ 5 t — ¢+t € R2, jcudl es la
velocidad (¢ o a)'(0)?

6.2.9. (Proyeccion estereografica)

Sea la esfera M := {(x1,29,73) € R® | 22 + 23 + 22 = 12} y sea pt =
(0,0,7) € M su ”polo norte”. Considérese la aplicacién ¢ : R? = R? x {0} —
M que hace corresponder, a cada ¢ = (g1, ¢2,0), el punto (distinto de p™)
donde la recta que pasa por q y p* corta a M.

(a) Determinar las ecuaciones de ¢ y probar que ¢ es una parametrizacion
(local) de M.

(b) Determinar las ecuaciones de la carta p~! (denominada proyeccién
estereografica de M desde el polo norte sobre el plano ecua-
torial).

(¢) Determinar las ecuaciones del cambio de carta entre ¢! y la proyeccién
estereografica p~! desde el "polo sur” p~ = (0,0, —r) € M.
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6.2.10. (Banda de Moebius)

Sean r,l € R con r > [ > 0. Sea la circunferencia C' := {(z,y,0) € R? |
22 +y? = r?} y sea el segmento abierto S := {(0,7,2) € R? || z |< [},
cuyo punto medio m pertenece a C'. Movamos S de manera que, mientras el
punto m recorre sobre C' (en el plano xy) un angulo u, el segmento S gira (en
torno a m y manteniéndose ortogonal a C') un éngulo —u/2. El subconjunto
M :={S, | v € [0,2n]} de R3, constituido por las sucesivas posiciones S, del
segmento S, se denomina banda de Moebius.

(a) Probar que la aplicacién

¥ <07 27T) X (_l7l) 2 (U7U> =
— (—=(r+wv sen¥) senu ,(r+v sen %) cosu , vcos %) € R?
constituye una parametrizacion local de M.

(b) Probar que M es una superficie.

6.2.11. (Campos tangentes a superficies)
Sea el campo X € X(R?) con parte vectorial
X R®> (z,y,2) — (—zz, —2y,r? — 2%) € R,

(a) Demostrar que la restriccién de X a la esfera M = {(z,y,2) € R? |
22 + y? + 2% = r?} es tangente a ésta.

(b) Determinar la expresién analitica local de la restriccion X |y, € X(M) en
las coordenadas (u,v) de la proyeccién estereografica (Ejercicio 6.2.9)
de M desde el polo norte (0,0, r) sobre el plano ecuatorial.

6.2.12. (Campos tangentes a superficies)
Sea el campo de vectores X := zz-2 + yza% + (14222 € x(R®).

(a) Demostrar que la restriccién de X al hiperboloide de 1 hoja M :=
{(z,y,2) € R® | 22 + y* — 2% = 1} es tangente a éste.

(b) Demostrar que la aplicacién
0 :Rx (—m,7) > (t,9) — (coshtcost , cosht send , senht) € R®
es una parametrizacion de M.

(c¢) Determinar la expresién analitica local de la restriccion X |y € X(M)
en las coordenadas (t, ).
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6.3. SUPERFICIES EN EL ESPACIO EUCLIDEO
6.3.1. (Normales y esfera)

Sea M una superficie conexa. Probar que las rectas (afines) normales a
M pasan todas por un mismo punto si y sélo si M estd sobre una esfera.
..Qué ocurre si M no es conexa?

6.3.2. (PFF de la esfera en proyeccion estereogréfica)

Sea M C E? una esfera de radio r y sea (U, p~! = (u,v)) la carta de la
proyeccion estereogréfica de M desde el polo norte (respectivamente, desde
el polo sur) sobre el plano ecuatorial (Ejercicio 6.2.9).

(a) Obtener los coeficientes F, F, G de la primera forma fundamental en
dicha carta. Concluir que ¢! es una aplicacién conforme (esto es, pre-
serva angulos).

(b) Considérese la carta polar (U, ™' = (1,¢)) de M (Ejemplo 2.16) y
sean F, F', G los coeficientes de la primera forma fundamental en dicha
carta. Probar que se verifica:

( F0/99 8/9¢ > = < 0/ou a/ow ) u cos¢ —seng
VE Ve )M Ve Ve )M seng cosg )

donde el signo superior (resp. el signo inferior) corresponde al caso de la
proyeccién estereografica desde el polo norte (resp. desde el polo sur).

6.3.3. (Proyeccién de Mercator. Loxodromas)

Sean M la esfera % +y* + 2> = r?, (U, ™" = (¥, $)) una carta polar de
M (Ejemplo 2.16) y M el cilindro 2% + y? = r2.

(a) Sea P : U — M una ”proyeccién cilindrica”, esto es, una aplicacién
diferenciable que lleva el meridiano de azimut ¢ en la generatriz tan-
gente de M y el paralelo de colatitud ¥ sobre la circunferencia z = f(1J)
de M, siendo f : (0,7) — R una funcién diferenciable y con derivada
nunca nula.

(1) Probar que P es un difeomorfismo sobre su imagen. ;Puede ser
una isometria para alguna f7

(77) Determinar f para que P sea una aplicaciéon conforme (esto es,
preserve dngulos), en cuyo caso P se llama proyeccién de Mer-
cator.
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(174) Determinar f para que P preserve éreas.

(b) Sea o : I — M una curva regular cuya trayectoria forma un dngulo
(no orientado) constante y € [0, 7] con los meridianos que corta. La
trayectoria de « se llama entonces loxodroma. Expresar el azimut de
« en funcién de su colatitud. Hallar la longitud de «.

Observacién: Suponer el cilindro desarrollado sobre el plano. Mercator
establecié la proyeccién que lleva su nombre para que las loxodromas (o
”lineas de rumbo” en navegacion, que no son las mds cortas entre dos puntos
pero tienen la ventaja de que a lo largo de ellas la latitud es una funcién
mondétona del azimut) se representaran en los mapas por rectas (geodésicas).
Los célculos aproximados de Mercator (por trigonometria esférica) fueron
anteriores a la introduccion del cdlculo integral y de los logaritmos neperianos.

6.3.4. (PFF de superficies de revolucién en coordenadas)

Considérese una superficie de revolucién M como las descritas en el Ejer-
cicio 6.2.7.

(a) Suponiendo que I es acotado y que la curva generadora o : I — E? es
regular e inyectiva y estd parametrizada por la longitud de arco, probar
que el drea A(M) de la superficie M viene dada por la expresién

A(M) = 27 / o(s) ds |

I
siendo p(s) la distancia de a(s) al eje de rotacién (teorema de Pappus).

(b) Aplicar lo anterior para calcular el drea del toro definido por la ecuacién

(\al+a3—a)+a3-b0*=0 |

donde a > b > 0.

6.3.5. (Superficies no orientables)

Supéngase que una superficie M puede ser recubierta por los dominios
conexos de dos cartas (U, o~ ') y (U, p7'), de forma que la interseccién U N U
sea la unién de dos componentes conexas (disjuntas), V; y Vs, y se verifique:

8(12, ’1_1) 1 a(faﬂ 17) -1
det (8(u,’u)) op " |y,>0 y det (a(u,v) op " |1,<0.

(a) Probar que M no es orientable.

(b) Aplicar lo anterior para demostrar que la banda de Moebius (Ejercicio
6.2.10) no es orientable.
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6.3.6. (Diferenciabilidad de las curvaturas principales)

Considérense las curvaturas principales ki, ks : M — R (cuando hablamos
de las funciones, elegimos la notacién de forma que sea ki > ky) de una
superficie orientada (M, v).

(a) Probar que k; y ko son continuas en todo M y diferenciables (al menos)
en aquellos puntos de M en los que son distintas entre si (puntos no
umbilicos).

(b) Probar que, en cualquier carta (U, o) de M, las funciones k; |y v k2 |u
son las soluciones de la ecuacién cuadritica

e—kE f—kF '\ _
det(f—kF g—kG>_O’

siendo F, F,G y e, f, g, los coeficientes de las dos formas fundamentales
de (M,v) en dicha carta.

6.3.7. (SFF de superficies de revolucién en coordenadas)

Considérese una superficie de revoluciéon M como las descritas en el Ejer-
cicio 6.2.7. Supéngase que la curva generadora o : I — E? estd en el plano
2175 de B3, con ay > 0. Utilizando la parametrizacién local de M dada por

o :J X (—=m.7m) 3 (u,v) — (a1(u), az(u) cosv, as(u) senv) € M,
donde J C I es un abierto tal que « |; es regular e inyectiva:

(a) Determinar los coeficientes de la segunda forma fundamental.

(b) Determinar las curvaturas principales, la curvatura de Gauss K y la
curvatura media.

(¢) Probar que las lineas u = cte. y v = cte. definen lineas de curvatura.
(d) Probar que, si a estd parametrizada por la longitud de arco, se verifica:

d20z2
du?

+(Koa) ap=0.

(e) Aplicar lo anterior al célculo de las curvaturas principales, la curvatura
de Gauss K y la curvatura media del toro (definido en el Ejercicio
6.2.7c).



6 EJERCICIOS 163

6.3.8. (Tangencia, extremos y curvaturas principales)

Sea M una superficie.

(a) Probar que, si N es otra superficie que corta a M en un tnico punto,
entonces M y N son necesariamente tangentes en dicho punto.

(b) Probar que, si un plano afin de E? que corta a M en un tnico punto,
entonces la curvatura de Gauss de M en dicho punto es no-negativa.

(c) Supdngase que M es compacta. Probar que M posee (al menos) un
punto eliptico.

(d) Supéngase que M es compacta. Probar que la curvatura de Gauss de
M es no nula en todo punto si y sélo si todos los puntos de M son
elipticos.

6.3.9. (Direcciones asintéticas y lineas asintéticas)

Sea M una superficie.

(a) Probar que, si M posee curvatura media igual a cero en un punto, enton-
ces en ese punto hay (al menos) dos direcciones asintéticas mutuamente
ortogonales.

(b) Sea «v : I — M una curva regular con trayectoria rectilinea. Probar que
a define una linea asintética.

(¢) Sea aw : I — M una curva alabeada. Probar que a define una linea
asintotica si y sélo si su plano osculador en cada punto coincide con el
plano tangente a M en dicho punto.

(d) Sea p € M. Estudiar qué implicaciones existen entre las siguientes afir-
maciones:

(i) Hay (al menos) dos direcciones asintéticas en 7),M/ mutuamente
ortogonales.

(77) La curvatura media de M en p es nula.
(7ii) La curvatura de Gauss de M en p es no-positiva.

(1v) Por p pasan dos rectas (o segmentos de recta) mutuamente orto-
gonales contenidas en M.



6 EJERCICIOS 164

6.3.10. (Lineas de curvatura y lineas asintéticas)
Considérese el hiperboloide de 1 hoja M definido por la ecuacién z? +
23— 22 =r%(r>0).
(a) Hallar las lineas de curvatura de M.

(b) Hallar las lineas asintéticas de M.

6.3.11. (Carécter de los puntos de una superficie)

Sea M una superficie.

(a) Estudiar el cardcter (hiperbdlico, parabdlico, eliptico o plano) de los
puntos de M cuando ésta es una de las superficies de revolucién del
Ejercicio 6.2.7c (cilindro, catenoide y toro).

(b) Supdéngase que, en un punto p € M, la aplicacién de Weingarten £, :
T,M — T,M es una isometria lineal.
(7) Probar que p no puede ser plano ni parabélico.
(77) Probar que, si p es eliptico, entonces es umbilico.

(171) Probar que, si p es hiperbdlico, entonces la curvatura media de
M en p es nula.

6.3.12. (Meridianos y paralelos en superficies de revolucién)

Considérese una superficie de revoluciéon M como las descritas en el Ejer-
cicio 6.2.7. Supéngase que la curva generadora a : I — [E? estd en el plano
1179 de B3, con ay > 0 y es regular. Considérese, para cada v € (—m, 7), la
curva (con trayectoria llamada meridiano) «,, : I — M dada por

ay I 3 ur (ar(u), az(u) cosv, az(u) sen v) € M

(obsérvese que oy = «) y asimismo, para cada u € I, la curva (con trayectoria
llamada paralelo) (3, : (—m,7) — M dada por

By (—=m,m) 3 v (aq(u), as(u) cosv, as(u) senv) € M .
(a) Probar que meridianos y paralelos se cortan siempre ortogonalmente.
(b) Probar que la curva «, es geodésica de M siy sélo si |o/| = cte.

(c) Probar que la curva 3, es geodésica de M siy sélo si 22 (u) = 0.
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6.3.13. (Geodésicas, curvas planas y lineas de curvatura)

Sean M una superficie y a : I — M una curva alabeada. Demostrar las
siguientes afirmaciones, si se piensa que son ciertas, o dar contraejemplos, si
se piensa que son falsas. ;Qué ocurrirfa en cada caso si Im « fuera rectilinea
(con lo que « no serfa alabeada)?

(a) Si « es geodésica y define una linea de curvatura, entonces es plana.
(b) Si « es plana y define una linea de curvatura, entonces es geodésica.
(c) Si av es geodésica y plana, entonces define una linea de curvatura.

d) Si «v es geodésica, la norma de su aceleracién es constante.

Indicacién: probar primero que, si « es una geodésica alabeada de M,
entonces (para cualquier eleccién de normal unitaria local v en M) se verifica:

voa==+N,

denotando por (T, N, B) el triedro de Frenet de a.

6.3.14. (Superficie de binormales de una curva alabeada)

Sea o : I — 3 una curva alabeada. Supéngase que el conjunto M, unién
de todas las rectas afines binormales de «, es una superficie.

(a) Encontrar una parametrizacién local en torno a cada punto de M.

(b) Calcular la curvatura de Gauss de M y comprobar que sélo depende de
la torsién de a.

(c) Estudiar si a es geodésica de M.

6.3.15. (Esferas y planos)

Sea M una superficie conexa. Probar que cualquiera de las dos condiciones
siguientes implica que M es un abierto de una esfera o de un plano:

(a) Todos los puntos de M son umbilicos.

(b) Todas las geodésicas de M son planas.
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6.3.16. (Isometrias e isometrias locales)

(a) Sean M el plano a7 de B? y M := {(x1, 2o, x3) € B3 | 22 + 22 = 12}
un cilindro sobre una circunferencia. Probar que la aplicacién F' : M >
(21, 22,0) — (rcos(&),rsen(2),z5) € M es una isometrfa local. En-
contrar un abierto U de M tal que F |;;: U — F(U) sea una isometria.

(b) Sean M el plano x175 de B2 y M := {(x1, 39, 73) € B3 | (/22 + 23 —
a)? 4+ 22 = b% a > b > 0} un toro. Probar (calculando su diferencial)
que la aplicacion F : M > (x1,22,0) — ((a + bcosxy)cosa, (a +
bcosxy) senxa,b senxy) € M no es una isometrfa local. ;Era esperable
que no lo fuera?

(c) Sean M := {(w1,22,73) € B3 | wysen x3 = wycosxz} un helicoide y
M = {(z1,x2,23) € E? | coshag = \/x] 4 23} un catenoide.

(i) Probar que cada punto de M (respectivamente, de M) posee un

entorno que es isométrico a un entorno de M (respectivamente,
de M).

(ii) Probar que existe una isometria local F': M — M.

(4ii) Probar que no existe una isometria local F': M — M.

Indicacién para (c-i): sea I C R un intervalo abierto (de longitud menor
que 27). Probar que las aplicaciones (con el mismo dominio!)

e:U=R x5 (u,v) — (senhucosv, senhu senv,v) e U C M
p:U=Rx I3 (u,v) — (coshucosv,coshu senv,u) € U C M

constituyen parametrizaciones locales del helicoide (tener en cuenta el
Ejercicio 6.2.6a) y del catenoide (Ejercicio 6.2.7c). Aplicar el Lema 3.23
a la aplicacion F := pop t: U — U.

6.3.17. (Ejemplo de superficie de revolucién)

Sea el conjunto M = {(z,y,2) € R® | 42 = 2% + y* + 22%*} y sea
p = (0,0,0) Se pide:

(a) Probar que M es una superficie de revolucion.
(b) Probar que p es un punto plano de M.

(¢) Encontrar todos los puntos umbilicos de M.

(

d) Demostrar que el valor de la curvatura de Gauss en los puntos umbilicos
(excluido p) es 1v/4.
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6.3.18. (De todo un poco)

Sea M una superficie. Demostrar las siguientes afirmaciones si se piensa
que son ciertas, o dar contraejemplos si se piensa que son falsas:

(a) En todo punto no umbilico de M hay exactamente dos direcciones prin-
cipales.

(b) Todo punto de M con una tnica direccién asintética es necesariamente
parabdlico.

(c¢) Toda curva plana en M que defina una linea de curvatura y esté para-
metrizada por la longitud de arco es necesariamente geodésica de M.

(d) Si M es de revolucion, las trayectorias de sus geodésicas son siempre
meridianos o paralelos.

(e) Toda isometria de M transforma puntos elipticos en puntos elipticos.

(f) Si M es la esfera unitaria, existen curvas alabeadas o : I — M con
curvatura menor que dos tercios.

6.3.19. (De todo un poco)

Sea M una superficie. Demostrar las siguientes afirmaciones si se piensa
que son ciertas, o dar contraejemplos si se piensa que son falsas:

a) En todo punto no umbilico de M hay exactamente dos direcciones asin-
toticas.

(b) Toda geodésica de M que defina una linea asintética tiene imagen rec-
tilinea.

(¢) En cada punto no plano de M, dos direcciones asintéticas son siempre
mutuamente ortogonales.

(d) Toda isometria de M transforma puntos planos en puntos planos.
(e) Toda recta contenida en M define una linea de curvatura.

(f) (esta afirmacién no tiene obviamente nada que ver con M) Hay curvas
alabeadas en E? con curvatura constante cuya trayectoria no es un arco
de circunferencia
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6.3.20. (De todo un poco)

Demostrar las siguientes afirmaciones si se piensa que son ciertas, o dar
contraejemplos si se piensa que son falsas:

(a) Las isometrias entre superficies transforman lineas de curvatura en lineas
de curvatura.

(b) Las superficies difeomorfas con curvatura de Gauss nula son necesaria-
mente isométricas.

(¢) Toda superficie compacta contiene puntos hiperbdlicos.

(d) Toda superficie es un conjunto de nivel regular para alguna funcién
diferenciable.

(e) Si una curva en una superfice es plana y su campo de velocidades es de
norma constante, entonces dicha curva es geodésica.

6.3.21. (De todo un poco)

Demostrar las siguientes afirmaciones si se piensa que son ciertas, o dar
contraejemplos si se piensa que son falsas:

(a) Dos direcciones principales en un punto no umbilico son siempre mu-
tuamente ortogonales.

(b) Una superficie compacta no puede ser la gréfica de una funcién diferen-
ciable.

(¢) Todo punto de un superficie posee un entorno (en la misma) que es
difeomorfo a un disco abierto del plano.

(d) Si todos los puntos de una superficie son hiperbdlicos, entonces la su-
perficie no puede ser compacta.

(e) El conjunto {(z,y, 2) | cos(xyz) = 0} es una superficie.

(f) Un difeomorfismo entre superficies que transforma cada regién en otra
de la misma &drea es necesariamente una isometria.
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6.3.22. (Ejemplo de superficie)

Considérese la aplicacién ¢ : R* — R?, (u,v) — (v2ucos v, v2usenv, 2u?+

v).
(a) Probar que el conjunto M = Im ¢ es una superficie.

(b) Determinar el plano tangente a M en los puntos de la forma (0,0, z).

(¢) Probar que el conjunto de puntos parabdlicos de M estd constituido por
las imagenes de dos curvas alabeadas.

(d) Hallar la curvatura y torsién de las dos curvas del apartado anterior.

(e) Estudiar si las curvas ¢(a,v) (para cada a fijo) y ¢(u,b) (para cada b
fijo) definen lineas de curvatura de M.

(f) Estudiar si las curvas ¢(a,v) (para cada a fijo) y ¢(u,b) (para cada b
fijo) son geodésicas de M.

6.3.23. (De todo un poco)

Demostrar las siguientes afirmaciones si se piensa que son ciertas, o dar
contraejemplos si se piensa que son falsas:

(a) El conjunto {(x,y,2) | 2> + y* + 22y = 0} es una superficie.

(b) Existen superficies que dejan de serlo si se les quita un punto.

(¢) Las congruencias entre superficies transforman geodésicas en geodésicas.
(d) Las isometrias entre superficies transforman lineas asintéticas en lineas

asintéticas.

(e) Las isometrias entre superficies transforman puntos umbilicos en puntos
elipticos.

(f) Una curva en una superficie que une un punto eliptico con un punto
hiperbdlico pasa necesariamente por algin punto plano.
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6.3.24. (De todo un poco)

Demostrar las siguientes afirmaciones si se piensa que son ciertas, o dar
contraejemplos si se piensa que son falsas:

(a) Una curva (en una superficie) que une un punto parabdélico con un punto
hiperbdlico pasa necesariamente por un punto eliptico.

(b) Un difeomorfismo entre superficies que transforma cada curva en otra
de la misma longitud es necesariamente una isometria.

(¢) El conjunto {(z,y, z) | xyz = 1} es una superficie.

(d) Las isometrias entre superficies transforman puntos planos en puntos
con curvatura de Gauss nula.

(e) Toda superficie no compacta es la grafica de una funcién diferenciable.

(f) Una curva (en una superficie) que define una linea de curvatura y una
linea asintética tiene necesariamente imagen rectilinea.

6.4. GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL DE SUPER-
FICIES. VARIOS

6.4.1. (Transporte paralelo a lo largo de geodésicas)

Sean M una superficie, o : I — M una geodésica no trivial de M y V un
campo de vectores a lo largo de « y tangente a M. Probar que V es paralelo
alo largo de av si y sélo si la norma | V | y el angulo que forma V con o’ son
constantes a lo largo de a.

6.4.2. (Superficie de bisectrices rectificantes de una curva alabea-
da)

Sea o : I — 3 una curva alabeada y sea (T, N, B) su triedro de Frenet.
Para cada t € I, llamemos bisectriz rectificante de « en t a la recta afin
que pasa por a(t) y tiene por direccién la del vector T(t)+ B(t). Supongamos
que el conjunto M, unién de todas las bisectrices rectificantes de «, constituye
una superficie M.

(a) Dar una parametrizacion local en torno a cada punto de M.

(b) Calcular la curvatura de Gauss de M y comprobar que sélo depende de
la curvatura y de la torsién de a.
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(¢) Demostrar que la curva « es plana si y solo si la curvatura media de M
en los puntos de la imagen de « es nula.

(d) Estudiar si a es geodésica de M.
(e) Estudiar si a define una linea de curvatura de M.

(f) Probar que, si las funciones curvatura y torsién de « coinciden, entonces
cualquier recta afin contenida en M y que corte a la imagen de « es
una bisectriz rectificante de «.

(9) Estudiar si el campo T + B, tangente a M, es paralelo a lo largo de a.

6.4.3. (Geodésicas en el plano, cilindro y esfera)

Probar que las siguientes curvas « : [ — M son geodésicas de las siguien-
tes superficies M:

(a) a(t) == p+t€ (conp € M , € € E*) y M un plano que contenga (de
hecho, M podria ser cualquier superficie que contuviera) a la imagen
de a.

(b) a(t) := (rcos(at + b),rsen(at +b),ct + d) (con a,b,c,d,r(>0) € R) y
M = {(x1, 29, 23) € B3 | 27 + 23 = r?} (cilindro).

(¢) a(t) := rcos(at)€ + rsen(at)ij (con a,r(> 0) € Ry &7 € E? ortonor-
males) y M := {(x1, 22, 23) € B3 | 22 + 23 + 2% = r?} (esfera).

(d) Probar que, en los tres casos (plano, cilindro y esfera), todas las geo-
désicas de M son de esa forma.

6.4.4. (Reparametrizacién de geodésicas)
Sea v : [ — M una geodésica de una superficie M.

(a) Supongamos que 7y es no trivial y sea f : J — [ un cambio de pardmetro
de v. Probar que vo f : J — M es geodésica de M si y sélo si existen
a,b € R tales que
f(s)=as+b, VseJ.

b) Sean p = (to),& = 7/ (to) , para cierto tg € I. Sea 7, la geodésica
3
maximal por €. Probar que (t) = v¢(t —to) , Vt € I.

(¢) Supodngase que (tg) = v(t1),7 (to) = 7/'(t1), para ciertos to,t; € I.
Probar que 7 es periédica, de periodo t; — ty (esto es, verifica: y(t +
ty —to) = y(t), para todo t € I tal que t +1t, —ty € I).



6 EJERCICIOS 172

6.4.5. (Transporte paralelo en el plano)

Sea M un plano afin de E3. Dados dos puntos p,q € M y un vector
tangente £, € T, M, probar que, para cualquier curva « : la,b] — M que una

Py q, la imagen de Ep por el transporte paralelo hasta ¢ a lo largo de a es

Sq'

6.4.6. (Transporte paralelo a lo largo de geodésicas en la esfera)

Sea la esfera M := {(z,y,2) € B® | 22 +y?+2%2 =r?} yseap = (0,0, 7) su
"polo norte”. Consideremos la curva (cuya trayectoria es un semimeridiano
de azimut ¢ € R)

Qg @ [0,7] 3t — (r sentcos ¢, sent seng,rcost) € M .

(a) Dado € = (1,0,0), € T,M , hallar V¢ € %ﬂ%(M). Hallar el transporte
paralelo de & de p = a4(0) a ay(m) a lo largo de .

(b) Dado n = (v1,v2,0), € T,M , hallar el transporte paralelo de n de
p = ap(0) a ap(m) a lo largo de ay.

6.4.7. (Transporte paralelo a lo largo de curvas de tangencia)

Sean M; y M, dos superficies (con derivadas covariantes Vi y Va) y sea
a : I — E? una curva tal que a(I) C My N M,. Supongamos V € X, tal que
sea tangente a ambas superficies a lo largo de a.

(a) Probar con un ejemplo que V puede ser Vi-paralelo (a lo largo de «) y
a la vez no ser Va-paralelo (a lo largo de «).

(b) Probar que, si M; y M, son tangentes a lo largo de «, entonces V es
Vi-paralelo si y sélo si es Va-paralelo. En particular, a es geodésica de
M siy sélo si es geodésica de M.

6.4.8. (Transporte paralelo y reparametrizaciones)

Sean M una superficie, « : [ — M una curva regular y f : J — [ un
cambio de pardmetro de «. Probar que:

(a) Un campo de vectores V € X, (M) es paralelo a lo largo de « si y sélo
si Vo f e Xap(M) es paralelo a lo largo de avo f.
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(b) Dados dos puntos p,q € M, el transporte paralelo de p a ¢ a lo largo
de una curva o que los une es el mismo que a lo largo de cualquier
reparametrizacion de a que preserve la orientacion.

(c¢) Dados dos puntos p,q € M, el transporte paralelo de p a g a lo largo de
una curva « que los une es el inverso del transporte paralelo de g a p a
lo largo de cualquier reparametrizacién de o que invierta la orientacién.

6.4.9. (Isometrias e isometrias locales)

(a);Cuéles de las siguientes aplicaciones 1 son isometrias locales?:

(i) F : S*(1) 2 p — 2p € S*(2), donde S*(r)(C E?) es la esfera de
radio r centrada en el origen.
(ii) F: S*(r) > pr— —p € $*(r).

(#i) F': M > (21, 72,23) = ((a + b%) cosxs, (a + b= )senws, b%2) €
M | siendo

M = {(z1, 9, 23) € E? | 2% + 23 = r?} (cilindro)
M :={(z1,m2,23) € B | (/23 + 23 — a)? + 23 = V%, a > b > 0} (toro)

(b) Sean los cilindros:

M := {(x1, 79, v3) € B® | 23 + 23 = 1%}
M = {(x1,29,23) € B® | 2 + 23 = N2> 0} -

(1) Dada una aplicacién diferenciable F' : M — M, probar que F no
puede ser una isometria local si \ # % ,conn € Z*.

(i) Probar que M y M no pueden ser isométricos si A # 1.

(4ii) Encontrar, para todo A > 0, abiertos U de M y U de M isométri-
cos (recordar el Teorema de Minding).

(c¢) Sean M la superficie de revolucién generada (notaciones como en el
Ejercicio 6.2.7) por Im « (supuesta en el plano zz3) al girar en torno
al eje x3, siendo « : (0,00) — E? la curva dada por «a(t) := (¢,logt),
y sea M := {(x1,79,23) € E? | z15en 23 = wycoszs} un helicoide
(Ejercicio 6.2.6). Encontrar un difeomorfismo entre abiertos de M y
M que preserva la curvatura de Gauss pero que no es una isometria.
Concluir que el "reciproco” del teorema egregio de Gauss (Proposicién
3.24) no es cierto.
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6.4.10. (Superficies simétricas respecto de un plano)

Sea M una superficie que es simétrica por reflexién respecto de un plano
affn II.

(a) Probar que toda geodésica de M que pase por un punto de I y tenga
allf una velocidad tangente a Il estd necesariamente contenida en II.

A partir de ahora, supéngase que la interseccién II N M es la imagen de
una curva regular v : [0, L] — M tal que y(0) = v(L) (puede utilizarse, sin
necesidad de demostracion, que, en estas condiciones, IT no es nunca tangente
a M).

(b) Sea v cualquier eleccién de normal unitaria (local) a M. Probar que
v oy es tangente a II.

(c) Probar que =y define una linea de curvatura.
A partir de ahora, supéngase que || = cte.

(d) Probar que 7 es geodésica.

(e) Probar que 7/(0) = +/(L).

6.4.11. (Paraboloide de revolucién)

Considérese el paraboloide (eliptico) de revolucién M definido por la ecua-
cién 2z = 2% + 9% . Sea la curva

2
a:[0,27] 5t — (pycost, p, sent, %) e M,

donde py > 0 es una constante.
(a) {Es a (o alguna reparametrizacién de «) geodésica de M?

(b) Calcular la curvatura de Gauss de M.

(¢) Determinar todas las geodésicas de M que pasan por el origen o =
(0,0,0).

(d) Demostrar que toda isometria F' : M — M verifica F(Ima) = Ima vy,
en particular, deja fijo el punto o.

(e) Dendtese p = «(0) = a(27). Hallar la determinacién © € (—m, 7] del
angulo girado por un vector tangente a M en p tras su transporte
paralelo de nuevo hasta p a lo largo de a.
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6.4.12. (Superficie tangente a un plano a lo largo de una curva)

Sean M una superficie y IT un plano de 2. Supéngase que M NII = Im a,
donde « : [0,1] — E3 es una curva regular, parametrizada por la longitud de
arco y tal que «(0) = a(1). Supéngase ademéds que M y II son tangentes a
lo largo de a.

(a) Probar que « define una linea de curvatura y asintética de M.
(b) Probar que los puntos de Im « son puntos parabdlicos o planos de M.

(c¢) Denétese p = «(0) = «(1). Hallar el d4ngulo © € (—m, 7] que forma
cualquier vector tangente a M en p con su transportado paralelo de
nuevo hasta p a lo largo de a.

(d) {Es posible que « sea geodésica de M?

(e) Poner un ejemplo concreto de M, Il y a.

6.4.13. (Carécter de los puntos de una superficie)

Sea p un punto de una superficie M. Estudiar las implicaciones l6gicas
que existen entre las siguientes afirmaciones, dando una demostracién (si se
piensa que la posible implicacién es cierta) o un contraejemplo (si se piensa
que es falsa):

(a) El punto p es un punto plano de M.
(b) Por p pasan tres (segmentos de) rectas distintas contenidas en M.

(¢) Todas las geodésicas de M que pasan por p son no-alabeadas a su paso
por p.

(d) La curvatura de Gauss de M en p es nula.

6.4.14. (Modelos, superficie de Schwarzschild)

Sea 1 un nimero real positivo. Considérese la superficie M obtenida al ha-
cer girar la imagen de la curva plana « : (2, 00) 3t +— (t,0,2+/2u(t — 2u)) €
E? alrededor del eje z.

2

(a) Calcular la curvatura k* de & como curva en el plano E? |

a(t) = (t,2/2u(t — 2p)).

esto es, como
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(b) Hacer un dibujo aproximado de M. Describir M como grafica de una
funcién diferenciable ¢ : (R? D)2 — R, dando explicitamente € y .
Encontrar una parametrizacién local en torno a cada punto de M.

(c) Calcular los coeficientes de la primera forma fundamental de M en la
carta asociada a la parametrizacién anterior.

(d) Calcular la curvatura de Gauss de M y clasificar los puntos de M.

(e) Estudiar si « es geodésica de M, si define una linea de curvatura de M
y si define una linea asintética de M.

(f) Encontrar una base de campos (a lo largo de « y tangentes a M) para-
lelos (respecto de la derivada covariante en M).

Observacion: La superficie ” de Schwarzschild” M es la versién 2-dimensional
de ciertos conjuntos de simultaneidad en la descripcién relativista del sistema
solar; el pardmetro i representa una longitud caracteristica relacionada con
la masa del sol.

6.4.15. (Catenoide)
Considérese la aplicacién @ : R? — R3, (u, v) + (coshu cos v, cosh u senv, u).
a) Probar que el conjunto M = Im ® es una superficie.
b) Determinar el plano tangente a M en los puntos de la forma (z,y,0).

(

(b)

(¢) Clasificar los puntos de M.

(d) Encontrar una parametrizacién para las lineas asintéticas de M.
(

e) Considérese la curva o : R — M, t — (cosht,0,t). Hallar el transporte
paralelo de los vectores tangentes (0,1,0)q0) ¥ (0,0, 1)a() hasta a(1)
a lo largo de a.



REFERENCIAS 177

Referencias

[1] A. M. Amores. Curso basico de curvas y superficies. Sanz y Torres, 2001.
[2] T. M. Apostol. Andlisis matemdtico. Reverté, 1979.

[3] A. F. Costa, M. Gamboa, and A. Porto. Fjercicios de Geometria Dife-
rencial de Curvas y superficies. Sanz y Torres, 2005.

[4] A.F. Costa, M. Gamboa, and A. Porto. Notas de Geometria Diferencial
de Curvas y superficies. Sanz y Torres, 2005.

[5] M. P. do Carmo. Geometria diferencial de curvas y superficies. Alhambra,
1990.

[6] J. E. Marsden. Elementary classical analysis. Freeman, 1974.
[7] W. S. Massey. Introduccion a la topologia algebraica. Reverté, 1972.
[8] M. Spivak. Cdlculo en variedades. Reverté, 1970.

9] J. A. Thorpe. Elementary Topics in Differential Geometry. Springer,
1979.



