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1. MECANICA GALILEANA. SISTEMAS
INERCIALES

Comenzamos con el modelo familiar del ”espacio”:
(R®, <,>) , siendo:

(i) R*®, como espacio afin

(carta estandar (u',u? u®) dada por
p = Zi:l u“(p)eg ’

{e} 7/ siendo {€? €9, e} la base estandar del
M» espacio vectorial asociado V? = R?)

o}

?("c) (ii) <,>, producto escalar euclideo
(‘R%(,)) ?canénico” (< v,w >:= Zi:l vHwh )

en el espacio vectorial V3 = R3

(por tanto en cualquier T ,R?, Obs. 1.1)

En el ”"ESPACIO FAMILIAR”:

. (puntual): F(t) = (r'(t),r?(t),r3(t)) curva
(diferenciable) parametrizada por el ”tiempo”

Cada particula material posee (Obs. 1.1):

m > 0 (otros pardmetros?)
P; :=m7t (”campo de vectores” sobre T)
E; :=im <r,r> (funcién > 0 sobre T)

Las ”interacciones” de la particula dan lugar a la nocién de

F; (campo sobre T, supuestamente conocido)

que verifica la (dindmica):

F;: = mrt (1)

e Resulta 1itil pensar en términos de ”espacio-tiempo”



Observacién 1.1 | VARIEDADES|

Espacio afin A" orgen Espacio vectorial asociado V" % Re
” ° M™ : espacio topoldgico
C‘:‘Q‘“ (Hausdorff) ”carteable” por
X ' homeomorfismos ( ) entre
3:';{‘ S abieﬂ%os de M y ab"iertos de R", con
'@ _%. cambios de carta difeomorfismos
® R : : )
(Ejemplos: espacios afines, esfera S*)
A ° T,M : espacio
vect. de velocidades ¢(0) de
)
curvas c : I — M por el punto
$ ! p = ¢(0), donde las velocidades
R se definen por
¢(0)(f) = lfm,_o XD
Dado esp. afin A (~ esp. vectorial V), existe un somorfismo
.. A)
Vv canonico (Vp €
A B V - T,A
el s ToA paty .
5 (] / v — vp:= ¢(0)
% (con c(t) := p+tv),
que a su vez induce
un isomorfismo canonico (Vp,q € A, )
Toq: TpA — TqA | vp —vg (2)

Dados variedad M, carta x = (x',...x*) : U - R* ype U, el
congunto {0/0x* |,,...,0/0x™ |,} constituye una base de T ,M

X en M: asignacion ”diferenciable” de un
vector tangente en cada punto. El conjunto X(M) de todos los cam-
pos es un modulo sobre el anillo C*(M) de funciones diferenciables.
Dados variedad M y campo X € X(M):
e en cada cartax : U — R" se definen n funciones X', ... X* ¢ C>(U)
( de X enx) por X |y =: Y [, X' 9/0x' y, en otra carta

x' . U — R", se tiene una expresion andloga con

X! oo = Y 25 X5 oo (3)

e se definen las de X como curvas c(t) que
verifican ¢ = X o ¢, equivalente en cada carta x al sistema de EDO’s
de 1ler orden (en las coord. ¢! = x'oc): 9(t) = X!(c(t))

e Vp € M, existe una (Unica si se maxrimiza el intervalo de
definicion) curva integral c,(t) de X tal que c,(0)=p N



NOTAS:

(i) La segunda ley de Newton (1) no define a la fuerza. El
conocimiento previo de F; presupone el conocimiento de los sis-
temas fisicos que interaccionan con r

(ii) La segunda ley de Newton (1) conduce a:

esto es, las siguen rectas afinmente parametrizadas
( o ). La fuerza
modifica (no ”mantiene”) el estado de movimiento, la masa mide
la inercia

(iii) La ”conservacién” del momento total en las colisiones entre
particulas (experimental / deducible de la segunda y tercera leyes
de Newton):

e justifica la definicién de momento P; := m r

e proporciona un método para determinar masas

(iv) La segunda ley de Newton (1) implica: el ”trabajo” (integral
de camino) realizado por la fuerza que actia sobre una particula
a lo largo de su trayectoria es igual a la variacién de su energia
cinética:

- .o d 1 ..

<Fzg,r>=m <r,r>—(—-m <r.r >
"t ’ dt(2 ’ )

(v) A partir de aqui: leyes de fuerza concretas y cdlculos
(vi) Resulta 1itil pensar en ”espacio-tiempo” (ET), ya que:

e la ”luz” pone en cuestién el cariacter absoluto del tiempo y
sugiere una ”estructura-Lorentz” para el espacio-tiempo (ver
Charla 3)

e las particulas materiales ”en caida libre” ponen en cuestién la
estructura afin del espacio-tiempo (ver Charla 6)



EVOLUCION de las ideas de espacio-tiempo (denotamos E™ al
espacio euclideo, i.e. (R, <, >) ”olvidados” origen y base estdndar):

¢ I
(R3,<,>) x R E3 x E' (A4 t: V* =R, <, > en kert)
ET ”familiar” ET de Newton ET de Galileo
Absolutos: Absolutos: Absolutos:
Posicién
Reposo Reposo
Simultaneidad Simultaneidad Simultaneidad

En el ESPACIO-TIEMPO DE GALILEO (ETG):

e La funcién lineal (tiempo) t : V¥ — R puede considerse defini-
da sobre el propio A* (en tal caso, salvo una constante aditiva)

e Dos sucesos p,p’ € A? se dicen ”simultdneos” sip’ —p € kert
(~ ”foliacién” de A* por hiperplanos 3-dimensionales euclideos).
Sélo tiene sentido la ”distancia” entre sucesos simultdneos

2, =<p -p,p-p>

e Particula material: q(t) curva (diferenciable) con t como pardmetro
(& t(q) =1, Obs. 1.1)

Cada particula material posee:

masa m > 0
masa-momento P, :=m ¢
fuerza Fq :=m @ (no es la segunda ley de Newton)

Se dice que q(t) es libre si =0

(& qt)=p+tv,conpcA* veV* t(v)=1)



: parejas k = (y(t), {e,(t)}), con

~(t) particula que representa el ”origen”
{e,(t)} 3 campos de vectores sobre (t)
que constituyen base ortonormal

movil de kert y representan los ”ejes”

Cada SC k asocia, a cada suceso p € A%,

coordenadas (x = (x!,x? x%),x*) dadas por

p—(tp) = Zi:1 x(p) ep(tp)

x*(p) = t, , donde p — v(t,) € kert

En particular el SC k asocia, a cada particula q(t), coordenadas
(@() == %(a(t)) . q*(t) = x*(q(t))) que verifican:

a(t) —y(t) = S, a*(t)eut)| v [a*t) =t]|,

y resulta (inmediato):

dt) = Y5, @4(6) 0/0x lowy +0/0x* |ay = (@(6),1) (= Pq = (md,m))

Gq(t) = (a(t) + a,(t) +C@Gt)),0) ,

donde el término a,(t) se anula si la particula-origen ~(t) es libre
y el término C(q(t)) (Coriolis) se anula si los ejes {e,(t)} son fijos

e Sistemas de coordenadas

cony=0ye¢,=0

o también

o también

: aquellos SC

tales que cualquier particula q(t)
verifica: F, = mq (segunda ley)

tales que los campos coordenados {0/0x'}

verifican: 0/0x' |,= 7,4 (0/0x" |,,)

con 7,, dado en (2), asi los campos coordenados son ”constantes”.

e Sistemas de coordenadas : aquellos SC

cone¢, =0

o también

tales que cualquier particula q(t)
verifica: F, = m (q+a,)




El ”"DILEMA DE LOS SCI” con particulas materiales:

e La observacién de particulas materiales q(t) desde un SCI (en
el que § = (q, 0)) no permite objetivar la nocién de que éste ”esta
en reposo”:

NINGUNA OBSERVACION con particulas materiales
PERMITE IDENTIFICAR LOS ”SCI EN REPOSO”
DE ENTRE TODOS LOS SCI

o mds ain (Galileo):

"’las leyes de la mecanica son las mismas en todos los SCI”

e En realidad, este es el motivo por el que hemos comenzado
hablando del ET de Galileo (A* t: V* - R, < ,> en kert) y no del
ET de Newton E3 x E'!

e Identificar una clase de ”SCI en reposo” TAMPOCO es posible
via experimentos con LUZ (Experimento de Michelson-Morley, ver
Charla 3)

e De hecho, en presencia de gravitacién, TAMPOCO es posible
identificar los SCI de entre todos los SCNR (ver Charla 6)

e Pero SI es posible identificar los SCNR. de entre todos los SC
(en los primeros, el término de Coriolis se anula)



2. GRAVITACION CLASICA. MAR-
EAS

Para describir la gravitacién en el espacio ”familiar” (R®, <, >):

e se introduce un ®(t) : R* - R (fun-
cion diferenciable, definida salvo constante aditiva), cuyo ”gradi-
ente” (cambiado de signo) —V& es el (Obs.
2.1)

e se postula que la fuerza que actiia sobre una particula
(= sélo sometida a gravitacién) r(t) es

Ff = Cpasiva <_6(§ ‘f‘) ’ (4)

con Cpasiva > 0 (pardmetro de la particula)

e Pero los experimentos (Galileo, Eétvos 1890, Dicke 1960, Bra-
ginsky 1970) muestran que

Cpasiva = m (1 +10712) (5)

De (4), (5) y (1) (segunda ley de Newton, Charla 1) se sigue la

r=-V&|; (6)

”todos los cuerpos caen en el vacio con la misma aceleracién,
independientemente de su masa y composicién”

(~~ al hablar del movimiento de particulas en caida libre no hara
falta referirse a sus masas)

Se sigue de la regla de la cadena y de (6) que la ”energia total”
de una particula en caida libre se conserva:

d 1 . . ~ .

a(im <r,r>+m(®or)) =m <r,r> +m <VP[, T>=0
En el caso ® < limj ... ®(T) y eligiendo limj . ®(r) = 0 (lo que

fija la constante aditiva), se llega a la , que es

(el médulo de) la que necesitaria una particula en caida libre para
poder ”justo escapar” (= alcanzar | T |— oo con limjz . | T |= 0):

v2_(F) == —2®(F) (7)

esc




Observacién 2.1 | METRICAS RIEMANNIANAS

Dadas variedad M y funcién diferenciable f : M — R, se define
la en el punto p=c(0) € M

df(p) : T,M — R, &(0) = &(0)f (= lim f(e(€) - f(e(0))

e Puesto que la aplicacion df : X(M) — C>*(M) es C>*(M)-lineal,
constituye lo que se llama una en M.

e Sin estructura adicional sobre M no existe el ”gradiente” de
f: recordar que éste deberia dar lugar, en cada punto, a un vector
tangente, con direccion la de la mdaxima (?) derivada direccional
de f y con mddulo (?) el de dicha derivada

g en M: asignacion "diferenciable” de un
producto escalar euclideo (esto es, de ”indice” 0) en cada espacio
tangente. En cada (M, g) existen:

e el gradf € X(M) de una funcion (Obs. 4.1)
e la divX € C*(M) de un campo (Obs. 8.1)
e el Af e C*(M) de una funcion (Obs. 4.1)

En el espacio ”familiar” (R®, < >):

e el simbolo <,> tiene un doble papel:

(i) como producto escalar euclideo (en el espacio vectorial R®) y

(ii) como métrica riemanniana (en la variedad afin R?) obtenida
a partir del isomorfismo candénico R* — T, R® (Obs. 1.1)

e en la carta estandar de R® se encuentra (estas erpresiones
suelen a veces tomarse como definiciones):

3

3 3
of 0 - - ). RN 0%f
gradf =} ———— =Vf , dle:ZaX“ = VX |, Afzza<xu)2
=1 p=1 p=1
e se define el rot X := Eiﬂ/,p:l Cvp iy 5o = V xX € X(R?

e un campo X € X(R®) es un gradiente si (”cohomologia”) y sélo
st (trivial) tiene rotacional nulo

e dos funciones f , h € C*(R?), con lim . V£(F) =0 y sop(h)
compacto, cumplen la ecuacion Af = 4mh si ( “teor. divergencia” )

y solo si ("teor. Liouville”) verifican f(f) = [ ‘;hf(é) d3¢ m
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Newton postulé que el potencial (gravitatorio) creado por una

particula (de masa m) situada ”en el origen” 0 viene dado (eligiendo
limz . ®(r) = 0, lo que fija la constante aditiva y hace ® < 0) por

(I)(f*) = __GTactiva 7 (8)
con Cactiva > 0 (pardmetro de la particula)
y con G~ 667-10%cm3 gr!seg2

e Pero los experimentos (Cavendish) muestran que

Cactiva = m (1 +1075) 9)
o e De (6), (8) y (9) se sigue que las
e . particulas en caida libre 1(t) verifican
ol--° la
} (cont =|7| 0z):
(%)<) P- Smg

Si el cuerpo que crea el potencial gravitatorio es ”extenso” (pero
acotado), la hipétesis de Newton (8) da lugar a

B(F) = [ S22l g% |, (10)

donde p,, : R* — [0,00) es la
(soporte compacto)

e Por lo dicho en Obs. 2.1, la expresién (10)
es la tdnica solucién de la EDP (

)

A® = 4nGp,, (11)

que verifica limz .., Vo lz==0
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NOTAS:

(i) Postular que el potencial creado por una particula en movimien-
to tiene la forma (8) supone postular una ”accién a distancia”
(transmisién instantdnea de la interaccién) (?)

(ii) Si la funcién p,, en (10) es ”esféricamente simétrica” en
torno al origen, también se obtiene (Newton!) en el exterior:

P(T) = _(3 :

T

donde ahoram := | p..(€) d3¢ (la ”masa total” del cuerpo atractor)

(iii) Sobre la superficie terrestre, se sigue de (7) y de la (ii) que
la velocidad de escape a la atraccién de la Tierra es (con Rg y Mg
el radio y masa terrestres):

Vesc(Rg) = v/2G Mg /Rg ~ 11’2 km seg ™!

_(iv) Si el potencial ®(r) es ”central” (= sélo depende de | T |),
—V @ resulta ”radial”. Se sigue entonces de (6) que el ”momento
angular” de una particula en caida libre se conserva:

a(fxm?):fxmf::—fxm@@\fzo,

y la 6rbita resulta plana (el plano constante que contiene a t y f")

(v) Si el potencial ®(7) es ”de tipo —1/ | T |” (junto con el de
tipo | T |?, el tnico potencial central todas cuyas érbitas acotadas
cierran, Bertrand), se deducen (Newton!) las tres
(experimentales) para las particulas en caida libre:

e las 6rbitas son secciones de cénicas,

e las particulas ”barren” areas iguales en tiempos iguales, y

e los cuadrados de los periodos (para érbitas acotadas, ~~ elipses)
son proporcionales a los cubos de los semiejes mayores

(vi) Eligiendo para el potencial gravitarorio creado por la la
Tierra (| r |= Ry) = 0, se sigue de (ii) la expresién ”familiar” (con
hgy =| 7| —Rs > 0 ”pequena”):

®5(f) = —GMg/ |F| + GMg /Re ~ 8o hs

donde g = GMg /R2 ~ 980 cm seg ? ("aceler. de la gravedad”)
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Desde los cuerpos en caida libre, la gravitacién se manifiesta
localmente por las MAREAS:

e Dadas dos particulas en caida libre y préximas, ro y T, se sigue
de (6) que la (= aceleracidn relativa) de T respecto de 1y
viene gobernada por el hessiano del potencial en rg:

.. . _ 5 3 _52
rH —I‘g - % £ (;)X(I; ’i‘o = Zu:l {)xz(‘)i}v ’i‘o (ry —I‘E) (12)

e Dadas una particula en caida libre 1y y una capa esférica (en cierto
instante) S?(a) (centro 7y y radio a)

de particulas en caida libre y préximas,
el promedio de mareas de S?(a)
respecto de 1 viene gobernado

por el laplaciano del potencial en 1

En efecto, se sigue de (12) (con ¢ el
elemento de volumen en S?(a)):

. b =2 ~ ~ - _ 92
j<r—r07r—r0> ¢ =~ _Zizlj Oxz(‘)fv 5o (¥ —15) (r —15) ¢ =

= FAPf, [[T-To P ¢ = ZF=AL Y,

(13)
(términos ”no diagonales” en la integral cancelan!)

e En cuanto al nombre ”mareas’:

Aproximemos (en cierto instante) la
”superficie terrestre” como una capa
esférica S?(R.) (centrada en ty) en el
campo gravitatorio del Sol, y éste como
un cuerpo esféricamente simétrico
(centrado en 0) y tnico atractor

El conjunto de mareas de la capa S?(Ry)
respecto de 1:

(i) es ”no trivial”, ya que ®(7) es de tipo —1/ | T | por la simetria
esférica del Sol (Nota (ii)),

(ii) posee ”simetria axial” respecto del eje 7y (misma razén), y

(iii) posee ”promedio nulo”, por (11)

La rotacién de la Tierra en torno a su eje (que no coincide con
el eje Ty) pone de manifiesto las mareas

13



3. ALTAS VELOCIDADES. PRODUC-
TO ESCALAR LORENTZ

La en el ET de Galileo (Maxwell, mediados s. XIX):

e estd constituida por ONDAS?: propagacién de una pertur-
bacién (variaciones del ) en un medio (” ”7)
e se propaga siguiendo q(t) (diferenciables) que, en

aquellos SCI (Charla 1) ”en reposo respecto del éter”, verifican

Clo (14)

at) =0| 'y |lat)]

con c~ 3-10% cm seg?!

Michelson-Morley (MM) intentaron (1887) medir (en médulo)

la velocidad v, del éter respecto
de la Tierra, puesto que ésta

se mueve con una velocidad

Ve ~ 3-10° cm seg ! resp. del sol
(~ respecto del éter?)

e Calculo retrasos relativos entre
ondas luminosas para trayectos
iguales (2d) de ida-vuelta en
direcciones paralela (ABA) y
perpendicular (ACA) a la de
movimiento de la Tierra:

VA]_D,iC—FVe
VBA = C — V¢

ABA: { } = tapa(Ve) = (1—%)" tapa(0)

ACA: VAC = (C2 — V§)1/2 = VCA = tACA(Ve) = (1 — ﬁ)71/2 tACA(O)

c2

con tapa(0) = 2¢ = t5ca(0) (tiempo de ida-vuelta ”sin éter”). Asi
v2 v2d
taBa(ve) —taca(ve) =~ 2c2 tapa(0) = 3 (15)

e Del valor experimental tapa(ve) —taca(ve) >~ 0y de (15) se
deducia v, ~ 0 (”isotropia”, contra lo que se esperaba: v, ~ vg) ~
la propiedad (14) seguia siendo cierta en algin SCI no en reposo
respecto del éter (de hecho, en muchos otros SCI, ya que el exper-
imento daba el mismo resultado en cualquier estacién del ano)

e Asi pues, el resultado de MM cuestionaba el ETG
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Dos ”explicaciones” (famosas) del resultado de MM en el ETG:

e ”La Tierra arrastra al éter” (~ éter se mueve resp. del sol).
Dificil de reconciliar con la

- N
v"‘ ,
g (experimental)
= Si no hay arrastre Si la Tierra
(o si el éter no existe) arrastrara al éter

e ”La luz consta de particulas” (~ hereda la inercia del emisor).
Dificil de reconciliar con la

(experimental)
Si la luz consta de Si la luz constara de
ondas particulas (materiales)

El "DILEMA DE LOS SCI” con particulas materiales (Charla
1) y con luz (MM) conducen a que:

PERMITE IDENTIFICAR LOS ”SCI EN REPOSO”

NINGUNA OBSERVACION

DE ENTRE TODOS LOS SCI

o mas aun (

):

”las leyes de la mecdnica y la velocidad de la luz
son las mismas en todos los SCI”

El principio de relatividad cuestiona el ETG. Veamoslo ~
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IMAGINEMOS dos sucesos ”conectados por luz”:

Asignemos coordenadas desde dos SCI, con (mdédulo de la) ve-
locidad relativa v, uno de ellos ”comévil” con ambos sucesos:

/\
Fx o4
a ¥ d—>v
" —
| LR 4 4ICY ad
SCI & (~ (x,y,2z,7T)) SCI k' (v~ (X,y =y,2 =2,7))

: emisién de luz en el origen de ' (coincidente
entonces con el origen de k)

: recepcidn, en el origen de k' (”comévil”) de la luz
reflejada en un espejo (fijo x' =0,y =d, z/ = 0)

Sucesos:

Si el ET es el de Galileo (donde el tiempo es absoluto) resulta:

{Xq—xp=2Ax {x;—x;—O
/ /

Tq—Tp = 2d/c 7. -7, = 2d/c

Pero habida cuenta de MM (principio de relatividad) se tiene:

p°

Xq —Xp = 2AX X, — %, = 0
P
Tq—Tp = 2VA2 +AX2/c {Tg— p = 2d/c
y esto idltimo sugiere:
e una en el SCI ”no-comévil”: 74 — 7, > 7 — 7}
Mas concretamente:
2
Xq — Xp Ax v Ve 12
vV = = c, = Ax=d—(1-— =
Ta—Te VB TAZC cma)
/ / v? —-1/2
= Tq—Tp = (Tq—Tp>(1—g)

(~ fenémeno apreciable a ”altas velocidades” frente a c)
e un (Obs. 3.1) en el ET:
(Xa = Xp)? = €(rq — Tp)? = —4d® = (x, —x,)* = A7, — 7)?

(~ ¢ ”homogeneiza” espacio y tiempo)
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Observacién 3.1 | PRODUCTOS ESCALARES CANONICOS ‘

Producto escalar lorentziano (en un espacio vectorial) <, >: for-
ma bilineal, simétrica, no degenerada y de ”indice” 1

En un esp. vect. lorentz, un vector v se dice: temporal st < v,v >< 0,
luz st <v,v>=0y v #0, espacial st <v,v>>00v=0

COMPARACION entre productos escalares ”candnicos” en R?

EUCLIDEO LORENTZIANO
<v,w>:= viw! 4 viw? <v,w>:= viw! — viw?
R2 =T7T+rUT7T ULTUL UE
"u"h% >0 ng:»p-a‘:;l
,
/ N\ |.
- _{_ M __\;_;ég.v_hfw
| / b s
N ,‘__r/ /, > \\
<V,v> o | R

(1) Desigualdad de Schwarz (con norma |v|:= /|<v,v >|):
VWow , [<v,w>|<|v]||w|] VYwweTUL, |[<v,w>[>|v]||w|
("=7 sii v|w) ("=7 sii v|w)

de donde se sigue:

Vv,w , 310 € [0, | Vv,weTtuLt | 310 € [0, )]
con <v,w>=|v||w]|cosf con <v,w>= — |v||w|cosh@
(convenio: |w |=0 < 0 =)

d I
] R [N s R 7 Jsenh
4 ) sen .|..-§. vemesaaa
i‘»s tant,
tan &

(2) Proyecciones:

Vv(#£0) y Vw, existen Vv(#£0)e TUE y Yw ,existen

Il v . ‘s s
w —<W,‘| ™ W.—:F<W,‘v|> V]
whi=w — w/ wii=w — wl
que verifican:
(en todo caso) (siveT™ y weT"ULT)
|wl |=|w]|]|cos@ | |wl | =|w| cosh@
| wt | =|w| sinf | wt | =| w| sinh@ [

17



4. MECANICA MINKOWSKIANA. OB-
SERVACIONES RELATIVISTAS

El resultado de Michelson-Morley sugiere nuevo modelo de ET:
E{" = (A* n,1) , siendo:
(i) n € TY(A*), "métrica” (Obs. 4.1)
en un espacio afin A? inducida
por un producto escalar lorentziano

1 en el espacio vectorial asociado V*
g (canénicamente isomorfo a cualquier
-, L
T,A*, Observacién 1.1)
P

(ii) 1, eleccién como ”futuro” de
una (7 ") de las dos componentes
conexas del conjunto (de vectores
tangentes ”temporales”)

T := {veTA*|, n(v,v) <0}

En el ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI (ETM):
e NO existe nocién absoluta de simultaneidad
e Tiene sentido el ”intervalo” entre sucesos arbitrarios

2 N / /
Ay =nP —-p,p —p)
° : q(7) curva tal que 7(q,q) = —c®y q futuro
Cada particula material posee:

m > 0
7 (fijado por la imagen de q)
P, :=mq (ver luego)
F, :=m{ (no es la segunda ley de Newton)
Se dice que q(7) es sigq=0

(& q(t)=p+71v,conpcA* n(v,v)=—c®y v futuro)

o (o ): q(7) curva tal que 1(q,q) =0, q fu-
turoy g = 0 (~ toda particula luz es ”libre”)
Cada particula luz posee:
m = 0 (ver luego)
P, = g (ver luego)

18



Observacién 4.1 | CAMPOS DE TENSORES. METRICAS

Dado espacio vectorial V (sobre R), se tiene:
Espacio vectorial dual V* := L(V,R) ~
E. v. de tensores (de tipo (5) s. V) T5(V) = L(V' x .. xV'xVx ... xV R)

'

e T{V):= L(V",R) 2™ V | con Tt tal que T(w) =: w(t)
e THV) = L(V.R) = V*

o T1(V) := L(V* xV,R) " 8™ L(V,V) , con 7(w,v) = w(t(v))
e THV):= L(V'xVxVxV,R) "E" L(VxVxV,V) . ..

Base {e;} (de V) ~ Base dual {€'} (de V*) tal que €'(e;j) := &} ~

Componentes (det € TE(V) en {e;} y {€'}) lei 3 = T(, ..., €% e, ..., €,)

Trazas try (a€{l,...r},be{l, .. s}) de tensores (;)

o tri: T} (V) — TJ(V) =R, T»—>Zl LT

o trh: TH(V) — THV) 7 30, T

Las tr} bien definidas: b = VA = 17, = A 'ry A = tr(ry,) = tr(7y)

Un producto escalar <,>¢c TY(V) (Obs. 3.1) da lugar a:
e isomorfismo V. — V* v i <v,. > (~ bajada/subida indices)
o tr,, bien definidas (b = VA = <, >,= AT < >, A = tr(<, >,) £ tr(<,>y))

Dada variedad M ~~ modulo X(M) (Obs. 1.1), se tiene:
Moddulo de 1-formas X*(M):= L(X(M),C®(M) ~-
Médulo de campos de tensores (de tipo (%) sobre M)

S

LM) = L(X'(M) x ... x X' (M) x X(M) x ... x X(M) , C*(M))

Meétrica (semi)riemanniana g€ S9(M): asignacion ”diferencia-
ble” de un producto escalar (riemanniano si el ”indice” es 0, eu-
clideo; lorentziano si el ”indice” es 1) en cada espacio tangente.

En cada (M, g):

e la g no "metriza” a M (salvo g riemanniana y M conexa)

e existe isomorfismo X(M) — X*(M), X — g(X,.)

e resulta trg = trip g = dim(M)

e existen el gradiente gradf de wuna funcion (definido por la
condicion g(gradf Z):=df(Z) = Z(f)), la diwergencia divX de un
campo (Obs. 8.1) y el laplaciano Af := div(gradf) de una funcion

e dada cartax : U — R”, se definen n? funciones (sélon(n+1)/2
independientes) g;; € C*(U) (componentes de g en x) por

g = g(0/0x', 0/0x)| , (16)

y también funciones g¥ ¢ C>(U) tales que (g") es la matriz inversa
de (g;;) (esto es, Y | | g¥gy = 9;) [ |
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Y@

q(

: parejas k = (y(7),{e,(7)}), con

( ~(7) particula material que

representa el ”origen”

{e,(T)} 3 campos de vectores
sobre v(7) que, junto con *(7)/c,
constituyen base orton. maévil
de V* y representan los ”ejes”

\

\

Cada SC k asocia, a cada suceso p (de
cierto abierto, en general no todo A%),
coordenadas (x = (x', x? x%),x*) dadas por

{ p—v(Tp) = Zi:l x*(p) eu(Tp)

x*(p) == c71p , conp—y(1p) L Y(7p)

(|x*] = [x*] = [L], homogeneizamos el tiempo con la longitud via c)

En particular el SC k asocia, a cada particula q(7’), coordenadas
(a(r’) := x(a()), q*(7') := x*(q(7’))) que verifican:

a(7') — ¥ (Tq))

3
= Y1 (T eulTqq)| ¥y |di(T) =cTq |,

y resulta:
a(r) = X &) 9/0x! gy = *(7') (0/0x* |q(r) “"fq,»e(T')/C)l,7
donde la Vg €std definida por o
Var = d4/drq = cdd/dq’ = cq/q’ (18)

e Sistemas de coordenadas

cony=0ye,=0

o también

: aquellos SC

t.q. que los campos coordenados {J/0x'}
verifican: 0/0x' |,= 7,4 (0/0x" |,,) ,

con 7,, dado en (2), asi los campos coordenados son ”constantes”
(y por tanto ortonormales en todo punto). Entonces se tiene:

a(r’) = a*(7') g/e + &*(1') Vou(r)/c
—— v

jal]

5 (19)

(’lL

OBSERVACIONES de q(7') desde un SCI « = {~(7),{e,(7)}}:

|t [=|q| sinh@ (con O (') € [0,

Obs. 3.1), se sigue:

© 9]

Puesto que | ¢! |=|¢ | cosh@ y
| tal que 1(6(), %) = —c | | coshO(),

| Vau | = € tanh@{

<

¢, si q material

c, si q luz ’ (20)
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lo que altera radicalmente la composiciéon galileana de velocidades:
Un cohete p abandona una estacién espacial o (ambos libres)
con velocidad v; > 0 (”hacia adelante”) relativa a la estacién, y
un astronauta st abandona el cohete con velocidad v, > 0 (también
”hacia adelante”, para simplificar) relativa al cohete. Se sigue de
(20) que la velocidad v del astronauta relativa a la estacién es (los
parametros 60 resultan aditivos en 1 dimensién espacial!!):

o _ tanh 81 +tanh 02 Vi+va
vV = Ctanh(01+02) o C1+tanhaltan}192 T 14vive/c? (21)

que proporciona el conocido limite
galileano v = v; + vy (si vy, vy << ©)

¢ Experimentos confirman (20):
Y y S Segiin MM (Charla 3) el médulo de

la velocidad relativa de la luz en el
vacio respecto de cualquier SCI toma
siempre el mismo valor

El que "nada alcanza a la luz” es
consistente con (28)

° en ~k respecto de q material.
Se sigue de q* = ¢7 |4, de (19) y de la Obs. 3.1:

d 4 -H
€7q¢ _ 4 _ m = cosh@ = (l—tanhze)fl/2 > 1
dr’ C ¢

(si q fuera luz, la tercera igualdad dejaria de ser cierta), con ”>”
si y sélo si k es no-comévil con q. Y de (20) se concluye:

drq _ g* _ Va.xl? -1/2
a = ¢ = (1-75) :

(22)

que modifica todas las expresiones galileanas, en particular las de
la aberracion de la luz y del efecto Doppler (Charla 5)

Experim. (1941-). Muones producidos a altura h; = 60 km, con

| Var | = 099975 ¢ (= AT ~ 210 *seg)
y ”semivida” (comévil) T ~ 1’510 ° seg
(con T := 22 para N(7/) = N(0)e ")

T ‘],(‘t 9

%G Vﬁa“( Aunque AT ~ 133 T, los muones
| detectados en tierra suponen no

| % Y 5155 =~ 107 sino £ del total emitido

Explicacién: se sigue de (22) que

Tq.kl?
AT — (1_%)1/2AT ~ I—%AT ~ 3T
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. y de q en k. Se definen (Obs. 3.1):
Po() = —n(Py(r).4/c) Hfc+ Py(r') + n(Py(r).¥/c) F/c .

g g

[Pl = Eqx /c Pl =Py
(23)
con lo que (al ser P, un miiltiplo positivo de ¢) se sigue de (19):
Var = cq/|dl|= P/ |Py|= ¢ Poy/Bar|  (29)
(i) Si q es material, se sigue de P, := mq y (23):
EZ, = m’c? +c? | Py, |? (25)
y también, habida cuenta de (19) y (22):
Eq. = mcq® = mc? (1 — Fagly-1/2
~q, ) 2 L (26)
Por = Mg L = mg, (1 Fagly-12

de donde a su vez se concluye:

Eqr ~ mc® + 2m | Vg, [?
Para | vy, | << c, es (27)

Py ~ mvg,

Para | vy, | — c,es |E . — o (28)

(ii) Y si q es luz, se sigue de P, :=q y (23):
Eq,n = C ‘f)q,n| ’ (29)

de donde a su vez se concluye: si (29) debe ser el limite de (25)
cuando |V, | — c, debe atribuirse masa nula a las particulas luz

Experimentos. Plena confirmacién (1950-, en aceleradores):

Efectos fotoeléctrico (Einstein 1905) y Compton (1927) sug-
ieren que, en su propagacidn, la luz esta constituida (también) por
PARTICULAS (”fotones”), cuya energia y momento verifican

Eqr =hprg. =c| Py | (30)

(con hp ~ 6'6-10">" erg seg y Vqr de la
onda electromagnética asociada), lo que es consistente con (29)
Usando (26) y (30) se tiene conservacién exacta de momento
y energia en las colisiones (en particular, en fisién y fusién nuclear)
Finalmente, tanto los ”limites galileanos” (27) como el que la
energia necesaria para ”acelerar” particulas a la velocidad de la luz
es infinita (28) resultan acordes con los experimentos.
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5. MAS OBSERVACIONES RELATIVIS-

TAS

En el ETM E;' (Charla 4), prosigamos con mas OBSERVA-
CIONES de q(7’) desde un SCI k = {~(7).{e,(7)}}:

o . Sea q(7') material y libre (simplificacién).

Supongamos que q(7’) ”emite” un
fotén f con energia (respecto de
un SCI ligado a q) dada por (23):
Eem = _77(Pf7 q)

Y supongamos que ~(7) ”recibe” el
fotén f con energia (respecto de ) dada
también por (23): E,ec := —n(Pg, %)

El efecto Doppler es la relacién que
hay entre E.,,/E;cc ¥ V4. (= velocidad
de q respecto de k, que es constante
al haber supuesto q libre)

Se deduce por una parte de (19) y ¢* =|d' |= c cosh@ (con

0 € [0,00] tal que n(q,7) = —c?cosh @), y por otra de (23) y (29):
q = G (Y/c + Vqu/c) = coshb (¥ + Vqu)

Pf = Erec ;Y/Cz + f)f,n - Erec/c (7/(: - flfﬁ)

(para cierto fif,, (L %) unitario, ”direccién de recepcién” de f). Y
se sigue (ya que de (20) se sigue coshf =1 //1— | Vg, |2 /c?):

N(Vqr k) = 1(q/cosh@ — 4, —cPg¢/Epec + ¥/c) =

C

= Erec_c(:)shg 77((1 Pf) +cc01shB n(q 7) +Erec (r’(ﬂfo> _% 77(7“7) =
N—_—— N—— N—_—— N——

—Eem —c2 cosh @ —Erec —c2
— C( Eem o 1) :> Eem — 1+n({’qJ€ 7ﬁf‘n)/c
Erec cosh @ ? Erec \/1_“7‘1"{‘2/02
Si el movimiento de q respecto de ~ es "radial” (V. ~ D¢,),
resulta 7(Vy,. De) = £ | Vgr | = vD ( , vp > 0 si

hay ”alejamiento” y vp < 0 si hay ”acercamiento”). Y se concluye
Eem 1+vp/c o 1+vp/c
Erec \/l—v]?%/cz o \/ lfvE/c (31)
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Observacién 5.1 | TRIGONOMETRIA LORENTZ|
Dados p,q € EiT (espacio-tiempo de Minkowski), existe una
unica curva o,q : [0.1] — E{' entre p y q tal que Gpq = 0, a saber:

Opq(s) := p+s(q—p).
Notaciones:

Pq= 6pq(0) € ToE!' y pa=|pq|:= /|n(pa,pq)| >0

En cualquier SCI x (~ (x',x2,x% x*)) se tiene:

pq = Y 1 (x'(q) —x!(p)) 9/0x' |, , =

= pa = /| THx(a) — x#(p)? — (x4(a) — x*4(p))? |

e Sean p,q < ]EfllT , con pq temporal futuro. Entonces pq es
c veces el tiempo propio transcurrido para la unica particula (ma-

terial) libre w(T) entre p y q.

En efecto: o,(s) es reparametrizacion
de w(T) (t.e. opq(s) =w(h(s)), =

5 = Opq(s) = 2(s) (w(h(s))), y se tiene:
; < Seq cAT = [AT|o(r) | dr =
° = Jo lw(h(s)) || G2(s) | ds =

= [ | Gpa(s) | ds =] 6pq(0) |= pq

e Sean o,p,q € IEflIT , con op espactal y oq temporal. Entonces
cualesquiera dos de las tres afirmaciones: (i) pq es luz, (ii) op | oq
y (i) op = oq, itmplican la tercera (demostracion muy sencilla!)

XA ot 4

e Sean o,p,q € E;” , con op y oq temporales futuros (o ambos
temporales pasados) y op | pq. Entonces se verifica: (i) og”> = op? — pq?,
(ii) op = oq cosh @ y (i) pq = oq sinh @, con O € [0, 0| tal que (Obs.

3.1) n(op,oq) =: —op oq cosh @ (demostracion muy sencilla!) B
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La frecuencia v y la longitud de onda X de la luz verifican (en el
vacio) ¢ = Av, lo que da lugar al siguiente espectro:

2
veegh A 0¢ it bt ud? et
vadio Tmo! _Ir--1\_uv ' ®' gamma
W . el 7
Voo'sey 4.5 6 3
L] 4
U ve aam Ve ' %

Se sigue de (30) y (31) un desplazamiento de frecuencia entre el
emisor q y el receptor v (libres y en movimiento relativo ”radial”)

.— Vem __ _ Eem/h_ . 1+VD/C o
z Vrec 1 o Erec/h 1 o 1—VD/C 1 ’

(32)

con lo que el desplazamiento es ”al rojo” (= z > 0) si hay alejamien-
to y ”al violeta” (= z < 0) si hay acercamiento.

Ejemplo: para vp/c =3/5 y Vem = 76 - 10 sec™! (extremo vio-
leta), resultaria z = 1, esto es v,o. = 3/8 - 10'* sec™! (extremo rojo).

Pues bien, usando la Observacién 5.1 resulta posible obtener
directamente (32), lo que refuerza la hipétesis (30). Veamoslo.

Supongamos que q(7’) ”emite” una onda electromagnética con
frecuencia (respecto de un SCI ligado a q) Ve, esto es, con un
?pico” en la emisién cada oqs = 1/v,,,, = 0q; segundos (figura).
Y supongamos que ~(7) ”recibe” la
onda con frecuencia (respecto de K) Vyec,
esto es, con un ”’pico” en la recepcién,
cada 0yz = 1/Vec segundos (eleccién
”superior” para la fase de alejamiento
e ”inferior” para la de acercamiento).
Pero se sigue de (20)

cosh@ = L = =
\/17tanh29 \/lt‘vq7n|2/cz
SinhH — tanh @ [Vq,x|/C

B \/l—tanh29 B \/1*“~’q,n‘2/02 ’
con lo que se tiene (Obs. 5.1):

( 07, = Ora +Tray, = Orz +raqs = 0(sz(cosh@ +sinh@) = oqq \/%
—|Vq,x|?/c

_ [14+|Va.rx|/c
= 042 1-[Vq,kl/c
1+|¥q.kl/c

oq; = ory +riq; = ory; +ryy; = 07, (cosh@ +sinh@) = o~, \/ﬁ =
—|Vq,x]%/c

_ 1+ [Vqrl/c _ 1 [Tanl/c
\ = Y1\ ToRqnle * 7 971 T O\ 1T /e 0

de donde en efecto se concluye:

y v o [l e
Vrec oqyz 1F | Vqu | /c 1—vp/c
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o . Si dos particulas q(7') (material) y
~(7) (material y libre) tienen dos sucesos de coincidencia, digamos
~(0) = q(0) y v(AT) = q(AT’), entonces AT > AT,

En efecto, basta tomar un SCI con origen ~(7) y aplicar (22).

Experimento (Pound-Rebka, 1960-):
dos cristales de hierro, v(7) con
temperatura © ~ 0 (~ libre) y y q(7/)
con ®' > ©. La radiacién gamma
emitida por cada cristal (misma
frecuencia propia ‘(ii—lj,' = %) se recibe con
distintas frecuencias (efecto Doppler)

en un SCI ligado al mas frio (”laboratorio”).

La diferencia relativa es

dN’  dN, dN
(d’T - dar )/ dr
Explicacién: la ”velocidad cuadratica media” de los iones del
cristal caliente es (”teoria cinética”) mp.(v?)ea/2 ~ 3kg ©'/2, con
kg ~ 1'4-10 !¢ erg kelvin . Habida cuen-
ta de mp. =57m,, y m,.c*=15-103erg, se sigue:

3kg ©’ N 4'2-107130'c?

57m,. 5715

= (=209 £ 0'24)- 10 ° @’

(V) med = ~ 5.1071%@'c? |

y de (22) se concluye:
dN/ dN — (1— (Vz)med 1/2 dN/ o dN ~ _<V2>med dN ~ _2/5 . 10715®/g

dr dr ( c2? ) dr’ dr 2c2 dr dr

Experimento (Hafele-Keating, 1972):
dos relojes de cesio (precisién 10 *® seg)
sobre ecuador, v(7) en avién hacia
Oeste a altura h,, ~ 10 km con velocidad
(resp. del suelo) (Rg + hg)we (~ libre)
y q(7') en tierra.

El retraso relativo observado es
(AT — AT)/AT = 2,3(+0'2) 10712

Explicacién: habida cuenta del valor R, ~ 637 -10°m y de que
Var |= Rows ~ 463 m seg !, se sigue de (22):
q, oWe
| Var |*

AT ~ 1'19-1072 AT
2¢2 ’

= 2
AT — AT = (1—-(1- %)1/2)AT ~

a lo que hay que sumar un ”retraso gravitacional” de magnitud
(gahs/c?) AT ~ 109 -107'? A7 (Charla 6). La concordancia de 10"
entre teoria y experimento se mejoré a 10~ * (Vessot-Levine, 1977).
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6. CAIDA LIBRE. CONEXIONES

En el espacio ”familiar” (R3 <, >) la gravitacién se describe
(Ch. 2) por un potencial gravitatorio ®(t) € C*(R?) tal que las
particulas materiales 7(t) en caida libre verifican (6)

r=-V® |;

La transcripcién de (6) al espacio-tiempo de Galileo (ETG)
(A*t:V* - R, <, > en kert) (Charla 1) debe necesariamente hac-
erse en términos de coordenadas (sélo después intrinsecamente)

Recordemos (Charla 1) que un sistemas de coordenadas (SC)
k = (y(t),{eu(t)},—123) en el ETG se dice:

e ”inercial” (SCI) si {(t) = (q(t),0) para cualquier particula ma-

terial q(t).
Los cambios k — k' entre SCI son de la forma:

X=AX +v,t+d 0% | OX =A y 0%/ 0xt =%,
xt=t=x" 0?x | Ox'*ox* =0

con A € O(3), v, € R3, d € R®.
Y se tiene:

qt) = Ag(t) + vyt +d, = - (34)

e ”no rotante” (SCNR) si (t) = (q(t) + a,(t),0) para cualquier
particula material q(t).
Los cambios k — k' entre SCNR son de la forma:

% = A% +d(t) 0% |0 = A y 0%/ Oox*=d(t) (=7,(t))
’ j .o
xt=t=x" 0%% | Ox"40x" = d(t) (= a,(t) —a,(t))
(35)

con A € O(3), d(t) € R3.
Y se tiene:
) q(t) = Ag/(t) + ¥ (t)
) =AM +de), = § (36)
q(t) = Aq'(t) +a,(t) — a,(t)
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La transcripcién obvia de (6) al ETG establece que la gravitacién

viene descrita por un ® c C(A?) tal que las
particulas materiales q(t) verifican:
e en los SCI:
q=-V& ||, (37)

(resulta inmediato que (37) mantiene su forma bajo cambios (33))
e en los SCNR:

a=-Ve|, &, (38)

(resulta inmediato que (38) mantiene su forma bajo cambios (35))
Ambas descripciones son ”equivalentes” en el sentido de que se
cumple (37) en los SCI si y sélo si se cumple (38) en los SCNR

Pues bien, la ecuacién coordenada (37) identifica un campo de
vectores (el )

X€ ¢ X(M)

por la condicién (para las particulas materiales q(t) en caida libre):

q=X5|q (39)

i (esto es, el campo X2 describe cuianto se desvian
f&; g las particulas en caida libre de ser rectas afinmente
i M parametrizadas). Las 4 componentes de X¢ en cada

SCI son (—V®,0)

Basta en efecto comprobar dos cosas:

e que el conjunto (para cada SCI k) de 4 funciones (—V®.0) se
transforma bajo (33) como lo hacen las componentes de un campo
de vectores, esto es, segun (3). Y asi es:

(X#) Yo (2) (X))
T T

() L) (9

e que, para cada SCI k, las coordenadas (G, q*) de las particulas
materiales en caida libre verifican la versién coordenada de (39).
Y asi es debido a (37), los 3 casos no idénticamente nulos son:

g L (Xe)r g
1 T ni
q — -V |,
Digamos finalmente que se verifica: X8 = —grad;® (el gradiente

en cada hiperplano euclideo de la restriccién de ® a él, Obs. 2.1)
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Observacién 6.1 | CONEXIONES|

(

Ley de derivacion (direccional) de funciones:

e Dados M, f ¢ C*(M), pe M, ve T,M,
Fogl © la definicion v(f) := lim. o w
-7 pacte) (V curva c con c(0) =p y ¢(0) =v)
tiene sentido.
m__‘i_____ e De hecho, esta era la definicion

de vector tangente (Obs. 1.1)

Deseable dar sentido a una ley de derivacion de campos de vectores:
e Dados M, X € X(M), pe M, ve T,M,
la definicion v(X) = lim, o w
no tiene sentido.

e Darselo equivale a dar una ley de
transporte . de vectores tangentes

lo largo de curvas c en M.

e Entonces la definicion

D, (X) := lim o RO, é)X(C( <) X(cl0)

tiene sentido: cada ’ receta” D

N Toqg™) (version infinitesimal de ) es
A 333!‘ una en M.
\‘)S c ¥ 2 e En A™ hay una conexion candnica
" ¥* DAt ley de t t jad
\I.'\—vl&’ , cuya ley de transporte asociada

es el ”paralelismo a distancia” (2),
independiente de la curva seguida. La
erpresion usual ¢ quiere decir D2in¢

Dadas variedad M y conexion D:
e en cada cartax : U — R" se definen n® funcionesT}, € C*(U)
de D en x) por Dy;0/0x* = Y T} 0/0x" y, en

otra carta x' : U — R"”, se tiene una expresion andloga con

i . n Ox1 n ox'* Ox's oxi 92x/!
ij |UﬁU/ - lrs=1 9x/1 F |UﬁU/ % Oxk + Zl 1 %1 9xdoxk (40)

e se definen las como curvas c(t) que verifican D:¢ = 0,

equivalente en cada carta x al sistema de EDO’s de 2° orden (en

las coordenadas ¢! = x'oc):

2ci n i cJ dc
G5 T e Ticle S % =0 (41)

e Vp e M yVv € T,M, existe una (dnica si se maximiza el in-

tervalo de definicion) geodésica c,(t) tal que c,(0) =p y ¢, (0)=v N
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Por otra parte, la ecuacién coordenada (38) identifica, no un
campo de vectores, sino una conexién (la )

D# € Conexiones(M)

por la condicién (para las particulas materiales q(t) en caida libre):

D=0 (42)

(esto es, la conexién D¢ declara a las particulas
¢ <1 iz’ _}s| en caida libre geodésicas). Los 64 coeficientes
}

LT""::‘Lm ? de D2 en cada SCNR son (0,....0, V& + a,,0)
EvEg 60
ceros

Basta en efecto comprobar dos cosas:

e que el conjunto (para cada SCNR k) de 64 funciones (0, ..., 0, Vo + a,,0)
se transforma bajo (35) como lo hacen los coeficientes de una conex-
i6n, esto es, segin (40). Y asf es, los 3 casos no idénticamente nulos

son:

D)y, 2 R (&) (DR)E (22 o+ YR, (&) (2xY)
1 1 7 _, T T 7
V®+a, = A (Ve+a,) 1 + A (a,—al,)

e que, para cada SCNR &, las coordenadas (q,q*) de las particu-
las materiales en caida libre verifican la versién coordenada de (42).
Y asi es debido a (38), los 3 casos no idénticamente nulos son:

a* + (D®)ilq (g%)? < 0
) 1 T 1
a + (V@g+a,) 1 - 0

Digamos finalmente que se verifica: D& = D** | grad,® @ dt @ dt
(no queremos comentar aqui la notacién ®)

Parece pues que la ”culpa” de que aparezca un objeto geométri-
co tan ”extrano” (la conexi6én) para describir la gravitacién en el
ETG la tendria el pretender describirla desde los SCNR.

{Por qué no limitarse entonces a describirla desde los SCI, que
son ”"mejores? La respuesta es que, en sentido estricto, NINGUNA
OBSERVACION PERMITE IDENTIFICAR LOS SCI DE ENTRE
TODOS LOS SCNR. Veamoslo ~~
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(A) En el ETG, reescribiendoenun SC x = (v(t), {e,(t)}) pequeno
las ecs. (37) y (38) de una particula material q(t) en caida libre:
sikesunSCI: q = -V& |, = —V® |,
sikesun SCNR:q = -V® |, -4, = —-V®|, -4, ,
resulta claro que hay una INCERTIDUMBRE local entre:

’

1-98| a, =0 ~Ve |, # 0
/ \ 3 (a) (k es un SCI) y (hay gravitacién)

> disyuntiva si § 2 0 (”ascensor de Einstein”)

= ay # 0
B (b) (k esun SCNR con y
origen acelerado)

V& |,=0
(no hay gravitacién)

\

y una INCERTIDUMBRE local (equivale a la anterior!) entre:

(

57 - _6(];’ |7

I‘G?H (a) (x es un SCNR con y (ha_vfa\;yitﬁcioén)
Ya, origen en caida libre) V8
7T
> disyuntiva si g =~ 0
(b) ay =0 y ~-V& “Y: 0
. (k es un SCI) (no hay gravitacién)

El ”’DILEMA DE LOS SCNR” con particulas materiales:

e En el ETG, la observacién local de particulas materiales ¢
desde un SCNR (en el que § = (q+a,, 0)) no permite objetivar
la nocién de que éste ”es inercial”:

NINGUNA OBSERVACION local con particulas materiales
PERMITE IDENTIFICAR LOS ”SCI” DE ENTRE TODOS LOS SCNR

o mas aun:

”las leyes de la mecdnica son localmente las mismas
en todos los SCNR con origen en caida libre”
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(B) Einstein postulé la validez ampliada de estas incertidumbres
( ): en particular en el ETG,

NINGUNA OBSERVACION local PERMITE
IDENTIFICAR LOS SCI DE ENTRE TODOS LOS SCNR

Pero, en la situacién (b), la LUZ emitida en el suelo se recibe
en el techo con un desplazamiento al rojo (Doppler) dado por (32)

gom Yem 4 _ [Livo/e . Ltveje . |a b
Vrec ].—VD/C ‘/1—V]2)/Cz c2

donde vp (> 0) es la velocidad-Doppler (de alejamiento) del techo-
en-la-recepcion respecto del suelo-en-la-emisién y h es la distancia
techo-suelo.
El principio de equivalencia exigia por tanto un
en la situacién (a) de la misma magnitud, lo
que ha sido confirmado experimentalmente (Pound-Rebka-Snider,
1960-; Vessot-Levine, 1977; GPS, 1990-).

(C) Si en el ETG se elimina la restriccién de que el SCNR k sea
pequeno,

e aunque parece que se rompen en principio las incertidumbres
(a) < (b) y (a’) «» (b'), en el sentido de que los términos de orden
superior al primero en el desarrollo de Taylor de —V® en torno
al origen v (”mareas”, ver Charla 2): (i) no se pueden despreciar
sin mds, y (ii) no se pueden ”enmascarar” por la aceleracién del
origen, ya que se tiene: V(V® +a,) = V(V®),

e sin embargo podria ocurrir que la contribucién de estos tér-
minos fuera inferior a la precisién experimental, con lo que

SUBSISTEN las incertidumbres. En resumen:

NINGUNA OBSERVACION PERMITE
IDENTIFICAR LOS SCI DE ENTRE TODOS LOS SCNR

Asi, en presencia de gravitacién, resulta imposible identificar en
el ETG:

e las particulas libres (el origen para los SCI), tan sélo las
particulas en caida libre (el origen para los SCNR)

e las componentes del campo gravitatorio —6@, tan sélo su
”mezcla” con la aceleracién del origen de coordenadas —V® — a,

e la conexién afin D2 (con ”curvatura” cero), tan sélo su ”mez-
cla” con la gravitacién en una conexién D2 + grad,® @ dt ©@ dt
con curvatura la marea (Charla 7)

Lo anterior cuestiona el ETG y, mas atin, la estructura afin en
el espacio-tiempo
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7. GRAVITACION COMO CURVATU-
RA. LIMITE NEWTONIANO

El ET de Minkowski (Charla 4) y las ideas sobre la caida libre
(Charla 6) ’sugieren’ un nuevo modelo de ETs:

\* rd
I < B - \‘:l
W R # A
I / - I
\( L™ - ! N
AN R
\ / ] / \
! \\ ] ..----“"'i \
A \ \
\
Ei' = (A*. 9, 7) (M*, t € C*(M), (M*, g, 7, D)

<,> ent !(.), D8)

siendo:

(i) M, variedad conexa

(i) g € TI(M), métrica lorentziana en M

(iii) 1, eleccién como ”futuro” de una (7 ) de las (dos!) compo-
nentes conexas del conjunto (de vectores tangentes ”temporales”)
T := {veTM]|, g(v,v) <0}

(iv) D, conexién ”de Levi-Civita” de (M, g) (Obs. 7.1)

En los ESPACIO-TIEMPOS DE EINSTEIN (ETsE):
o : q(7) curva tal que g(q,q) = —c? y g futuro

Cada particula material posee:

m> 0
7 (fijado por la imagen de q)
P, =mgq
(no gravitacional) F, :=m Dyq
Se dice que q(7) estd en si Dgg =0
° (o ): q(7) curva tal que g(g,q) =0 , q fu-

turoy Dyq = 0 (~» toda particula luz estd en ”caida libre”)

Cada particula luz posee:
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Observacién 7.1 | CONEXION Y CURVATURA DE LEVI-CIVI TA‘

Dada variedad semiriemanniana (M",g), existe una inica conex-
ion D ( ) tal que:

(i) es ”simétrica”: en cualquier carta x : U — R", se verifica:
Dy 0/0x5 = Dypyacd/0x) (equivalentemente, T, = T;)

(it) es "métrica’: la ley de transporte asociada (Obs. 6.1) preser-
va los productos escalares dados por g

e En cualquier carta x se verifica:

i = 3 >0 8" (0g;/0x 4 dgu/0x’ — Ogj/0x") (43)

Se define el (de la conexion Levi-Civita D)
Rc TA(M) 5™ L(X(M) x (M) x X(M),X(M)) por:

R(Z,X,Y) := (Dxy — DxDy + DyDx)Z € X(M) ,

donde el (de dos campos) X, Y|c X(M) estd a su
vez definido por: [ X, Y|(f) := X(Y(f)) — Y(X(f))

e dada carta x, se definen las n* (de R en x):
Ri, = R(dx', 0/0x, 9/0x*, 0/0x") € C=(U)

e R es "muy simétrico”, ~ sélo n*(n? —1)/12 de estas compo-
nentes (1 si n =2, 20 si n = 4) son independientes. Y se verifica:

R}kl = 8I‘Lj/8xl - ar}j/axk + > b1 T I‘Ej — > b1 iy I‘E (44)

e la curvatura de Levi-Civita R controla que (M,g) sea o mno
localmente isométrico al espacio (semieuclideo) E? (”indice”v ).

Mas concretamente: st y solo si existen (en torno a cada
punto) bases coordenadas {0/0x'} que son ”D-paralelas” (esto es,
Il = 0), o equivalentemente, bases coordenadas {0/Jx'} que son
7g-ortonormales” (esto es, g;; = +0;;)

Se define el (de la conexion de Levi-Civita D)
Ric := tri(R) € IY(M)
e dada carta x, se definen las n* (de Ric en x):

Ricy .= Ric(9/0x, 0/0x%) = YO, Riy € C=(U)|  (45)

e Ric es simétrico, ~ solo n(n +1)/2 de estas componentes son
independientes W

34



NOTAS:

(i) El que exista alguna métrica lorentziana sobre M restringe
(!) a M. Y el que sean dos las componentes conexas de 7 restringe

(!) al par (M, g)

(ii) El modelo postula que (andlogamente a lo que ocurre en el
ETG, Charla 6), la caida libre es geodésica para una cierta conexién
(?gravitatoria”) no afin (= con curvatura, ver luego).

La eleccién de la conexién de Levi-Civita como conexién gravi-
tatoria destaca por su simplicidad

(iii) Los distintos ETSE (M*, g, . , |, D) (en realidad, distin-
tos ”modelos locales” del espacio-tiempo supuestamente existente)
no tienen por qué tener propiedades particulares de ”homogenei-
dad”, isotropia, etc. (ello dependera de la gravitacién existente,
”distinta” en unas y otras regiones/épocas)

(iv) El ”marco” descrito por las tres teorias fisicas ”cldsicas” (=
no cudnticas) es:

Teoria Espacio-tiempo  Gravitacién Velocidades
Relatividad general ETsEinstein arbitraria
Relatividad especial ETMinkowski despreciable
Fisica galileana ETGalileo débil

El ET de Minkowski es un caso particular de los ETsSE (en cuyo
caso esta Charla ”revierte” en la Charla 4). El ET de Galileo es un
?limite” (pero no un caso particular) de los anteriores.

(v) Los alcances e intensidades relativas de las cuatro (!) inter-
acciones fundamentales son:

Interaccién Alcance Intensidad relativa
Fuerte 10713 cm
Electromagnética 00
Débil 10716 cm
Gravitacién 00

Pero la gravitacién ”se acumula”, y por tanto a gran escala
domina (~~ la ”ausencia de gravitacién” sé6lo puede ser tomada en
serio localmente).
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Sea (M, g,1,D) un ETE, con curvatura R € T3(M) y tensor de
Ricci Ric € TY(M)

e La propiedad mads relevante de R es que gobierna la aceleracién
relativa de las geodésicas préximas:
Consideremos familia a 1 parametro de
particulas ”en caida libre” (= geodésicas)
préximas a una dada (7).
?Infinitesimalmente” (= a primer orden
en el pardmetro) la familia se describe
por el W e X(v).
Si v(7) es material, (no sé6lo W sino
también) W .= W +g(W 4/c)¥/c (¢ 4)
verifica (!) la :

DA/DA/WJ_ = R(’Y,WJ"Y) = fp},(W) ,

que da lugar en cualquier carta a:

. . i 1
(DsDs W) =300 Ry |, 92 (Wk S (46)

dr dr
i=1,2,3,4

e La propiedad mas relevante de Ric es que gobierna la aceleracién
relativa promedio de las geodésicas préximas:

Consideremos familia a 1 parametro de
particulas materiales en caida libre
préximas a una dada ~(7) (~ campo
W+ € X(v)) con velocidad relativa nula
en cierto 7o (i.e. D;W*(7() = 0)
Consideremos otras familias (préximas a
~(7)) con velocidad nula en 7
Denotando por (., el elemento de drea
en la esfera S?(a) C 4(70)", se tiene (!):

s [8(F(x).x) ¢,y = 3 tr(Fy)(T0) = — & Ric(¥,4) (7o)

(la 1° igualdad por ser F; : 4" — 4" autoadjunto, la 2 por (46)),
que da lugar en cualquier carta a (el valor 7 era arbitrario):

4 i j —4mat 4 . I d~d
f Zi,’jzl £ij (DﬁDﬁWH (WH)yi¢ = 4T Ziﬂjzl Ricy; |4 ?1?— %

(47)

{Coémo se relacionan estas propiedades de R y Ric con lo que

conocemos (Charla 2) sobre la gravitacién cldsica, caracterizada

por ser DEBIL (= ”velocidades de escape” pequenas frente a c) y
NO-RELATIVISTA (= velocidades pequenas frente a c)?
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Sea (M,g,7.D) un ETE y sea k= (v(7).{e,(7)}) un SC (definido
como en el ETM, Ch. 4) ”cuasi-inercial” (= D;¥ =0y Dse, = 0),
con carta asociada (definicién mas complicada que en el ETM)
x = (x'x? x% x* = cr) : U R" Se sigue (Obs. 6.1): T, [,=0

Supongamos ( ) que:

(*) (U, g |u) es una ”perturbacién débil” del ETM (= g;; = n;;+ hy;,
con T’lJ - diag(l/ ]-7 ]-7 _1)? | hlJ |<< ]‘)

(**) todo movimiento en U es ”lento” (= |Vq,:= dq/d7qy | < c)

(***) (U,g |u) es “estacionario” (= % = 0); en realidad una
condicién algo mds débil, suficiente para lo que sigue y consecuencia

a su vez de (*), (**) y la ecuacién de Einstein (Charla 8)

e Dada una particula material q(7’) en caida libre y ”suficiente-
mente lenta”, se tiene:

d?g* u dgd dg* dzq“ _
0 = +3 e The ~ + Ty lq & =

dr’? a dr’ d+’
u=1,2.3
o dzq“ 1 3 pv Ohag ‘ C2 ~ d2q“ _ 10hyg | c
dr2 2 v=1 oxv 14 — dr2 2 ox+ 14 ’

usando D;gq = 0 y la ecuacién (41) de las geodésicas en la primera
igualdad, ”cuasi-inercial”, (22) ¢ = (1 - “7‘1—;‘“2)_1/ 2 y ”suficiente-
mente lenta” en la segunda, la expresién (43) de los coeficientes de
Levi-Civita y (***) en la tercera, y (*) en la cuarta.

Conclusién: si se elige

2

, equivalente a |hy 1~ 22| (= %) (48)

Q

hgaa .~ 1 0®
OxH T c2 OxH

N =

(I‘44 —

o
Q

(equivalencia debida a que hyy y ® se anulan a grandes distancias
de todas las masas / ves. se definié en (7)), entonces se tiene:

~

2 2
(ec. (41)) |4 + 570, T |q 92090 —0| = ‘Zf{ =4 |a| (ec. (6))
i=1,2,3,4 u=1,23

e Dada una familia a 1 pardmetro de particulas materiales en
caida libre préximas a v (~ campo W+ € X(v)), se tiene:

d2we e 3 I v .2 _
oz = (DsDsWH)H =570 Ria |y W¥e? =
p=12,3

3 oTH 3 o2
= =2 (ax4u4 ly WY c? o~ =D -1 o ly W,

OxHxV

usando D:e,, = 0 en la primera igualdad, la ecuacién de Jacobi (46)
y ¥) = ¢’ T en la segunda, la expresién (44) de las componentes de
la curvatura y I’ |,= 0 en la tercera, y (48) en la cuarta.
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Conclusién: si se elige (48), entonces se tiene:

(ec. (46)) |(DsD;WH)F =57 | Riy |, G2 (WHREE ] =

Y dr dr
i=1,2,3,4

2 2
= |Lwr =33 | T |y WY (ec. (12))
p=1,2,3

¢ Finalmente, supongamos que la velocidad relativa de la famil-
ia es nula en cierto 7 (i.e. DsW" (7o) = 0) y consideremos otras
familias (préximas a «) con velocidad nula en 7,. Denotando por
¢, el elemento de drea en la esfera S*(a) C (7o), se tiene:

ZWH i j —4rat
fZ“ 1 ddzg WHC,, = f Z?,jzl gij(D"vD"vWL> <WL>J Cro = 43 Ricyq "7(7'0) c? =

—4mat 4 i —4mat 3 or —47mat
= 43 > ie1 Rigi ly(ro) €% 43 Zu 1 Dk |’7(To c? ~ 43 AP |y
usando Dse, = 0 en la primera igualdad, la ecuacién promedio de
Jacobi (47) y +' = cd)7 en la segunda, (45) Ricy =) ', Ri; en la
tercera, la expresién (44) de las componentes de la curvatura y
Iy |,=0 en la cuarta, y (48) en la quinta.
Conclusién: si se elige (48), entonces se tiene (7 era arbitrario):

. . o 7734 i J
(ec. (47)) f Z?,j:l 8ij (DﬁD“’/WL)I (WL)J ¢ = 4T Zu , Ricyj |y ?1_1 % =

~

= |30 W WE ¢ = 4 AD |, | (ec. (13))

p=1 dr2

Lo anterior indica los siguientes limites cldsicos” para los in-
gredientes del ET (M. g, 1,D):

conexién D —  gradiente del potencial ¢
curvatura R —  hessiano de ¢
tensor de Ricci Ric — laplaciano de ¢

(en realidad, D tiene por limite la ”conexién gravitatoria” en el
ETG, Charla 6)

38



8. TENSION-ENERGIA. ECUACION
DE EINSTEIN

En un ETE (M, g, 1,D) (Charla 7), cada particula de m > 0
se representa por una curva diferenciable q: 1 — M con
P ~ ¢ (futuro) tal que g(P,P) = —m?c? (m = 0 si la particu-
la es luz)

En cada suceso p € M, cada eq € TM
(= vector tangente temporal, futuro y unitario) ”atribuye” (recor-
dar (23), Charla 4) a cada particula q de masa m que ”encuentra”:

E/c:= —g(P,es) >0 [MLT P=(E/c)es + P
P:—=P — (E/c)es cef [MLT '] [ 7 ) E2 = m2c* + 2 P |?
v:=c?P/E cef [LT ]

La FUENTE DE GRAVITACION:

e En la mecdnica galileana es la densidad de masa

e Pero la masa m no se conserva en las colisiones relativistas, y
si lo hace la energia E

e Pero la energia E no es independiente de la base ortonormal
tangente, y si lo es la energia-momento P (que también se conserva
en las colisiones relativistas)

e Pero la densidad de energia-momento no es independiente de
la base ortonormal tangente, y si lo es la TENSION-ENERGIA ~

Sean: (M, g) un ET con particulas, {E;};_; 234 una base ortog-
onal tangente (en cierto suceso) con E, temporal futuro (~ base

ortonormal {e;};_1 234 con e, observador instantdneo), y sean

(1 segmento (1-dim.) generado por E; , ~

~» long(I) =c AT , con AT intervalo temporal
S,. rectangulo (2-dim.) gen. por {E;, ]é; . Es} (p=1,2,3),~ area(S,)

B; paralelepipedo (3-dim.) gen. por {E;, E\l LByl (1=1,2,3,4) , ~
~» vol(B,) =c AT - area(S,) (n=1,2,3)

e Suponemos (para cada i) | E; | arbitrariamente pequeno (tomare-
mos limites | E; |— 0), ~» consideraremos I.S,.B; C M
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e Definimos (para cada i / notacién: €; = g(e;, e;) = +1)

+
P5:=> P, (*) y Pg:=P

+ —
Bi_PB

i

(**) )

donde la suma Zi se extiende a todas las particulas v que ”tocan”
B; con g(P,, €;e;) 2 0 y donde P, es la energia-momento de v en B;

54 SA
e -z
- E Eq
—_— _— = —
< -
TIEMPO O TIEMPO AT
(*) o contribuye a Pf;, , 3 a Py (**) PR =4, P = -3y PL =7
y B4? B1 B — B1 y B —

e Obsérvese que Pg, es la energia-momento ”transferida” del
lado negativo de S, al positivo durante el tiempo A7, mientras
que (al ser P5, = 0) Pg, es la energia-momento ”dentro” de B,

Sumando contribuciones, dividiendo por volimenes y haciendo
tender éstos a cero, se tienen 16 magnitudes [ML'T 2] ”medibles”

L , g(Ps,.€;€;5)
€€ Ty:= c - hmvol(Bi)HOW , (49)
(1j=1,2,3.4)
concretamente:
( / g(PBl_LveV) 3 3 PUB:_PUB,:
TI“/ = C - hIIlvol(BH)_)OTBH) — hIIlarea(Su)_,o hIIlATHOW —

. z g(PBu,?*e‘l) .
TN4 = —C hmVOl(BM)HO vol(B,)

40

= lMarea(s,)—o lMar—o0 5 myAS

= flujo de vr-momento por u. drea ortogonal a e, y u. tiempo

+ —
EBM fEBM

_ -1 . . ‘ .
= — - flujo de energia por u. drea ortogonal a e, y u. tiempo

T, — —c - lim gPsger) _ . m PR, _
w = vol(B4)—0 “yoI(By) vol(B4)—0 Yol(By)
= —c - densidad de r-momento
+
o , gPp,y,—eq) 4, Es, _ : ¢
L T44 = C - 11111‘,01(]34)_)0 W = llmvol(B4)_>0 W = densidad de energia



Con la expresion galileana de ”momento” (f’ = mvV), las 9 mag-
nitudes T, eran (algo bien conocido!) las componentes (
si p=v, si p # v) del ”tensor de tensiones” (elasticidad)

Con las expresiones (26) de ”energia” y ”momento” para particu-
las materiales:
E = mc?(1- @)*1/2
P = mv(1- )12
se comprueba inmediatamente que:

— 4 —
e dada otra base ortonormal {&;};_1234 gcon ej = ., Ay&), las
magnitudes T;; estdn relacionadas con las Tj; por la expresién:

4
Ty = Z ATwAy
k=1

con lo que las Tj; resultan ser las componentes en {e;} de un cierto
(campo de) tensor(es)

T € (M) ( )

lo que debe ser visto como una ”ley béasica de la naturaleza”

e T es simétrico (~ sélo 10 componentes independientes), con
lo que que, en cada suceso p € M, el tensor T(p) € (T,M)) puede
reconstruirse completamente a partir de las densidades de energia
medidas por 4 observadores instantdneos (en p € M) ”que formen
base” (= todos en movimiento relativo)

Por razones fisicas, los EXPERIMENTOS (que establecen las
”leyes de conservacién” de energia y momento en el ETM, Charla
4) sugieren (!) que T debe verificar (Obs. 8.1):

divT =0 , (50)

lo que a su vez:

(i) restringe la manera en la que la tensién-energia ”genera”
curvatura (Ecuacién de Einstein), y

(ii) contiene ecs. de movimiento para la materia (Charla 9)

La expresion concreta de T depende del ”"modelo de materia”
que se postule sobre el ETE. Dos ejemplos:

e el ”vacio” (en cuyo caso es T = 0), como ocurre en el ET de
Schwarzschild usado para describir el sistema solar

e un ”fluido perfecto” (Charla 9), como ocurre en los ET de
Robertson-Walker usados en cosmologia (Charla 12)
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Observacién 8.1 | DIVERGENCIA. TENSOR DE EINSTEIN|

Dada var. semiriemanniana (M., g), la de X € X(M)
es la tasa de expansion de un volumen comdvil por u. de volumen:

1d
divX (c(t)) = lim o (‘i’f

(t) (51)

donde c(t) es curva int. de X (Obs. 1.1) y Vp, = [, Q es el "volu-
men” de un ”"dominio regqular” D; (= union de abierto ”orientable”
con su borde suave 0D;) compacto y comdvil en torno a c(t).

e De (51) se sigue (!) el (o de Gauss):

[ divX)Q Z [ g(X,v)00|, (52)

donde D es un dominio regular compacto (fijo) y v es la normal
unitaria exterior a su borde 0D, que a su vez conduce (teor. del
valor medio) a la interpretacion de divX(p) como la tasa de flujo
al exterior de un volumen en torno a p por u. de volumen:

1
leX<p) - VIDI,IEO V_D . g<X7 V) o ) (53)

y de ahi el decir que p es fuente/sumidero cuando divX(p) = 0
e De (51) también se sigue (!) el (Vf € C*(M)):

4 [, £Q "D Jp, div(fX) Q2

, (54)

y de ahi el decir que [, f( se conserva cuando div(fX)=0 (en

particular, Vp, se conserva cuando divX = 0, lo que ya sabiamos)

Eziste una forma alternativa (que no vamos a detallar) de definir
divX en términos de la conexiéon de Levi-Civita D

Lo anterior permite, via el isomorfismo X(M) — X" (M), X — g(X,.)
(Obs. 4.1), definir ”divergencias” (una por cada indice) de cam-
pos de tensores arbitrarios. En particular, para campos T € T9(M)
simétricos hay una unica divergencia divrc C*(M).

Resulta: divg =0 y también: divRic = 1d(tr Ric), con tr = tri,
definida en Obs. 4.1.

A partir del tensor Ric (Obs. 7.1), se define el

Ein := Ric — 3 (trRic)g € TY(M), que:
e es simétrico (~ solo n(n + 1)/2 componentes independientes)
e es "algebraicamente equivalente” a Ricci: Ein = 0 < Ric =0
e posee divergencia nula: divEin=0 N
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Einstein postul6é que, en un ETE (M, g, T, D), la tensién-energia
T correspondiente a las particulas que hay en M es la ”fuente”
de la gravitacién (esto es, de la curvatura).

La (1915)
Ein :=| Ric — 1 (trRic)g = 2 T| , (55)
con c~ 3-10°cm seg! y

G~ 667-10% cm3 gr! seg™2:

e prescribe cémo ”la tensién-energia curva la geometria” (o
mejor, cémo la naturaleza restringe el par (T,g))

e constituye, en cualquier sistema de coordenadas (x!) : U R?,
un sistema de 10 EDP’s de 2° orden, no lineales e ”hiperbdlicas”,
en las componentes g;; de la métrica. Al tener ambos miembros de
(55) divergencia nula, las 10 ecuaciones no son independientes

e tiene por miembro izquierdo el campo de tensores (J) ”m4s

general posible” (Lovelock) que:

(i) depende sélo de la métrica g y de sus derivadas (usando la
conexién de Levi-Civita D) hasta el orden 2,

(ii) es compatible (al ser div Ein = 0, Obs. 8.1) con la propiedad
?experimental” (50) divT =0, y

(iii) hace a la métrica ”plana” (R = 0) compatible con el ”vacio”
(T =0). En 1918 Einstein modificé su ecuacién eliminando esta
dltima exigencia (Charla 9)

e incluye en su miembro derecho el factor constante 8:4(; , que

hace a la ecuacién ”dimensionalmente correcta”. En efecto, en
cualquier carta (x' x? x® x*=ct), y puesto que [x/|= [L] y [g] =

[L?], se tiene:

gy] = [8%] =[L°] , = [0gy/0x<] = T4] =[L7"] , =

= [0T/0x] = [Riy) = [Ricy] = [trRic] = [L7?] |
usando la expresién (43) de los coeficientes de Levi-Civita en la
primera implicacién, y la expresién (44) de las componentes de la

curvatura y (45) Ricy =) | Rl en la segunda. Con lo que la
ecuacion en coordenadas queda:

1 87G

RiCij - = (tI‘ RIC) gij = 774 Tij

N ZV ., C N~~~
[L—Z] [M—1L71T2] [MLilT_z}
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Einstein propuso inicialmente la ecuacién
Ric = kT

(con k constante a determinar).

Pero la propiedad ”experimental” (50) divT =0 y el resulta-
do ”geométrico” div Ric = Zd(tr Ric) (Obs. 8.1) llevaban a la con-
clusién (experimentalmente falsa, en general) de que la funcién
trT € C*(M) debia ser constante

Finalmente Einstein propuso la ecuacién

1
 Ein = kT|(= trRic=-ktrT), = Ric = k(T — (tr T)g) , (56)

y determiné la constante k imponiendo que el limite newtoniano
fuera la ecuacién de Poisson (11) AP = 47 G p,, (con @ el poten-
cial gravitatorio y p,, la densidad de masa, Charla 2), lo que en
particular aseguraba la ”"homogeneidad dimensional” de (56).

Veamos en detalle dicho ”ajuste”:

Sea k= (v(7),{e,(7)}) un SC ”cuasi-inercial” (Charla 7), con
carta asociada x = (x', x% x* x* =c7) : U R

Supongamos ( , Charla 7) que:

(*) (U, g |u) es una ”perturbacién débil” del ETM

(**) todo movimiento en U es ”lento”

(***) (U,g |u) es "estacionario”

Entonces se tiene:
% ~ Ricyy = k(Tyq — %(trT)gM) ~ k(1+ %gzpl)pmc2 ~ Epmc ,
usando Ricy ~ 27 (Charla 7) en la primera igualdad, (56) en la
segunda, tr T ~ —Ty ~ —p, c? (consecuencia de (**)) en la tercera,
Yy g4a ~ —1 (Charla 7) en la cuarta.

Y habida cuenta de la ec. de Poisson (11), se concluye: k = 87G /c?,
que es el factor que figura en la ec. de Einstein (55)
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9. FLUIDOS PERFECTOS. CONSTANTE
COSMOLOGICA

En un ETE (M, g, ,D) (Ch. 7), un es (un modelo
de ”materia” para el que existe) una tripleta (Z, p, p) tal que:

(i) Z € X(M) (futuro y con g(Z,Z) = —c?) es un campo de vec-
tores cuyas curvas integrales son particulas ”promedio” del fluido

(ii) p, p € C*(M) son la y

del fluido (respectivamente)

(iii) la tension-energia T € T9(M) del modelo es (no queremos

comentar aqui la notacién ®)

T = (p+p)g(Z/c,.)®g(Z/c,.)+pg| (=trT=-p+3p) (57)

e Dos peculiaridades de (57). En cada m € M:

(i) Para cualquier campo de tensores T € T9(M) simétrico, la
aplic. lineal T € T}(T,,M) — L(T,,M, T,,M) (”subida de indices”,
Obs. 4.1) resulta ”autoadjunta” (= g(Tv,w) = g(v,Tw)), lo que NO
implica en general (T,,M no es euclideo) que T sea diagonalizable.
En un fluido perfecto, Z(m) resulta ser un autovector temporal de
T (autovalor —p(m)), con lo que T es diagonalizable

(i) la restriccién de T al hiperplano euclideo Z(m)* C T,,M es
isétropa (= posee un autovalor triple p(m))

e Fisicamente, un fluido perfecto es una coleccién finita (muy
grande) de flujos de particulas con colisiones (entre particulas de
distintos flujos), tal que los observadores ”centro de masas” (en
cada colisién) generan un campo de vectores con isotropia espacial

e Sustituyendo en la ecuacién de Einstein (55)

8 G —8nG
"ZT (= trRic= —2
(& C

1
Ric — §(tr Ric)g = tr'T)

(la implicacién usa trg =4, Obs. 4.1) la ec. (57), se encuentra:

87G 1 - ﬂ
o (T—5(-p+3p)g), = |Ric(Z, ?) = 5 (p+3p)|  (58)

e Todos los fluidos perfectos ”conocidos” verifican
p>0y p>3p>0 (= p+3p>0), (59)

con casos extremos p = 3p > 0 ( )y p>p=0( )
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Observacién 9.1 ‘FL UIDOS PERFECTOS NEWTONIANOS‘

En el espacio ”familiar” (R®, <, >) (Charla 1), un
se define como (un modelo de "materia” para el que
existe) una tripleta (v, p,,,p) (dependiente del tiempo) tal que:

(i) v € X(R?) es el promedio del fluido

(ii) p,, p € C°(R?) son la y la

del fluido (respectivamente)

(iii) la fuerza realizada por el resto del fluido sobre cada ”do-
minio regular” Dy (= union de abierto ”orientable” con su borde
suave J0D;) compacto y comdévil es ortogonal al borde 0D, (= wvis-
cosidad comovil nula) y viene dada por

Fioste = / prdQ = — | VpQ (60)
J oD, JD,
(U es la normal unitaria exterior al borde 0D;), donde la seqgunda

igualdad es debida a que, para todo campo constante k y usando el
teorema de la divergencia (52), se tiene:

<k, / ppdQ>= [ V(pk)Q =<k, [ VpQ>
. ()Dt D Dc Dt
El fluido se dice st la tripleta (v, p,,, p) es indepen-
diente del tiempo, st Vv=20, e (= no

turbulento) si V x v =0 (para las notaciones, ver Obs. 2.1)

En (R® <. >), el teorema del transporte (54) para el campo v se
escribe (para toda f € C*(R?), quizds dependiente del tiempo):

d VDy of - .
— fQ = — fv)) Q 1
L | G vame (61)
y de ahi se sigue:
e la equivalencia (para cualquier fluido) entre la
y la :

> VDy s — ~
L[ pm =0 & |%LuiV(p,¥) =0 (62)

ot

e la equivalencia (para fluidos perfectos en un potencial newto-
niano ®) entre la 2* ley de Newton (1) y la

=~ VDt = ['resto OvH ~ =
% th(pmV)Q - - th(pmV‘b)Q + FF)D: < pm(d + < \Z Vv# >> - 7(pm

ot

0P 0
2% | Op

)

(63)
usando para llegar a ella (60) y la ec. de continuidad (62) A
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Las proyecciones de la ec. (50) div T = 0 paralela y ortogonal al
campo Z dan lugar (!) a las (M):

Z(p) = —(p+p)divZ|, < div(pZ) = —pdivZ

(64)

(p+p)DzZ = —c*(gradp)'| = —((Zp)Z + c*grad p)

La combinacién del teor. del transporte (54) con la ec. (64a)

d

41 pa- / div(pZ) Q — —/ p (divZ) Q (65)
dt J Dy J Dy J Dy

pone de manifiesto que (en general) ”la energia comévil NO se
conserva” (el modelo de ”materia” intercambia energia-momento
con la gravitacién, ”secuestrada” en la geometria!!)

Veamos el limite newtoniano de las ecuaciones (64).

Sea k= (v(7),{e,(7)}) un SC ”cuasi-inercial” (Charla 7), con
carta asociada x = (x', x% x3 x* =c7) : U R%L

Supongamos ( ) que: (*) (U, g |u) es una ”per-
turbacién débil” del ETM, (**) todo movimiento en U es ”lento”
y (***) (U, g |u) es "estacionario”.

Entonces se tiene:

2
Z ~ C(1+f—2|)1/2 0/0x* +Z ~ 0/or + 7 , (66)

usando g(Z,Z) = —c? y (*) en la primera igualdad, y x* = c7 y (¥*)
en la segunda. De donde se deduce que:

e el limite de (64a) es la ec. de continuidad (62). En efecto:

8;) ~ ~ ~ 8;) ~ ~
0~ 7Z divZ ~ —2 +7Z VZ = —2=+V Z
(Pm) + Pm div 5 T Z(Pm) + Pm 5 T V(PmZ)
usando (64a) y p+ p =~ p =~ p,c® (consecuencia de (**)) en la primera
igualdad, y (66), (***) y ”sufic. lento” en la segunda.

e el limite de (64b) es la ec. de Euler (63). En efecto:
0 ~ p,c? (DzZ)* + (Zp)Z" + c? (gradp)* ~

~ € (Z(Z4) + 55) + (G2 + Xoma 27 5) 24 + P 55

oxY OxH

~ puc? (22 + Z(ZM) + 22) + 2 2

oxM oxm )

usando (64b)y p + p ~ p ~ p,,c? (consecuencia de (**)) en la primera
igualdad, (**), (48), (66) y (*) en la segunda, y (**) y (66) en la
tercera.
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En 1918 Einstein modificé la ecuacién (55) en la forma

Ric — 3(trRic)g + Ag = 8ZET| | (67)

para cierta A€ R ( ) [L72?] (a ajustar).

El motivo fue el deseo de obtener un modelo cosmolégico ”estati-
co” (parecia lo razonable en aquel momento) sin recurrir a valores
negativos para la presién del ”fluido de galaxias” (ver Charla 12).

La posterior evidencia de ”expansién cosmolégica” (1920’s) llevé
a Einstein a considerar un ”error” dicha modificacién.

Hay que hacer notar que anadir un término A g en el miembro
izquierdo (de la ecuacién de Einstein):

e no es descartable ”en principio”, pero implica (si A # 0) que
la métrica ”plana” (R = 0) deja de ser compatible (via la ecuacién)
con el ”vacio” (T = 0)

e es equivalente a anadir en el miembro derecho la tensién-
energia de un fluido perfecto con p = —p. En efecto:

(=) Un término de la forma A g a la izquierda da lugar (cam-
bidndolo de miembro) a una tensién-energia

—c?A

Ty =
A 87 G

g

a la derecha, que corresponde (57) a un fluido perf. (Z,, p,,pa) con

—ctA
PA = 3G —Pa (68)

(<) En un fluido perfecto (Z,p,p) con p = —p, cuya tension-
energia (57) es T = —pg, cualquier campo (temporal futuro) puede
hacer el papel de Z (cualquier vector tangente es autovector de
T = —plId).

Puesto que un tal fluido ”no posee inercia” (esto es, p +p = 0),
se sigue de (64b) que (gradp): = 0 ("homogeneidad espacial”) y
de (64a) que Z(p) = 0.

Pero al ser Z arbitrario, se concluye (”homogeneidad”):

p(:7p>:7k€R7

con lo que la tensién-energia T = —kg da lugar (cambidndola de

miembro) a un término de la forma S’fok g a la izquierda.
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Advertencia: aunque desconocidos, pueden concebirse (!) fluidos
perfectos con p < 0:

... .T..l..
2. :.,-,g_;, :’Mv_ﬂ%
il Y+ e | p>0 p<O

e genera (en cualquier suceso y direccién temporal) una repulsién
promedio si A > 0 (y una atraccién promedio si A < 0). En efecto:
En efecto: usando la ec. de Einstein (67) en el ”vacio”

1
Ric — i(trRic)g +Ag=0 ( = trRic=4A)
(la implicacién usa trg =4, Obs. 4.1), se encuentra:
Ric = Ag ;

asi, dada cualquier particula material en caida libre ~, el ”prome-
dio” tr(F;) de aceleraciones relativas a v (de familias a 1 parametro
de particulas materiales en caida libre préximas, Charla 7) verifica:

tr(F;) = — Ric(%,%) = Ac® , (69)

usando la ecuacién promedio de Jacobi (47) en la primera igualdad,
y g(%,%) = —c? en la segunda.

e es equivalente (por lo dicho antes) a una

(al ser la residual cuando T = 0) Ty := g‘;‘jé\ g

Ahora bien, predicciénes ”cudnticas” de un valor para A re-
sultan inmensamente superiores (en un factor > 10°°) a lo que,
hasta mitad de los 1990’s, era la cota superior (| A [< 10 °° cm ?)
puesta por las observaciones cosmolégicas (esto se conoce como el
”problema de la constante cosmolégica”).

Aparte de esta discrepancia tedrica (no resuelta), hasta mitad
de los 1990’s las observaciones eran compatibles con el valor A =0,
y este era el valor de referencia aceptado.
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10. DATOS COSMOLOGICOS

Gran cantidad de datos (hitos: 1920’s — 1960’s — 1990’s). Los
mds importantes y precisos: la ’ley empirica de Hubble” y las me-
didas de la ”radiacién de fondo”. Los mas imprecisos: los modelos
de materia con los que se establece la tensién-energia a gran escala.

Advertencia: No se pueden discutir datos experimentales sin
usar tentativamente algin modelo teérico / No se puede escoger
un modelo tedrico sin referencia a datos experimentales.

PRIMEROS DATOS: El (= ET a gran escala) ”observ-
able desde la Tierra” (= hasta el ”horizonte de particulas” si no
hay ”restricciones” a la observacién, Obs. 11.1):

e Tiene radio ~ 10'° anos luz y contiene ~ 10! galaxias

e A escalas de > 10% anos luz, la distribucién de galaxias es
aproximadamente isétropa (~» promedios), con velocidades indi-
viduales (respecto de estos promedios) del orden < 10 2 ¢ (la de la
Tierra respecto del centro de nuestra galaxia es del orden < 102 c,
con c~ 3-10"% cm seg™!)

e Una galaxia tipica tiene masa ~ 10%° gr (~ 10 ! anos luz en
?unidades geométricas”), radio ~ 10* anos luz y contiene ~ 10° es-
trellas.

e La materia visible consta de hidrégeno (~ 90% en &tomos,
~70% en masa), helio (~10% en dtomos, ~ 30% en masa) y
rastros de los mismos elementos que en la Tierra

LEY EMPIRICA DE HUBBLE: Para cada galaxia observada
desde la Tierra:

e En base a: (i) la estructura del espectro de la radiacién recibi-
da, y (ii) la hipétesis de que la correspondencia entre dicha es-
tructura y los procesos que la generan (esencialmente, transiciones
de electrones atémicos entre los distintos niveles de energia) es la
misma alli/entonces que aqui/ahora,

se estima cudles son dichos procesos

e Se observa un desplazamiento relativo uniforme (usualmente
hacia frecuencias menores) de todo el espectro, lo que permite asig-
nar a la galaxia un

Vem

Z = -1

Vrec

(usualmente ”al rojo”, z > 0), donde v, es cualquier
Y Vrec la correspondiente
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Advertencia: la interpretacién de este z como un ”efecto Doppler”
permite asignar a la galaxia una

(1+z)?2-1 L, 4 1+vp/c
- =(z—-= = z= -1
vp (1—|—z)2+1C 2T 2 +O=) e, z 1—vp/c

(usualmente vp > 0, ”recesién cosmolégica”, Slipher 1920’s), que
corresponde a un movimiento ”radial” del emisor respecto del re-
ceptor (ambos ”libres”) en el ET de Minkowski. Esta interpretacién
(segtin la cual lim, ..z = o) es fuente de enormes confusiones.

e En base a: (i) la L (potencia emitida,
supuesta conocida) y (ii) la Lo (potencia recibi-
da por unidad de drea del receptor),

se atribuye a la galaxia una

L
dy =4/
L 47TLO ’ (70)

que corresponde a la distancia del emisor (en la emisién) respecto
del receptor (ambos ”libres”) en el ET de Minkowski.

Advertencia: sélo desde mitad 1990’s se dispone de indicadores
de distancias ”fiables”: las Supernovas tipo Ia (se cree conocer su
L con un error < 10%)

e La (1920’s) establece que (ahora)
dp ~ cHy'z (paraz <01)| (71)
con (1 Mpc ~ 3'1- 10" km ~ 3’26 - 10° anos luz)

Hp ~ 71 Km seg 'Mpc ' (WMAPO03), = H,'~ 138 10°anos
(72)
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RADIACION DE FONDO (Penzias-Wilson, 1965)

e No proviene de fuentes identificables

e Su S (energia por u. de volumen, por u.
de angulo sélido y por u. de intervalo de frecuencia) es, descontado
el movimiento de la Tierra respecto del promedio de galaxias, muy

isétropo.

e Ademas S depende sélo de la frecuencia v y de la temperatura
© a través de la (tipica del equilibrio térmico materia-
radiacién):

2hv3 /c3 ,
S(l/,@) = eh’//kB—@—]_ (:> Vmax':28kB®/ha ) ,
con h~ 6'6-1072" erg seg y

kg ~ 1'4-1071% erg kelvin1!

e Posee V., >~ 1’610 seg™! (microondas), correspondiente
(ley de Wien) a una temperatura ©® ~ 2’7 kelvin (COBE 1992)

©>@ ..

S|

e En base a: (i) la hipétesis de que se trata de radiacién rema-
nente de una época mas caliente de ”desacoplo” (fin del equilibrio)
materia-radiacién con temperatura (la de formacién estable de dto-
mos de hidrégeno neutros) ©® ~ 3-10°% kelvin y (ii) la ley de Wien,
se atribuye a la radiacién de fondo un desplazamiento de frecuencia
(WMAP): z ~ 1090.

e Pero se han detectado (COBE) anisotropias, con méxima desviacién
respecto a la media de ~ 10 ° kelvin y tamano angular de ~ 2 grados
(COBE, WMAP) entre dos consecutivos de estos maximos. El es-
tudio de estas anisotropias (importantes para explicar la posterior
formacién de galaxias) estd dando (en el marco de los modelos de
Friedmann) informacién muy valiosa.
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DENSIDAD DE ENERGIA Y PRESION: en la hipétesis de
que la tensién-energia a gran escala corresponde esencialmente a
la de un ”fluido de galaxias” con propiedades de ”isotropia desde
la Tierra” y ”homogeneidad” (= todas las galaxias tipicas tienen
la misma ”historia”), se extrapolan al cosmos los datos de nuestra
?celdillas c6smica” (de tamano ~ 10% anos luz):

e En cuanto a la densidad de energia (comévil, ahora) p,, definien-
do la (por el momento, ”critica” es s6lo un nombre)
pS = 3c*H3/87G ~84-10°? ergcm ®

(correspondiente, en la hipétesis de materia ”lenta”, a una ”densi-
dad critica de masa” 3H2Z/87G ~ 0'9-10 2° grcm ?), y denotando
Qo = py/ P§, se tiene:

QO = and _|_ anat. ord. + anat. osc. < 0'4 (73)
—— N—— N——
~10-5 ~6-10—2 ~2.10-1-3.10-1

s rad ~_ —3 ,mat.ord. ~_ —4 _mat .
~ ~ , :
(en particular pf 1077 p§ 10~% pg*@*), donde

(i) 224 se debe esencialmente a la radiacién de fondo

(ii) Qgat-ord- ge debe a neutrinos (Q5°Ur"° < 1'5.10 2, WMAP)
més materia bariénica (@t Parionica ~ 4/4.1072, WMAP). Esta
ultima se determina en base a la abundancia observada de deuterio
y a los calculos de la nucleosintesis en la gran explosién, e incluye
materia visible (Qyse < 1/0-10"?, WMAP) y materia no visible
(formada quizas por enanas marrones)

(iii) Qpat °s¢ (de naturaleza desconocida) se estima en base a las
velocidades orbitales de estrellas en las galaxias y de éstas en los
cimulos (que precisarian de una fuente adicional de densidad de
energia atractora para ser explicadas).

Por otra parte, las observaciones de la anisotropia de la radiacién
de fondo (COBE, WMAP) indican, en el marco de los ”modelos
de Friedmann” (Charla 14), que

QFt = 102 (£0'02) ~
;doénde esta ”la mayor parte” de la densidad de energia?.

e En cuanto a la presién (comévil, ahora) po, se tiene:

Po/p5 =P /P + po™ /oG + pE™ /5| ()
~3.10-6 :6"1,0*8 (;7(7

(en particular ppat°rd ~ 10 2pfrd ~ 1077 pat, usando (73) en la

segunda), pero nada se sabe de p{** °5¢,
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11. LEY DE HUBBLE EN ESPACIO-
TIEMPOS DE ROBERTSON-WALKER
Los ETs de Einstein utilizados en cosmologia son los
(ETsRW):
Ix;S = (M =1IxS,g =-c?dt? +f*(t)gs ) , siendo

(i) (I, —c*dt?), intervalo real riemanniano
% ”definido negativo” (to € I ”ahora”)

(ii) (S.gs), variedad 3-dim. riemann. con
; k(=-1,061) (o€S ”aqui”)

(iii) £ (> 0) € C*(I) [L] ( )
”modula” a gs (notacién: fo= f(tg), fH='(tg), ...)

e Un ETE (M,g,].D) (Ch. 7) en el que 3t € C>*(M) tal que:

(i) es creciente en cualquier direccién futura (equivalentemente:
el campo —gradt es temporal futuro)

(ii) proporciona el ”tiempo propio” de las curvas integrales de
—grad t (equivalentemente: g(gradt,gradt) = —c?) y toma los mis-
mos valores sobre todas ellas

(iii) sus hipersuperficies de nivel son ”localmente isétropas”

es esencialmente (!) un ETRW.

e Existe una tnica variedad riemanniana de curvatura cte. k

(= —1,0 6 1) prototipo (”completa”, ”conexa” y ”simpl. conexa”):
H3:={peR* | 3>  (p*)?— (p*)? = —1,p* > 0} para k = —1
E?:= (R*, <,>) ("olvidados” origen y base estandar)  para k =0
§%:={p e R | T () +(ph)? =1} para k =1
Dibujando cada prototipo S en el semiplano (r := (Zzzl(u“)2)1/2, u?)

desde cualquier q € S como ”vértice”, cada punto p € S representa
una 2-esfera euclidea de radio |r(p) = 1(dyq) |, con dyq la distancia

riemanniana en S desde q y con 77 dada en la figura

wWut?

N(dpq) = sinh dpq



En un ETRW I x; S (ingredientes bésicos: k y f):

e El que f(t) tenga ”dimensién” [L]| (lo que implica, al ser [g] =
[LZ], que gs es ”adimensional”) mientras que t tiene ”dimensién”
[T] se ”gestiona” sobreentendiendo f(t) = A¢(vt) (para ciertas con-
stantes A(> 0) [L], v(> 0) [T"'] y cierta funcién ¢(> 0) € C>(I))

e Las galaxias ”tipicas” se representan por curvas integrales
de 0/0t = —gradt (que es (!) ”geodésico”, esto es, D;/y.0/0t = 0),
correspondientes a puntos fijos p,q € S y con

dlgs;) = f(t) dpq (75)

e Cada hipersuperficie S(t) = {t} x S resulta ser (!) “homotéti-
ca” a (S,gs) (con factor 1/f(t)), por tanto de curvatura constante
k/f%(t), por tanto ”loc. homogénea” (~ ”principio cosmolégico: to-
das las galaxias tipicas tienen la misma historia”) y ”loc. is6tropa”

LEY DE HUBBLE EN LOS ETRW:

Cualquier ET de Robertson-Walker I x; S incorpora y ”refina”
la ley empirica de Hubble (71)

dy ~ cHy'z (paraz <0'1)
(con Hy > 0 la constante de Hubble, ver (72)). Para ello, basta

{ definir la H:=f'/f |€ C=(I) [T (76)

identificar (no es una notacién!) |H(tg)=H,

Veamoslo en detalle. Sean p (emisor, ”alli”’) y o (receptor, ”aqui”)
dos galaxias tipicas que intercambian fotones, con emisién en torno
a t ("entonces”) y recepcién en torno a t, (”ahora”). Se tiene:

e El DESPLAZAMIENTO DE FRECUENCIA viene dado (!)
por la ”relaciéon de tamanos” del cosmos entre emisiéon y recepcién

(no es un efecto Doppler!):
Vem ! fo dZ(t) —fg H(t)
2T Ve £(t) T T4t ft)

usando la definicién (76) en la implicacién.

(77)

e La DISTANCIA EN S (adimensional) entre p y o verifica (!):

2 to dt __ to —dz(t) __ z dz
dpo = ¢ [;° RO J° HLHE) _ © Jo fo H(t(2)) (78)
(para k = 1, siempre que sea cj;to % < ), usando (77) en la se-

gunda igualdad y la hipétesis de que f(t) es estrictamente creciente
entre t y to (”ahora” lo es, por la identificacién (76)) en la tercera.
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e La DISTANCIA-LUMINOSIDAD se definié por (70)

[ L
dy, =
L e con
L:= dE°™/dt |;

(potencia emitida, supuesta conocida)

Lo := Aio dE™°/dt |,
(potencia recibida por unidad de drea A, del receptor)

Pero la potencia recibida ” corrige” a la emitida por tres factores:

(i) un (1+12z) ', que (para z > 0) corresponde por (77) 2 =1 4z
a la disminucién de energia (de los fotones) debida a la expansién

(ii) otro (1+z) ', que corresponde (Charla 5!) al aumento del
tiempo de recepcidn (de los fotones) debido a la expansién (identifi-
cado experimentalmente en las ”curvas de luz” de las supernovas!)

(iii) el cociente entre el drea A, del receptor y el drea de la
2-esfera en S(t;) de radio fyd,, (en la que ”se distribuye uni-
formemente” la energia emitida), que es igual (ver antes) al drea
A7 £2 n*(dy,) de la 2-esfera euclidea de radio f,7(d,,)

Asi se tiene:

dE°™ /dt | Ao

dE™®°¢/dt |,. =
/dt fe, (1+2)2 4mfin?(dp,) =
= Lo = L =
o (1 + Z)2 4m fg nz(dPO) ’
= |dL = (1+2) fo n(dpo)| , (79)

con lo que dy, ”distorsiona” la distancia propia actual f;d,, entre

2

las galaxias p y o en la medida en quees z#0 6 k#0

La en un ETRW es (por definicién) la dependen-
cia di(z) resultante de sustituir (78) d,, =c [, m en (79):
dp = (1+2) fon(c [y mrpey) (80)

(para k = 1, siempre que sea c foz m < ), usando la hipétesis

de que f(t) es estrictamente creciente entre t y tg
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Pues bien, resulta que:

(i) el primer término del desarrollo de Taylor de la ley de Hubble
(80) en torno a z = 0 es comiin para todos los modelos y reproduce
la ley empirica de Hubble (71) dy, ~ cH,'z

(ii) los siguientes términos del desarrollo dependen del modelo
(a través de las derivadas del factor de escala f) y ”refinan” (71)

En efecto:

e Desarrollando en (78) d,, = c ftto dt = cJ; laintegral Jyy) = ff" daf

(como funcién de f, suponiendo de nuevo que f(t) es estrictamente
creciente entre t y to) en torno a f = fy, y teniendo en cuenta que
dJ;  dJgdt -1 d2J, d dJ; . dt d(-1/ff))1 1 i i

I dd w0 aE  a&lat)adE T @ ¢ Br
se obtiene (Jy,) = 0):
dJ, s d2Jy
dpo = ¢t~ It (F—fo) + 33~ 6o (F—£0)* + O((f — f0)?)] =
= glA-%)+3 (1+f?/fz)(1——) +O(1- %)) =
c z fof(
:Q[(l—a—z)_'— (]‘+ f’2 )(1+z> +O((1+z> )] )

usando (77) 2 =1+ z en la tltima igualdad

e Desarrollando en (79) dr, = (1+ z) fy n(d,,) la funcién n(d,,)
en torno a d,, = 0, se obtiene:

dL = (1 + Z) f0 [dpo + O(dio)]

e Y sustituyendo la peniiltima expresién en la dltima (y usando
la identificacién (76) f/f, = Hy) se concluye:

di = cHg' [z + (1+f§’,fz) *+ 0], (81)

que efectivamente incorpora y ”refina” (71)

Siempre se ha dado por sentado que el llamado
(adimensional!) —f, f}/f}? seria positivo (gravedad ”atrac-
tora”). Sin embargo, recientes observaciones (finales de 1990’s,
Charla 14) indican (sin apenas lugar a dudas) que actualmente
LA EXPANSION SE ACELERA (ver Charla 14):

fo £/ /f2 ~ 0'60(>0)
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Observacién 11.1 ‘HORIZON TES EN LOS ETsRW‘
En un ET de Robertson- Walker
IxeS = (M =1IxS,g =-c2dt?+f3(t)gg)
e Se llama dyubble @ la distancia propia
actual de aquellas galarias tipicas (suponiendo que eristan) que se
estdan alejando de nosotros (ahora) a la velocidad de la luz:

d dS(ot)
A g ot — Hodm o

= | dtubble = CHal ; (82)

usando (75) il = f (t) dpy en la segunda igualdad, y la definicion
e identificacion (76) H = {'/f con H(tg) = Hy en la tercera

Una distancia de Hubble: (i) no contradice la relatividad, (ii) (si
es finita) verifica (!) dg. e = (1 — fof) /), y (iii) no es un horizonte
(st fofl /€2 <1, dpupble crece y fotones que estan “mdas alld” po-
drian luego quedar "mds acd”)

e Se llama dphor al supremo de la dis-
tancia propia actual de galaxias tipicas de cuyas caracteristicas en
un pasado podriamos ahora tener noticia. Se tiene:

to  dt to —dZ(t) limg s inr1 2(t) dz
dor::fc/ —:c/ :c/ 83
pror =00 R0 T Jor By ()

(para k =1, siempre que sea cfl,z(fl % < ), usando (75) y (78)
en la primera igualdad, (77) en la segunda y la hipdtesis de que
f(t) es estrictamente creciente entre t y to en la tercera

El horizonte de particulas: (i) es la distancia (a escala actu-
al) recorrida por la luz desde el comienzo, (ii) marca el limite de

nuestro universo observable (si no hay ”restricciones” a la obser-

vacion), y (iii) (si es finito) verifica (!) d,., = ¢ + Hodphor (= dphor
crece)
e Se llama dehor al supremo de la distancia

propia actual de galarias tipicas de cuyas caracteristicas actuales
podriamos tener noticia en un futuro:

sup I dt
dehor := £ c/ — 84
" 0 Jto f(t> ( )
(para k =1, siempre que sea cftsl;lpl % < ), usando (75) y (78).

El horizonte de sucesos: (i) es la distancia (a escala actual) que
puede recorrer la luz hasta el final, y (ii) (si es finito y k# 1)
verifica (!) d., .. = —c+ Hodehor

En la Charla 14 volveremos sobre estos horizontes W
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12. COSMOLOGIA DE ROBERTSON-
WALKER. SINGULARIDADES
Seal x;S = (M =1x8S,g=—c?dt? + f%(t)gs) un ETRW, con fun-

cién de Hubble (76) H:= f'/f ¢ C>(I)
Calculos (!) dan (para cualesquiera X.,Y | 0/0t):

([ Ric(9/0t, d/0t) = —3f"/f

Ric (X, 9/dt) = 0

Ric(X,Y) = (2f2/c*? + 2k/f? + £'/c*f) - g(X,Y)
trRic = 6 (£f?/c*f? + k/f? + {"/c?*f)

(85)

\

Se sigue de (85) que I x; S verifica la ecuacién de Einstein con
constante cosmoldgica (67) Ric — 1 (trRic)g + Ag = E T si y sélo si
(!) la tensién-energia T ”corresponde” (en el sentido de la ec. (57)
T = (p+p)glZ/c,.)®g(Z/c,.) + pg) aun fluido perfecto (Charla 9)

(Z,p.p) ( ), con
(7 — 0/0t
4 2 12 2 21712 2
Ptoe = el +%) = fe 1+ %) (86)
P-4 = salm+ 5+ = S8+ 5+ %)

(las segundas igualdades, alli donde H # 0; nétese que p y p resul-
tan constantes en cada hipersuperficie S(t)). En tal caso:
e Las ecuaciones de los fluidos perfectos (64)

p = —(p+p)divo/ot
(p+p)Dya0/0t = —c*(gradp)*

equivalen (al ser (!) divd/ot = 3f'/f, Dy/5.0/0t =0 y p constante
en cada hipersuperficie S(t)) a la ecuacién (”dindmica”)

p=-3p+pt/f| (& (pf?) = -p(t?)) , (87)

que pone de manifiesto que (en general) ”la energia NO se conser-
va”: si p > 0, el trabajo realizado por la presién al expandirse es
positivo y la ”energia comévil” decrece (recordar (65) en Ch. 9)

e Si se impone f =cte. y p =0, se sigue de (86¢c): A =k/f? y
luego de (86b): p = c*A /4w G. Si ademds se exige p > 0, se obtiene
el :

k=1 y f=1/VA
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CONSECUENCIAS inmediatas de (86). Teniendo en cuenta:

(i) la identificacién (76) H(to)=H, > 0

(ii) la definicién de (ya introducida en Ch. 10)
3c?H3
87G
(iii) las notaciones (la primera, ya introducida en la Charla 10)

4 2
_ Po _ c*A/87G A

QO = - Yy QAO = P =

Po Po 3H3 ’

C

ps (88)

se sigue: (89)

e De la expresién de p en (86) alli donde H +# 0:

ctA 3c?H? ck 2
= 1+—), = [Q+Qo=1+% 90
Pt 8rG 87G (1+ f’2) ’ o+ fhao T (90)
que permite (si k = —1 6 1) expresar f) en funcién de ”observables”

(ver Charla 14)
Asi la respuesta a la pregunta: ”EL COSMOS, ; ES ” ABIERTO”
(k=-1), ’PLANO” (k =0) O ”"CERRADO” (k=1)?" es:

-1 <1
k = 0 & Qo+ Nao =1 (91)
1 >1

(aqui se aprecia la razén del nombre ”densidad critica” para p§: es
el valor de la densidad de energia comdévil actual que, para A =0,
corresponde a k = 0)

e De las expresiones de p y p en (86) alli donde H # 0:

_]. C4A 3C2H2 ff” _ o fO f//
S P+t T e 0 T |2 et @) e =T
(92)

que pone de manifiesto que (p + 3p) > 0 genera atraccién (asi ocurre
con todos los fluidos perfectos ”conocidos”, recordar (59)) mientras
que A > 0 genera repulsién (una propiedad general de la constante
cosmoldgica, recordar (69))

Y la respuesta a la pregunta: ”LA EXPANSION ACTUAL (£} > 0),
(SE FRENA (fj <0), MANTIENE VELOCIDAD (fj=0) O SE
ACELERA (f] > 0)?” es:

<0 1 3p <0
f(/)/ =0 =4 7 (Q() + CO) + QAo =0 (93)
>0 Po >0
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Definiciones de SINGULARIDADES:
Se dice que el ETRW 1 x; S:

Es si verifica | (i): t, = infI es finito
Posee (SI) si verifica (i) y | (ii): limg ¢, H(t) = 00
Posee (= ”big-bang”, (BB)) si verifica (i) y

(iii): limg ¢, £(t) =0, limy ¢, f'(t) = o0

Posee (SFI) si verifica (i), (ii) y | (iv): lim¢ ¢, p(t) = co

Algunas implicaciones inmediatas (escribiendo f(t) = A¢p(vt),
para ciertas A(> 0) [L], v(>0) [T ']y ¢(> 0) € C>*(I), Ch. 11):

e (i) no implica nada (I puede no ser ”maximal”)

o (ii) # (i). Ejemplo: R X, cxp—wt)2) S (= f/(t) = =2 0%t exp(—(v t)?))

e (iii) = (ii) (obvio)

o (iii) # (i). Ejemplo: R X, oy, 128 S (= f/(t) = 2/3 - Av(expuvt) 1/3)

o (i) + (ii) # (iii). Ejs.: (0,00) Xy (11 moze S (= F(t) =2/3- Av(vt) V/3),
(0,00) Xxarcsenh wt) S (= F(t) = Av(1+ (¥ t)?) /)y (0,00) Xaut S (= F/(t) = Av)

Las implicaciones con (iv) tienen en cuenta (86), escrita como

p = A(f? +c*k)/f> + B (con A(>0) y B constantes):

(iv) # (iii) (consecuencia del ejemplo que sigue y de que (iii) = (ii))
(iv) # (ii). Ejemplo: R X cxp(wt)2) S (= f'(t) = 22t exp((v t)?))
iv) # (i). Ejemplos: R x)\exp(jF(Vt S (ver antes)

i) = (iv) si k =0 6 1 (obvio), pero

i) + (ii) # (iv) si k = —1. Ejemplo: (0,00) x.; S (ver antes)

(iii) = (iv) (obvio)

De todo lo anterior se sigue:

(BB) = (SFI) = (S

k=0,1

”Dualmente”, se dice que el ETRW 1 x;¢ S:

Es si verifica (i'): t* = supI es finito
Posee (SF) si verifica (i') y (ii'): lim; .- H(t) = —oc
Posee (= ”big-crunch”, (BQC)) si verifica (i') y
seslNL 12 o , , _
(iii'): tlgg f(t) =0, tlgil* f'(t) = —o0
Posee (SFF) si verifica (i'), (ii') y (iv)): lim; ¢ p(t) = o

Y se siguen las implicaciones andlogas:

(BC) = (SFF) = (SF)

k=0,1
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Primer teorema (SINGULARIDADES INICIAL/FINAL):

Sea I x¢ S un ETRW que verifica la ec. de Einstein (67), con la
definicién (76) H:= {’/f y la identificacién (76) H(ty) =H, > 0.
Considérese la desigualdad
4

5 (P+3p) + o—=
(i) Si (94) se verifica hacia el pasado de tg, entonces to — H,' < t. < tg,
con lo que I x¢ S es pasado-incompleto y (si I es ”maximal”) posee
singularidad inicial
(i) Si (94) se verifica hacia el futuro de t;, entonces: o bien
f’ > 0, o bien f posee un maximo después de tg, en cuyo caso I x¢ S
es futuro-incompleto y (si I es ”maximal”) posee singularidad final

<0 (94)

Demostracién. Se tiene f) =: foHy > 0 y, donde (94) se verifica,
f” < 0 (usando (92))

oL ;

AN GO0

Fl&y o “Hiﬂ

siHre

L D

s 15 Ho ty ST 4

s ——

T

%‘Ha‘ 'to +t

(i) La gréafica de f(t) queda estrictamente ”por debajo” de la de
F(t) = fo +fi(t —to) (= F(to — Hy') = 0), conlo que t, — Hy" < t. < tg
Ademas, de la definicién (76) y de la hipétesis se sigue la inE-

DO: H' = {"/f — H?> < —H?, cuya solucién H(t) (habida cuenta de la
solucién de la correspondiente EDO H' = —H?, ver segunda figura)
para Hy > 0 debe verificar (si I es ”maximal”) lim; ., H(t) = oo
(ii) Tras el maximo de f (si existe) serda f' < 0, y el argumento
anterior se aplica para concluir (segunda figura) lo que se afirma

Comentario. Las observ. (Ch. 14) sugieren (con p§ dado en (88)):

Po ~ 0y py =~ 027 pg
c*A/87G ~ 0'73 p¢

—1 ct , .
)y = T(Po+3po)+% ~ 060p;, > 0
Al ser A > 0, se complican las conclusiones. Pero muchas otras
observaciones (radiacién de fondo, abundancia de elementos, ...)
y modelos de fisica de particulas indican que (94) se verificé ha-
cia el pasado de cierto t; <ty (con H(t;) >0), con lo que una
singularidad inicial (o algo muy préximo a dicho ”limite”) tuvo
probablemente lugar
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Segundo teorema (GRAN EXPLOSION/IMPLOSION):

Sea I x¢ S un ETRW que verifica la ec. de Einstein (67), con la
definicién (76) H:= f'/f y la identificacién (76) H(ty) =H, > 0.
Supongamos I “maximal” y que I X; S no posee singularidades
no-fisicas (innecesario decir esto iltimo, si k = 0 6 1). Considérense
las desigualdades (con a, A € R)
_ -1
p>0 'y (5 <)as
donde p=p+c*A/87Gy p=p— c*A/87G
(i) Si (95) se verifica hacia el pasado de t;, entonces (!) I xS
posee gran explosién
(i) Si (95) se verifica hacia el futuro de to y k= -1 6 0, en-
tonces (!) f' > 0 (= sup I = oo, con lo que no hay singularidad final),
limg oo £(t) = 00 y limg_0o p(t) =0
(iii) Si (95) se verifica hacia el futuro de t, y k = 1, entonces (!)
I x¢ S posee gran implosién

asllkel

<A, (95)

Ambas desigualdades para el cociente p/p en (95) son necesarias
para garantizar gran explosién/implosién. Ejemplos:

® (0,00) X\ (1t(wiyey S (= f/(t) =2/3- Av(rt) /%) posee singular-
idad inicial (necesariamente fisica si k = 0) pero no posee gran ex-
plosién ( lim; o f(t) = A > 0). Por lo demas, H > 0, (0,00) es ”max-
imal” y (para k = 0) se sigue (!) de (86)

D NN
= = (vt
3 Mt)

)

p

que incumple la segunda desigualdad (no tiene cota superior)

® (0,00) Xxaresenh(vt) S (= f'(t) = Av(1 + (vt)?) /%) posee singu-
laridad inicial (necesariamente fisica si k = 0) pero no posee gran
explosién (limg .o f(t) = Av < o). Por lo demds, H > 0, (0,00) es
”maximal” y (para k = 0) se sigue (!) de (86)

p 1 ( 2v t arcsenh(v t)
p -3 A wope

71) )

que incumple ambas desigualdades (y de hecho, es la primera la
responsable de que el modelo no posea gran explosion)

Comentario: Para A =0 (algo sobreentendido hasta mitad de
los 1990’s), este teorema es clave. Para A no necesariamente cero,
el analisis de si se verifican o no las desigualdades del enunciado
se hace prolijo y la importancia del teorema disminuye. Con la
hipétesis adicional p > p = 0, ver Charla 13
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13. MODELOS DE FRIEDMANN

Intentamos describir el cosmos mediante un cierto ETRW I x¢ S
(Charla 11, con el intervalo I maximal) tal que:

(F1) verifica la ec. de Einstein (67) Ric — 1(trRic)g+Ag = %ZET,
lo que implica (Charla 12) que su tensién-energia T ”corresponde”
(en el sentido de (57) T = (p+p)g(Z/c,.) @ g(Z/c,.) + pg) a un flu-
ido perfecto (Z = 0/0t, p,p) verificando (86)

c*A 3c? f? %k ctA —c? 2 2k 2f”
SWG_SWG(EJFf_z) Y piSﬂ'G_Sﬂ'G(f_zJrf_2Jr f )

(con k= —1, 0 6 1 la ”curvatura cte.” de la var. riemanniana S)

p+

(F2) incorpora (Charla 11) la ley empirica de Hubble (71), via
(76) H:=1{'/f y H(to)=Hy > 0, en la ley de Hubble (80)

Deseamos obtener los pardmetros basicos del modelo (las con-
stantes k y A, la funcién f(t) y el intervalo I) en base a ”observables
cosmolégicos” (la constante de Hubble Hj, el ”parametro de de-
celeracion” —f, £ /f;? y los datos sobre p, y po), basados a su vez
en medidas de z (para distintos objetos) y de la radiacién de fondo

Una relacién p(p) (?) podria sustituirse en (87) p' = —3(p + p)f’/f
para dar p(f), que podria sustituirse en la expresién (86) de p para
dar una EDO en la funcién (desconocida) f(t). A este respecto:

e El no-dato (74) pj™* s =777 es consistente ("nada se sabe”)
mat. osc.
P =0

con la hipétesis simplificadora (CDM)

e Lo anterior y los datos (73,74) pyatord ~ 10 2pfad ~ 10 7 ppat
indican que la presién es actualmente irrelevante

e Si radiacién (p™@? = p™4/3) y materia (p™** < p™a en torno
a ”ahora” t;) evolucionan ”independientemente” (= interflujos de
energia no modifican las densidades de energia, ”razonable” en
buena parte de la historia), entonces (87) da lugar a dos ecs. inde-
pendientes (la segunda, en torno a ”ahora”):

prad' — _4pradfl/f , = %pradiﬂ :Arad (cte. > 0) [L4T_2]

(96)

pmat’ ~ _3pmatf//f , = %pmatfﬁ ~ A mat (cte. > 0) [L3T_2],

de donde se sigue que, cuando la presién es relevante (i.e. f/fy < 1),

p'®? domina a p™®'. Lo que sugiere la hipétesis | p™2' = 0|~
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Un es un ETRW I x¢ S con (F1), (F2) y

(F3) (0/0t, p,p) consta de un fluido de radiacién mas un polvo
(p™at > 3p™2* = 0) de materia que evolucionan independientemente

e En un tal modelo, las ecs. (96) son exactas. Sustituyendo
p = prad 4 pmat en (86) p + SA — 3 (T2 sz—zk) se obtiene la EDO:

87G = 87mG\ f2
Arad Amat CzA
f2 + ¢k = £ 97

con solucién univocamente determinada por A, k, A4 > 0y A™at > (
(mds el ”valor inicial” Hy > 0). El andlisis detallado es prolijo

e Pero el dato (73) p;*d ~ 10 p** conduce, usando (96), a
la relacién A4 /f2 ~ 1074 A™2'/f;. Lo que indica que (en buena
parte de la historia) se puede prescindir del término de radiacién
en (97), lo que da lugar a la

f2 4 c?k = & 4 SAF2| (98)

con solucién univocamente determinada por A, k, A >0y Hy >0
SOLUCIONES CON A = 0 (sobreentendido hasta los 1990’s)

En esta hipdétesis, la ecuacién de Friedmann (98) queda:

f2 +c?k = 2|, (99)

que se integra elementalmente. Todas las soluciones:

e poseen ”gran explosién” para cierto t. < tg: previsible, ya que
las desigualdades (94) y (95) en los dos teoremas de singularidades
(Charla 12) se cumplen aqui trivialmente

e poseen ’horizonte de particulas”: consecuencia de que t, es
finito, lo que no permite (atin) la ”comunicacién” entre regiones
”inicialmente desconectadas” (recordar que f’ tiende a infinito en
la gran explosién), Charla 14

e poseen ”expansién siempre” (i.e. f' >0)sik=-16 0, y "gran
implosién” si k = 1: de nuevo previsible por el segundo teorema de
singularidades

e no poseen (salvo si k = 1, por la finitud de la méxima distan-
cia propia) ”horizonte de sucesos” (Obs. 11.1): consecuencia del
caracter siempre frenado de la expansién, que permite a la luz ”ir
ganando terreno” y (si el tiempo de vida del cosmos lo permite)
”comunicar” cualquier suceso a cualquier observador, Ch. 14

e predicen una edad actual > 10'? anos (que es compatible con la
antigiiedad estimada de los ctimulos) sélo si €2 < 012 (= k = —1),
que es incompatible con el dato observacional (73) €, > 0'20
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Especificamente: recordando las notaciones (88) p§:= 3;% y

(89) Qo= 22,y tomando t, =0 (~ ty es la "edad del cosmos”), las
O

soluciones, determinadas por (96) A = &% p f§ = Qo HZf§ y por el

valor (72) H,' ~ 13’8 - 10° afios, son:

e Parak =0: |f(t) = ¢/9/4A/c® - (c*t/A)*?|, cont € (0,00)

En este caso (modelo de Einstein-de Sitter) debe ser (91) 2y = 1
(excesivo frente al dato observacional (73) 2 < 0'4), lo que implica
A = Hif} (ello no determina A)

Y se tiene la prediccién (escasa frente a la edad de los ctimulos):

H:=f/f =2/3t , = to = 2H,'/3 ~9'2-10° aiios

o t(9) = A/2c¢3 - (¥ — sen )
e Para k = 1: { £(9) — A/2¢2- (1 —cos ) |’ con ¥ € (0,27)

En este caso debe ser (91) 2, > 1 (muy excesivo!!).
Eligiendo 0, = 2, la ec. (86) da la prediccién (muy escasa!!):

837':GH2(1+f,2):p0:2p8 , = fo=cHy' , = A=2H;', =

= Yo=7/2, = to=(m/2-1)H,' ~79-10° anos

{ t(x) = A/2¢* - (senh x — x)
f(x) = A/2c? - (coshx — 1)

e Para k = — , conx € (0,00)

En este caso debe ser (91) Q, < 1
Eligiendo Q2 = 0’1 (muy escaso!! frente al dato (73) 2, > 0'20),
la ec. (86) da la prediccién (ajustada a la edad de los ciimulos):

e Hy (1 - 5) = po = 01p5 , = fo= H°H,;' | =
= A:z—‘/:c3H61 , = 1e=364 , =

= to = L%(6/10 — 3'64)H," ~ 12'4-10° afios

pee) 2
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SOLUCIONES CON A NO necesariamente nula:

La ec. de Friedmann (98) es una ”ecuacién de la energia”

f2 = —ck + (4 + €4L%) =E - Va(f)] , (100)

cuyo ”potencial” V,(f) posee (s6lo para A > 0) un punto critico
(méximo) en fA = (J22)1/3 con V,(fA) = —(2A%A)1/3

Las soluciones f(t) de (100), determinadas por A, k, A >0y
Hy > 0, y que ”recorrerdn” (!) los puntos (f, E = —c?k) tales que:

(1) NO queden ”por debajo” de la grafica de V(f)

(2) sean compatibles con la condicién inicial f) > 0

(3) para A <0 seaf’ <0,y para A >0seaf’' <0 f<f?

7Y
1

ety o~

e poseen gran explosién (y por tanto, horizonte de particulas)
en cierto t,.< tg, SALVO en el caso

>A>0 k=1

9c2A2 — ’
en el cual existe tyin< to con lim; ¢, f(t) >0y lim, ., f'(t) = 0; si
tmin s finito, f(t) resulta simétrica en torno a t,,;, (“rebote”)

e poseen expansion siempre (con aceleracién positiva desde cier-
tO tcambios QUizds infinito; y, salvo un caso limite, con lim; ... f(t) = c0),

SALVO en los casos

, fo>1fM, (101)

A <O
A=0 , k=1 L (102)
ﬁ>A>O , k=1 | f0<f£6f0>f£

en los tres primeros casos, la expansién se detiene en el futuro:
existe tpax> to (finito) con lim;  _ f(t) >0 y lim;  _ f'(t) =0, y
poseen ”gran implosién” en cierto t*> ty; en el cuarto se detiene
en el pasado (’rebote”)

e poseen horizonte de sucesos, SALVO en los casos

A=0 , k=-160, (103)
en los que lim; .. .f(t) = co pero teampio = 00 (expansién siempre ”fre-

nada”)
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14. LEY DE HUBBLE EN MODELOS
DE FRIEDMANN. MODELO ACDM

Sea I x¢ S un ERTW que ademads verifica (F1), (F2)y (F3)
e Por (F2), el ETRW incorpora la ley empirica de Hubble (71),
via (76) H:=f{'/f y H(to)=H, > 0, en la (80)

dy = (1+2)fon ey mrissy)

(para k = 1, siempre que sea c foz m < 1), usando la hipétesis
de que f(t) es estrictamente creciente entre t y to. Aqui 7(1)) := senhip,
1 6 senty, seginseak =—-1,06 1

e Por (F1), la dens. de energia p cumple

_3c2 /2 c?k
87rG STI'G( + f2 )'

3c? H 1
87TG y las

a la relacién (90)

Ello da lugar, por (F2) y usando la definicién (88) p§:=
cAA c2A
8wGp§ - 3H2 ?

notaciones (89) Q= % , Qao=
(0]

QO + QAO =1 + Czk/f62 5

que permite expresar f; en (80) (si k = —1 6 1, tinicos casos en que
interesa hacerlo) en funcién de ”observables” como sigue:

fo = Ho'f), = cHy' |1 — (Qo + Qao) |72 (104)

e Por (F3), la densidad de energia p satisface (96) pf® = p,f3 (sin
incluir radiacién; si se incluyera, habria que usar p™2If* = pf2dfs
pratfd = pmatfs por separado). Ello permite, por (F1) y (F2), expre-
sar H(t(z)) en (80) en funcién de ”observables” como sigue:

/ .2 -
(£)? = F+ 520+ SE) =
f, T T
= (@7~ %0+ £) + S0+ SR =
f

f/ T C C
= ()~ 52 (P + §:8) + FeEpof + GHE)? =

= H2 (1— (Q0 + Qa0) + Q0 + Qno(£)? ) ;=
/ 1/2
= H(t) = ff‘;) ff(ot> = fﬁ)H <1 +Qo(% —1)+ QAO((fg)) — 1)) =

a7 1))1/2 (105)

usando (86) en la primera y segunda igualdades, (96) en la tercera,
(88) y (89) en la cuarta, y (77) 1+z = f,/f(t) en la 2* implicacién

=  |H(t(z)) = Ho(1+2) (1+90z+QA0(

LA LEY DE HUBBLE EN LOS MODELOS DE FRIEDMANN
(80)4(104)+(105) convierte la dependencia dr,(z) en una funcién
exclusiva de z, Hg, 25 y Q40
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MAS OBSERVACIONES:

e Como ya vimos (Charla 10), las observaciones de galaxias y
cimulos de galaxias indican

02 < Qy<04

(*)

e Desde principios de 1990’s las observaciones de la anisotropia
de la radiacién de fondo (COBE) indican (!), en el marco de los
espacio-tiempos de Robertson-Walker, que la geometria de cada
hipersuperficie S(t) es euclidea, esto es, k = 0. En términos de los
observables 25 y 40, y habida cuenta de (90) 2y + Qpo =1+ Cf?‘,

las citadas observaciones indican (WMAP)

Qt(;]otal? = Qo‘I’QAO? = 102 (:t0,02> (**)

e A finales de 1990’s dos equipos independientes han cotejado la
dependencia dy,(z) de la ley de Hubble en los modelos de Friedmann
(80)+(104)+(105) con muestras de varias decenas de supernovas
tipo Ia lejanas (0'2 < z < 0'8).

El an4lisis estadistico de las observaciones (HZT-Riess 98, SCP-
Perlmutter 99) indica una distancia-luminosidad mayor (= lumi-
nosidad aparente menor, un ~ 25 %) de la ”maxima” que tendrian
tomando en dp,(z) el valor A =0 (el aceptado hasta la fecha, com-
patible con la cota observacional previa: | A [< 107°% cm 2, Ch. 9).

Y los valores que mejor ajustan estas observaciones con las re-
stricciones (*) y (**) son (WMAP):

Qo = 027 (£004)] y  [Qao = 0'73 (£004) (106)

Se sigue de (92) <5(Q0 + 3po/p§) + a0 = f"T&"’ con po = 0 y (106)

que LA EXPANSION ACTUAL SE ACELERA (parametro de ”de-
celeracién” negativo!):

fof] -1
7 = 5 20+ Qo = 060 (>0) (107)
0
Y se sigue de (89) Q) = % y (106) una cte. cosmolégica POS-
(0]
ITIVA: 2 2
3 3
A = =2Qpo ~ 0730
c c

con valor, habida cuenta de (72) H,' ~ 13'8 - 10° afios:

A ~ 1151072 afiosluz 2 ~ 1'3-107% cm 2| (108)
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Recordemos que, en el marco de los modelos de Friedmann:

e La respuesta a: ’EL COSMOS ;ES ”ABIERTO” (k= —1),
»PLANO” (k = 0) O »CERRADO” (k — 1)?” venia dada por (90):

—1 <1
k = 0 = 90+QAO =1 ( )
1 >1

e La respuesta a: ”LA EXPANSION ACTUAL (f,>0) ;SE
FRENA (f/ < 0), MANTIENE VELOCIDAD (f/ = 0) O SE ACEL-
ERA (f] > 0)” venia dada por (92) con p, = O:

<0 1 <0
>0 >0

e Pues bien, la respuesta a: ’EXPANSION SIEMPRE ;SI (f' > 0)
O NO?” viene dada por (!):

Qp0 > 0 ,sik=-16k=0 (LINEA ROJA)
ff>0s 2/31/3
Qro >0 y 39207045 — (0 +Qa0—1) >0 ,sik=1

Si esta tltima respuesta es SI, el modelo posee (Charla 13): gran
explosién (BB), aceleracién positiva desde cierto teampio (quizas in-
finito), lim; .. f(t) = co (salvo un caso limite) y horizonte de sucesos
(salvo dos casos limite).

Si esta ultima respuesta es NO, la expansién (Charla 13): se
detiene en el futuro y hay gran implosién (BC) 6 se detiene en el
pasado y no hay gran explosién

En un diagrama (£29,{240) la situacién observacional actual es la
siguiente:

2y A 2o

)

FlEan)- (esg<e
Q43,5 A N® (ec)
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MODELO ACDM:

Si como indican (91) y (106) es [k — 0], 1a ec. de Friedmann (98)

2 A £2 .
queda: f? = % + < gf , que se integra elementalmente.

Y si como indica (108) es |A > 0], la solucién (univocamente
determinada por A, A >0y Hj > 0)

£(t) = (3A/2¢2A)Y* (cosh(vVB A t)l)l/ ’ (109)

rgqL]

S LE (o

& -
e posee expansién siempre, con lim; .. H(t) := /A/3

e posee gran explosién (y por tanto, horizonte de particulas)

e posee aceleracién positiva desde cierto t...ni, finito, con f”
creciente y lim; . ff"/f"? =1

e alcanza f = oo en tiempo infinito y posee horizonte de sucesos

Con los valores (106) Qg ~ 027 y Qa0 >~ 073 ( )
el modelo predice:

e una edad del cosmos ty ~ 13’7 - 10 anios (excelente acuerdo
con WMAP y con la edad de los ciimulos)

e un valor teampio = 7'1-10% anos < ty (acuerdo? con los datos
de la Supernova Ia SN1997ff con z ~ 1'7)

e un horizonte de particulas dg,,, ~ 476 - 10° anosluz, que se
aleja (ahora) a velocidad (Obs. 11.1) d, . ~ 4'4c

e un horizonte de sucesos dgpo, ~ 155 - 10? anos luz, que se ale-
ja (ahora) a velocidad (Obs. 11.1) d., . ~ 0'lc y tiene por limite
limg o denor(t) =~ 16’1 -10? anios luz. Habida cuenta de este limite
finito y de la expansion acelerada del cosmos, cantidades crecientes
de estructuras césmicas (actualmente observables) irdn escapando

a nuestra observacién

71



