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1. NOTAS. TEORIA DE VARIEDADES

(Capitulo 1 de [6])

1.1. VARIEDADES. SUBVARIEDADES. INMERSIONES
Y SUBMERSIONES

(A) Variedades

(Def.) Carta & = (') : (S D)U — R" en un espacio topolégico S
Carta estandar id = (v') : R" — R"

(Def. 1.3) Variedad diferenciable M (incluye Hausdorft!), dimensién

(Def. 1.6) Aplicacién diferenciable (= C*) ¢ : M — N (V cartas &
de M ynde N, nogo&tesC®).Si N=IR, notacién (M)

(Def. 1.9) Vector tangente en p € M (= "derivacién” en p): aplicacién
v:§(M) — R que es R-lineal y Leibnitz, (~ espacio tangente 7),M)

» (Def. 1.10) Dadas carta £ = (2%) : (M DU - R, pely [ € F(M),

se definen (derivadas parciales de f en p) %(p) — 5(f§5;1) (€p)
= Notacién: 0, |, = 5= |,

» (Teor. 1.12) El conjunto {0,

ptesbasede T,M yv=>" v(z")d,

p

(Def. 1.13) Dados aplicacién diferenciable ¢ : M — Ny p € M, se define
la aplicacién lineal (diferencial o aplicacién tangente de ¢ en p)

dp, : T,M — Ty,N . v~ dg,(v) (19— v(gog), Vg € F(N))
» (Nota) Dados f € (M), pe M y v e T,M, se tiene:
1.12) d (1.13) d

) "= (d0) (1 " v fo gy
f

» (Lema 1.14) Dadas cartas £ = (2!, ..,2™) de M y n = (y',..,y") de N:

n 0 j o
dgbp (811 ’p) = Z %(p) ayj |¢p (Z = 1, ,m)

J=1

= (Lema 1.15) (cadena): d(v o ¢), = dip,, o dg,
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= (Teor. 1.16) (funcién inversa): d¢, es isomorfismo < 3 M-entorno
V de p tal que ¢ | V es difeomorfismo sobre un N-entorno ¢(V) de ¢p

(Def. 1.17) Dada curva « : I — M, t — «(t) (aplicacién C*° con I C R
abierto), se define (velocidad de « en t)

, d
a(t) == dat(% 1) € ToyM

= Dada carta £ = (2%) : (M D)U — R™, se tiene:

o) MY iw(waﬂ

, du
=1

a(t)

(Def.) Campos de vect. V € X(M) (incluye: f € F(M) =V f € F(M))

s (Def.) Dada carta £ = (2°) : (M D)U — R", se definen (campos
coordenados) 0,: = -2 € X(U)

= (Def.) Derivacién en §(M): aplicacion F(M) — F(M) que es R-lineal
y Leibnitz. Biyeccién: derivaciones < campos

= (Def.) Corchete de Lie en X(M): [V,W]f :=V(Wf)—W((V[)

= (Def. 1.20) Dada aplic. diferenciable ¢ : M — N, se dice que X €
X(M)eY € X(N) estdn ¢-relacionados si dp,(X,) = Yy, Vp € M

(Def.) 1-formas 6 € X*(M) (incluye: X € X(M) = 0(X) € F(M))

= (Def. 1.24) Dada f € F(M), se define (diferencial de f) df € X*(M)

por df,(v) :==v(f) € R, Vv € T,,M (recordar la otra acepcién de df, en

L13: dfy(v) = o) 2 |1y = (0(f);, € TrpR)

(B) Subvariedades

(Def. 1.26) Subvariedad (= subvariedad regular) P C M: variedad
y subespacio topoldgico tal que la inclusién j : P — M es diferenciable y dj,
es inyectiva (Vp € P)

(Ejemplo) Dadas f : (—1,1) — R2t — (t3,1?), g : (—7/4,57/4) —
R% ¢ — (sint,sin2t) y h : (0,27) — R? ¢ — (sint,sin2t), es posible dar
estructura de variedad a las tres imagenes Im f (via la carta global 71 |m f),
Im g (que no puede ser conexa) y Im h (via la carta global h~1). Pero ni Im g
ni Im A son subespacios topolégicos de R? (abiertos de R? en torno a (0,0)
intersectan ambas ramas de Img y Im~h) y, si bien Im f lo es, la inclusién
j:Imf — R% 2 (xl,xf/?’) no es diferenciable en z = 0. Con lo que
ninguna de las tres imdgenes es subvariedad de R2.
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» (Def. 1.27) Una carta £ : (M D)U — R" se dice adaptada a un
subconjunto P C M si U N P es una cortadura coordenada de U (i.e.
si n — p coordenadas de U N P son constantes, para cierto p < n)

= Un subconjunto P C M es una subvariedad si (Prop. 1.81) y sélo si
(Prop. 1.28) existe en torno a cada p € P carta de M adaptada a P

(Def. 1.34) Inmersién: aplic. diferenciable ¢ : M — N tal que dg¢, es
inyectiva (Vp € M) (necesariamente m < n). En el ejemplo anterior, f no
es inmersién (aunque f es diferenciable, dfy no es inyectiva), g es inmersién
pero no inyectiva, y h es inmersion inyectiva.

(Def.) Encaje: inmersion inyectiva ¢ : M — N tal que la aplic. inducida
¢ : M — ¢(M) es (con la topologfa subconjunto de ¢(M)) un homeomorfis-
mo. En el ejemplo anterior, ni f ni g ni A son encajes.

= Localmente, toda inmersién es un encaje (globalmente NO). En efecto:
si ¢ : M — N es inmersion, entonces (1.33(3)): ¢ es localmente inyec-
tiva y, para todo p € M, existe M-abierto U(> p) tal que ¢(i) es un
(M )-abierto

= Si P C M es una subvariedad, entonces (def. de subvariedad) la in-
clusién j : P — M (inyectiva) es una inmersién y la aplicacién in-
ducida j : P — j(P) C M es un homeomorfismo, con lo que j es un
encaje.

= Si¢: M — N es un encaje, entonces (def. de encaje) ¢ : M — ¢(M)
es un homeomorfismo. Demos a ¢(M) la estructura diferenciable que
hace a ¢ un difeomorfismo. Entonces la inclusién j : ¢(M) < N, que
verifica j = ¢ o ¢ ', resulta ser (al ser ¢ inmersién y por 1.15) una
inmersién, y por tanto ¢(M) una subvariedad (Def. 1.26)

(Def.) Sean ¢ : M — N aplicacién diferenciable y ¢ € Im1). Si di, es
suprayectiva Vp € 1)~ (q) (necesariamente m > n), se dice entonces que ¢ es
un valor regular de 1. En tal caso, 9"'(q) es (Corol. 1.36) subvariedad de
M de codimensién n (i.e. de dimensién m — n).

(Def. 1.38) Submersién: aplic. diferenciable ¢ : M — N tal que dv, es
suprayectiva (Vp € M) (necesariamente m > n). En tal caso, todo ¢ € Im
es valor regular de ¢

(Ejemplo) La aplicacién 7 : R? — R, (21, 2%) — =z
Vp € R?, dmp(Dyi |p) = 01 Oy

1 es una submersién:

Tp
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1.2. ALGUNAS VARIEDADES ESPECIALES

Topolégicamente, las variedades:

(por la definicién de carta) son localmente conexas y localmente com-
pactas

= (por la definicién de carta) son conexas sélo si (por supuesto, también
”si”) son arco-conexas (de hecho, arco-conexas por curvas C'*). Dada
la funcién f : (0,7] — R%* z — (z,sin1), la clausura Im f es conexo

pero no arco-conexo (y no es variedad).
= (incluido en la Def. 1.3) son Hausdorffx

= (lo supondremos cuando se precise) poseen una base de entornos nu-
merable, lo que implica (Prop. 1.40) que admiten particiones de la
unidad (i.e. conjunto de funciones {f, | « € A} tal que (1) 0 < f, <
1,Va, (2) {soporte(f,) | « € A} es localmente finito, y (3) >, fa =1,
Def. 1.89) subordinadas a cualquier recubrimiento por abiertos.

Se definen las variedades producto M x N, que verifican:

» Las proyecciones 7 : M X N — M y o0 : M x N — N son submersiones
» Una aplic. p: P—- M x Nes(C®siysblosilosonmopyocoqp

= V(p,q) € M x N, los conjuntos M x {q} =o' (q) y {p} x N =7"1(p)
son subvariedades de M x N

» V(p,q) € M x N, las restricciones 7 |yxqqy: M % {q} = M y 0 |ppxn:
{p} x N — N son difeomorfismos

» (Lema 1.43) ¥(p,q) € M x N, el espacio tangente T, (M x N) es
suma directa de T, oM = T (M x {q}) ("horizontal”) y T(, N =
Tp.9)({p} x N) ("vertical”)

(Def.) Levantamientos:

m fi=fomreF(M xN)de feF(M) (y andlogamente desde N)
T €Tpg(M xN)dexeT,M, condrn(Z) =xy do(z) =0,
X € X(M x N) de X € X(M), con dr(X(pp) = X, v do(X(pg)) = 0,

= El conjunto de campos levantados £(M) = {X | X € ¥(M)} C
X (M x N) es un R-subespacio vectorial (pero no un §(M x N)-submédulo!).
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—_—

= (Corol. 1.44): (1) VX,Y € X(M), se tiene: [X,Y] = [X,Y]
(2) VX € (M) y VYV € X(N), se tiene: [X,V] =0

Un espacio vectorial V' de dimensién n sobre R admite una dnica (Prop.
1.42) estructura de variedad tal que cada isomorfismo lineal {e;} : V — R”
es una carta (sus coordenadas (z') verifican v =: >, 2 (v)e;).

Para cada p € V, existe un isomorfismo canénico (Def. 1.45)

Vov—u,:=d(0)eT,V

(con a(t) := p+tv), que verifica (Lema 1.46) en cada carta lineal (z!, ..., z"):

(1.17) & d :Ei o« x lineal . i
Up = Z %(O)ze a(g) = ZI (v)@xz

1=1 i=1

v (" ue) =)

Se sigue que, si {e;} es una base (de V) con carta asociada (z') (de
M =V), entonces: (€;), = Ori

p-
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2. NOTAS. TENSORES

(Capitulo 2 de [6])

2.1. CAMPOS DE TENSORES. COMPONENTES
(Def. 2.1) Campo de tensores de tipo (7, s) (con r,s > 0): aplicacién

F(M)-multilineal A : X*(M)" x X(M)* — F(M) (con TY(M) = F(M)). El

conjunto %% (M) de campos de tensores de tipo (7, s) es un §(M)-mdédulo

(Def.) Dados A € (M), B € T%,(M), se define el producto tensorial
A® B e 37 (M) por:

s+s’
A®B (91, L0 X ..,Xs+s,> = A(0Y, .07, Xy, X)-BO 0 Xy, Xsw)

Interpretaciones:

= TUM) het X*(M) y (puesto que (V*)* = V, para todo espacio vectorial

V de dim. finita) T4 (M) = X(M)

= A cada aplicacién §(M)-multilineal A : X(M)* — X(M), se le asocia
A e TH(M) dado por: A (0, X1, .., X,) =0 (A(Xy,... X,))

(Prop. 2.2) Dados A € .(M),p€ My (01, L0 Xy LX), (91, L0, X, LX)
tales que 0'(p) = 0'(p) (i = 1,...,7), X;(p) = X;(p) (j = 1,..., ), entonces:

A0 07, X1, X)) () = A (0,0 0,0, K,) ()
(Def.) Dados A € T7(M) y carta £ = (2') : (M D)U — R", se definen

((zOmPZn;ntes) At = A(da™, . da', 0y, .., 0y ) € F(U) y se tiene
ema 2.5):

Al =Y A0, 8. ® 0 @dr) ® .. & do”
(0)6)
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2.2. CONTRACCIONES E IMAGEN INVERSA. PRO-
DUCTOS ESCALARES
(A) Contracciones e imagen inversa

(Def.) Dado A € T2(M) (r,s > 1), se define (contraccién en los indices
ayb) CtA € T 1(M) por (en cada carta & = (2°) : (M D)U — R"):

(CIC)LA) |Z/l ( .- 79T ! le‘? : ZA (917’7 da" 7"70T?17X17”7 azm 7--7X31)
a—ésima b—ésima

» (Corol. 2.7) Dada carta £ = (2%) : (M D)U — R™, se tiene:

a—ésima .

a 7,1 dp—1 11.- m 7/7" 1
(CbA Jieds—1 z :A m -1
“b—ésima’

» (Ejemplo) Si A = X®0 € T(M),es CA=ClA =5, X"0, =
0(X), que es la traza de la aplicacién §(M)-lineal asociada (ver 2.1)
A X (M) — X(M),V = 0(V)X

= (Nota) Recuérdese que la nocién de ’traza’ estd bien definida para
aplicaciones lineales L : V' — V., pero no para formas bilineales B :
V x V — R. En efecto, si b,b' son dos bases de V relacionadas por
b = b'A (para cierta matriz A), las columnas vy, vy representativas de
v € V verifican vy = Awy, (*), con lo que las matrices Ly, Ly y By, By
representativas de L y B verifican:

Lb/AUb Lb/vb/ = (Lv)b, —) A (L’U)b = ALb'Ub s lg

= L= A~ 1Lb/A = trl,=trLy
vi AT By Awy, & vl Bywy = B(v,w) = v Bywy, , oy
en general

. = Bb:ATBb/A , = trB, 7é tr By

(Def. 2.8) Dados aplic. diferenciable ¢ : M — N y campo A € T(N)
(covariante!), se define (imagen inversa por ¢) ¢*A € T°(M) por

(9% A), (v1, .., v5) == Agp (do,(v1), ..., do,(vs))
= Dada f € F(N), su diferencial (1.24) df € X*(N) verifica:

(1.15) (1.24)

(@*df)p(v) := dfgp(do,(v)) d(f o @)p(v) =" v(foo)
= (Lema 2.9) ¢ (A®B) = ¢*A®¢*By (o ¢)* = ¢*o)* (Vi : N — P)

Sobre derivaciones tensoriales (Def. 2.11 y Teor. 2.15), ver Cap. 3
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(B) Productos escalares
Sea B una forma bilineal simétrica (en un espacio vectorial V):

(Def. 2.17) Se dice que B es definida positiva si: B(v,v) > 0 (Vv #
0), definida negativa si: B(v,v) < 0 (Vv # 0), y no-degenerada si:
B(v,w) =0 (Yw) = v=0

(Def. 2.18) Se define el indice de B como la dimensién méxima de los
subespacios W C V tales que B | W es definida negativa

Se verifica la identidad de polarizacién:

B(v,w) = %[B(v +w,v +w) — B(v,v) — B(w,w)]

(Lema 2.19) B es no-degenerada si y sélo si su matriz relativa a una
(y cualquier) base es invertible

Un producto escalar g (en un espacio vectorial V') es (Def. 2.20) una
forma bilineal simétrica no-degenerada

= (Lema 2.22) Dado subespacio W C V, el subespacio (complemento
ortogonal) W+ := {v € V : g(v,w) = 0,YVw € W} verifica:

dim W +dim Wt =dimV y (W5 =W

= (Lema 2.23) W es no-degenerado (i.e. g | W es no-degenerado) si y
s6losi V=WaW

(Ejemplo) En (V = R?, g = ¢! ® ¢! — ¢ ® ¢€?) el subespacio W =
Span(e; + e3) es degenerado y verifica W = W+

m (Lema 2.24) En (V # {0}, g) hay bases {¢;} ortonormales (i.e. tales
que g(e;, e;) = d;5¢;, con €; = g(e;, e;) = £1). El conjunto (g1, ...,£,) se
denomina la signatura de {e;}

= (Lema 2.25) Dados v € V' y base ortonormal {e; } con signatura (¢4, ..., ),
se tiene: v =Y. £;9(v, €;)e;.

= (Lema 2.26) Dada base ortonormal {e;}, el nimero de signos menos en
su signatura (e1, ..., &,) es igual al indice de g

= (Lema 2.26bis) Una aplicacién lineal L : (V,g) — (V,g) preserva pro-
ductos escalares si (también ”sélo si”) preserva formas cuadréticas [in-
mediata consecuencia de la identidad de polarizacion| y sélo si es in-
yectiva [inmediata consecuencia de la no-degeneracion de g].
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3. NOTAS. GEOMETRIA SEMIRIEMAN-
NIANA

(Capitulo 3 de [6])

3.1. VARIEDADES SEMIRIEMANNIANAS. ISOMETRIAS.
CONEXIONES

(A) Variedades semiriemannianas. Isometrias

(Def 3.1) (Campo de) tensor(es) métrico g € T3(M) (simétrico, no
degenerado y de indice constante; esta ltima condicién es superflua si M es
conexa, ver Ejerc. 3.10b) sobre una variedad diferenciable M ~~

(Def. 3.2) Variedad semiriemanniana (M, g)

= Indice v (0 <v <n=dimM)
= Casos ¥ = 0 (riemanniana) y v = 1 (lorentziana si n > 2)

= ¢ ‘metriza’ a M siy s6lo si g es riemanniana y M es conexa (~ funcién
distancia, ver Nota 4 en 12.6.” Distancias en los ETRW”)

Dada cualquier base U-local {X;} (« base dual {¢'}), la matriz de
funciones (g;;) (donde g;; = g(Xi, Xj)) es invertible (2.19) y se tiene:
9 lu= Zij 9i0" @ 0.

(Ejemplo) La variedad semiriemanniana R = (R", g), donde g(v,, w,) :=
< v,w > (con v, definido en 1.45) y <, > es el producto escalar canénico
de indice v en el esp. vectorial V = R™. Sea {e;} la base estandar (de

V = R"), que tiene por carta asociada (de M = R") la carta esténdar

u'). Para todo p € R", y puesto que (e; (1:46) Oy
p

coneg; = —1 (para 1 <i<v)6+1 (para v+ 1 < i <mn). De donde se
sigue: g = >, gidu’ ® du.

p, Se tiene:

p,auj |p) =< ¢, e >= gi(sij ,

» Notacién: sobreentendiendo una carta local (') concreta de M: 9; =

Oyi = aii y también f; = 0;f.

(Def 3.3) Caracter causal de vectores v tangentes a (M, g): espacial
si g(v,v) > 06 v =0, temporal si g(v,v) <0, y luz (o nulo) si g(v,v) =0
con v # (. Clasificacién exhaustiva y excluyente.

La forma cuadratica q : TM — R,v — g¢(v,v) determina g por polar-
izacion (2.18): g(v,w) = 3(q(v +w) — q(v) — q(w)).
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(Def 3.4) Dadas (M, g) y subvariedad ("regular”, Def. 1.26) j : P — M,
se dice que (P,j*g) es una subvariedad semiriemanniana si j*g es no-
degenerada y de indice constante.

» Ejemplo: si P := {(z,z) | * € R} C R}, entonces (P,j*g) NO es

subvariedad semiriemanniana.

(Lema 3.5) Dadas (M, g ), (N, gn) y las proyecciones m: M x N — M
yo: MxN — N, resulta que m* gy +0*gny € T3(M x N) es un tensor métrico
de indice ind(gnr) + ind(gy) ;~ variedad semiriemanniana producto
(M x N,7m*gy + 0*gn). En particular: R? = RY x R,

(Def 3.6) Isometria: difeomorfismo ¢ : (M, gy) — (N,gn) tal que

¢*gy = gu (e gn(do,(v),do,(w)) = gu(v,w),Vp € M). Con lo que su
diferencial en cada punto es (Teor. 1.16,<) una isometria lineal.

(Lema 3.7) Sivp : (V, <,>) — (W, <,>') es una isometria lineal, entonces:
v (M=V,g)— (N =W, ¢') es una isometria (donde g(v,, wy) :=< v,w >
y ¢ (vg,wy) =< v,w >').

Demostracion. La aplicaciéon ¢ : V' — W es un isomorfismo lineal,
luego Y : M =V — N = W es un difeomorfismo.

Si (z'),(y’) son las cartas globales inducidas en M, N por bases
{e:}, {f;} de V, W, respectivamente, se tiene:

pei =) vl = ve=) o)) ZZx s =
=2 @l ()

con lo que se concluye:

By (ey) S ) (0 1) S 22D g, ),

i .3

i i @) ; ema 1.
= ZI (V)70 lyp = Zyj(wv)ayj lup peme A (Yo)yp » =
i3 J

Def. de ¢’

= g(d(vp), dip(wp)) = g (Y0)yp, (w)yp) 1= " <tv,dw >

Def. de g
=<v,w> = g(v,w, N

*

~

1 Hipotesis
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(B) Conexiones
La idea de ”conexién” como ley de transporte-a-lo-largo-de-curvas de vec-
tores tangentes.

(Def. 3.9) Axiomética (Koszul) de conexién sobre M: aplicacién
D X(M) x X(M) — X(M), (V,W) > DyW

(lamamos a Dy W la derivada covariante de W con respecto a V para
la conexién D) tal que:

(D1) DyW es §(M)-lineal en V,

(D2) DyW es R-lineal en W, y

(D3) (Leibnitz) Dy (fW) = (V)W + fDyW.

Nota 1. (D1) implica que: Vp € M y Vv € T,,M, queda bien definido
D,W = (DyW)(p), para cualquier V' € X(M) tal que V (p) = v.

En efecto, se tiene:

Vilp) = Va(p) = Vi=Va+ fZ (con f(p) =0y Z € X(M)) =

= (Dy,W)(p) "Z (DWW + FDW)(p) L (D, W) (p)

Obsérvese que la derivada-Lie [,] : X(M) x X(M) — X(M) NO
verifica (D1). De hecho, dado v € T,M, el objeto L,V NO estd
bien definido: el transporte-Lie precisa informacién sobre el campo V'

en la vecindad de la curva integral v (con v(0) = p, 7//(0) = v =
V(p)) sobre la que se pretende el transporte l

= Ejemplo: la conexién ”canénica” (o ”afin”) D en M = R"™, definida
por:
DyW = Z VW0, (con W = Z Wid,) ,
J J

lo que equivale a: Dy ;0,5 =0 (i,j = 1,..n).
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3.2.

CONEXION DE LEVI-CIVITA. DERIVACIONES
TENSORIALES. DIFERENCIAL COVARIANTE

(A) Conexién de Levi-Civita

(Prop. 3.10) Dada (M, g), la aplicaciéon J : X(M) — X*(M),V — g(V,-)
es un isomorfismo de F(M)-médulos.

Demostracién. Se demuestran sucesivamente: la §(M )-linealidad
(trivial), la inyectividad (ya que g es no-degenerada) y (es necesario
hacerlo, ya que el R-espacio vectorial X(M) es de dimensién infini-
ta) la suprayectividad (por lo anterior, basta en una carta). Si V =
> Vid,i, se encuentra: J(V) = Zij gi;V7dz'. Y si 0 = >, 0;da’,
se encuentra: J~1(6) = > i §70,0,; M

(Teor. 3.11) Dada (M, g), 3! conexién D (de Levi-Civita) que verifica:

(D4) es "simétrica”: Dy W — Dy V = [V, W] (< "torsién” cero, Ejerc.3.1)

(D5) es "métrica”: Xg(V,W) = g(DxV,W)+g(V, DxW) (”identidad de
Ricei”).

Ademds D viene caracterizada por la férmula de Koszul (VV, W, X):

29(DyW, X) = Vg(W, X) +Wy(X,V) - Xg(V,W)—

—g(V, W, X]) + gW, [ X, V]) + g(X, [V, W]) = F(V,W,X)
Demostracién. Unicidad: Si una conexién D verifica (D4) y (D5),
debe verificar (inmediato, operando en el miembro derecho) 2g(Dy W, X)) =

F(V,W, X), para todo V, W, X. Se sigue (no degeneracién de g) que
una tal D (si existe) es tunica.

Existencia: VYV, W, la aplicaciéon ayw : X(M) — F(M), X —
F(V,W,X) es (inmediato) §(M)-lineal, luego ayy € X*(M). Se
sigue (Prop. 3.10) que 3! Dy W” e X(M) tal que ayyy = g(Dy W, ).
Ahora es inmediato comprobar que la aplicacion ” D”: X(M)xX(M) —
X(M),(V,W) — DyW verifica (D1) a (D5) W

(Def. 3.12) Simbolos de Christoffel: coeficientes de la conexién de
Levi-Civita en una base coordenada {0,:}, esto es:

Dy, 0y =Y Thou (‘2 Th=rh).
[
(Prop. 3.13(2)) Dada una base coordenada {0,:}, se tiene:
1 m
Ffj =5 Z 9" (Gmgi + Gimj — Gijm) -

(Lema 3.14) La conexién de Levi-Civita en R” coincide con la canénica

< (3.13(2)) afin k
en R™ [en la carta estdndar, es: g;; = €,0;;, = I‘ZLJ.C F=0(= I‘z.jf )]
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(B) Derivaciones tensoriales

Nota 2. Una derivacion (tensorial) (Def. 2.11) es una aplicacién
D=7D;:T(M)— T(M) (¥Yr,s > 0) que verifica:

(a) es R-lineal,

(b) es "tensorial”: D(A® B) = DA® B+ A® DB,y

(¢) conmuta con las contracciones: D(CA) = C(DA).

Se prueba que:

(1) Dada una derivacién D, existe un tinico V' € X(M) tal que D) f =
VI, Vf € F(M) basta definir V,(f) := (D] f) (p), ver Cap. 1, p.12]

(2) Las derivaciones poseen cardcter local (2.12): dados una derivacién
D en M y un abierto U, existe una tnica derivacién Dy, en U tal que
Dy(Al,) = (DA)|, [si B € TL(U) y f es una funcién meseta en p
(ie. f(p) = 1) con sop(f) C U, resulta fB € T.(M). Basta entonces
definir (Dy B)(p) == (D(fB))(p)]

(3) Dadas derivaciones D; y Ds, se tiene (2.14):

(D1)y = (Da)y ¥ (D1)g = (Da)y = Di=D; .

(4) Dada una ”derivacién-en-{F(M), X(M)}" {DJ, D}}, existe una
tinica derivacién D cuya restriccion a {F(M), X(M)} coincide con
{DY, D}} (Teorema 2.15).

En efecto, (b) y (¢) permiten encontrar D? a través de (Prop. 2.13)

(e (b
Di(w(X)) = DY(C(we X)) £ C(D}(w@X)) & (DYw)(X) +w(D§X) |
y entonces (a) y (b) permiten encontrar D a partir de (2.5) A |y =
D)) AR O ® . ® Opir @ dr’' @ .. ® dx’s |

J1---Js

Sea una variedad M con conexién D € Con(M), que verifica (D1)—(D3).

Por verificar (D3), la conexién D puede ”repensarse” como una aplicacién
§(M)-lineal

D:X(M)— Der(M),V+— D= Dy |,

sobreentendiendo que : (Dy)g f 0 Vf, (Dy)gW = DyW y que (Dy).
(para r, s arbitrarios) viene dada por el Teorema 2.15 (en coordenadas la
aplicacién (Dy)] : X(M)* — X(M)* se calcula, habida cuenta de (3.12):
Dy , de* = -5 i Ffjdxj , esto es parte del Ejercicio 3.2).
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(C) Diferencial covariante

Sea una variedad M con conexién D € Con(M), que verifica (Def. 3.9)
(D1) — (D3).

(Def. 3.17) Por verificar (D1) (§(M)-linealidad en la primera entrada),
la conexién D puede también ‘repensarse’ como la aplicaciéon R-lineal (no
§(M)-lineal, por (D2))

D:X(M)—IH(M), W DW ,talque DW(,V):= DyW(0)
y, més atin, como la aplicacién R-lineal
D:%T(M)— % ,(M),A— DA , tal que
(DA)(0,...,0", X1, ..., X,, V) := (DyA)(0,...,0", X1, ..., X,)

(llamamos a DA la diferencial covariante de A para la conexién D).
Se tiene:

(3.17) (1 1.24

L Df =df,vfeFM) [Df(X) B Dyp 2 oxp 2 gpx))

~

2. Ae T (M) se dice D-paralelo si DA = 0.

3. Notacién: Para todo A € T7(M) y en cualquier carta local (z?), se

escribe: G
Al,l"'zr (DA)Zl...Zr :': (DakAy/l...lr

J1edsik = J1....Jsk Ji-Js

(ver Ejercicio 3.2).

4. La condicién (D5) (ej. la conexién de Levi-Civita) equivale a Dg = 0.

En efecto. Se tiene:

Xg(V,W) = Dx(CCLV oW ag) € cClDx(VeWag) 2

=CCHDxV oW @g+Ve@DxW®g+VeW @ Dxg) =
= g(DxV,W) + g(V, DxW) + (Dxg) (V. W) ;

de donde se deduce:

Xg(V,W) =g(DxV,W)+g(V,DxW) < Dxg=0 1
VX,V W VX
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3.3. TRANSPORTE PARALELO. GEODESICAS

(A) Transporte paralelo
Campos de vectores Z € X(«) sobre curvas a : [ — M (1.47).

Nota 1. Dada carta (z,U) en M tal que a(J) C U (para cierto
subintervalo J C 1), se verifica: Z |;= >, Z*(d; o @) |, con Z* €
F(J). En general, NO existen Z° € F(U) tales que Z° = Zioa |;
(en general, NO existe Z € X(U) tal que Z |; = Zoa|;) W

Dadas variedad con conexién (M, D) y curva o : I — M, se define la
derivada covariante inducida (sobre «) como una aplicaciéon X(«a) —
X(a), Z — Z' que verifica:

(1) es R-lineal,

(2) (hzZ) =497+ hZ' (Vh € F(a)) y
(3) (Voa) =D,V (YV € X(M)).

= (Prop. 3.18) Existencia y unicidad de la derivada covariante inducida.
Para la unicidad, basta mostrar que, en cualquier carta (z,U) en torno
a un punto de o(I) C M, donde Z = >, Z7(dj0a), el campo Z' tiene

una expresion local completamente determinada por D, a saber:

dz’ , VA ,
Z/ (1£2) Z <E(aj ) CK) + Zj(aj o a)’) (i—) Z (%(8j o Oé) + ZJ(Da/aj)> (1;1)

loc. - - (3.12)
J J

=2 (% + 2T OMW”) (Groa) ()

Para la existencia basta comprobar que los campos locales Z" dados por
(*), verifican (1), (2) y (3); por la unicidad, estas definiciones locales
de Z' dan lugar a un campo bien definido sobre a.

Nota 2. Denotaremos o’ = (’)’, la aceleracién de « (inducida
por la conexién D). Hay que destacar que la notacién Dy Z = Z' (y
en particular Do/ = o) es tentadora (pone de manifiesto que la
"aceleracion” de una curva depende de la conexién) pero peligrosa (si
a'(a) = 0, esta notacién sugiere Z'(a) = 0, lo que no tiene por qué
ocurrir; ver Ejercicio 3.12b) W

= 7 € X(«) se dice D-paralelo si Z' = 0. En cualquier carta local (z,U),
lo anterior es equivalente por (*) a que las componentes Z° verifiquen
el siguiente sistema de EDO de ler. orden lineales (Prop. 3.19):

dz*

k
W—F ”(Fijooz)

d@'oa) i B
o Z7=0 (k=1,..,n) .

Z7]
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Con lo que: Va € I y Yv € Ty )M, existe un tinico Z € X(a) tal que
Z'=0y Z(a) = .

Denotemos X/ () al conjunto de campos sobre a que son D-paralelos.
Como la biyeccién ToyM — Xll(a), v — Z es R-lineal, es un isomor-
fismo de R-espacios vectoriales.

= (Prop. 3.18) Si D es la conexién de Levi-Civita de (M, g), entonces
(D5) implica:

(4) £9(Z1, Zs) = 9(Z1, Zo) + 9(Zv, Zb).

Dadas variedad con conexion (M, D) y curva « : I — M, se define el
transporte (D-)paralelo a lo largo de a entre a(a) y a(b) (Va,b € I)
como la aplicacion

PYa) : ToyM — TomyM,v — Z(b) |
siendo Z € X(«) el unico campo (Prop. 3.19) que verifica Z' =0y Z(a) = v.

= (Lema. 5.20) El transporte paralelo P’(a) generado por D es un iso-
morfismo lineal [composicién de dos isomorfismos|. Si D es la conexién
de Levi-Civita, entonces P’(«) es (3.18(4)) una isometria lineal.

= En general, el transporte paralelo entre dos puntos depende de la curva
entre ellos a seguida. No en R7; allf, el transporte paralelo entre p
y ¢ a lo largo de cualquier curva es el isomorfismo canénico T,M —
T,M,v, — v, ("paralelismo a distancia”).
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(B) Geodésicas

Dada variedad con conexién (M, D), se dice que una curva vy : [ — M
es geodésica si v/ = 0. Y se dice que 7 es pregeodésica si admite alguna
reparametrizacion yo h : J — M que es geodésica.

= (Cor. 3.21) En cualquier carta local (z,U), el que 7 sea geodésica es
equivalente por (*) a que las coordenadas de v verifiquen el siguiente
sistema de EDO de 2° orden no-lineales (en general):

P (z* 0 y) k d(z' o) d(a? o)
S E) E (% = =1,.. .
dt? i i, ( e P}/) dt dt 0 (k ’ ’n)

= (Lema 3.22) Existencia y unicidad local de geodésicas para cada ve-
locidad inicial: Vv € T'M, existe un intervalo I en torno a 0 y existe
una unica geodésica vy : I — M tal que 7/(0) = v.

m (Lema 8.23) Si~yy: 1 — My vy : 1 — M son geodésicas y existe a € [
tal que v (a) = ~4(a), entonces v, = 7, (usa el Lema 3.22).

= (Propos. 3.24) Existencia y unicidad de geodésica maximal v, : [, —
M para cada velocidad inicial v.

= Se dice que (M, D) es geodésicamente completa si [, = R (Vv €
TM)

= (Ejemplo 3.25) Geodésicas de RI:
En carta estandar (u') es g = —> .7 du' @ du’ + 3 . du' @ du’
Se tiene (Prop. 3.13(2)): T, =0 (i,j,k=1,...,n).

Ecuaciones de las geodésicas (Corol. 3.21): % (i=1,..,n)

Entonces: Vp,v € R", la curva o : R — R}, — p + tv es geodésica, y
(puesto que o’(0) = v,) es la (Prop. 3.24) geodésica maximal 7,

» Ejemplo: geodésicas de S*(C R3):
Carta p : (0,7)x(—m,7) — S$% (9, ¢) — (sind cos ¢, sin¥ sin ¢, cos ) , =
costcosp —sinvsing
= J, = cosvsing sintcos¢ |. Puesto que las columnas de
—sin v 0
J, son las componentes (en la carta estandar de R*) de los campos
coordenados /00 y 0/0¢, se sigue:

g =di ®dJ + sin*9d¢ @ do
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Se tiene (Prop. 3.13(2), ver también Ejerc. 3.13d): I'}; = 0, Tj, =
0, Tl = —cosVsind, '} =0, '}, = cot ), T'3, = 0.

d?(9oy) o
Ecs. geodésicas (Corol. 3.21): { de? sen(V o 7) cos(J o 7)<

d(¢°’7)) =0

2 O (¢} O
d gig'y) + cot(¥ o ’Y) Ztv) ¢> ) —

Entonces: la curva (0,7) — S%,¢ — ((Jo7)(t) = t,(¢ o ’y) = 0) es
geodésica. Se sigue (arbitrariedad en la eleccién de polos y de meridiano
inicial) que: Vp,v € V = R3 ortonormales y VA € R, la curva o : R —
S%,t — cos(At)p + sen(At)v es geodésica, y (puesto que o/(0) = \uv,) es
la (Prop. 3.24) geodésica maximal vy,

Otras propiedades de las geodésicas:

= Las geodésicas (no triviales) no pueden "pararse” (3.20) y, en el caso de
la conexion de Levi-Civita, mantienen constante (3.18(4)) el producto
escalar de la velocidad por si misma (y por tanto el ”carédcter causal”
de ésta, Def. 3.3).

= (Lema 3.26) Una reparametrizacién de una geodésica preserva el cardc-
ter de geodésica si y sélo si es afin:

cadena %
(yoh) "= (v oh) (*)

) 1 Prop. 3.18(2) 42 Eerc 3.3a
(B¢ oh) =TT SRy o h) + R(Y o)

(yoh)

= (Y o h) + (£)( o h)

» (Lema 3.27) El cardcter C* de las geodésicas lo es no sélo respecto
del pardmetro sino también respecto de las condiciones iniciales [se
usa en las demostraciones de la Prop. 3.30 y de la existencia de bases
ortonormales locales].

= (Propos. 3.28) Las geodésicas maximales v, en (M, D) resultan ser
proyecciones de las correspondientes curvas integrales (maximales) del
campo de vectores GP € X(T'M) definido por: Vo € TM, GP(v) :=

a’ (0), siendo a,(s) := . (s) [se usa en la demostracién del Corol. 5.4].
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3.4. APLICACION EXPONENCIAL. ENTORNOS NOR-
MALES
(A) Aplicacién exponencial

(Def 3.29) Dados variedad con conexién (M, D) y p € M, se define la
aplicacién exponencial en p como:

exp, : (TyM D)0, — M, v — 7,(1) .

» Si (M, D) es geodésicamente completa, ®, = T,,M (en el Corolario 5.4
se prueba que, en cualquier caso, el dominio ®,, es un abierto de 7,,M).

= (Lema) La exponencial exp, lleva rectas por 0 € T, M en geodésicas
por p € M y se verifica: v € ©, = tv € ®,, (Vt € 1,).

Demostracién. Vv € ©, y Vt € I,, la geodésica v,, : s
Yip(8) (maximal) tiene la misma velocidad inicial tv que la geo-
désica 0 : s — 7,(ts) (definida al menos en [0, 1], ya que 7, estd
definida al menos en [0, t]), con lo que (Lema 3.23) ,, estd definida
en 1 (esto es, tv € D)) y se tiene (V1):

exp,(tv) =7, (1) =o(l) =7,(6) () ®

= (Prop 3.30) Dados variedad con conexién (M, D)y p € M, existe un
entorno U de 0 € T, M tal que exp, |;; es un difeomorfismo sobre cierto
entorno U de p.

Demostraciéon. Es consecuencia de:

(a) la existencia de un entorno (C D)) de 0 € T, M en el que exp,

es U (aplicacion del Lema 3.27; en el Corol. 5.4 se prueba que exp,,
es C* en todo D)),

(b) el hecho de que la aplicacién tangente dexpp lo : To(T,M) —
T, M es un isomorfismo, ya que se verifica (Vv € T,M):

(t)=tv cadena @) o
dexp, |y (o) "E" dexp, [o (#/(0)) “E" (exp,0p)'(0) Z A, (0) =v ()

() el teorema de la funcién inversa (Teor. 1.16) W
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(B) Entornos normales
Dados variedad con conexién (M,D) y p € M, se dice que U es un
entorno normal de p si U es la imagen difeomorfa por exp, de un entorno

U 7 estrellado” respecto de 0 € T, M.

= (Propos. 3.81) Sea U un entorno normal de p. Entonces, Yq € U, ex-
iste una tunica geodésica o : [0,1] — U entre p y ¢q. Ademds: o'(0) =
exp, '(¢) (cuidado: pueden existir otras geodésicas [0,1] — M entre p
Y q)-

Demostracién. Definamos v := exp,'(q) € U (= v € D=
tv € D,,Vt € 0,1]) y consideremos la recta p(t) := tv en T,M.

Existencia: la curva 0 := exp, op l0,1] : [0,1] — U es una geodésica
entre p y ¢ que verifica o (t) @ 7,(t), = d’(0) = v.
Unicidad: dada una geodésica  : [0, 1] — U entre p y ¢, definamos
v :=d'(0) € T,M y consideremos la recta p(t) := tv en T,M. Por
(*), la geodésica exp, op tiene la misma velocidad inicial v que 0,
con lo que (Lema 3.23) ambas deben coincidir en la intersecciéon de
sus dominios. Pero, al ser U estrellado respecto de 0 € T),M, exp,, op
estd definida en [0, 1], con lo que exp, op ][071} =0 yveEU. Se
sigue:
exp,(0) =0(l) =g =exp,(v) , = V=v, (3§'>2)
= 0 =exp,op |p1 =exp,op |py=:0c M

= (Ejemplo) Dados variedad riemanniana (M, g) (~ conexién de Levi-

Civita D) y p € M, el ’e-entorno’ (Def. 5.16) N (p) es, para ¢ suficien-

temente pequeno, entorno normal de p (Prop. 5.16(1)).

En $? (C R?), el més grande e-entorno normal de p es N, (p) = S*—{p}
(con p el punto antipodal de p).

= (Lema 3.32) M es conexa siy sélo si es arco-conexa por geodésicas a
trozos.

Demostracion. El 7si” es un resultado general ([Dugundji] V, Theo-
rem 5.3). El ”s6lo si” con curvas C™ es cierto para cualquier variedad
diferenciable (por ser loc. difeomorfa a R™). El "sélo si” con geodési-
cas a trozos (para variedades con conexién) es interesante: si C es el
conjunto de puntos de M que pueden unirse con p € M por una geo-
désica a trozos, tanto C como M — C son (Prop. 3.31) abiertos, con lo
que (C es no vacio y M es conexa) C =M H
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Dados variedad con conexién (M, D), p € M, entorno normal U de p
y base {e;} de T,M (~ base dual {w'}), se define la carta normal (¢ =
(z%),U) asociada a {e;} por:

a'i=w' oexp, ! [y
(o también, exp,*(q) =: >, 2*(q)e; , Vg € U).

= (Prop 3.33) En cualquier carta normal (§ = (2%),U) asociada a {e;},
se tiene: (1) 0, [,=€; y (2) T}(p) = 0.

Demostr. Para todo v =Y, v'e; € T,M y todo t € I, se tiene:

2(7,(1) = (@ o exp; ) (1, (8) & wiltv) = i, =
= (v=)7,(0) =, 00,

B, a0 =0, B Y Tpew =0, £ Thp)=0 m

p;:>€i: xt |p

Nota 1. Si se trata de una variedad semiriemanniana (M, g) y se elige
la base {e;} de T,M ortonormal, entonces en cualquier carta normal
(&,U) (respecto de cualquier conexiéon D en M) se verifica (Proposi-
cién 3.33(1)) ¢ij(p) = €;0i;. Si D es la conexién de Levi-Civita, en-
tonces se tiene ademds (Proposiciones 3.33(2) y 3.13(2)) gijx(p) = 0;
sin embargo, ni siquiera en una carta normal puede conseguirse que
Gijki(p) = 0, a menos que la curvatura (ver luego) se anule en un
entorno de p W

Nota 2. La conclusién Ffj (p) = 0 indica que, para cdlculos con cam-
pos de tensores, resulta cémodo trabajar con cartas normales (recordar
el Ejercicio 3.2) W

(Ejemplo 3.34) Exponencial de Levi-Civita en R”. Puesto que se tiene

(Vp € R}): v, (1) (42%) p+tv, = exp,(v,) =p+v (%), exp, resulta

ser un difeomorfismo (composicién del isomorfismo canénico (1.45) T,R" —
R" v, +— v y el difeomorfismo R" — R™ v +— p 4 v).

Si se considera el espacio vectorial con producto escalar (7,R}, g(p)) como
variedad semiriemanniana, exp, : T)R}, — R} resulta ser una isometrfa.

Demostracion. En las cartas estandar (u’) de R” (en la que v, =
> ' (v)Dyi |p, Lema 1.46) e inducida (@) de la variedad 7, R (donde
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' (v,) := u'(v)), se tiene:

* O(ufoexp,)

(u o exp,)(v,) 2 ui(p+v) = wi(p) +ui(v,) , = Ly — 57 =

(1.14) 9(ul oexp,,)
vp) = Zj TI)p(Up)auj |p+v = Oyi

= depr(fvp = Zz gzaﬁl Up) = Zz fzaul ptv = fp-&-v <**) .

Con lo cual se tiene (Vv, € T,M, V¢, ,n, €T, (T,R}), y lamando
g a la métrica semiriemanniana en la variedad 7,R7):

= dexp, (O

erva:>

)
g(p+v)(dexp,(&,,), dexp,(n,,)) = g(p+ )iy Mpso) =< &N >=
= g(p) (£p7 np) = g(vp)(ng nvp) )
esto es, exp,, preserva productos escalares W

Para (M, g) arbitraria, exp, : T,M — M no preserva productos escalares.
Ejemplo: Sean M = S*(r) € R3 p € (0,0,7), v = X(1,0,0), € T,M,
con lo que se tiene: exp,(v) = 7,(1) = r(sin2,0,cos2). Asi, exp, lleva la
circunferencia o de radio A en 7, M sobre el paralelo 3 de colatitud % en M,
pero L(a) = 2w\ > 2nrsin 2 = L(f).

Nota 3*. Para (M, g) arbitraria se tiene (llamando g a la métrica
semiriemanniana en la variedad T),M):

(i) (Propos. 3.30) Y&, € To(T, M), se tiene: dexp,(§,) = & € T,M.
Con lo que, Y&, ny € To(T,M), se tiene:

9(p)(dexp, (&), dexp,(no)) = g(p) (&, m) =: G(0)(&0, 7o) 5
esto es, dexpp lo preserva productos escalares. Ademés:

(i1) (Lema 5.1, "de Gauss”) Vv € ®,(C T,M) y V¢, n, € T,(T,M),

con &, "radial” (esto es, £ ~ v), se tiene:

g(exp, v)(dexp,(§,), dexp,(n,)) = g(v)(&,,1,) ;

esto es, dexpp |, preserva productos escalares cuando uno de los vectores

tangentes es radial. Pero sin embargo:

(43i) (Propos. 8.6) Vv € ©,(C T,M) y V§ € T,M, es dexp,(&,) =
V(1), con V' € X(v,) el tnico campo "de Jacobi” (ver Cap. 8) tal
que V(0) =0 € T,M y V'(0) = £. En el ejemplo que precede a esta
Nota, tomando v = 7(1,0,0), y £ = r(0,1,0),, se encuentra ([ON],
Ejemplo 8.4): V() = r(0,sint,0), (), con lo que

g(exp, v)(dexp,(§,), dexp,(§,)) = g(7,(1)(V(1), V(1)) =
=r?sin? 1 # 12 = g(p)(§,€) = 9(v) (5, 6,) -

esto es, dexpp |, no preserva cualesquiera productos escalares W
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3.5. CURVATURA. CURVATURA SECCIONAL

(A) Curvatura
Dada variedad con conexioén (M, D), se define la aplicacién (atencién al
signo!)

R: X(M)xX(M)xX(M) = X(M) , (Z,X,Y) — RxyZ = Dxy1Z—[Dx, Dy]Z .
= (Lema 3.35) La aplicacién R es §(M)-trilineal (1), con lo que induce:

1. un campo de tensores (el tensor de curvatura) R € Ti(M),
denotado por la misma letra R y definido por (Capitulo 2, ”Inter-
pretaciones”) R(0,Z, X,Y) := 0(R(Z, X,Y))

2. un operador lineal (Vp € M y Vz,y € T,M)
Ry, :T,M — T,M , z— R(z,2,y)
Propiedades del tensor de curvatura:

» (Prop. 3.56) En el caso de la conexién de Levi-Civita de (M, g), el
operador lineal R,, tiene las propiedades algebraicas siguientes (la
demostracién es interesante):

1. es ”antisimétrico” en los subindices (por la definicién): R,y =
_Ry:r?

2. es "antiadjunto” (por ser la conexién métrica): < Ryv,w >=
— < Rgyw,v >,

3. verifica la primera identidad de Bianchi (que toma esta forma
por ser la conexion simétrica): R,z + Ry.x + R,y =0,

4. posee "simetria de pares” (por ser la conexién simétrica y métrica):
< Rpyv,w >=< Ry, y >.

Nota 1. Como consecuencia de estas propiedades de simetria, el
nimero de componentes independientes de R se reduce, de las n*
que corresponden a un elemento genérico de Té(M ), a % (ver
Ejercicio 3.20%). En Relatividad (n = 4), ello supone pasar de 256 a
s6lo 20 componentes independientes; en Teorfa de superficies (n = 2),

de 16 a 1 funcién independiente, la curvatura de Gauss; en cada punto
R'Uu] b
p € M, es Kgauss(p) := S lew s [ |

<v,0><w,w>—<v,w>2
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= (Prop. 3.37) En el caso de que D sea simétrica (i.e. verifique (D4)),
se tiene la siguiente identidad diferencial (segunda identidad de
Bianchi)

(D.R)(w,z,y) + (D R)(w,y, 2) + (DyR)(w, z,z) =0 .

= (Lema 3.38) Dada variedad con conexién (M, D), las componentes del
tensor R € T3(M) en una carta local (2') (por definicién, R}, :=
R(dl’z, 8j, Gk, 81), = Rakyalaj = R(Oj, 8k, 81) = ZZ R;kl&) verifican:

Ry =Ty —Tie+ E Iy — E Iy
m m

(B) Curvatura seccional
Dada variedad semiriemanniana (M, g) (~ conexién de Levi-Civita D),
se define la curvatura seccional como la aplicacién

< Ryyv,w >
K : {Planos tang. no—degen. de M} — R, Il — K(II) = K(v,w) := Q<—U’L§ ,
v, W

siendo {v, w} cualquier base de Iy Q(v,w) =< v,v >< w,w > — < v,w >?
(# 0, por definicién de no-degeneracion, 2.19). Se comprueba (Lema 3.39)
que, en efecto, la definicién dada es independiente de la base elegida.

En el caso de superficies (n = 2), s6lo existe un plano tangente en cada
punto y K resulta ser un elemento de F(M) (la curvatura de Gauss).

Por definicién, R determina K. Veamos que K determina R:
= (Prop. 3.41) Dados (M, g) y p € M, se tiene: K(p) =0 = R(p) =0

Demostracidn (interesante). (1) < Ry, v, w >= 0 (usa Lema 3.40,
también interesante); (2) R,,v = 0 (usa polarizacién, (1) y Proposi-
cién 3.36(4)); (3) Ryw® = Rysv (usa polarizacién, (2) y Proposicién
3.36(1)); (4) Rywx = 0 (usa (3) y Proposicién 3.36(3)) H

Nota 2. Se dice que (M, g) es plana si su tensor de curvatura R
es cero (idénticamente). El resultado anterior nos dice que (M, g) es
planasiysélosi K =0 W

= (Corol. 3.42) Dada (M, g),” K determina R” en el sentido de que: para
todo p € M, un tensor F € T} (T,M) que:

(1) posea las simetrias de la Prop. 3.36 para la funcién (v, w,z,y) —
< Rywx,y > (se dice entonces que F' es de tipo curvatura), y

(1) cumpla F'(v,w,v,w) = K(v,w)Q(v,w) (para toda base {v,w} de
todo plano tangente no-degenerado),

necesariamente verifica: F(v,w, x,y) =< Ry,x,y >.
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Demostracion. El tensor A € T} (T,M) definido por
A(v,w,z,y) == F(v,w,z,y)— < Rypx,y >
es de tipo curvatura y verifica (por hipétesis) A(v,w,v,w) = 0

(para toda base {v,w} de todo plano tangente no-degenerado). La
demostracién de la Propos. 3.41 conduce a que A =0 W

Se dice que (M, g) es de curvatura constante si K es constante.

= (Corol. 3.43) Si (M, g) posee en p € M curvatura seccional constante
C,, se tiene:

Rywr =Ch(< z,v >w— <z,w>0v) , Yo,w,xe€l,M.

Demostracion. Paratodop € M, el tensor F € T})(T,,M) definido
por

Fv,w,z,y) = Ch(< z,0 ><w,y > — < v,y >< z,w >)

es de tipo curvatura y verifica (por definicién) F'(v, w, v, w) = K (v, w)Q(v, w)
(para toda base {v, w} de todo plano no degenerado). Entonces (Corol.

3.42) F(v,w,z,y) =< Rywz,y >, de donde se sigue: Cp(< z,v >

w— < z,w>0v)= R,z A
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3.6. VARIEDADES SEMIRIEMANNIANAS PRODUC-

TO. ISOMETRIAS LOCALES

(A) Variedades semiriemannianas producto

Dadas (M, gyr) (~ DM ~s RM) (N, gy) (~ DY ~ RN) y la variedad
semiriemanniana producto (Lema 3.5) (M X N, m*gyr+0*gn) (v D ~» R), se
tiene (recordar la geometria de las variedades producto en Cap.1, pp. 24-25):

= (Prop. 8.56) VX,Y € X(M) y VV,W € X(N):

1. D3Y = D¥Y

2. DgW = DYW
3. DgX =0=D3V.

m (Corol. 3.57)

1. v(s) = (a(s), B(s)) es D- geodésica si y sélo si a(s) es DM- geo-
désica y 3(s) es DN- geodésica

2. M x N es geodésicamente completa si y sélo si lo son M y N.

= (Corol. 8.58) VX,Y,Z € X(M) y VU,V,W € X(N):

+yvU = 0, etc. Se sigue que K es cero sobre cualquier plano
generado por un vector ”horizontal” y otro ”vertical”.

(B) Isometrias locales

Las isometrias preservan (como es légico) todos los objetos geométricos
derivados de la métrica. En particular:

= (Propos. 3.59) Las isometrias ¢ : (M, gn) — (N,gn) preservan la
conexién de Levi-Civita, esto es: dp(DYY) = Dy do(Y).

Demostracién. En cartas (z') de M e (y') de N tales que 3’ o
¢ = 7' (estas cartas existen alrededor de cada punto en N y de su
preimagen en M, dado que ¢ es un difeomorfismo) W

(Def 3.60) Isometria local: aplicacién diferenciable ¢ : (M, gy) —
(N,gn) tal que, Vp € M, dp, : T,M — Ty, N sea una isometrfa lineal
(equivalente a que se verifique: ¢* gy = gy y dim M = dim V).
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= Se sigue (Teor. 1.16) que, Vp € M, existe un entorno U de p tal que
¢ |y : U — ¢(U) es una isometria.

= Se sigue de lo anterior que todos los objetos geométricos de cardcter
local (o puntual) que son preservados por las isometrias son también
preservados por las isometrias locales. Por ejemplo:

1. Dados curva v : I — M y campo de vectores Y € X(«), y definien-
do dp(Y') € X(¢ o ) por (dd(Y))(s) := dys) (Y (s)), se tiene:

dp(Y™) = (do(Y))'™ .

2. Dados curva oo : I — M y a,b € I, se tiene:
M N
d%(b) © Pf(a) = Pf(¢ oa)o d¢a(a) .

3. Dada geodésica v : I — M, la curva ¢poy: I — N es geodésica.
En particular:

Yy = Vagw) 11

4. ¥p € M, se tiene (donde ambos miembros estén bien definidos):
¢o exp;,” = expé\;) odp,, .

5. VpeMyVr,y,z e T,M, se tiene: dp(R) z) = Ré\;(x) d¢(y)d¢(z) .

6. Se tiene:

KM(I) = KN(dp(IT)) , Ric” = ¢*Ric™ vy SM =5"0¢.

VII no—degen. tangente a M

= (Prop 3.62) Una isometria local ¢ : (M, gy) — (N, gn) viene univo-
camente determinada (si M es conexa) por su diferencial en cualquier
punto.

Demostracién (muy interesante). Dadas dos isometrias locales ¢, 1) :
M — N, el conjunto A := {q € M | do, = dip,, lo que implica
#(q) = ¥(q)} es (obvio) cerrado. Ademds A es abierto, ya que, si
q € A y U es entorno normal de ¢, se tiene (para todo r € U):

Prop. 3.31 3) Hip. 3) Prop. 3.31
con veTy M / !
con lo que también es d¢, = dip, (para todor € U),yU C A. Puesto
que A es no vacio y M es conexa, resulta A =M R

Nota. No existe un resultado andlogo para difeomorfismos locales
entre variedades; de ahi la "rigidez” de las isometrias (Capitulo 9) W
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(Def.) Una aplicacién diferenciable ¢ : (M, gp) — (IV, gn) se dice con-
forme si " gy = hgas, siendo h € F(M) nunca nula. En particular:

(Def. 3.63) Una aplicacién diferenciable ¢ : (M, gnr) — (N, gn) se dice
homotecia si es un difeomorfismo tal que ¥*gy = cgas, siendo ¢(# 0) con-
stante (¢, coeficiente de la homotecia; |¢|'/?, factor de escala de la ho-
motecia).

Una homotecia se dice positiva (resp. negativa) si ¢ > 0 (resp. ¢ < 0), en
cuyo caso preserva (resp. invierte) el cardcter causal de los vectores tangentes.

Una isometria (Def. 3.6) (resp. antiisometria) es una homotecia de co-

eficiente +1 (resp. —1).
= (Lema 3.64) Las homotecias preservan la conexién de Levi-Civita.

Demostracién. Si ¢ : (M, gy) — (N, gn) es homotecia de coefi-
ciente ¢, entonces ¥ : (M, cgpr) — (N, gn) es isometria y se tiene:

Dg{M,gM)Y TeoriB.ll DE(M’CQM)Y Propi?).59 Dc(l]l&%)dw(Y) -

= (Obs. 3.65) (1) Se sigue del Lema 3.64 que las homotecias preservan
todos los objetos geométricos (Tensores de curvatura, de Ricci, etc.)
derivados (solamente) de la conexién de Levi-Civita.

(2) Siv: (M, gn) — (N, gn) es homotecia de coeficiente ¢, entonces se
tiene:

K(M’gM)(H) Il;erzla:d&i;l CK(M,CQM)(H) 329 CK(N,QN)(d’QD(H))

Def. de
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3.7. CUESTIONES VARIAS

(A) Superficies semiriemannianas

= La curvatura seccional K se convierte en un elemento de §F(M) (cur-
vatura de Gauss).

= (Prop. 3.44) Férmula para calcular K en cartas ortogonales (que exis-
ten en torno a cada punto de una superficie).

(B) Subida y bajada de indices
Dada variedad semiriemanniana (M, g), el isomorfismo (biyeccién §(M)-
lineal, Prop. 3.10) J: X(M) — X*(M),V — ¢(V,.) induce:

= Bajada de indices: isomorfismos |{: T"(M) — T (M) (1 <a <
r,1 < b < s+ 1) dados por ("el campo de la b-ésima entrada de |[§ A
proviene de la forma de la a-ésima entrada de A”):

(lg A0, .., 0 X0y, Xy ooy X)) 1=
= A0, .., 0" N 3(X), 0% ., 0 X, X, Xty ooy Xar)

Nota 1. En componentes: si {91} es la base dual de {X;} (=
J(Xk) =32, gemt™) v sipej. A€ TLM), se tiene:

(15 A = (15 A)(X3, X, Xi, Xo) 1= A(3(X3), X3, X5, X)) = ) gAY, W

= (y correspondientemente) Subida de indices: isomorfismos T¢: T (M) —
TH(M) (1<a<r+1,1<b<s)dados por ("la forma de la a-ésima
entrada de T¢ A proviene del campo de la b-ésima entrada de A”):

( ..., ...,9T+1,X1,...,X8_1) =

:A(el SO0 0T X X, IO, X, X))

v

Nota' 2. En componentes: si {91} es la base dual de {X;} (=
) =D, ™ X,) v sipej. A€ TJ(M), se tiene:

(T3 Ay = (15 (0, X5, Xo, Xo) 1= AX, X, 3710, X0) =Y g™ Ajpors. B

= Contracciones métricas: aplicaciones (§(M)-lineales)

Cap : (M) = T2 _,(M),A—C2(T0 A) 1<a<b<s1<a<r+l)
cab TUM) = T 2(M),A—C4(15 A) 1<a<b<r1<f<s+1)
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Nota 3. En componentes: si {9’} es la base dual de {X;} (=
J16F) = >, 9" X)) v si pej. A € TH(M), se tiene:

(CrzA); := (CL(13 A))j = D24 (13 A5 = 20, (13 A)(08, 0", X, X;) o=
= Zk sz? Xk7j_1(9k)7Xj) - ka gkmAz u

kmj

= (Lema 8.45) Para cada V € X(M), Dy (Levi-Civita) conmuta con
las subidas y bajadas de indices y, por tanto, con las contracciones
métricas.

Demostracién. Teniendo en cuenta que (comprobar!):

() 5= (5~

(i7) |¢= 1.0 1§ (con o1, 4y el operador de permutacién ciclica
entre las b primeras entradas),

(iii) |7 A=Ci(g® A),
(iv) Dy 004y = 0450 Dy (Ejercicio 3.4a) y Dy oCff = C! o Dy (por
ser Dy derivacién tensorial), y finalmente
(v) Dyg = 0 (Teor. 3.11(D5)), se tiene:
a (i1) a (i) a (iid)
Dy(lg A) = Dy (oo 1§ A) = oppy(Dv(lfA) =
a (iv) a (v)
= (Dv(Cig®A)) = o (CH(Dv(g© A) =
=005 (€ (9@ DvA) D oy 1t (DvA) Yl (Dvd) w

(C) Bases locales ortonormales

= (Lema) Existencia de bases ortonormales locales en torno a cada punto
p € M (no necesariamente a la vez coordenadas)

Demostracién. Sean {e;} base ortonormal de T,M y U entorno
normal de p, que puede unirse (Prop. 3.31) con cada ¢ € U por una
tnica (parametrizada entre 0 y 1) geodésica o,. Asi se puede definir un
conjunto {F;} de ’campos’ (no necesariamente diferenciables) sobre
U por transporte paralelo de {e;} a lo largo de dichas geodésicas
'radiales’. Dicho conjunto da (Lema 3.20) una base ortonormal en cada

punto ¢ € U. Y puesto que, en el sistema de EDO % + Z”(Ffj o

aq)%Zj = 0 de la Prop. 3.19, las funciones Ffj °co,y %
son diferenciables respecto del pardmetro ¢ y de la condicién inicial

07,(0), cada E; resulta ser diferenciable, i.e. F; € X(U) W

= Sean {F;} una base ortonormal local (esto es, < Fj, E; >= £;0;;, con
g; = £1) y {0'} su base dual. Entonces se tiene:

0 =eig(Ei, ) =e3(E) (i=1,...n) .
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(D) Algunos operadores diferenciales
Dada (M, g) con su conexién de Levi-Civita D:

» (Def. 3.47) Para toda f € §(M), se define el gradiente
grad f = J37df) =11 df € X(M) .

En cualquier carta local (z') se tiene:

(grad f)’ Zg"”f,m :

= Para todo A € T7(M), se define una divergencia
div A:=C%,(DA) €T (M) 6 =Cgsp1(DA)€T_(M).

con 1<a<r con 1<8<s

(el primer conjunto de divergencias no precisa métrica para su defini-
cion).

En cualquier carta local (z?) se tiene (para todo V € X(M)):
divV :=C{(DV):=> (DV)i =Y Vi€ FM);

y también (para todo A € 9, (M), = Ci3(DA) = Co3(DA)):
(div A); := (C13(DA)) Z G (DA i = Z 9™ Az -

» (Def. 3.48) Para toda f € §(M), se define el hessiano
H' := D(Df) = D(df) € TY(M) .
Se demuestra (Lema 3.49) que H7 es simétrico y verifica:
HY(X,)Y)= XY f—(DxY)f =< Dx(grad f),Y >

En cualquier carta local (z') se tiene:

Ejerc. 3.2
HIJ; = (df)i;j = faj — karfj
k

» (Def. 3.50) Para toda f € §(M), se define el laplaciano

Af = div(grad f) = C{(D(1} (1)) "= €11} (D)) = CualHY) € F(M)
En cualquier carta local (z') se tiene:

Af=Y g"H] .
ij
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3.8.  TENSOR DE RICCI Y CURVATURA ESCALAR

(Def. 3.51) Dadas variedad M y conexién D € Con(M) (~ curvatura
R), se define el campo de tensores (tensor de Ricci, atencién al signol!)

Ric:=C3R € T3(M) ;
en cualquier base local {X;}, se tiene: R;; = Ric; = R

= Si D es simétrica (torsién cero), Ric es la tinica contraccién independi-
ente no métrica (de las tres posibles) de la curvatura R. En efecto:

3.36(1)

Ry, = —-Ri., = CoR=—CiR
m m m 3.36(3) 1
R’Lm] + ijz + R]zm = 0 y = (Cl R) <C2 ) (CB )

= (Lema 3.52) Si D es la conexién de Levi-Civita de una variedad semi-
riemanniana (M, g), Ric verifica, en cualquier base local {X;} (~ base

dual {6'}):
Ric(X,Y) =% RO™ XY, X,,) =), 0"(Ryx,X)
= Zm 5mg<RYXmX7 Xm) )
de donde se sigue (Propos. 3.36(4)) que Ric es simétrico.
= (M, D) se dice Ricci-plana si Ric = 0.

» Dada variedad semiriemanniana (M,g) (~ D ~» R ~» Ric), la cur-
vatura seccional K determina (obvio, por el Corolario 3.42) el tensor
Ric. Concretamente, se tiene, en cualquier base local ortonormal {E; }:

Ric(E;, E;) 2

€i€m

(Def. 3.53) Dada (M, g) (~ conexién D ~- curvatura R ~» Ric), se define
la curvatura escalar

S = ClgRiC < S(M) ;
en cualquier base local {X;}, se tiene: S =}~ g Rici;.

Si {X;} es ortonormal

> e R B ) =2 = K& ) = Y KB )
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= (Corol. 3.54) Se verifica: dS = 2div(Ric).

Demostracién. En cualquier carta local (zz), y recordando que:

3 Def. 3.17 7 . i
(Do, R)(0;, 0k, 0) = Z(DarR)jklai = Z(DR>jklrai = ZRjkl;rﬁi )
se tiene:
Prop. 3.37 i i i Prop. 3.36(1) i i i
0 = TR oY ST ) LA = ikt TR = By =

C3(DR)=D(CiR)=DRic
= 0= Z(ngl;r + R;lr;k: - ;kr;l) =

T
r . .
= E Rjkl;r —f‘RZCﬂ;k — RZCjk;l , =
r

DR=1}(D(1}R))

= 0= KN R, 4 Ricjig, — Rici
Zg (Z it BiCjie = Ficj) C12(DRic)=D(Ci2 Ric)=dS

jk r
ik rm ik - Prop. 3.36(1,2)
= § 9%g ijk:l;r + E g’ RZle;k; - S,l =
mrjk gk

; ) C14(D(]1R))=D(CiR)=DRic
= G Rty + 3 9" Ricy — 5, G
mrjk mr
=23 ¢ Ricyi,y — Sy = 2(div Ric) — (dS), ™

mr

Nota. Importante resultado, ya que el campo de tensores G := Ric—
%S g € TY(M) (tensor de Einstein) resulta asi tener divergencia cero
(Lema 12.2(1)):

Ejerc. 3.10

divG “= %(dS—div(Sg)) 0 m
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4. NOTAS. SUBVARIEDADES SEMIRIEMAN-
NIANAS*

(Capitulo 4 de [6])

4.1. LA CONEXION INDUCIDA*

Sean (M, §) una variedad semiriemanniana y (M, g = j*g) una subvar-
iedad semiriemanniana (con j : M < M la inclusién, Def. 3.4).

X(M)|=X%(j) :={X : M — TM | X diferenciable con 7o X = j}

Notaciones:
{ X(M)H:={ZeX(M)|Z L M}

Se tiene:

= X(M) y X(M)* son F(M)-submédulos de X(M)

= Las proyecciones [tan]: X(M) — X(M) y [nor] X(M) — X(M)*,
dadas por

n

tan(X)(p) :Zzeig(X(p),ei)ei y nor(X)(p) = Y cig(X(p).ee

i=k+1

nX e X(M),pe My {e,..., ek eri1,...tn} base ortonormal de

(co
T,M adaptada a T,M ), son §(M)-lineales
s T(M) = X(M) ® X(M)*.

Sean D y D las conexiones de Levi-Civita en M y M, respectivamente.

» (Lema 4.1) La conexién D : X(M) x X(M) — X(M) da lugar a una
aplicacion (la conexién inducida, bien definida via extensiones locales
de los elementos de X(M) por elementos de X(M):

L X(M) x T(M) — T(M), (V, X) — Dy X .
= (Lema 4.3) Se verifica (VV, W € X(M)):
DyW = tan(DyW) (nétese que W € X(M))
= (Lema 4.4) La aplicacién dada por
CX(M)xE(M) — X(M)*, (V,W) = nor(DyW)  (nétese que W € X(M))

es §(M)-bilineal y simétrica (el tensor de Weingarten de M — M,
pertenece a la ” geometria extrinseca” de M). Se sigue (VV, W € X(M)):

DyW = DyW + II(V,W)
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Sean R v R las curvaturas de D y D, respectivamente. Entonces:
m (Teor. 4.5, ecuacién de Gauss) Se verifica (VV, W, X, Y € X(M)):
J(RvwX,Y) = g(RywX,Y)—
—g(II(V.X), II(W,Y)) + gII(V.Y), II(W, X)) .

En particular, se verifica (Corol. 4.6) (Vp € M y Vplano no-degenerado
II C T,M con base {v,w}):

_ Ko — g(I1(v,v), [I(w,w))+ g(II(v,w), I1(v,w))
K(v,w) = K(v,w) 300, 0)§(w, w) — g(v, w)? :

» (Def. 4.81) La conexiéon D : X(M) x X(M) — X(M) da lugar a una
aplicacién (la conexién normal, bien definida via extensiones locales
de los elementos de X(M)* por elementos de X(M):

L X(M) x X(M)* — X(M)*,(V, Z) = norDy Z .

= (Def. 4.32) Dado V € X(M), la aplicacién

VyIl + X(M) x X(M) —  X(M)*
(X,Y) — DL(II(X,Y)) = II(DyX,Y) — II(X, DyY)

es §(M)-bilineal y simétrica.
» (Teor. 4.33, ecuacién de Codazzi) Se verifica (VV, W, X € X(M)):

Se dice (Def. 4.12) que M es totalmente geodésica en M si II =
0. Y se dice (Def. 4.15) que M es totalmente umbilica en M si existe
Z € X(M)* tal que (VV,W € X(M)) I1(V,W) = g(V,W)Z. Obviamente se
tiene: M totalmente geodésica = M totalmente umbilica. Y ademés:

= (Propos. 4.13) M es totalmente geodésica en M si y sélo si toda geo-
désica de M es geodésica de M.

Si M es una hipersuperficie semiriemanniana de M, se define (Def.
4.16) el signo ¢); de M como:

_ [ +1, siind(M) = ind(M)
SMETA 1) sioind(M) = ind(M) —1

Sea f € F(M) y sea ¢ un valor de f.
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Nota. Se dice que el conjunto de nivel f~!(c) es regularsi grad f | ;-1
nunca se anula. En tal caso, se prueba (Corol. 1.37) que f -1 (¢) es una
hipersuperficie de M (de hecho, toda hipersuperficie es localmente un
conjunto de nivel regular para alguna f) B

» (Prop. 4.17) Supongamos que f~'(c) es regular (sin esta hipétesis,
1(sdlo si) y 2 dejan de ser ciertas). Entonces:

0. grad f |s-1(c es siempre normal a f~!(c).

1. f71(c) es una hipersuperficie semiriemanniana si y sélo si se verifica:
g(grad f,grad f) |s-1() > 0 (siempre) 6 <0 (siempre) .

2. Si f71(c) es una hipersuperficie semiriemanniana, se verifica:

ef-1() = signo(g(grad f,grad f)) [
U= 29l | 1. es una normal unitaria
lgrad f] |f (c)

(toda hipersuperficie semiriemanniana admite localmente una nor-
mal unitaria).

Sea M(C M) una hipersuperficie semiriemanniana y sea U € X(M)* una
normal unitaria (= g(U,U) = ej). Entonces:

= (Def. 4.19) Se define la aplicacién

L X(M) = (M), V — ~DyU (‘2 TI(V0))

que es F(M)-lineal (el operador de Weingarten de M — M re-
specto de U).

m (Lema 4.18) Se verifica (VV, W € X(M)):
g(SuV,W) = g(LI(V,W),U) = g(V, SuW) , =
= [I(V,W)=eng(SuV,W)U .
= De donde se sigue:

1. (Lema 4.21) M es totalmente umbilica si y sélo si Sy es, en cada
punto, una homotecia.

2. (Corol. 4.20) La ecuacién de Gauss (Corolario 4.6) se convierte
en (puesto que 11(v, 1) = exg(Suv, w)U(p) y §(U,U) = exr):

3 Kl — en, 3800 0)5(Suw, w) + §(Syv, w)*
K(U,UJ> —K< ’ ) M g<v,v)g(w’w)_g<v’w)2
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4.2. HIPERCUADRICAS*
En la variedad semiriemanniana (M,g) = R*™ (0 <v <n+1):

= Considérese la funcién q € F(R?™!) dada por (Cap. 3, p. 56):

v n+1
a(v) == g(v,v) , estoes, glu', .., u™™) == (W) + Y (u)* .
=1 i=v+1

» Considérese el campo (de "posicién desde el origen”) P € X(R'1)
dado por (Cap. 1, p. 26):

P(p) :=p, € TR M2 P =N "0, =

= g(P,P)=q; (:>) grad q =2P ; = g(grad q,grad q) = 4q .

» Vr > 0y Ve = £1, la hipercuddrica central Q := q (%) es una
hipersuperficie (Corolario 1.37) semiriemanniana (Proposicién 4.17(1)),
con "signo ¢” y normal unitaria U = P/r (Proposicién 4.17(2)).

» (Prop. 4.22) El cono de luz A := q7!(0) — {0} es (si no vacio) una
hipersuperficie (Corolario 1.37) degenerada (Proposicién 4.17(1)), in-
variante por homotecias y difeomorfa a (R —{0}) x S"7¥(1). Ademds,
P |5 es tangente y normal (Proposicién 4.17(0)) a A.

= Ambas familias (para ¢ = +1 y € = —1) de hipercuddricas centrales
"llenan” todo R™™ excepto el conjunto ¢~*(0) = A U {0}.

(Def. 4.23) Paran > 2y 0 < v < n, se definen:

Sp(r) = qﬂgéﬂ(ﬂ) ={pe R} | g(p,p) =r?}
H(r) = dyu (—1%) = {p € R | g(p,p) = =%}
que son hipercuddricas centrales (de dimensién n e indice v) y reciben los

nombres de pseudoesfera de radio r > 0 en R""! y espacio pseudo-
hiperbdélico de radio r > 0 en Rﬁﬂ, respectivamente.

= (Lema 4.24) La aplicacién

o RIT/L+1 - thi-&-la (p17 "'>pn+1) = (pl/+17 <oy Pn+1, P1, "'7pu)

es una antiisometria que lleva S”(r) sobre H_ (r) y viceversa. Se sigue
que cualquier hipercuddrica es homotética a una cierta pseudoesfera
unidad S?(1).
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(Lema 4.25) La pseudoesfera S!'(r) es difeomorfa a R” x S*7(1). El
espacio pseudohiperbdlico H}(r) es difeomorfo a S”(1) x R™™ (por
convenio, R? es un punto; por definicién, SY consta de dos puntos). Se
sigue que: (1) S(r) (parav < n—1) y H(r) (para 1 < v) son conezxas,
y (2) S(r) (para v < n —2) y H?(r) (para 2 < v) son simplemente
conezas.

» (Lema 4.27) S}(r) y Hj(r) son totalmente umbilicas, con Sy=p,, en
cada punto la homotecia (Lema 4.21) de factor —1/r.

= (Prop. 4.28) En S (r), toda geodésica no constante tiene por imagen
la intersecién de S"(r) con un plano vectorial de R"*!  esto es: una
rama de hipérbola (si temporal), una linea recta (si luz) o una elipse
(si espacial). En H”(r), vale lo anterior intercambiando (Lema 4.24)
temporal«espacial. Se sigue que S?(r) y H(r) son (geodésicamente)
completas.

s (Prop. 4.29) S'(r) y H*(r) son de curvatura constante K = 1/r* y
K = -1 /T2’ respectivamente (inmediata consecuencia del Corolario
4.20, con K =0, Sy=p/v = —v/ry ep = £1).

(Def. 8.22) Se dice que una variedad semiriemanniana es una forma
espacial si es conexa, (geodésicamente) completa y de curvatura (seccional)
constante.

» (Prop. 8.28) Dos formas espaciales simplemente conexas son isométri-
cas si y sélo si poseen la misma dimensién, indice y curvatura.

= (Corol. 8.25, Hopf) Una forma espacial riemanniana (v = 0) simple-
mente conexa, de dimensién n y curvatura C' es isométrica a la hiper-
cuédrica (fl significa el ”recubridor universal” de A, cA significa una
componente conexa de A):

Forma espacial n C Hipercuadrica
Esfera S™(r) >2  1/r? Se(r)
Euclideo arbitr. 0 NG
Hiperbdlico H"(r) >2  —1/r? cHIy (r)
= (Corol. 8.26) Una forma espacial lorentziana (¥ = 1) simplemente
conexa, de dimensién n y curvatura C' es isométrica a la hipercuddrica:
Forma espacial n c Hipercuadrica
deSitter >3 1/r? St (r)
: 2 i)
Minkowski arbitr. 0 RY
anti-deSitter >2  —1/r? HE (r)
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5. NOTAS. GEOMETRIA RIEMANNIANA
Y LORENTZIANA

(Capitulo 5 de [6])

5.1. ENTORNOS CONVEXOS

Dada variedad semiriemanniana (M, g), las aplicaciones exponenciales en
cada punto (Def. 3.29) dan lugar a una aplicacién (denotando por 7 la proyec-
cion TM — M, con T'M el fibrado tangente):

exp : (TM D)D — M, v expy,)(v) -

= (Cor. 5.4) El dominio © es un abierto de TM y exp es diferenciable.
Para cada p € M, el dominio ®,, := ©NT,M de exp, es un abierto de
T,M y exp, := exp |r,n es diferenciable. Ademds, D, es "estrellado”
respecto de 0 € T,M.

Demostracién*. La aplicacién ¢ : (T M xR D) D — M, (v,s) —
7,(s) es diferenciable (Lema 3.27) y tiene el mismo dominio que la
aplicacion D — TM ,(v,8) — 7.(s). Puesto que ésta resulta ser
(Lema 3.28) el flujo (local) de un campo de vectores en T'M, D es
abierto.

Por ser TM = TM x {1} subvariedad (regular) de TM x R, el
dominio ® :=® N (T'M x {1}) de exp resulta ser un abierto de
T'M y la aplicacién exp (= 1 |p) es diferenciable.

Sea p € M. Por ser T, M subvariedad (regular) del fibrado tangente
TM, el dominio D, := D N T, M de exp, resulta ser un abierto de
T,My exp, (: exp |z, M) es diferenciable.

El que D, es "estrellado” es consecuencia de que la exponencial exp,
lleva rectas por 0 € T, M en geodésicas por p € M W

Dada variedad semiriemanniana (M, g), se dice que un abierto € C M es
convexo si es un entorno normal de todos sus puntos (en particular, € es
CONEXO).

Nota. En tal caso, se sigue de la Proposicién 3.31: Vp, g € €, existe
una Unica geodésica 0, : [0,1] — € entre p y ¢. Cuidado: pueden
existir otras geodésicas [0,1] — M entre py ¢ B
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(Ejemplo) En el cilindro (riemanniano) M = S! x R!, el abierto M — L
(siendo L una generatriz) es un entorno convexo (Ejemplo 5.17(1)).

En §? (C R?), el més grande e-entorno convexo de p es N 2(p), igual
a la semiesfera abierta centrada en p.

(Prop. 5.7; Lema de Whitehead) Todo punto de una variedad semirie-
manniana posee un entorno convexo.

(Lema 5.8; consecuencia de Prop. 5.7) Dada (M, g), una geodésica
v :10,b) — M es CY-extendible si (obvio) y sélo si (1) es C*®-extendible-
como-geodésica.

Notacién: Dados variedad semiriemanniana (M, g), entorno convexo
¢ C M y puntos p, q € € (~geodésica tinica o : [0,1] — € entre py q),
denotamos:

pi|=0'(0) € T,M (= exp,(pg) =q) -

(Lema 5.10) Dado un recubrimiento abierto de una variedad semirie-
manniana, existe un recubrimiento por entornos convexos subordinado
a aquél.
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5.2. CARACTER CAUSAL LORENTZIANO

(A) Caracter causal en espacios vectoriales lorentzianos
Un espacio vectorial con producto escalar (V,g) (recordar Cap. 2, pp.
47-52) se dice lorentziano si dim V' > 2 y ind(g) = 1.

Dados esp. vect. lorentziano (V,g) y subespacio W C V, se define el
caracter causal de W como: espacial si g |y es definido-positivo, tempo-
ral si g | es no-degenerado de indice 1, y luz (o nulo) si g | es degenerado.

= Se sigue que:
(i) esta clasificacion es exhaustiva y excluyente
(i1) W es espacial-o-temporal si y s6lo si g |y es no-degenerado
(i77) el cardcter causal de v € V (Def. 3.3) coincide con el de Rv

(definido aqui).

= (Lema 5.26) W es temporal (resp. espacial) si y s6lo si W+ es espacial
(resp. temporal) [Lema 2.26]

= Consecuencias:
(1) W es luz si y sélo si W+ es luz

(i) En un espacio vectorial lorentziano (V,g), dos vectores luz son
ortogonales si y s6lo si son proporcionales (Ejercicio 5.2a)

Dados esp. vect. lorentziano (V, g) y subespacio W C V| se tiene:

= (Lema) W es espacial si y s6lo si todos sus vectores son espaciales
(obvio, recordar Def. 3.3).

= (Lema 5.27) (1) W es temporal si y sélo si (3) W contiene un vector
temporal, si (siempre) y sélo si (cuando dim W > 2) (2) W contiene
dos vectores luz linealmente independientes.

Demostracién. (1) = (3) (obvio)

(3) = (1): z2(€ W) temporal (229 (W C)zt espacial NE QTS

temporal.

dim 1/7>2 :
(1) “"=77 (2): Si {e1,ea,...} es base ortonormal de W, entonces
e1 & e; son luz y linealmente independientes

. . . Ej. 5.2
(2) = (3): u,v luz linealmente independientes '2™ uno de ambos
u £ v es temporal
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m (Lema 5.28) (1) W es luz si y sélo si (2) W contiene un vector luz y
ninguno temporal, si y sélo si (3) WNA = L — {0}, donde A es el
conjunto (cono) de vectores luz y L es un subespacio de dimensién 1.

Demostracién. (1) = (2): W no contiene un vector temporal (si
no, W seria temporal, Lema 5.27) y contiene un vector luz (si no, W
serfa espacial)

(2) = (3): W no contiene dos vectores luz linealmente independientes
(Lema 5.27(2=-3))

(3) = (1): W no es espacial (obvio) ni tampoco temporal (si lo fuera,
tendria dimensién > 2 y se aplicaria el Lema 5.27(1=2)) B

(B) Caracter causal en variedades lorentzianas

Dada una variedad lorentziana (M, g), el cardcter causal de una sub-
variedad P C M es el de sus espacios tangentes T,,P C T,,M (supuesto que
sean todos el mismo). Obviamente, una subvariedad arbitraria no tiene por
qué tener ninguin cardcter causal; pero, si es una subvariedad semiriemanni-
ana (Def. 3.4), necesariamente es temporal o espacial.

Nota. En la variedad lorentziana R?H:

1. Las pseudoesferas S7(r) := q7*(r?) := {p € R} | g(p,p) = r?}
y los espacios hiperbclicos HZ (1) = q~*(—r?) = {p € Ry |
g(p,p) = —1?} (Def. 4.23) son (Corolario 1.37) hipersuperficies (esto
es, subvariedades de codimensién 1) temporales y espaciales, respec-
tivamente (Proposicién 4.17(1)).

2. El cono de luz A es una hipersuperficie luz (Proposicién 4.22) B
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5.3. SEMICONOS TEMPORALES

(A) Semiconos temporales en espacios vectoriales lorentzianos
Sean (V, g) un espacio vectorial lorentziano y 7 C V' el conjunto de sus
vectores temporales, esto es:

T :={veV]gvv) <0}
Dado u € 7, se define el semicono temporal de u como el conjunto
Cu) :={veT]|gluv)<0} (=uelC(u))

Se sigue del Lema 5.26 que: u,v € T = g(u,v) # 0; de donde se concluye:
7 = C(u) UC(—u) (unién disjunta). Como C(u) y C(—u) son (obviamente)
abiertos, 7 no es conezo.

= (Lema 5.29) Vectores temporales estdn en el mismo semicono temporal
si y s6lo si su producto escalar mutuo es negativo.

Demostracién. Dados v, w temporales, se tiene (Vu temporal):

v=XAu+7, conv€uty |\ul> v
w=pu+w, conw€Euty |ullul>|w| [

Schwartz en u

L
— i 2 *
= [g(v, )| < ol [w] < |Aul Jul (")
Suponiendo (s.p.d.g.) v € C(u) (< A > 0), se sigue de lo anterior:

weCl) (>0 & gv,w) =— i Jul+g(m,@) < 0 M

= Consecuencia: u € C(v) < v € C(u) < C(u) = C(v).

= Los semiconos temporales C(u) y C(—u) son arco-conexos, ya que:
Vo,w € Clu), tv+ (1 —t)w € C(u), Vt € [0,1]. Se sigue que son
conexos y, por tanto 7 tiene dos componentes conexas C(u) y C(—u).

Nota 1. Dado u € 7, se define andlogamente el semicono causal
de u como el conjunto C(u) := {v € T UA | g(u,v) < 0} (siendo
A el cono de luz de V). Las propiedades de los semiconos causales se
exploran en el Ejercicio 5.3 B

Dados espacio vectorial lorentziano (V, g) y v,w € 7, se tiene:

= (Prop. 5.30(1)) |g(v,w)| > |v||w| (desigualdad de Schwartz ”inverti-
da”). La igualdad se da si y sélo si v ~ w.

La desigualdad se extiende trivialmente a v,w € 7 U A
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= (Prop. 5.30(2)) Si C(v) = C(w), 3! ("dngulo hiperbdlico”) ¢ > 0 tal
que g(v,w) = — |[v| |w| cosh ¢ [Prop. 5.30(1) y propiedad de cosh]

m (Corol. 5.31) Si C(v) = C(w), |v+w| > |v] + |w| (desigualdad trian-
gular "invertida”). La igualdad se da si y sélo si v ~ w [Prop. 5.30(1)]

(B) Orientacién tiempo en variedades lorentzianas

Sean (M, g) variedad lorentziana (Nota: M admite una estructura lorentziana
si y s6lo si admite un campo de vectores sin ceros, Lema 5.37) y M el conjun-
to de todos los semiconos temporales en sus espacios tangentes. Se dice que
(M, g) es orientable-tiempo si existe una funcién (orientacién-tiempo)
7 : M — M" que es "diferenciable”, en el sentido de que: Vp € M, U
(entorno de p) y 3V € X(U) tales que: V(q) € 74, Vg € U.

Nota 2*. Puede probarse (Cap. 7, p. 194) que existe una tnica estruc-
tura de variedad diferenciable en el conjunto M7 tal que la proyeccién
natural (dos a uno) k : MT — M es una ”aplicacién recubridora”
(Definicién A.7). Con ello, el que (M, g) sea orientable-tiempo resulta
equivalente a que k£ admita una seccién global o, en otras palabras
(Lema 7.17(2)), a que k : MT — M sea trivial (esto es, a que M7
conste de dos componentes conexas, difeomorfas ambas a M). Resulta
ademds (Lema 7.17(1)) que la variedad lorentziana (MT, k*g) siempre
es orientable-tiempo M

= (Lema 5.32) (M, g) es orientable-tiempo si y sélo si existe un campo
de vectores X € X(M) temporal.

Demostracioén. ”Si” es trivial. ”S6lo si” usa particiones de la unidad
y la arco-conexién de los semiconos temporales Wl

Consecuencias del Lema 5.32:

= Toda variedad lorentziana es localmente orientable-tiempo.
= RY es orientable-tiempo (el campo 0,1 es temporal).

= S*(r) € RY*! es orientable-tiempo, ya que el campo
PP

(8u1 - g(aula _)_>
ror

(con P € X(R}7*") el campo de ”posicién desde el origen”, Cap. 1, p.
26) es tangente a S7(r) y temporal. En efecto: para lo primero, £ |sn ()

sp(r) € X(syr)
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es normal unitaria espacial (Propos. 4.17(2)); y para lo segundo,

P=3>", u’ﬁui
(0~ 90 212) (0~ 900, D2)) ey "

P=S".u'9 ; “ ”
=g (aul +U1T£2 5 aul + Ulr%) |S?(T) Zé “_1 - 2(7.# + %Q(P P) _

g(P/rB/r)=1 _ (1 n (1112)2>

spry) <0

= H(r) € R5*! es orientable-tiempo, ya que el campo
(u?Dyr — u'Dy2) lmp(ry € X(Jun(r)) = X(HT(r))

es tangente a HY (r) y temporal. En efecto: para lo primero, P [pn(,) es
normal espacial (Proposicién 4.17(2)) y

P:Zi uiau¢

g (u28u1 —uld,e, P) 0 ;

y para lo segundo,

g (u28u1 — ulau2,u28u1 — ulauz) |H§L(r) = — ((u2)2 + (U1)2) |H§L(r) <0 .

= No existe relacién alguna entre orientabilidad y orientabilidad-tiempo
(ver [8], Ejemplo 1.2.3).
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5.4. GEOMETRIA DE LORENTZ LOCAL*

(A) Introduccién
Sean (M, g) una variedad semiriemanniana y p € M.

Nota 1. (Lema 5.1, "de Gauss”) Yv € ©,(C T,M) y Y¢,,n, €
T,(T,M), con &, "radial” (esto es, & ~ v), se tiene (llamando g a la
métrica semiriemanniana en la variedad 1), M):

g(exp, v)(dexp,(§,), dexp,(n,)) = g(v)(&,,n,) ;

esto es, d exp,, preserva productos escalares cuando uno de los vectores
tangentes es radial.

Y se definfan en el espacio tangente 7, M (ver 4.2, ”Hipercuddricas”),
donde todos los objetos van a denotarse con una “tilde”:

(a) La funcién q € §(T,M) dada por: q(v) := g(v,v).

~) El campo (de "posicién desde el origen”) Pe X(T,M) dado por
(v) == v, € T,(T, M), que verifica:

tv) =
g(P,P)=7; = gradd=2P; = g(gradd,gradd) =43 .

(b

P

{ P(tv) = ts'(t), con s(t) := tv.

(¢) (para cada ¢ # 0) la hipercuddrica Q= 4 !(c), a la que P es
normal.

(d) El cono de luz A :=q~*(0) — {0}, al que P es tgte. y normal W

Sea U un entorno normal de p (esto es, U es la imagen difeomorfa bajo
exp,, de un entorno U estrellado de 0 € T),M). Entonces se definen:

= La funcién local q :=qoexp,’ € F(U).

= El campo (de "posicién desde p”) local P := dexp,(P P) € X(U), que
verifica:

(eprtv) = ()
g(P, P) emé "q: = gradq "> 2P (Corol. 5.9).

= (para cada c # 0) la hipercuddrica local Q := q7*(c) = epr(Q) cU,a
la que P es (Lema 5.1) normal. (Corol. 5.2).

= el cono de luz local A := q~*(0) — {p} = expp(]\) C U, al que P es
(Lema 5.1) tangente y normal (Corol. 5.2).
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(B) Geodésicas en variedades riemannianas y lorentzianas

Se trata de probar la Proposicién 5.34, que asegura que, en una variedad
lorentziana, las geodésicas temporales mazimizan localmente la distancia (lo
que resulta clave para el tratamiento de la ”"paradoja de los gemelos”, ver
6.5, 7 Algunos efectos relativistas”). La demostracién de esta Proposicién es
similar a la del Lema 5.14, que asegura que, en una variedad riemanniana,
las geodésicas (necesariamente espaciales) minimizan localmente la distancia.
Tratamos ambos resultados en paralelo, enfatizando sus analogfas.

(Lema 5.14) Sean variedad riemanniana (M, g), punto p € M, entorno
normal U de p y punto ¢ € U. Entonces: el (inico, Proposicién 3.31) segmento
geodésico radial o : [0,1] — U entre p y ¢ es la unica (salvo reparametriza-
ciones) curva de longitud minima entre p y q.

Demostracion. Para empezar, se verifica:
P(o(t)) = Plexp, to’(0)) = to'(t)  (*) .
Si v : [0,b] — U es una curva entre p y g, se tiene, puesto que |P| # 0
end — {p}:
o =g(da/,P/|P|loa) (P/|Ploa)+N , con N 1L Poa (}) .

Si se define la funcién (diferenciable excepto en p) t = q/2 := q*/% o
exp,, 1 se tiene:

gradq cor.53 P ditoa)
2w P ar Y

grad v =

Y se concluye:

b L b
L(a) ;:/ o' dr & / (g(a’, P/|P| 0 a)? + g(N,N)) " dt >
0 0

b X 2
2/ 'g<0">P/|P|oa>\dt2/ glo', P/ [Pl aydt 2
0 0
b d(to a) EXPP(U’(O)):q
:/ — 4t =) = 0’(0)] = L(o) (%) .
0
Por dltimo:

)

2,3 1,2
L)=Lc)= N =0y =" |g(c/, P/|Ploa)| >0 =

= o = (P/|P|o«) g a(t)za(%) u
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(Proposicion 5.34) Sean variedad lorentziana (M, g), punto p € M, en-
torno normal U de p y punto ¢ € U tal que existe una curva temporal
entre p y ¢. Entonces: el (inico, Proposicién 3.31) segmento geodésico radi-
al 0 : [0,1] — U entre p y ¢ es la unica (salvo reparametrizaciones) curva
temporal y de longitud méxima entre p y q.

Nota 2. Para la Dem. se usa el siguiente resultado (Lema 5.33, basado
en el Lema 5.1): Sea p € M y sea [ : [0,b] — T,M una curva C*
(a trozos) con 3(0) = 0y tal que o = exp, of3 es ”temporal” (en los
quiebros t; es g(a/(t;), /(7)) < 0). Entonces Im 3 esta contenida
en uno de los dos semiconos temporales de 7,/ W

Demostracién. Para empezar, se verifica:

P(a(t)) = P(exp, to’(0)) = to'(t)  (*) .

Si «:[0,b] — U es una curva temporal entre p y ¢, se tiene: (1) en
primer lugar, por el Lema 5.33, la curva 3 = exp,, Yoa : [0,0] — T,M
verifica (para cierto u € T, M):

Imp C C(u) y g(ﬁ’,ﬁoﬁ) <0; =

N (en particular) pg = o’(0) es temporal ; = 0o es temporal
P o« es temporal (**) y (Lema 5.1) g(o/,Poa) <0 (**) ;

v (2) en segundo lugar:

o D —g(d/, P/|Ploa) (P/|P|oa)+N , con N L Poa (') .

1/2

Si se define la funcion (diferenciable excepto en p) t =| q |'/2 (= toa=(—9)"?0a),

se tiene (a lo largo de «):

—grad q cor.53 —P ditoa) . B L Pty
2(—=q)12  — |P|’ dt = g(a/,grad ) = g(a,‘P‘) >0 (7).

gradt =

Y se concluye:

b L b
L(a) ;:/ o' dt & / (9(c/, P/ |P|oa>)? — g(N,N))?dt <
0 0

b *kk b 5
S/ o(a, P/ |Pl o )| dt ‘= ‘/ g(/, P/ |P|oa)dt ©
0 0

-/ W00 = v(g) “" ™ ) = 1) () |

Por ltimo:

,_d(roa)
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6. NOTAS. RELATIVIDAD ESPECIAL

(Capitulo 6 de [6]; ver también [10])

6.1. ESPACIO-TIEMPO DE NEWTON

(Def. 6.1) Espacio de Newton: espacio euclideo 3-dimensional E, esto
es, variedad riemanniana isométrica a R3.

Tiempo de Newton: espacio euclideo 1-dimensional orientado, esto es,
R salvo eleccién del origen.

(Defs. 6.2 y 6.3) Particula newtoniana: curva (C*) o : (R D) — E,
junto con masa m € (0,00), que se determina experimentalmente.

(1) Momento ma’ € X(«).

(2) Fuerza (1(73—1?/) TTEYE e € X(a) (NO es la segunda ley de
Newton).

(3) Energia cinética im lo/)* € F(a).

(Def 6.5) Espacio-tiempo de Newton: variedad riemanniana producto
R x E, siendo R el tiempo de Newton y F = R? el espacio (euclideo) de
Newton. Proyecciones canénicas 1 : R x F —-Ryo:Rx F — FE.

Nota 1. La métrica producto carece de significado fisico. Mejor di-
cho: no tiene atin sentido hablar de métrica en este modelo de espacio-
tiempo, porque ”espacio” y ”tiempo” son atin (sin una constante uni-
versal que los relacione) conceptos fisicamente heterogéneos W

Nota 2. No debe pensarse que el interés de la nocién de ”espacio-
tiempo” se circunscribe al tratamiento relativista. Las fotos-finish, uti-
lizadas para distinguir los ganadores en las carreras, no son fotos-fijas,
esto es, diagramas 2y, a t = cte. (instante de llegada del primero),
sino diagramas ty, a * = cte. (abscisa de la linea de meta) en un
espacio-tiempo zyt de Newton (ver [2], Cap. 1, p.5) W

(Def. 6.6) Linea de espacio-tiempo: subvariedad W de dimensién 1 de
R x E tal que 7 |w: W — I es un difeomorfismo.

Toda particula newtoniana « : (R D)/ — E tiene por gréfica una linea
de espacio-tiempo. Y viceversa, toda linea de espacio-tiempo W C R x E es
la grafica {(t,«(t)) | t € I} de una particula newtoniana o := o o (7 |) '
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(Def.) Sistema de coordenadas newtoniano (SCN) (o inercial): car-
ta global id x £ : R x E — R x R3 tal que £ : E — R? es una isometria

Nota 3. (a) Toda isometria £ : E — R? es afin (i.e. la correspon-
dencia ¢ — p — f(q) — f(p) es R-lineal). En efecto: Sean V el es-
pacio vectorial asociado a F'y p € E. Entonces £ y la isometria
atm 1 E — R3 q — £(p) + d¢,(q — p) (sobreentendiendo los
isomorfismos canénicos (1.45) V — T,E y Tg,R* — R?) tienen (por
construccién) la misma diferencial en p, con lo que (Lema 3.62) & = 7.

(b) Una carta global £ = (2!, 2%, 2%) : E — R3 es una isometria

si y s6lo si g;; = 0;j. En efecto: teniendo en cuenta

: : 1.14
vi=uiot , B dg@s) =o. ()
y denotando ¢ y g las métricas de E/ y R? (respectivamente), se tiene:

Hip. _

(Solo Si) 9ij = 9(89617 81’3) (__) (f_l*g) (aula auJ) = g(au“ au]) - 5ij

(Si) Por ser £ carta, es difeomorfismo sobre su imagen. Ademaés:

*

( Hip.

(€9)i5 = (€9) O, 000) © G0, 0s) = 65 "2 gi5 |

con lo que & es isometrfa sobre su imagen. Por ser E completa, Im &

es completa y resulta (Ejercicio 3.7) Im¢ = R® W

(Lema) Dados p € E'y {e;} base ortonormal de T,E (~ base dual {w'}),
existe un tinico SCN id x & = (t, 2%, 22, 23) tal que £(p) = o = (0,0,0) y
Oy = e; (i =1,2,3).

Demostracién. La carta normal (global) € = (z!, 2%, 23) := {w'}o
exp;1 : E — R3 asociada a {¢;} (Cap. 3) da lugar a un tal SCN. En
efecto: £ es una isometrfa [lo son exp, 1 E — T,E (Ejemplo 3.34) y
{w'} : T,E — R3 (base ortonormal)], {(p) = 0y Oy |,= €; (Prop.
3.33(1)).

Sea id x n = (t,y*, v, y?) : R x E — R x R3 otro tal SCN. Al ser

(1.14)

rii=ulof |, S dE(0y) = Oy

(%)

la isometria 71 o £ : E — F verifica

_ *) - *)
d(n 105) |p (QZ) = dn ! |0 (Oui |0) = €& ,

con lo que resulta (Propos. 3.62): ™ o & =idp M
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Nota 4. Sean id x £, id x 1 dos SCN tales que 2% = y?, 23 = 1.
Entonces 3! v,a € R tales que 2! = vt +y' +a A

Nota 5. Anticipando lo que esté por venir (y de lo que O’Neill no va a
hablar): una vez se toma nota de que (el médulo de) la velocidad de la
luz (en el vacio) es (Michelson-Morley) una constante universal C.ppy,
independiente del sistema de coordenadas inercial desde el que se mide
(lo que por cierto obligard a cambiar el modelo de espacio-tiempo),
se abre la posibilidad de "homogeneizar espacio y tiempo”, multipli-
cando la coordenada temporal por Ceony. Con lo que (en los sistemas
de unidades ”convencionales”, con ”dimensiones” bdsicas: masa M,
longitud L y tiempo T') todas las coordenadas (en cualquier carta)
tienen dimensiones de longitud.

En la actualidad, el "segundo” (frecuencia de radiacién tipica de &to-
mos) es la unidad bédsica. El ”centimetro” (definido hasta 1983 en
términos de la longitud de onda de ciertas lineas espectrales atémi-
cas) se define ahora en funcién del ”segundo” y de Ceopnyp. Asi, mejoras
en la precisién experimental modificardn el ”centimetro” respecto de
las longitudes de onda atémicas, pero no el valor de la velocidad de la
luz ([7] 2.6) W

(Observ. 6.7) Unidades geométricas: sistema de unidades tal que
c = GNewtor — 1 (adimensional)

donde (en unidades convencionales) Ceony = 3 - 1010 cm/seg es la velocidad
de la luz en el vacio (que involucra longitud y tiempo) y GYewton — /67 .
1078 gr—tem3seg=? es la constante de la gravitacién de Newton (que involucra
masa, longitud y tiempo).

Elegir ¢ adimensional equivale a que la longitud se mide en unidades de
tiempo, mientras que elegir c y GVev*" adimensionales equivale a que longitud

y masa se miden en unidades de tiempo:
(L =0T ) v (M =72 2 [1]

La relacién entre los valores de (p.ej.) velocidad, longitud y masa en
unidades geométricas y los correspondientes valores en unidades conven-
cionales es:

v (adimensional) —  Ueony = VCeony (€N M/ SEQ)

[ (en seq) = leonv = lCeony (en cm)
m (en segq) = Meony = Mgy (Grona™) " (en gr)
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Desde el punto de vista fisico, la ventaja de escribir:

(1) vg = 1072 (en lugar de vgeony = 3-107 cm/seg) para la velocidad de la
Tierra (respecto del centro de nuestra galaxia) es que se ve inmediatamente
que Vgcony €8 pequena (frente a c).

(2) Ro = 2'3 seg (en lugar de Rocony = 7 - 10'° ¢m) para el radio del Sol
es que indica inmediatamente lo que tarda la luz en recorrer Rgeon, (en el
vacio). Para distancias entre estrellas, ya estamos acostumbrados a usar el
ano (o ano luz).

(3) Mo = 4'9-1075 seg (en lugar de Mucon, = 2 - 10% gr) para la masa
del Sol es que indica inmediatamente (habida cuenta de que Rs = 2'3 segq)
que: Mo < Ro, & 03, = % < 1 (con vgese la ”velocidad de escape” en
la superficie del Sol), esto es, que la gravedad en la superficie del Sol es débil.

Nota 6. La nocién de "velocidad de escape” (Charla 2) surge en el
tratamiento newtoniano de la gravitacién (ver [O’Neill], Apéndice C).
El gradiente del "potencial gravitatorio” ® € F(F =~ R3) proporciona
la aceleracion de las particulas & ”en caida libre”: o/ = —grad ®oa,
lo que implica conservacién de la ”energia total por unidad de masa”:
1 |&/)* + ® o v = C(cte.). Para una o que consigue ”justo escapar”
(im0 |a(t)] = o0 y limy_o |&/(t)] = 0), lo anterior conduce
(eligiendo @ < limjp.oc ®(p) = 0) a C' = 0. Si a se encuentra
sobre la superficie de un atractor esféricamente simétrico de masa M
y radio R (en cuyo exterior la "ley de la gravitacién universal” es-
tablece que ®(p) = —M/ |p|), se obtiene: v%,, = % (en unidades

esc
. Newton
convencionales, v? = u&) ]

esc,conv Reonv
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6.2. ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI

(Def.) Espacio-tiempo (relativista): variedad lorentziana, 4 dimen-
sional, conexa, orientada-tiempo.

(Def. 6.8) Espacio-tiempo de Minkowski: espacio-tiempo (M, g) isométri-
co a R} (notacién para las coordenadas estdndar: u°, ul, u? u?).

(Def. 6.9) Particula material en M: curva (C®) o : (R D) — M
temporal, futura y unitaria (t.f.u.).

Dada la trayectoria, la condicién de unitariedad fija el pardmetro (y por
tanto la curva), llamado tiempo propio y denotado usualmente por .

Cada particula material posee una masa m € (0,00), que se determina
experimentalmente.

Se dice que una particula material estd en caida libre si es geodésica.

Nota 1. (a) En unidades convencionales, se toma || = Ceono-

(b) El tiempo propio modela (salvo eleccién arbitraria del origen)
la lectura de cualquier reloj ”comévil” con (o ”acompanante” a) la
particula. Los mejores relojes actuales se basan en procesos de desin-
tegracion, todos los cuales siguen una ley del tipo (la funcién N rep-
resenta el "numero de particulas atn sin desintegrar”):

N(r) = N(rg)e "),

donde a(> 0) es una constante (tipica de cada proceso). Es habitual
llamar semivida T/, := In2 /a al tiempo (constante y tipico de
cada proceso) que tarda en desintegrarse la mitad de una muestra.

(¢) La masa se mide mediante procesos de colisién que no involucran
gravitacion W

(Def. 6.10) Particula luz en M: curvaa : (R D)I — M luz, futura y geodésica.
La condicién de ser geodésica no fija el parametro (Lema 3.26). So-
bre el significado del pardmetro en este caso, ver mas adelante (”Energia-
momento” ).
Sobre la masa de las particulas luz, ver més adelante (” Energfa-momento” ).

(Def. ) Linea de espacio-tiempo: subvariedad W de dimensién 1 de
M temporal o luz.

Toda particula « : (R D)I — M tiene por imagen una linea de espacio-
tiempo. Y viceversa, toda linea de espacio-tiempo W C M es la imagen de
una particula.
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(Def. 6.11) Sistema de coordenadas Lorentz (SCL) (o inercial):
carta global £ : M — R} que es una isometria y preserva la orientacién-
tiempo (la orientacién-tiempo en R{ es la inducida por 0,0, Lema 5.32)

Nota 2. (a) Toda isometria & : M — R} es necesariamente afin
(demostracion similar a la de la Nota 3(a) en ”Espacio-tiempo de
Newton”)

(b) Una carta global ¢ = (2%, 21, 2%, 2%) : M — R} es un SCL si y
solo si g;; = €;0;; (6, = £1) y 00 es futuro. En efecto: Primero se
prueba (demostracién similar a la de la Nota 3b en ”Espacio-tiempo
de Newton”) que & es una isometrfa si y sélo g;; = €;0;;. Y al ser

(1.14)

= 0, = d&(04) =0y , = Op= d§71<8u0) ,
¢ preserva la orientacién-tiempo si y sélo si 0,0 es futuro W

(Lema 6.12) Dados p € M y {e;} base ortonormal de T,M (~ base

dual {w'}), con ey futuro, existe un tinico SCL & = (2°, 2!, 2%, 2%) tal que

£(p) =0=1(0,0,0) y Opi |[p=1¢; (i=0,1,2,3).

Demostracién. Primero se prueba (demostracién similar a la del
correspondiente Lema en ”Espacio-tiempo de Newton”) que la carta
normal (global) £ : M — R asociada a {e;} es la tnica isometria
que verifica £(p) =0y Opi |[p=1¢€; (i =0,1,2,3).

En particular, se sigue que 0,0 |p = eg (futuro por hipétesis), con lo

que al ser 0,0 temporal y M conexa, 0,0 resulta futuro (Nota 2b) y &
preserva la orientacién-tiempo M

Nota 3. Para el cambio de carta (transformacién de Lorentz)
entre dos SCL & y 1, ver el Ejercicio 6.8a,c. Para una ”deduccién”
(1?) de la transformacién de Lorentz a partir de los dos ”postulados
de Einstein” ([7] 1.9), ver [7] 2.7 W
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6.3. GEOMETRIA DE MINKOWSKI

Tres hechos importantes en el ET de Minkowski (M, g):

(1) Vp,q € M, existe una isometria lineal canénica (”paralelismo a dis-
tancia”) T,M — T,M, v, — v, (Lema 3.20, sobre el transporte paralelo)

(2) Vp,q € M, existe una tnica geodésica o : [0,1] — M entre py ¢, a
saber: o(t) = p+ t(¢ — p) (Ejemplo 3.25, sobre geodésicas)

(3) Vp € M, la exponencial exp, : T,M — M, v, — p+wv es una isometrfa
(Ejemplo 3.34, sobre la aplicacién exponencial).

(Observacion 6.13) En particular, se sigue de (2) que M es un ”entorno
convexo” (Cap. b) y, Vp,q € M, se denota:

— Cap. 5

pi = d0)=(-pyeL,M (= exp,(pq)=q) (")
Entonces, en cualquier (carta afin, en particular en cualquier) SCL ¢ =
(20, 2%, 22, 23) se tiene:

pi =30 o(2'(q) — 2'(p)) O

o) ()

Lo anterior sugiere que la ”causalidad en 7,M” (Cap. 5, ” Carécter causal
lorentziano” y ”Semiconos temporales”) puede facilmente trasplantarse a M:

= Dado p € M, se define el semicono temporal (resp. luz, resp.
causal) futuro de p como el conjunto de puntos ¢ € M tales que
pg es temporal (resp. luz, resp. causal) futuro. Y andlogamente para
los ”pasados”.

Si o(t) (con dominio [0,1]) es geodésica futura entre p y ¢, entonces
o(1 —t) es geodésica pasada entre ¢ y p. Con lo que, si g estd en el
semicono temporal (resp. luz, resp. causal) futuro de p, entonces p esta
en el semicono temporal pasado de g. Denotamos A(p) al cono luz de
p (unién de los semiconos luz futuro y luz pasado de p).

= La razén del nombre ”semicono causal futuro”: un suceso ¢ € M puede
ser influenciado por” p € M (esto es, eziste alguna particula, material
0 luz, de p a q) si y sdlo si pq es causal futuro.

En efecto: (Solo si) Existe particula o : [ — M de p a q, bema,5-33

la imagen de la curva eXp}j1 oa : I — T,M de expgl(p) =0,
1 _ = . . .

a exp, (q) = pq estd contenida en el semicono causal futuro de

T,M, = Pq es causal futuro.

(Si) pg es causal futuro, = la tnica geodésica o : [0,1] — M de p a
q es causal futura, = existe particulade pa g B
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(Definicion 6.14) Dados p,q € M, se define la separacién entre p y ¢
como
pq =] pgl >0

» En cualquier SCL ¢ = (2, 21, 22, 23), se tiene:

3

pa 2| =) — 202 + 3 (@iq) — (p))? ] -

=1

= Significado fisico de la separacién entre p y ¢:

(1) Si pg es temporal futuro, existe particula material en caida libre
entre py ¢, y pq coincide con el tiempo propio A7 transcurrido para «

En efecto: la geodésica unitaria o debe ser una reparametrizacion de la
tinica geodésica o : [0, 1] — M entre p y ¢. Y se tiene:

dh
o=aoh , = a'zd—(a’oh) , =

dh

E(S)

ds =

S
AT bi e 1
= Ar= / o/ ()] “omtieeriabe / o/ (h(5))]
0 0

:/0 |0'(s)|ds = [0'(0)| =pg W

(2) Si pg es luz futuro, pg = 0.

(3) Si pg es espacial, pq resultard ser (ver ”Observacién de particulas”)
la distancia entre p y ¢ medida por un ”observador” en caida libre y
ortogonal a pq.
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" Trigonometria”-Lorentz (sobreentendiendo el ” paralelismo a distancia”) :

= (Lema 6.16) Sean o,p,q € M, con op espacial y og temporal, y sean
las afirmaciones: (1) pg es luz, (2) op L o¢ y (3) op = oq. Entonces se

tiene:

M+@2)=0G), +B)=2) v 2)+3)=(1).

En efecto:

pi=0¢—0p , = 9(pg,pq) = g(oq,0q) —29(oq,0p) + g(op,op)
—— —_——

2 2

—oq op

» (Propos. 6.17) Sean o,p, q € M, con p, q pertenecientes al mismo semi-
cono temporal de o y con @ 1 p_q> Entonces se tiene:

(1) o =op” —pi*> . (2)op=oqcoshy y (3)pg=ogsinhe ,

siendo ¢ > 0 el angulo hiperbélico entre op y og, definido (Propos.
5.30) por g(op, 0¢) =: —op oq cosh

En efecto:
( g(0q,0p) = g(op,op) + g(pq,op)  (2)
— —_— —
—oq op cosh ¢ —op? 0
pl = od—op,= { 9(0g,0q) = g(op,op) +2 g(op,pq) + 9(pg. pg) (1),=
— —_— —_— —_—
—oq? —op? 0 P>
L = pg? ® 0q?(—1 + cosh® ) = og®sinh® ¢ (3)

o 0

[ON], Lema 6.16 [ON], Propos. 6.17
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6.4. OBSERVACION DE PARTICULAS
(A) Desde un SCL ¢ = (2%, 21, 2%, 23) : M — R}:

= El eje 2° (imagen por ' del eje u® en R?) es la trayectoria de una
geodésica temporal.

» La cortadura {2° = 0} := ¢ {u® = 0} es un hiperplano afin euclideo
isométrico via 7 = (2!, 2%, 23) a R3.

» (Def. 6.18) ¢(-tiempo: la funcién 2° : M — R. Dos sucesos p y q se
dicen ¢-simultdneos si 2°(p) = 2%(q).

¢-posicion: la funcién 7 = (21, 2%, 23) : M — R3.
Dada una particula (material o luz) a: I — M, s — a(s), se tiene:

= la aplic. : I — R es un difeomorfismo sobre su imagen .J

Ejerc. 5.3a

d(z%0a (2.25)
[En efecto: % eSOl —g(c/,0po0a) > 0

= (Def.) Particula newtoniana asociada (por £ a «):
a:=(Foa)o(z’oa)™ : J =R, talt) ,
con velocidad relativa v (t) := dal(t)/dt.

= (Lema 6.19) Si « es luz, la imagen de @ es una recta, y v(t) = | v (t)] = 1
(de acuerdo con Michelson-Morley, Charla 3).

Demostracién. La primera afirmacién es obvia [ o & es una geodésica en
R1]. En cuanto a la segunda, se tiene:

3
d(z' o a) d g(a’,a’)=0
_Z (Opi o) = <xooa+zv m’oa> £BS?CL!!

0= (32)2 (-1+0°) W

Nota 1. Recuérdese que la condicién de ser luz no fija el pardmetro s.
Para ”mantener la igualdad” de la Prop. 5.30(2)

dt
<_ Z) —g(0/, 0 0a) == |o/| |9 0a] coship |
ds T \0//‘1,—/
>

debe tomarse ¢ = 00, lo que no determina el valor de dt/ds W
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» (Prop. 6.20) Si « es material (pardmetro el tiempo propio 7):

(1) se verifica v(t) = |7'(t)] = tanh(7(t)) (< 1), siendo ¢ > 0 el
angulo hiperbdlico entre o/ y 9,0 o o, definido (Propos. 5.30) por

(s—j_ :> — g(, 00 0 @) =: cosh

(2) se verifica:
dt
i
(dilatacion de (los valores medidos de) tiempo para cualquier SCL &
"no-comévil” con a, "relojes en movimiento atrasan”, Charla 3).

(1 —U2)_1/2 Z 1

Demostracion. Se tiene:

d(l’z (0] O[) dt 3 . g(a/ Oc/):—l
I — _ i e ) . ’
a = o (Opioar) = o (8950 oa+ g v*(Oyi 0 a)) =

3
- & es SCL!!
=0 =1

dt\*
= —1=(—) (=14
(%) 1o
De donde se sigue (2), y también (1) a partir de la identidad cosh ¢ =
(1 —tanh?p)~Y/2 A

Nota 2. El Lema 6.19 se obtiene como limite de la Propos. 6.20(1)
cuando ¢ tiende a oo

= Distancia entre parejas de sucesos p y ¢ {-simultdneos (esto es,

Z‘O :Z'O . -
tales que pg L Oy0): su separacién pq (P)=+(a) \/Zle(xl(p) — z%(q))2.
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(B) Desde un observador w(t) en caida libre:
En el ET de Minkowski (1, g) un observador es una particula material.

= Dado un observador w(t) en caida libre, existe un SCL £ "asociado” a
w, en el sentido de que su eje 2° es la trayectoria de w.

En efecto: Dada una base ortonormal {ey = w'(0),ey,e2,e3} de
T,y M, existe (Lema 6.12) un tnico SCL § = (20, 21, 22, 23) tal que
£(w(0)) = (0,0,0,0) ¥ Oyi |woy= € (¢ =0,1,2,3), a saber la carta
normal (global) de (M, g) asociada a {e;}.

Puesto que el eje 2° (imagen por € del eje u° en R?) es la trayectoria
de una geodésica temporal, el resultado se sigue ll

» w-Tiempo: la funcién &-tiempo 2° : M — R (la misma, salvo eleccién
del origen, para cualquiera de estos SCL §).

» w-Espacio: el hiperplano afin euclideo £, = {2° = 0} ~ R3, candni-
camente identificado con cualquier otro Ey por la isometria EY —
Ez“/IJ:()?p = ¢, con p—(j || w.

Nota 3. (a) Existe un protocolo que utiliza trayectorias luz ("senales
de radar”) para, desde un observador en caida libre, ”fabricar” un SCL
asociado a ¢él (ver Ejercicio 6.3)

(b) Dados dos SCL & y n asociados a observadores en caida libre, el
cambio de carta (transformacién de Lorentz) puede expresarse
en términos de dichos observadores (ver Ejercicio 6.8b,d) W

= Particula newtoniana asociada (por w a «): la particula newtoniana
@ asociada por £ a a.

Se obtiene: v(t) = |da/dt(t)| = tanh p(7 (1)),

Prop. 5.30(2)

siendo ¢(7) tal que cosh (7) —g(d(1),w).

Nota 4. La trayectoria Im @ de la particula newtoniana asociada
(por w a «) depende del observador w. Una de las manifestaciones de
esto es la llamada ”aberracion de la luz” (ver Ejercicio 6.9%) W

Nota 5. (a) El tiempo propio transcurrido para una particula ma-
terial que transita entre las trayectorias de dos observadores en caida
libre y en reposo relativo puede en principio hacerse ”tan corto como
se quiera’”:

Con particulas materiales en caida libre, ello es una simple consecuen-
cia de la Propos. 6.17(3) (ver también [13], p.14-15 y Problema 1.11,
p.23).
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Si (més realista) la particula parte del reposo (relativo a ambos obser-
vadores) y debe, por tanto, acelerar para alcanzar el factor de dilat-
acién temporal requerido, se trata de un problema de ”cohetes” (ver
6.8, 7 Colisiones”).

Los problemas de la duracién del ”viaje espacial” resultan ser en tlti-
ma instancia problemas ”de combustible” W

(b) El tiempo propio transcurrido para un observador en caida li-
bre entre la emisién de dos fotones no tiene por qué coincidir con el
tiempo propio transcurrido para otro observador en caida libre (y en
movimiento relativo al primero) entre la recepcién de los mismos. En
esto consiste el llamado ”efecto Doppler” (ver Ejercicio 6.10b*), que ya
ocurre en el espacio-tiempo de Newton. El efecto Doppler en el espacio-
tiempo de Minkowski no debe confundirse con el fenémeno de la di-
latacién de tiempo (el papel de la dilatacién de tiempo minkowskiana
es introducir una correccién en el resultado del efecto Doppler newto-
niano) W

62
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6.5. ALGUNOS EFECTOS RELATIVISTAS

La mayorfa de las dificultades con la Relatividad especial surgen de la
comparacion entre las conclusiones obtenidas por dos observadores en caida
libre diferentes, en particular las conclusiones relativas a la simultaneidad.

Nota 1. Noétese que, para w y « en movimiento relativo, con p =
w(0) = «(0), el hiperplano afin euclideo £}’ ; NO COINCIDE con el

[e%

hiperplano afin euclideo £/ ;. En términos vectoriales, se tiene:

T

Sean eq, €y € T,M temporales futuros unitarios.

Existe un tnico e; € 60L unitario tal que

eg = cosh ¢ ey + sinh ¢ ey

(”€p se mueve respecto de €g en la direccién e; con velocidad tanh ¢ e;”).

Entonces el vector €; := sinh ¢ eg + cosh ¢ e; es unitario, pertenece
a éOL y verifica

eg = cosh i ey — sinh ¢ €,

(" e se mueve resp. de €y en la "misma” direccién €; con velocidad — tanh ¢ ;).

shy-e,

"'sk‘{’ E‘

Obviamente se tiene: {€g, €1} = {€p, €1}

cosh ¢ sinh g
sinh ¢ cosh ¢

que {€p, €1} y {€o, €1} definen la misma orientacién W

), con lo
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(A) Composicién relativista de velocidades:

= (Ejemplo 6.21) (en dos dimensiones, una espacial y una temporal): Un
cohete p abandona una estacién espacial o (ambos en caida libre) con
velocidad v; > 0 ("hacia adelante”) relativa a la estacion, y un astro-
nauta p abandona el cohete (en el plano Lorentz de p y o) con velocidad
v (positiva si es hacia ”adelante”, negativa si es hacia ”atras”) relativa
al cohete. La velocidad v del astronatuta relativa a la estacion resulta

ser:
Propos.:6.20(1) tanhg@ EJerc:.5.11 tanh(gpl + 902> _
B tanh ¢, 4 tanh ¢, Propos. 6.20(1) U1 + U2
1+ tanh ¢, tanh ¢, B 14+ wvvy
Consecuencias:

(1) sivy =1 (el "astronauta” es luz), resulta v = 1 (independientemente
de vy, de acuerdo con Michelson-Morley Charla 3)

(2) si vy, vy << 1, resulta v ~ v + vy (resultado newtoniano).

Nota 2. En unidades convencionales (denotando V' = Veony = Ceon?):

V _ Cc‘o/in) + Cc‘o/i,v i V ‘/1 + ‘/v2
CCOTL'U B ]- + LL ’ 1 + %%/CCOTLU

Cconv Cconv

Nota 3. En cuatro dimensiones, ver Ejercicio 6.13* W

T

[ON], Ejemplo 6.21
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(B) ”Paradoja” de los gemelos:

= (Ejemplo 6.22) Dos gemelos (Pedro y Pablo) viajan en un cohete (en
caida libre). Al cumplir 21 afos (suceso o), Pedro abandona el cohete
a velocidad v = 24/25 hasta cumplir 28 afios (suceso p), retornando
entonces y llegando al cohete al cumplir 35 anos (suceso ¢). Trabajando
desde el observador geodésico Pablo, resulta:

! Propos. 6.17(2)

ATpapio = 01 + 24 op cosh ¢ + pg cosh L

Propos. 6.20(1) ATpegro 14
B VI—2  7/25

con lo que, a la llegada de Pedro, Pablo cumple 21 + 50 = 71 anos (!).

= AT pedro cosh = 50 anos

El resultado parece paraddjico, pero inicamente es no-intuitivo: aunque
Pedro y Pablo son gemelos y la dilatacién de tiempo (Propos. 6.20(2))
es simétrica entre cada par de trayectorias geodésicas, la de Pedro no
es geodésica (s6lo es geodésica-en-dos-trozos).

Nota 3. El Ejemplo 6.22 se ha tomado de [12], Ejercicio 27 (p.71). Para
trabajar desde el observador geodésico-en-dos-trozos Pedro, ver [12], Ejerci-
cio 49 (p.94-95): denotando y, z los dos sucesos sobre la trayectoria de Pablo
con los que p es Pedro-simultdneo, resulta:

Propos. 6.17(2) op pq !
B cosh ¢ Y coshg

!
A7-P0Lblo = oy +yz+ 2q

A edro ropos. 0. 7
_ DlPedro PP 0200 Ao VI =02 yz = 1 tyz ~ 3 924y |
cosh ¢ 25

pero el cédlculo no tiene en cuenta la duracién yz.

Para un célculo usando efecto Doppler (Ejercicio 6.10b), ver [12], Ejer-
cicio 81 (p. 157) y [13], Ejercicio 8-24 (p. 264). &

[ON], Ejemplo 6.22a [ON], Ejemplo 6.22b [ON], Corolario 6.23
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= (Corolario 6.23) Sea (M, g) el ET de Minkowski. Si « : [0, A7] — M
es una particula material de p a ¢, se tiene: AT < pg (con ”=" si y sélo
si v estd en caida libre).

Demostracion. Por ser « una particula material de p a ¢, el vector
pq € T,M es (recordar en ” Geometria de Minkowski” la referencia al
Lema 5.33) temporal futuro, con lo que existe una (tnica) particula
material en caida libre w : [0, At] — M de p a ¢. Llamando £ = (z)
a cualquiera de los SCL asociados (Lema 6.12) a w, se tiene:

”Observ. particulas”

”Geom. Minkowski”
pq = At 2%(q = (A7) = 2°(p = (0))
20 (w(t))=t+A
, T d(z%a Propos. 6.20(2)
= OA d(z° o @) o OA %dT > AT
(con ”="si y sélo si « esta en caida libre). Y hemos terminado W

Nota 4. (a) El Corolario 6.23 sale al paso de la objeccién que atribuye
el resultado del Ejemplo 6.22 a la ”irrealidad” de un observador geodésico-
en-dos-trozos.

Para un ejemplo concreto con un observador geodésico y otro no-
geodésico pero "realista”, ver Ejercicio 6.2 y [8], Ejercicio 2.1.14.

(b) En el caso de que (M, g) sea una variedad lorentziana arbitraria:

() Si g estd en un entorno normal de p, la conclusién del Corolario
6.23 mantiene su validez. Ello es consecuencia de la Propos. 5.34, que
afirma: Dados un punto p € M, un entorno normal U de p y un punto
q € U tal que existe una curva temporal entre p y ¢, el (inico, Propos.
3.31) segmento geodésico radial o : [0, 1] — U entre p y ¢ es la tinica
(salvo reparametrizaciones) curva temporal de longitud méxima (en
U) entre p y q. La Propos. 5.34 representa la versién para geodésicas
temporales en una variedad lorentziana del Lema 5.14 para geodésicas
en una variedad riemanniana.

(zz) Si g no estd en un entorno normal de p, no es seguro que exista
una geodésica temporal ”maximizante” entre p y ¢ (una condicién
suficiente se da en la Propos. 14.19), ni siquiera que exista una geo-
désica temporal entre p y ¢ (pensar en un ejemplo trivial o en un
cilindro-Lorentz, Ejemplo 5.35).

(¢) Experimentos: Pound-Rebka (1960) con dos nicleos de hierro a
distinta temperatura (ver [12], Ejercicio 89, p. 160, y [13], Ejercicio
8-34, p. 270) y Hafele-Keating (1972) con dos relojes de cesio a bordo
de aviones en movimiento relativo (ver [13], 4.10, p. 131-134, y [15],
Cap. 3), ver Charla 4 W



6 NOTAS. RELATIVIDAD ESPECIAL 67

6.6. CONTRACCION DE LORENTZ-FITZGERALD

Sean «(7), (o) observadores minkowskianos en caida libre y ”paralelos”

(i.e. en "reposo relativo”: < o/(7), 6( ) >= —1 Y =0 G2, = 0),

con lo que ambos tiempos propios 7, ¢ ”corren a la par” (i.e. d(1of)/do = 1,
s —_

Prop. 6.20) y (eligiendo «(0)3(0) L «), se tiene: o(7)5(7) L a. Ast vy (3 se

consideran los extremos de una regla [«, 5] en M en caida libre.

La longitud L de la regla se define como L = L, := «(7)5(7), esto es,
como la distancia (independiente de 7) entre los sucesos a-simultdneos a(r)
y B(7).

Dado otro observador en caida libre w(t), la regla newtoniana asociada
[@(t), ()] es un segmento que se mueve "por traslacién” (esto es, man-
teniéndose paralelo a si mismo: « y 3 tienen la misma velocidad newtoniana
respecto de w) en EY ; la longitud L, de la regla segtin w se define como
L, = ﬁ(t)ﬁ(t), esto es, como la distancia (independiente de t) entre los
sucesos w-simultdneos a@(t) y 4(t).

(Prop. 6.24) Sea |o, f] una regla en M en caida libre. Sea w(t) un ob-
servador en cafda libre, para el que la regla newtoniana [@(t), 5(t)] se mueve
con (médulo de la) velocidad v. Entonces se tiene:

(1) Si [@(t), B(t)] se mueve en direccién ortog. a su eje, entonces L, = L.
(2) t),5(t)] se mueve en la direccién de su eje, entonces L, =
1

a(
LmLL

oAb 1‘&

F ’;."'. ._"..:-"o
f i
/Li'm_ __/f;‘._,.
/ //
L=

[ON], Prop. 6.24(1) [ON], Prop. 6.24(2), Fig. 6.8

Demostracién. (1) Por definicién, A = [@(0), 3(0)] L w; y por
hipétesis, A L @. Puesto que Imav C Span(Imw, Im @), se sigue

Ala, = L,=1L.

) L=op " or sinh ©
(2) Se tiene: 6.17 , = L, =
L, =o0q = ortanhy

= L\/1—tanh®’¢ W

cosh ©
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Asi pues: Contraccion de (los valores medidos de) longitudes para w(t)
(observador no comévil con la regla de referencia) con respecto al observador
comévil a(7) ("reglas en movimiento se acortan en la direccién de éste”).

Nota. (a) Podria pensarse que la diferencia entre los fenémenos
de Dilatacién de tiempo y de Contraccién de longitudes radicarfa
en una especie de "dualidad” entre tiempo (signo — en la métrica
minkowskiana) y espacio (signo + en la métrica minkowskiana).

No es asi. La diferencia radica en que los procesos "medida de tiempo”
vy "medida de longitudes” son cualitativamente distintos:

(7) Dado un intervalo de tiempo At en un reloj, para medir qué inter-
valo de tiempo At le corresponde desde un observador no-comévil,
es preciso obtener la diferencia de t,.-coordenadas de un inico objeto
(el reloj). El intervalo At,,. resulta ser la proyeccién ortogonal sobre
el eje t,. del intervalo At,.

f tne

At,. > At, At > At,

(#7) Dada una regla de longitud Az, para medir qué longitud Az,
le corresponde desde un observador no-comévil, es preciso obtener la
diferencia de ,.-coordenadas a t,.-constante de dos objetos (los dos
extremos de la regla). La longitud Ax,. no resulta ser la proyeccion
ortogonal sobre el eje x,,. de la longitud Ax,

t.
e
Xnc
Az, < Az, Az, < Ax,
[ON], Fig. 6.9 [ON], Fig. 6.8

Para una descripcién "intuitiva” (?) de la contraccién de Lorentz-
Fitzgerald, ver [7], 2.4.
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(b) Una nave w, que recorre un a-trayecto Az, en un a-tiempo At,,.

con velocidad v, 1= % = tanh ¢, percibe una:
nc

(624) Az,

s < Az, (contr. de longitud) y

- distancia a recorrer A,

6.20)

- duracion del viaje At, (6.2 C%st—ﬁ; < Aty (dilat. de tiempo),

de forma que v, := %{” =tanhy H
c
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6.7. ENERGIA-MOMENTO

La conservacién de energia y momento en las colisiones relativistas justi-
fica las definiciones de energia-momento para particulas materiales y luz

(Def. 6.26) Dada particula material a(7) (con masa m), su energia-
momento es P, := ma’ € X(a).

= Sea w(t) un observador (= particula material) en caida libre. En tér-
minos de un SCL ¢ = (29, 2!, 2%, 23) asociado a w (”Observacién de
particulas”.A), se definen:

Energia E, := —g(P,, 0.0 |o) = mw O2) _m o+ tmov? + O(v

3

Momento P, := P, — E 0,0 o= m@ 02 \/% =mi+Ov’) ,

siendo v (el médulo de) la velocidad de la particula newtoniana o
—_
asociada (por £ a «). Y se tiene: P, = E, (0 0 ) + P,

= (Cor. 6.28) Se verifica (recordando que

v = |v| = tanhyp, donde
©(>0) € F(I) es tal que cosh p := —g(a’, 040 |o

)):

|2 B) mu :
(1) E2 = m? + | B, (3) |P.| = 7= = msinhg
(2) Eq = 2= = mcoshyp (4) E,=tanhp =0

(Def. 6.29) Dada particula luz v(s) (por definicién, geodésica), su energia-
momento es P, :=7" € X(v).

= Sea w(t) un observador en caida libre. En términos de un SCL ¢ =

(20, 21, 22, 23) asociado (?Observacién de particulas”.A), se define:

%
- ds , = P.=F 6x ov)+P
Momento P, := P, — E,0,0 |, = d(7o7) 2 +(Opooy)+P,

ds

{ Energia £, := — < P,, 00 |,>= d{zoy)

= Para particulas luz vy se tiene: ]37) = E., con lo que se verifica 6.28(4)

(ya que v = 1, Lema 6.19). Para que se verifique 6.28(1), debe atribuirse
a 7 masa cero. Por otra parte, 6.28(2) y 6.28(3) carecen de sentido.

Nota 1. Esto iltimo posibilita definir ”particulas” como curvas «
causales futuras tales que g(a/,a’) = —m? (con m > 0), y su
”energfa-momento” como P, := o' (ver [8], 3.1.1; ver Charla 6) B

» Al ser v geodésica y 0,0 |, paralelo, resulta £, = cte. y ﬁv paralelo.

g)
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Energia y momento tienen la misma unidad geométrica (el ”segundo”)
que masa, que longitud y que tiempo.

Nota 2. En "unidades convencionales”, se define:

Para particulas materiales: Para particulas luz:
L d(x9,,,,0a) L d(x0,,,,00)
Ecom) ‘= MeconvCeonv ds.(:)iv y Ecom) ‘= Cconv dcsozzv
_ ?conv Oa) - _ d( T conv Oa)
P 4T cons0a) P 4T connoa)
conv — mCO’fLU dT conv — mCO’fLU ds
conv conv

Puesto que [:Eij,,?;jl’z?’] = [L] ("ET de Newton”, Nota 5) y [Teony] =
[T'], estas definiciones para particulas materiales «(7) conducen a

[ECOTW] = {ML2T72] y [?conv] = [MLT?I] 3
mientras que estas definiciones para particulas luz y(s) conducen a
[Sconv] = [MilT]

La relacién entre los valores de energia y momento en unidades ge-
ométricas y los correspondientes valores en unid. convencionales es:

{E (en seg) — Eeony = B %y, (GNe2t) ™! (en erg = gr em?/seg?)

P (en seg) — 1_D>Com _ P (GNB“’H’"Y1 (en din = gr cm/seg) R

conv conv

La relacién entre el cardcter ”corpuscular” de la luz (el que adoptamos
aqui, con conceptos como energia F y momento P) y el ”ondulatorio” (con
conceptos como ”frecuencia” v y ”longitud de onda” A, ligados entre si por:
Av = 1) quedo establecida por las equivalencias:

E =hv(=1%) (Einstein 1905, efecto fotoeléctrico; ver [1], 19.12)
‘13‘ — hv (= 1) (Compton 1923, Ejercicio 6.11b%; ver [1], 19.10-19.11)

donde h = 1,8 - 108 seg? es la constante de Planck.

v (seq™) o b - R

i radid "mo ! ir.-Th wv i amma
v (0 seq™) s 6 3

[ON], Fig. 6.29 (rangos de frecuencia de la luz)

Nota 5*. En "unidades convencionales” (donde Veony = V' ¥ Acony =
ACeonw €stén ligadas entre s{ por AconyVeony = Ceonw), S€ tiene:

—

PCOHU

B —h _ hconvcconv
conv = NeconvVconv = \ y
conv

conv —— )\
cCOTL'U conv

donde heony = h 3, (GW@“”*O”)_1 =6,6-1072" erg seg A

conv

h conv hCOTLU

)
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6.8. COLISIONES

(A) Conservacién de la energia-momento:
(Def. 6.30) Colisién en M: coleccién Ent(p) U Sal(p), donde:

Ent(p) :={a; : [a;,0] = M, con a;(0) =p|i=1,....,1}

particula entrante
peM

g2 v Sal(p) :={p; : [0,b;] — M, con 3,(0) =P lj=1,...,s}

suceso de colision ~~
particula saliente

Cuando r = 1, la colisién se llama desintegracion.

Observador instantdneo en p € M: vector tangente u € T, M tempo-
ral, futuro, unitario.

Dada una particula « por p, su energia-momento P se expresa de forma
tnica como P =: Eu + P, con E = —g(P,u) € (0,00) la energfa de o
respecto de u y P € ut el momento de o respecto de u.

(Def. 6.31) Ley de conservacién de la energia-momento: dada cualquier
colision Ent(p) U Sal(p), se verifica (experimentall):

> P=) P,

a;€Ent B;€E€Sal

con P; (resp. P;) la energia-momento de o; (resp. 3;) en p.
(Cor. 6.33) Dado cualquier observador instanténeo u € T,M, lo anterior

da lugar a:
ZaiEEnt EZ = ZﬁjESal Ej
ZaiEEnt PZ = ZﬁjESal PJ

Nota 1. La ley de la conservacién de la energia-momento:

(1) Justifica las definiciones relativistas de energfa y momento respecto
de un observador.

(2) Justifica la relacién de la energfa y momento de las particulas-luz
con la frecuencia (color) de dicha luz (efectos fotoeléctrico y Compton,
este ultimo se trata en el Ejercicio 6.11%) MW

(Ejemplo 6.32) Dos bloques de plastilina oy y g, con masas my y ms y
con (mé6dulo de la) velocidad relativa v, chocan y salen juntos. Se trata de
analizar las caracteristicas del bloque resultante 3, con masa mg. Aplicando
la ley de conservacién de la energfa-momento para calcular la masa final

2m1m2
V1—12

se concluye que ha habido un aumento de masa (en contraste con el resultado
newtoniano, donde la conservacién de la masa es un axioma).

Def. 6.31
e: | <> ma + mg) s

!
mpg = |m55’| mlo/l + mgo/2| = \/m% + m% +
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Nota 2. Célculo newtoniano detallado (en dos dimensiones, una es-
pacial y una temporal), desde un observador instantdneo u € T, M
respecto del cual ambas particulas poseen velocidades newtonianas (en
unidades convencionales) Vi y Vo (V] # V3).

Las dos expresiones bésicas son (ver Ejercicio 6.12%):

my +mg = mg (conservacién de la masa) N
mi Vi +maVa = mgV  (conservacion del momento)
m m
= V= ! Vi+ 2 V5.
my + mo my + mao
Calculando ahora el balance A de energia cinética
1 1 1 ! 1 AN UD)
o VE—maVE = —mgVE+A , = A=-———(Vi-W)? (> 0),
g 1Tz = TS Yy g1 (>0

se concluye que ha habido una disminucién de energia cinética (al no

conservarse ésta, la colisién newtoniana se dice ”ineldstica”).

En el Ejercicio 6.12* se prueba que, cuando las velocidades v; = V;/c
y vg = Vj/c son "pequeiias” (frente a 1), la ley de conservacion de la
energfa-momento (Def. 6.31) proporciona de hecho el limite newtoni-
ano que acabamos de ver W
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(B) Cohetes:

(Ejemplo 6.34) Un cohete p(7) abandona una estacién espacial en caida
libre o con velocidad relativa inicial v(0) = 0. El expulsado de p, dirigido
siempre hacia ¢ (se trata por tanto de un problema en dos dimensiones,
una espacial y una temporal), consta exclusivamente de particulas luz (”fo-

tones”).
Se trata de hallar el parametro de velocidad ¢(7) de p con respecto a o
(definido por cosh (1) := — < p/(7),0’ >) en términos de la masa m(7)

del cohete. El célculo se lleva a cabo integrando la ecuacién diferencial que
relaciona la ganancia de pardmetro Ay > 0 con la pérdida de masa Am < 0.
A esta ecuacién se puede llegar considerando (para pequenos incrementos
AT del tiempo propio) la evolucién del cohete como una desintegracion del
”cohete inicial” p(7) con masa m en un ”cohete final” p(7 4+ A7) con masa
m =m+ Am < m y un cierto expulsado de fotones (con energia-momento
P..), aplicando la conservacién de energia-momento (Def. 6.31) y tomando
lfmites cuando A7 — 0.

Concretamente (también puede hacerse un calculo respecto del observador
instanténeo p'(7)):

mp/ (1) = mp/ (t + A1) + By, o™

m=m+Am

= 0=-m?—m?—2mm < o(1),p (7t + A7) >

=— c;gh Ay
= —m? — (m? + Am? 4+ 2mAm) + 2m(m + Am) cosh Ap =

im, T— Am=0=lim r— A
= —(Am)?* + m(m + Am) 2((:oshAg0—1)1 ar—o Am=glimar—o A¢

7

—(Ap)2+O((Ap)Y)

,

~ —(Am)? + mA(Ag)? , TR
= mAp~—Am , B0 de(r) = =Ldn(r) Q=0 (1) =In 29

Nota 3. El Ejercicio 6.4 explora un célculo andlogo para un cohete
cuyo expulsado consta de particulas materiales con (médulo de la)

velocidad respecto del cohete v, (constante); en este caso no es posible
() limitarse a tomar normas en la ecuacién intrinseca. Frente al cohete
de expulsado material, el cohete foténico ”optimiza” la ganancia de
velocidad por pérdida de masa. W
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6.9. UN OBSERVADOR ACELERADO

Sean M el espacio-tiempo de Minkowski, w un observador en caida libre
y £ un sistema de coordenadas Lorentz ”adaptado” a w. Trabajaremos en el
plano temporal P C M definido por 22 = 0 = 2® (movimiento relativista en
un dimension espacial). Sea a(7) un observador en P con {-coordenadas

2°(a(7)) = g 'sinh(g7) , 2*(a(7)) = g ' cosh(g7)

Aqui g = z'((0)) = |a”(7)|™" > 0 (con ”dimensiones” [g] = T) no es
la métrica.

= Es inmediato comprobar que, en efecto, o es un observador con tiempo
propio T.

= La particula newtoniana @(t) asociada por £ a o (en EY ) se acerca
desde 2! = 400 hacia el origen hasta la distancia ¢~ para después
alejarse simétricamente hacia x! = +oo.

Nota. De hecho, se tiene:

at) = (g* cosh(sinh_l(gt)), 0,0) = (¢~ "\/1+ ¢%t2,0,0) , =

L da gt
= Uy = - = (—,0,0) , =
dt (\/1+th2 )
d?*a
= o= (— 0) = (g(1 = v2)*%,0,0) .

dt? (1+ g2t2)3/2’0’ )

Se trata de un movimiento que, para pequenas velocidades (esto es,
para valores pequenos de t), es (aproximadamente) uniformemente
acelerado respecto de w, con aceleracién g (donde geony = gc). Tener
en cuenta que, en relatividad, no son posibles movimientos indefinida-
mente uniformemente acelerados W

= El intento de construir un sistema de coordenadas mediante radar-
desde-a da lugar a una carta n = (y°, 4!, 9% 9%) : Q@ — R} en torno
a Ima, que ni es global ((Q & M, en particular, @ "no detecta” al
observador w) ni es una isometria sobre su imagen: g(Jy0, o) = —(1+
gy")? (ver Ejercicio 6.7).

= Si v es un fotén emitido (hacia ”adelante”) por el observador a en
7 > 0, la velocidad de la particula newtoniana 5(+°) asociada por 1 a
v (en E®_ ) crece sin limite a medida que crece 7 (Ejercicio 6.6a).
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7. NOTAS. CONSTRUCCIONES

(Capitulo 7 de [6]; ver también [9] y [14])

7.1. PRODUCTOS ALABEADOS

(Def. 7.33) Dadas variedades semiriemannianas (B, gg) (base) y (F, gr)
(fibra tipica) y dada f(> 0) € §(B) (funcién de alabeo), se define el
producto alabeado B x; F' como la variedad semiriemanniana

Bx;F:=(M=BxF,g=1*gs+ (for)o*gr) ,
siendo 7 : B X F'— By o: B x F — F las proyecciones candnicas.

= Aparte de las notaciones f y X para los ”levantamientos” (Cap. 1, pp.
24-25) a B x F' de funciones f y campos X sobre los factores, [6] usa
las siguientes Notaciones:

< +,- > para las métricas en B y M (nosotros usaremos gg y g)

(+,-) para la métrica en F' (nosotros usaremos gr)

D para las conexiones de Levi-Civita en B y M (nosotros usaremos D? y D)
V para la conexién de Levi-Civita en F' (nosotros usaremos DI")

» Vo € TM,setiene: g(z,x) = gp(dr(x),dn(z))+(for) gr(do(x), do(z)).

= g es de hecho (andlogo al Lema 3.5) una métrica, con ind(g) = ind(gg)+
ind(gr).

= Si f =1, resulta la métrica producto (recordar Nota en 3.8).

» Tanto las hojas B x {q} = 07%(q) (Vq € F) como las fibras {p} x F' =
7~ (p) (Vp € B) son subvariedades (regulares) semiriemannianas que
se cortan ortogonalmente. Ademds, 7 | Bx{q} €S una isometria sobre
B, mientras que o | xr s una homotecia (de ”coeficiente” 1/ f?(p), o
”factor de escala” 1/ f(p), ver Definicién 3.63) sobre F: (0 |}« F)* gr =

75 9 lwpxr-
= VY(p,q) € M, se definen:

tan : TpgM — Tp.q({p} x F) (proyeccién tangente a las fibras)
nor : Ty M — Tipq (B x {q}) (proyeccién tangente a las hojas)

Nota 1%*. Las proyecciones definidas aqui y las definidas en ”La
conexioén inducida” (4.1) se relacionan por:

— ibras _ hoj — ibras _ hoj
tan = tani®™ = nor"* v nor = nor{™* = tan!7* m
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Dadas (B,gp) (~» D), (F,gr) (~ D"), f(> 0) € §(B) y el producto
alabeado M = B x; F' (~ D), se tiene:

= (Lema 7.34) Para toda h € F(B), el levantamiento i := hom € F(B x;
F) verifica: grad h = grad® h € L(B).

= (Propos. 7.35) Para todo levantamiento X,Y € £(B) y V,W € L(F),
se tiene:

8

—_——

(3) nor(DyW) = gradBf = —f(gr(V,W)oo)grad® f (tan-

gente a las hojas)

—_——

(4) tan(Dy W) = DEW € L(F).

Nota 2*. Recordar (4.1, ”La conexién inducida”) que se tiene:

nor(Df/W) = norﬁ’m(D(/W) = IIfibm(f/ W)
tan(Df/VV) = tanflbm(Df/VNV) Lema 4.3 DbemW ’

siendo 11777 y Dfibra o] tensor de Weingarten y la conexién de Levi-
Civita, respectivamente, de la correspondiente fibra como subvariedad
semiriemanniana de M W

Nota 3. Dada h € S(B), se tiene (para todo levantamiento X, Ye
L(B)yV,W e L(F)):

( ~

}Ih()zv7 Y/) Lema 3.49 g(DX(gradB h) Y/) Prop. 7. 35(1)
= gB(-DX (gradB h) Y) Lemg3.49 Hh(X7 Y)
HMX, V) "= g(Dg (grad® h), V) Prop. Z85(1) )
Hﬁ(v, W) Lem;3.49 g(D(/(gradB h), W) Prop.:7.35(2)
\ = sl pand Dy 1) m

= (Corol. 7.36) Cada hoja es totalmente geodésica, esto es: tan(DxY') =
0, VX,Y € X(hoja) (Def. 4.12). Cada fibra es totalmente umbilica,

esto es: existe Z € X(fibra)® (tangente por tanto a las hojas) tal que
nor(DyW) = g(V,W)Z, YV, W € X(fibra) (Def. 4.15).
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Demostracion. La primera afirmacién se sigue de que: VX € X (hoja),
31X € L(B) tal que X |pj= X y de la Prop. 7.35(1).

Y la segunda afirmacion se sigue de que: YV € X(fibra), IV <
L(B) tal que V' |fipra=V y de la Prop. 7.35(3). M

(Ejemplo 7.37) Ejemplos de productos alabeados:

(1) La superficie de revolucién M obtenida girando una curva plana C' en
torno a un eje en R3 verifica (denotando por f : C' — R la distancia al eje,
supuesta mayor que cero): M = C x; S'(1).

(2) R* — {0} =R" x, S"71(1).

+++

(3) El espacio-tiempo de Robertson-Walker (Cap. 12) es M := I % ;S

(para ciertos 1,5 y f). El espacio-tiempo de Schwarzschild (Cap. 13) es
++

—+
M = A x,S*(1) (para ciertos A y r).
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7.2. GEODESICAS EN PRODUCTOS ALABEADOS

(Prop. 7.38) Una curva v = (a, ) en un producto alabeado B X F' es
geodésica (esto es, 7" = 0) si y sélo si se verifica:

(1) o = (8", 3)(f o a)(grad” foa)  (en B)y
(2) 0" = 72"E2F (en F).

T foa ds

Notas. (a) Escribimos 7/ = (/, ") porque

;\ (117) d '\ (115) d\ @
dr(v') = (dmody) (du) =" do (du) =" a,

y andlogamente do(y') = [3'.
Sin embargo, 7" # (o', 3") (en general), porque

() 7)
do(v") )
donde la igualdad intermedia (?) es cierta (Lema 4.3) si 7' es tangente
a las hojas, i.e. 3'= 0 (resp. a las fibras, i.e. /= 0).

dr(D
do(D

(nor(Dy')) < dr (D7) PR3 DB o = g
?

nor o
(tan(D/)) £ do(Dy"™*5) """ DLE = p"

dm
do ’

,yl
,Yl

(b) Se sigue de (2) que v es geodésica en B Xy F' s6lo si /3 es pregeo-
désica en F' (recordar Ejercicio 3.19).

(¢) Si f =1, entonces 7 es geodésica en B X ¢ F siysélosiay son
geodésicas en By F', respectivamente (recordar Corolario 3.57(1)) M

Sea B x; F' un producto alabeado riemanniano.

= Si B y F son completas, entonces B X F' es (Lema 7.40) completa
para cualquier f (si f = cte., es el Corolario 3.57(2<)).

Pero si B x ¢ F' no es riemanniano (aunque ambas B y F sean definidas),
la implicacion es falsa.

(Ejemplo 7.41): en R} X R una curva v = (a, 3) es geodésica si
y s6lo si (Prop. 7.38) o’ = —f%e** y 8 = —2a/F'; en particular la
curva v : (0,00) — M,s — (Ins,1/s) es geodésica y es (claramente)
maximal, con lo que R} x.+ R! no es geodésicamente completa.

» Si B x;F es completa, entonces B es completa, ya que: 7 |pojq: hoja —
B es una isometria y las geodésicas v = («, ) en cada hoja son (por ser
cada hoja totalmente geodésica y por la Propos. 4.13; también porque,
sia” =0y ' =0, se verifican (1) y (2) de Prop. 7.38) geodésicas en
B x; F. jEn cuanto a F'?
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7.3.

CURVATURA EN PRODUCTOS ALABEADOS

Nota. Continuacién de la Nota en ” Variedades semiriemannianas pro-
ducto”. Dadas variedades M y N, se definen mds ”levantamientos” a
M x N desde M (y andlogamente desde N):

Levantamiento A := 14 € TY(M x N) de A € TU(M); esto es,
A(vy, .y vs) := A(dm(v1), ..., dm(vs)) € R,

Levantamiento A € TX(M x N) de A € T(M), definido por:
dr(A(vy, ..., vs)) == A(dr(v1), ..., dm(vs)) y do(A(vy, ..., vs)) == 0
|

Dadas (B, gg) (~ DB ~ RB ~ RicP), (F,gr) (~ DY ~ RF ~ Ricl"),
f(>0) € §(B) y el producto alabeado M = B x; F' (~ D ~» R ~ Ric), se

tiene:

= (Prop. 7.42) Para todo levantamiento X,Y,Z € L(B) y V, W,
)(grad

Q}z

L(F), se tiene (al ser [1h°79s( ) = 0 y T17%ras( ) TR

2

))

f
R X?Z RXYZE ,C( )

T|hojas isometria

)
(2) RpgY = HIXY)y 755 Notad 1 (X XY )V (tangente a las fibras)
)

(4) RgpW = 250 Do (grad f) "HET oBI Dy(grad® f) (tan-

gente a las hojas)
[T 45 fzbms M
(5) Ry U 2RI+

= Ry U — gB(gradBfé’gradB [ ( (‘7 U )
fibras).

~ o~ o~ ol fibras Eomotecia
(o700 = oW 00W)
W —g(W,U )f/) (tangente a las

Nota. Como R es un campo de tensores, las anteriores expresiones
para X,Y,Z € L(B) y V,W,U € L(F) mantienen su validez para
cualesquiera X,Y,Z € X(M) tangentes a las hojas y U, V,W €
X (M) tangentes a las fibras W

(Corol. 7.43) Para todo X,Y € X(M) tangentes a las hojas y V, W €
X(M) tangentes a las fibras, se tiene:

(1) Ric(X,Y) = RicP(X,Y) — 9L HI(X,Y)
(2) Ric(X,V) =0
)

N

i

(3 RZ'C(‘/, W) RZCF(V W) < (dlmF 1)93(grad3f]2”,grad3 f)) g(V, W)
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NOTAS. SIMETRIA Y CURVATURA CON-

STANTE

(Capitulo 8 de [6])

8.1.

CAMPOS DE JACOBI

Cada familia 1-paramétrica de geodésicas préximas a una dada viene
descrita (Lema 8.3) por un campo de Jacobi, cuya aceleracién viene dada
(Def. 8.2) por el tensor de curvatura.

Nota 1. Aplicaciones biparamétricas ("rectdngulos”) (Cap. 4, pp.

122-123).

(a) Rectédngulo (en una variedad M): aplicacién diferenciable x

(R? D)D — M, con D abierto (coordenadas u, v).

Curvas longitudinales x |,—... y curvas transversales X |,—e.-

Entonces se definen los campos de vectores

X = (% |umate) = dx(0) = 3, 257 (0,1 0%) € X(x)
Xy = (X |ucete.) = dx(8,) = 3, 222 (9, 0x) € X(x)

donde () es cualquier carta local en M.

("),

(b) Sean variedad con conexién simétrica (M, D), recténgulo x : D —

M y campo Z € X(x). Entonces se definen los campos de vectores

Zu = (Z |v:cte.), C@ ’ Z <8Zk + Zu(rk © X) %) (aﬂck © X) < %(X

2

Zv = (Z |u:cte.), Cag ’ Zk <aZIC

donde (') es cualquier carta local, en la que Z =Y,

Notacion: x,, = (Xy)u, Xuw = (Xy ), ete.

También: Zyy = (Zy)us Zuw = (Zu)w, ete.

(¢) (Prop. 4.44) Se tiene:
(1) Xuw = X
(2) Ly = Loy + quxv Z, VZ e %(X)

ZF(Opr 0 x).

)

(T ox)Zi W;”) (9,r 0 x) € X(x)

(),
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Demostracién: Sobreentendiendo la ” composicién con x” alli donde
proceda, se tiene:

En primer lugar,

**

Huv = Xou Zk (811( u)+szF’f780fL 855) 8$k_
—Zk(&x )+ X0, T ) 0, =

Fk 7Fk
k Ozt Ozl k Ox' Oz’ _
_Zk<z ij ou v Z,jrljav u)ak =0

Y en segundo lugar:

T — o (Z) Zk (80(82’c + Z”Fk Zzaa:ﬂ) +Z”Fk (821 qur;quaxq)%x;> D —

k i Oad i i 29\ Ozd
-5 (BB + 2, T2 %) + ¥ THEE + 8, , T 20 %

_ ij szJ k i r7p0x9 dxd .
_Zki,j< 20 TG quf‘qu o ou ) Ort
Tk =Tk
ji

- ij z@:rj k z pazq ozt g
Zlm',j( Z +F qu pq v ou aﬂf’“ o

Jou -

Ozd Ozt Ozd Ozt x4 0z dz4 dxI _
= S (DT 2 (G50 — 220 4 Th Y, T, 27 (B2 — 222020 0, =

i Oxd Ozt 8_11@
Zk’bdl ( ZZ u B Zkz,jl lz] v 6u> a:vk—’_

m r7i Ozl da: m z@xl Oxd _
+ (Zk,m,l lm Z F Z 8u 81} Zk,m,j ]m Z’Llrll Z 81) au ) a k=

= Zk,i,j,l (F§i,l l’Lj + Z Ffmrﬁ Zm I“éﬂml“m) Zz défj %2; 8I

Lema 3.38

i 0z? Oz i !
=Y i B2 Oo ?% zk B2 (x W) (%) 0k = Ry, Z W

(Def. 8.1) Sean variedad M y (segmento de) curva « : [a,b] — M. Se
dice que un recténgulo x : (R? D)D — M es una variacién de « si: D =
la,b] x [0, ], para cierto 6 > 0, y x(+,0) = o (curva base de x).

Y se llama campo de la variacién x al campo V € X(«) dado por
V(u) := x,(u,0).

Nota 2. El campo V describe la ”version linealizada” (o ”infinitesi-
mal”) de la familia de curvas longitudinales (”vecinas de &”) de x: en

cualquier carta (x!,...,2™) en torno a a(u), se tiene

(' o x)(u, v) (2" 0 %)(u,0) + 025 °x)(u,0)+O(v2)
() + Vi) + O?)

—~
*
~
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Sea una variedad con conexién simétrica (M, D).

= (Def.) Se dice que un rectangulo x en M es una variacién geodésica
(o una familia uniparamétrica de geodésicas) si todas sus curvas
longitudinales son geodésicas.

m (Def. 8.2) Sea geodésica v : [ — M y campo Y € X(). Se dice que Y
es un campo de Jacobi si se verifica (ecuacién de Jacobi):

Yl/ — RY*y’f}/ .

= (Lema 8.3) El campo de una variacién geodésica es un campo de Jacobi.

Demostracion. Se tiene:

Prop. 4.44(1) Prop. 4.44(2) Xuu=0
(Xv)uu = (Xu)vu = (Xu)uv_quxu Xu = RXuXuXU u
Prop. 3.36(1)

» (Ejemplo 8.4) Sean (M, g) = S*(r)(C R3) (sobreentendidas las conex-
iones de Levi-Civita D de M y D de R?), geodésica (con imagen un
meridiano) «y : [0, 7] 3 u — r(sinu, 0,cosu) € M y variacién geodésica
x : [0,7] X [=0,6] 3 (u,v) — r(sinucosv,sinusinv, cosu) € M de .
El campo V de la variacién x verifica (por el Lema 4.3, el campo 9,07,
que es tangente a M y D-paralelo, es D-paralelo):

V(U) = X'U(u’ 0) - T(()? sin u, O)x(u,O) =rsinu ay(W(U)) ) Leng4.3

= V"(u) = —rsinu d,(y(u)) = =V (u)

y, por otra parte, se tiene (habida cuenta de que S*(r) es de curvatura
constante 1/r%, Proposicién 4.29):

Corol. 3.43 1
FETT S (g0 V)Y = g(Y A ) V) ==V
T4 N — ——

0 r2

RVW’ Y

con lo que V es efectivamente un campo de Jacobi.

» (Lema 8.5) Sea geodésica . Entonces, para todo v, w € T.,oM, existe
un dnico campo de Jacobi Y € X(v) tal que Y(0) =v y Y'(0) = w.

Nota 3. Recordemos (Proposicién 3.19): Sean variedad con conexién
(M, D), curva o en M y referencia { E;} sobre cv. Entonces, para todo
Y =3, Y*E, € X(a), se tiene:

! dYk kv/j
Y :Z(TJFZFJ.Y)E,C :
k J
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con F;? € §(a) tales que £} =: ), FfEk. Con lo que la condicién
Y’ = 0 conduce a un sistema lineal de EDO de ler orden, y la condi-
cién inicial Y'(0) determina un tinico campo Y € X(«) paralelo.

Lo anterior conduce a que: (i) el R-espacio vectorial de campos (sobre
«) paralelos posee dimensién n; y (ii) existen referencias { £; } sobre

k
« paralelas. En ellas se tiene: Y/ = K %Ek |

Demostracidn (tener en cuenta la Nota 3) Sea referencia { E; } sobre
7 paralela. Por ser v geodésica, se tiene: 7/ = Y, a"F}, con a* € R.
Entonces, para todo Y =), Y*E, € X(7), se tiene:

" / d2Yk i j
Y' — RY’YMV = dtQ Z Rlzja’ Y Cl )
k

lij

con Rfij € §(v) tales que R(E, B, Ej) = ), RZjEk. Con lo que
la condicién Y” — Ry.,y" = 0 conduce a un sistema lineal de EDO
de 2° orden, y la condicién inicial {Y'(0),Y”(0)} determina un nico
campo Y € X(7) de Jacobi.

Lo anterior conduce a que el R-espacio vectorial de campos (sobre )
de Jacobi posee dimensién 2n W

= (Propos. 8.6)* Sean p € M y ©,(C T,M) el dominio de exp,. Entonces,
Vv € D, y V6 € T,M, es dexp,(§,) = V(1), con V € X(v,) el tinico
campo de Jacobi tal que V(0) =0, y V'(0) = &.

Demostracién. Sea la aplicacién X(t,s) := t(v + s£). Entonces
x(t,s) = expp(i(t, s)) = ’yvﬂg(t) es una variaciéon geodésica de
Yo lo1)-

Se sigue (Lema 8.3) que

V(t) :=x,(t,0) = dexp,(X,(t,0)) = dexp,(t§,,) ( = V(1) = dexp,(§,) )

es un campo de Jacobi sobre 7, |jo,1]-

Se sigue (Lema 8.5) que V' es el campo de Jacobi determinado por

{ V(0) = dexp,(0p) = 0, € T,M
x¢(0,8)= v+5£

V'(0) := x4(0,0) " a0} %1s(0,0) ceT,M ™

= En el Ejemplo 8.4, el campo de Jacobi V' es el tinico tal que V(0) =
00,0, ¥ V'(0) =7(0,1,0)(0,0,r)-
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8.2. FUERZAS DE MAREA

El conjunto de aceleraciones relativas de familias 1-paramétricas de geo-
désicas préximas a una dada viene descrito (Definicién 8.8) por un operador
lineal autoadjunto (”fuerza de marea”), cuya traza (esto es, el ”promedio”
de dichas aceleraciones, ver Nota 2) viene dada (Lema 8.9(2)) por el tensor
de Ricci.

Dadas variedad semiriemanniana (M, g) y curva «: I — M, se tiene:

= Un campo Y € X(«) se dice tangente a a si Y = fdo/, para cierta
f € §(a); y se dice normal a a si g(Y, ') = 0.

= Si|a/| > 0, todo campo Y € X(«) admite una descomposicién tnica
(Lema 2.23) Y = Y + Y+ con Y tangente y Y+ normal a a.

= Si «v es geodésica, todo campo Y € X(«) verifica:

Y tangente = Y’ tangente Si |§Q>O (Y1) es tangente N
Y normal = Y’ normal ’ (Y1) es normal ’

Y=yl +(yL)y=y/l+y'+ vy =y .
= { EyJ_))/ — Y/J_ ( )

(Lema 8.7) Dadas variedad semiriem. (M, g) y geodésica v en M:
(1) Sea f € F(v). Entonces:

d2f ;) Y= Si f+' es de Jacobi
= () =

er, , Prop. 3.36(1)
dt? B

Rf,y/ 5 0 , =

Si  no-trivial
=

ft)y=At+B , A\ BeR .
(2) Sea Y € X(v). Entonces:

Pg(Y.y') +'=o
de?

Pr. 3.36(2)

Si Y/ es de Jacobi
g(Y". ") = 9(Ryy',7) 0, =

= g(Y(t),y(t)) = At+ B, A BeR.
(3) Si |y| >0,Y € X(y) es Jacobi si y sélo si lo son Y y Y+,

En efecto. Se tiene:

Pr. 3.36(2 . 3.
* (V1Y = (Ryy)l T2 ) P33 Ry,
Y// — RY ,7/
! | Pr.3.36(2)

(Y)" = (Ry+7) = Ry, = ( Ry
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Nota 1. Sean (M, g) semiriemanniana, 7 geodésica y Y € X(7) de
Jacobi. Las siguientes ”afirmaciones” son ; Verdadero o Falso?:

( ) (,Y’( ) =0=Y' =07 [Ejemplo 8.4, YI(7T/2) —0, v 7& O]
(2) 1Y'(0) = 0= g(Y',7) = 02 [V] [g(Y",~) T 4 Y@=
(

3) 19(Y,7)(0) = 0= g(Y,7') = 07 [F]
8.7) o(V)(0)=0

[9(Y,~)(t) At+ B At]
(4) :9(Y",7")(0) = 0 = g(Y,v) = cte? [V]
[g(i/,v)()(“: At + B L0 gy

(5) eg(Y', ) = cte.y g(Y",v') = cte?
g<m><>8 PAL+ B, = g(Y',y) = Ay g(Y",7) = 0]
(6) Y (0) =0y Y'(0) = AY(0) = Y ~~'7

[At~'(t) es Jacobi (Lema 8.7(1)) con las condiciones iniciales re-
queridas. Por unicidad debe ser Y (t) = Aty'(t)]

(7) Y(0) =By (0) y Y'(0) =0 =Y ~ "7

Y = B~ es Jacobi (Lema 8.7(1)) con las condiciones iniciales
requeridas. Por unicidad debe ser Y = B7/]

(8) Para Z € X(v): ;Z' =0 = Z es Jacobi?
[0 Z'__:O A ; RZV”Y/] H

(Def. 8.8) Dados variedad semiriemanniana (M, g), p € M y v(# 0) €
T,M, se define el operador fuerza de marea (para el nombre, ver ”Fun-
damentos de la relatividad general”, Nota 1):

F, vt — ot Y — Ry,v

Prop. 3.36(2)

= Nétese que F,(vh) C vt ya que g(R,v,v) 0.

= Nétese que F,(y) = Y"(0), siendo Y € X(v,) cualquier campo de Jacobi
(Lema 8.5) tal que Y (0) = y.

= (Lema 8.9) (1) F, es autoadjunto y (2) Tr(F,) = —Ric(v,v).
Demostracién. (1) Se tiene:

Prop. 3.36(4)

Prop. 3.36(1,2)
9(Foyr, y2) = g(Ry,ov, y2) = G(Ryyst1,0) =

= g(Ry,ov,y1) =t 9(Foy2, 1) -
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(2) Se tiene (para toda base ortonormal {e;} de T, M):

Ric(v,v) bemaso2 Z&:ig(Rveiv,ei) .
i

Si |v] > 0, témese e; = v/ |v| (= L(e, ...,e,) = v1). Y queda:

. Prop. 3.36(1) Pr. 3.36(1
RZC(U,U) - Zizg 5ig(RveiU7€i> h= W
Liesa,....en)=v+
= _Ei22 eig(Fu(eq), e) (corm)= ~Tr(F,) .
Y si |v| = 0, témese w luz tal que < v,w >= —1 y témense e; =
WL ey = 5% (= L(v, €3, ..., €,) = vT). Y queda:

. Prop. 3.
RZC(U’ U> - \—Q(Ryelv, el) + g(Rveﬂ% 62)/ + Zi23 gig(Rvei'U, ei) op 236(1)
Prop. 3:‘3,6(12) 0

L(v,es3,....en)=v

== i>38i9(Fu(e), e) = ~Tr(f,) =

Nota 2. Sean (V™, g) esp. vec. euclideo y L : V' — V aplic. lineal.

La traza de L (dividida por n) puede considerarse una especie de
”promedio discreto” (de la actuacién de L sobre bases ortonormales).
En efecto, V base ortonormal b = {ey, ..., €, }:

1 1 =0 1
- L : ) == Lk igklzkz ~Tr(L) .
S gl e = 3t M )

Si L es ademds autoadjunta (como ocurre con el operador F}), exis-
ten bases ortonormales que la diagonalizan (no necesariamente cierto
si g no es definido-positivo, ver Cap. 9). En este caso, la traza de L
(dividida por n) puede también considerarse una especie de ”prome-
dio continuo” (de la actuacién de L sobre la (n — 1)-esfera unidad).

En efecto, V base ortonormal b = {ey, ..., e,} que diagonalice a L
(denotando por ¢ al elemento de volumen en la esfera unidad S"1):

1 1 o Ik =0k
- (o). o) = —— Lk ) 2 i—Okj
UOZ(Sn_l) legnl g( ( )7 )C UOl(Sn_l) %}; ( i 9kj /;eSnl C)

1 ; P b diagonaliza 1 ; ; !
- L’ igd = - Lt )2 =
) 2 ( l / o <) ) 2 ( /< ) C)

i )

_ M . l 21)2 M2 — l -
~ wol(S*Y) n/xegnﬂ(\( )"+ (")) nT (L) m

~
1
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12. NOTAS. RELATIVIDAD GENERAL: COS-
MOLOGIA

(Capitulo 12 de [6])

12.1. FUNDAMENTOS DE LA RELATIVIDAD GEN-
ERAL

La relatividad general modela (ciertos aspectos de) el mundo fisico via
los llamados espacio-tiempos, que son (clases de equivalencia por isometrias
que preservan la orientacién-tiempo de) variedades (4-dimensionales, conexas)
lorentzianas orientadas-tiempo (M, g, 1).

(A) La relatividad especial es un caso particular de la relatividad
general.

La relatividad especial modela el mundo fisico (macroscépico) en ausencia
de gravitacién via el espacio-tiempo de Minkowski R} (Definicién 6.8); ~
resulta natural "trasladar” a la relatividad general aquellos conceptos de la
relatividad especial que no dependen de las propiedades especificas de R}, en
particular, las nociones de: suceso, particula material y tiempo propio
(Def. 6.9), particula luz (Def. 6.10), linea de espacio-tiempo, energia-
momento (Def. 6.26) y observador (”Observacién de particulas”).

Pero la ”ausencia de gravitacién” sélo puede ser tomada en serio local-
mente; ~~ de las tres propiedades matematicas que identifican (Corolario 8.26,
salvo isometrfas) a R} dentro de las variedades (4-dimensionales conexas)
lorentzianas, esto es, que es plana, completa y simplemente conexa, sdlo la
"planicie” resulta fisicamente relevante.

(B) La relatividad especial aproxima localmente a la relatividad
general.

Para cada p € M, el espacio tangente (1,M,g(p)) es, como variedad
lorentziana, isométrico a R (Ejemplo 3.34); ~ la aplicacion exponencial
(Def. 3.29) exp,, : T,M — M proporciona, via cartas normales, una “aproz-
imacion local” (Prop. 3.33) a la relatividad general (esto es, a M) por la
relatividad especial (esto es, por T,M).

La aproximacién puede hacerse tan buena como se desee simplemente re-
stringiendo lo necesario el “tamano” del entorno que se aproxima, tanto mé&s
cuanto "mayor” sea la curvatura de (M, g) en p (Prop. 8.6, ver ” Aplicacién
exponencial”, Nota 3).
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Un observador instantdneo en p € M es un vector u € T,M temporal,
futuro y unitario.

Dados u y particula (material o luz) «, con «(0) = p y energia-momento
(Def. 6.26) P € X(a), se tiene:

( Ru es el eje de tiempo de u, y u* es el espacio de reposo de u

(a:=—g(a/(0),u) >0
(si |o'|=1,esa>1, = a=:coshy, con p >0)
(si |&/| =0, a puede tomar cualquier valor)
/'(0) =au+z, con
r € ut
(si |[&/| =1, es |z| =sinhy)
(si || =0,es |z| =a)

\

L . si|o/|=1,es |v] <1
v:=2 cu (velocidad de o respecto de u) , = { si|o/| =0, es o] = 1
E :=—g(P(0),u) >0 (energia de a resp. de u)
_ (si |&/|=1,es P:=md', = E =ma)
P(0)=Eu+ P , con (si [&/|=0es P:=d, = FE=a)

D oeal
L P € v~ (momento de « resp. de u)

Marco descrito por las tres teorias fisicas ”cldsicas” (esto es, no-cudnticas):

Teoria Gravitacion Velocidades
Relatividad general arbitraria arbitrarias
Relatividad especial despreciable arbitrarias

Fisica newtoniana débil pequenas

(C) La gravitacién domina a gran escala.

Alcance e intensidad relativa de las interacciones fundamentales (ver [11],
I1.1.1.1, [Cepal, p. 270):

Interaccion Alcance Intensidad relativa
Fuertes 10~ 8em 10
Electromagnéticas 00 7-1073
Débiles 10~ 6¢em 5-107°7
Gravitatorias 00 6-1073°

Pero la gravitacién ”se acumula”; ~~ a gran escala resulta dominante.



12 NOTAS. RELATIVIDAD GENERAL: COSMOLOGIA 91

(D) La caida libre es geodésica.

La Fisica newtoniana (Defs. 6.1-6.7) distingue dos casos de ”caida libre”
(movimiento bajo la sola influencia de la gravitacion):

(1) "acelerada” en los SCI: hay gravitacién

(1) "no acelerada” en los SCI: no hay gravitacion.

Pero los experimentos no permiten distinguir los SCI dentro de los SC-
NR (en la Charla 3, incertidumbre entre (a) < (b) 6 entre (a’) <« (b)),
~ la caida libre newtoniana es geodésica para cierta conexién. El efecto de
la gravitacién no es propiamente acelerar a las particulas en caida libre (con
respecto a las libres, que serfan geodésicas de la conexion afin, ”experimental-
mente inaccesible”), sino m&s bien declararlas geodésicas de cierta conexién
(posiblemente no plana, por tanto no afin).

Einstein postulé que en un espacio-tiempo arbitrario la caida libre es
geodésica.

(E) La gravitacién viene dada por la curvatura.

La manifestacion local genuina de la gravitacién son las "mareas”, esto es,
las aceleraciones relativas de particulas en caida libre y préximas (si bien la
intensidad de estas mareas puede quedar por debajo del umbral de deteccion
por los experimentos; de ahf la incertidumbre ”de principio” citada en 12.D).

La Fisica newtoniana describe (Charla 2):

(1) la gravitacién por el gradiente grad® de una funcién ® (”potencial”):
d*r* /dt* = —grad"® |,

(77) las "mareas” (i.e. las aceleraciones relativas de la caida libre) por el
hessiano H® de ®:

Pl =) fd? = =37 () | (= 13)

v

(1) los "promedios” de las mareas por el laplaciano AP de &:
/ <P — YA — > (e — (A /3)AS |,
S2

Puesto que se verifica la ecuacién de Poisson A® = 47p,, (en unidades ge-
omeétricas, con p,, la ”"densidad de masa”), la funcién ® en el ”"vacio” (donde
P, = 0) es arménica y el promedio de las mareas es nulo. Todo ello propor-
ciona una descripcién (aproximadamente) coherente con los experimentos re-
alizados en la gravitacion (débil) terrestre.
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La Relatividad general describe:

(1) la gravitacién por la conexién de Levi-Civita D del espacio-tiempo
(sus geodésicas causales v describen las particulas en caida libre).

(i7) las mareas respecto de y por (un operador autoadjunto F,, Def. 8.8,
que involucra) la curvatura R de D (via ”campos de Jacobi” a lo largo de ~,
Def. 8.2).

(i77) los "promedios” de las mareas respecto de 7y por (la traza de F, que
involucra) el tensor de Ricci Ric de D (Lema 8.9).

El andlisis de una version linealizada del espacio-tiempo de la Relatividad
general muestra claramente que el limite del tratamiento relativista para
”gravitacién débil” y ”velocidades pequenas” (recordar 12.B) reproduce bien
el tratamiento newtoniano (Charla 6).

Nota 1. Sean (M, g, 1) espacio-tiempo, v particula material (i.e.
curva temporal futura unitaria) en caida libre (i.e. geodésica) y ¥ &€
X(y) campo de Jacobi. Sea { E;} una referencia sobre 7 paralela, con
Ey = . Sabemos (Lema 8.7(3)) que Y+ = 22:1 YI'E, € X(7) es
también de Jacobi y se tiene:
3
dyrfde e NTRE YT PEN BV (u=1,2,3)

v=1

La comparacién de esta expresiéon con la ecuacién de las mareas en la
gravitacion clésica (sugiere que el limite newtoniano de la curvatura
viene dado por el hessiano del potencial y) justifica el nombre dado
de ”operador fuerza de marea” (mejor seria ”operador aceleracién de
marea”) para [, I

(F) La fuente de la gravitacién es la tensién-energia.

En la Fisica newtoniana, la fuente de la gravitacién es la densidad de
masa.

Una serie de consideraciones heurfsticas llevaron a Einstein a postular
que, en el espacio-tiempo (M, g, T) de la Relatividad general, la curvatura R
debe estar "acoplada” (via alguna ecuacién tensorial) a la tensién-energia
(con dimensiones ’fisicas” M L~1T~2, ver Charla 7), esto es, al campo de
tensores (simétrico) T' € TY(M) cuyas componentes, en cualquier base orto-
normal local, son: las 9 componentes del "flujo de momento” (o ”tensiones”
en elasticidad: ”presiones” las componentes de la diagonal principal y ”cizal-
las” las de fuera de dicha diagonal), las 3 componentes del ”flujo de energia”,
las 3 componentes de la ”densidad de momento”, y finalmente la ”densidad
de energia” (no negativa, para la materia conocida), que es la componente
dominante en el limite newtoniano de ”gravitacién débil” y ”velocidades pe-
quenas”.
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Nota 2. Formalmente, la ”tensién-energia” es simplemente un campo
de tensores T' € TY(M ) simétrico, habitualmente (pero no en O’Neill)
con la restriccién T'(v,v) > 0, para todo v € T'M causal (ver (8],
3.3.1). Pero detras de esta formalidad hay ”mediciones fisicas”: cuan-

do u es un observador instantdneo, T'(u, 1) es, por definicién, la ”den-
sidad de energia medida por u”. Esta definicién, que permite de hecho
"reconstruir” T'

larizaci
{T(uiaui)}i:1,273,4 oz {T(Ui,uj)}i,jzl,zsA ~ T(p)

con {u;} base de obs. inst. en p con {u;} base de obs. inst. en p

a partir de dichas mediciones ([8] Proposicién 3.3.4), constituye en
una ”ley bésica de la naturaleza” ([8], 3.3.3) W

Por razones fisicas (entre ellas que, en presencia de campos de Killing, co-
mo ocurre en el espacio-tiempo de Minkowski de la Relatividad especial, ello
conduce a ”teoremas de conservacién”, bien avalados por los experimentos)
debe ser |div(T") = 0] ([8], 3.10.3, ver Charla 7). Esta exigencia, a su vez:

() restringe la manera en la que la tensién-energia ”genera” curvatura
(ver "Ecuacién de Einstein. La constante cosmolégica”)

(17) contiene ecuaciones de movimiento para la materia (ver ”Fluidos per-
fectos”).

La expresion concreta de T' depende del "modelo de materia” que se
postule sobre M. Dos ejemplos:

() el ”vacio” (en cuyo caso es T' = 0), como ocurre en el ET de Schwarz-
schild usado para describir el sistema solar

(7) un ”fluido perfecto” (ver ”Fluidos perfectos”), como ocurre en los ET
de Robertson-Walker usados en Cosmologfa.
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12.2. ECUACION DE EINSTEIN. LA CONSTANTE
COSMOLOGICA

(A) Ecuacién de Einstein.
(Def. 12.1) Dado un espacio-tiempo (M, g, 1), se llama tensor de Ein-
stein al campo de tensores simétrico

G := Ric— (1/2) Sg € TY(M) ,

(no confundir con la constante GVe¥%" que vale 1 en unidades geométricas,
Observ. 6.7) donde Ric := C3R € T5(M) es el tensor de Ricci (Def. 3.51) y
S := CaRic € §F(M) es la curvatura escalar (Def. 3.53).

(Lema 12.2) El tensor de Einstein G verifica:
(1) divG =0y
(2) Ric =G — (1/2) (C12G)yg.

Demostracion.

(1) divG = div (Ric) —(1/2) div (Sg) E0.0f°1:'33-1504 (1/2) (dS — dS) = 0
jerc. 3.10c

(2) C12G = C1aRic — (1/2) SCiag Bjere. 3.10a ¢ 99 _ _ g .=

(Def. 12.3) Dado un espacio-tiempo (M, g, T), se llama ecuacién de Ein-
stein (sin constante cosmoldgica) a la ecuacién tensorial

,

donde T' € TY(M) es la tensién-energia (ver 12.F y Charla 7) en M.

Nota 1*. En unidades convencionales, se tiene:

87TGNewton
(Gconv)ij = 4com) (Tconv)ij )
N— o’ conv
—2 —17-2
[L—2] (M-1-172] [ML-1T-2]

Newton __

con Ceony = 3 - 1012 cm/seg la vel. de la luz en el vacio y GYewton —

6'67 - 1078 emgr—tseg? la cte. de la gravitacién de Newton.
En cuanto a las ”dimensiones” del miembro izquierdo de la ecuacion:

(1) Puesto que [2i5%123] = [L] ("Espacio-tiempo de Newton”, Nota

5) y [gcom;] - [L2], se tiene:
[(Geono)ig] = [(Geone) "] =1, = [(Geon)igih] = [(Deons)jy] = [L71] , =
= [(Deono)jpal = [(Reons)ja) = [(Riceons)is) = [Seona] = [L77]
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(i7) (Otra forma de verlo, ver [5], 17.1): de la expresién (ver ” Fundam.
delaRel. General”.E, Nota 1) d?Y  /dt? ~—=c2 Zi:l(Rconv)Oz/OYclgnv
(tener en cuenta que, al ser |’ycom| Ceonw debe elegirse como primer
campo de la referencia sobre v paralela Fy = 7. . /Ceony) se sigue
que (Reony)deo €s un operador lineal que, a partir de ”desplazamien-
tos” Yione (en cm), produce c 2

conv

(en Cm/SBQZ), con lo que [(Reonv)de0) = [[72] [ |

veces aceleraciones relativas Ycom

Nota 2. Para argumentos heurfsticos conducentes a la ecuacién de
Einstein, ver [11] I1.2.2 y [5] 17.1. En particular, una vez convencido de
que la ecuacién ”correcta” debia ser G = kT, para cierta k € R, Ein-
stein "ajusté” el valor & = 87 (en unidades geométricas) razonando
que, en el limite de velocidades "pequenas” (frente a 1) y gravitacién
”débil” (esto es, con velocidades ”de escape” pequenias; ver Charla 2y
”Espacio-tiempo de Newton”, Nota 6), la componente dominante de
la ecuacién

. 2.2(2 E.E. k
R : G —(1/2)(C1,G = k| Ty — (1/2)(C12G —
ZC;JO 00— (1/2)(C12G) goo 00, — (1/2)(C12G) goo 5
~AP/c? P ~—p ~—1 ~p, 2

debia corresponder a la ecuacién de Poisson (ver 12.E) A® = 4xGNewton
en la gravitacion newtoniana Wl

m

Nota 3. Resulta interesante "rastrear” los requisitos que conducen a
que el miembro de la izquierda Z € T(M) de la ecuacién de Einstein
tenga que ser (un multiplo constante de) G.

Los siguientes requisitos resultan "razonables”:

() el espacio-tiempo plano (R = 0) debe ser compatible (via la
ecuacion) con el "vacio” (1" = 0)

(1) Z debe depender sélo de ¢ y de la curvatura R

(47) las componentes de Z deben depender sélo de las de ¢ via derivadas
de hasta orden dos

(173) Z debe ser lineal en la curvatura R

(iv) Z debe ser simétrico

(v) Z debe tener divergencia cero.

Para dim. arbitraria se prueba facilmente (ver [11] I1.2.2 y [5] 17.1):
(@) = (i) (")

(it') + (i) + (iv) D T=Ric+aSg+Ag, L T=G+Ag, 2L T=G.
a,A€R A€R
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Ademas, para dimension 4 se tiene:

Lovelock, 1972)
=

(ii') + (v) T=G+Ag .

AeR

resultado importante, ya que prueba (en dimensién 4) la implicacién:
(i7) + (v) = (4i7) + (iv) B

Nota 4. En cualquier carta, la ecuacién de Einstein constituye un
sistema de 10 EDP’s de 2° orden, ”hiperbdlicas”, lineales en las se-
gundas derivadas (pero no en las primeras) de las componentes g;;
de la métrica. La idea de que estas ecuaciones ”dicen cémo la mate-
ria curva la geometria” es sélo aproximada; mdas bien hay que verlas
como 10 restricciones sobre el par tensorial (g, T") ([7] 14.2). Las 10
ecuaciones no son independientes, debido a que ambos miembros de
la ecuacién tensorial son de divergencia nula ll

96
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(B) La constante cosmoldgica.

La ecuacién de Einstein (Def. 12.3) fue postulada contando con que, en
”ausencia de fuentes” (o "vacio”, T' = 0), el espacio-tiempo plano (Minkows-
ki) fuera una posible solucién (ver Nota 3).

Adelantemos acontecimientos:

Los modelos de espacio-tiempo usados en la ”cosmologia estandar” son
(ver ”Espacio-tiempos de Robertson-Walker”, Def. 12.7) productos alabeados
I x¢ S, donde I es un intervalo real, S es una variedad riemanniana 3-
dimensional, conexa y de curvatura constante (Cap. 3) k = —1,06 1, y la
funcién f(>0) : I — R ("funcién de alabeo”) es diferenciable.

Para que estas geometrias verifiquen la ecuacién de Einstein (sin constante
cosmolégica, Def. 12.3), la tensién-energia T' debe ser la correspondiente a un
"fluido perfecto” (Def. 12.4), con ”densidad de energia comévil” p y ”presion
comovil” p dadas por (Teor. 12.11)

81 2 k 2 k 2 "
—p:f—2+—2 y —87Tp=f—2+—2+ f .
3P f 2o f
La condicién para que este modelo sea ”estético” (esto es, con todas sus
variables observables independientes del tiempo) exige f = fo (constante),
lo que implica

- 8rfE
pero ni p ni p son negativas, para la materia ordinaria.
A la vista de lo anterior, Einstein modific6 (1918) su ecuacién en la forma

p —3p ;

Y

‘G+Ag:87TT

para cierto nimero real A (la constante cosmolégica, con ”dimensiones”
[A] = [T?], en unidades convencionales [A.on, = ¢.2,A] = [L72%]) a determi-
nar. Las modificaciones que ello introduce en el Teor. 12.11 de O’Neill han
sido ya incorporadas en estas Notas.

Con esta nueva ecuacion, la condicion f = fy conducia a expresiones
"razonables” para p y p. Y la hipétesis p > 0y p = 0 (el fluido de galaxias
serfa ”"polvo”) implicaba k = 1 y fijaba A y p en funcién de fy ("modelo
estdtico de Einstein”, ver Ejercicio 12.19a*).

Ante la evidencia experimental de ” expansién cosmoldgica” (Slipher, 1920’s),
Einstein consideré un ”error” haber introducido la constante A (por lo ”ad
hoc” de su introduccién y por la "inestabilidad” del modelo cosmolégico

estédtico resultante) y volvié a su ecuacién original.
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Sin embargo, la presencia en el miembro izquierdo de la ecuacién de un
término de la forma Ag no es en absoluto descartable (ver Nota 3) y el que sea
A # 0 dnicamente impide que un espacio-tiempo plano pueda ser solucién de
la ecuacién en ausencia de fuentes (de hecho se tiene: 7' = 0 = Ric = Ag, con
lo que en tal caso el espacio-tiempo resulta ser una ”variedad de Einstein”).

”Predicciénes cudnticas” de un valor para A resultan inmensamente su-
periores (en un factor > 10°°; ver "El misterio de la constante cosmolégi-
ca”, IC, julio 88) a lo que, hasta mitad de los 1990’s, era la cota superior
(|Acons] < 107%5 ¢m™2) puesta por las observaciones cosmoldgicas (esto se
conoce como el "problema de la constante cosmolégica”). Pero, aparte esta
discrepancia tedrica (no resuelta), hasta mitad de los 1990’s las observaciones
eran compatibles con A = 0, y este era el valor de referencia aceptado.

Aunque O’Neill trabaja en todo momento SIN constante cosmoldgica,
nosotros trabajaremos CON constante cosmolégica, por lo que adoptaremos
como ecuacién de Einstein G + Ag = 87T

El tratamiento no resulta complicado, ya que la nueva ecuacién puede
reescribirse como la antigua (esto es, sin constante cosmoldgica) G = 87T,
con nueva tensién-energfa T := T — % g. En el caso "vacio” (T = 0) resulta:
T = g—jr\ g, por lo que el término g—fr‘ g se llama tensién-energia del vacio

Nota 5. Para entender que un valor A > 0 tiene un papel "repulsor”,
piénsese en un ET vacio (i.e. T' = 0), en el que la ec. de Einstein se
escribe:

Lema 8.9

1 .
Ric—§Sg+Ag =0, = Ric=Ag , = Tr(Fy) —Ric(v,7") = A
(para toda particula material en caida libre v); asf aparece una acel-
eracién relativa promedio (de las particulas en caida libre) de ale-
jamiento W
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12.3. FLUIDOS PERFECTOS. LA CONSTANTE COS-
MOLOGICA

(A) Fluidos perfectos.
Como se dijo en 12.F, la expresiéon concreta de la tensién-energia T' €
T9(M) depende del "modelo de materia” que se postule sobre M.

(Def. 12.4) Dado un espacio-tiempo (M, g, 1), se llama fluido perfecto
a (un modelo de materia para el que existe) una tripleta (U, p, p) tal que:

(1) U € X(M) es un campo de observadores (esto es, temporal, futuro,
unitario) llamado el campo (de velocidades) promedio del fluido,

(2) pe (M) yp e F(M) son la densidad de energia comévil y la
presién comévil del fluido (respectivamente), y

(3) la tensién-energia viene dada por: T'= (p + p)g(U,.) ® g(U,.) + pg

Nota 1. (a) En un espacio vectorial lorentziano existen cuatro posi-
bles formas de Jordan para una aplicacién lineal autoadjunta (ver
[ON], Ejercicio 9.19; ver también [8], 8.1.5). Una de estas cuatro posi-
bilidades (que se da precisamente cuando existe un autovector tem-
poral) es que la aplicacién se diagonalice (en cierta base ortonormal).
Pues bien, la tensién-energfa T de un fluido perfecto (U, p, p) verifica
T%T(U) @ —pU, con lo que, en cada punto, la forma de Jordan de la
aplicacion 137 (p) (autoadjunta, al ser T'(p) simétrica) es la diagonal.

(b) Dados T' € TY(M),U € X(M) (t.fu.) y p,p € (M), se cumple
(3) si y solo si se verifica (para todo X,Y L U):

TUU)=p , TWUX)=0=T(X,U) y T(X,Y)=pg(X,Y) .

En efecto: (:>) es trivial.

(<) Trabajando en una base local ortonormal { Xy = U, X1, X5, X3},
se tiene (para todo V =), ViX,):

T(V.V) =Y VIVIT(X,, X)) = (V) o 30 (v)p =

= (p+p) (V) +pl— (VO)*+>_ (V") = ((p + p)g(U,.) ® g(U,.) + pg) (V, V) .

(c) Dados T € TY3(M) y U € X(M) (t.fu.), existen p,p € F(M)
que cumplen (3) si y sélo si T es ”espacialmente isétropa” para U,
esto es ([8], 2.1.7): Vp € M y V¢ : T,M — T,M que sea isometria
lineal y preserve u = U(p), se verifica ¢*T'(p) = T'(p). En efecto:
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(=) Se tiene (V¢ : T,M — T,M isometria lineal que preserve u):

Hip.

¢ T(x,y) :=T(px,dy) = (p+p)(p)g(U, d2)29(U, py)+p(p)9(9z, dpy) =
= (p+p)(p)g(U,x) @ gU,vy) + gz, y) =T(2,y) .

(<) Trabajando en una base local ortonormal { Xy = U, X1, X2, X3}
y eligiendo, para cada p = 1,2, 3, una isometrfa lineal ¢, : T,M —
T,M que preserve u y tal que ng(XM) = —X, se tiene:

To, Hip. —Tou » = (Tho =)Tb; = pdo; , para cierta p € F(M)

T, =T,
TW Hip. V; , = T,, = pd,, , para cierta p € F(M)
2% ; Iy %
UFAV

Denotando {#'} a la base dual, resulta ' = £;g(X;,.) (ver Cap. 3,
”Cuestiones varias”, Nota 2) y se concluye:

T=3,T0 @0 =pg(U,.)@g(U,.)+>,p9(X,, ) @ g(Xp,.) =
=(p+p)gU,.)®g(U,.)+pg W

Nota 2. Todos los fluidos perfectos ”conocidos” (colecciones finitas
de flujos de particulas, con isotropia generada por las colisiones, ver
[8], 3.13) verifican

p>0y p>3p>0 (= p+3p>0).

El caso extremo p = 3p > 0 corresponde a un fluido perfecto ”de
radiacién” (electromagnética); el caso extremo p > p = 0 se denomina
”polvo”.

No se conocen fluidos perfectos con p < 0 (pero pueden concebirse:
ver ”Supernovas y expansién acelerada del universo”, IC marzo 99).

- & L = .1‘. PO 3 L
&__. L] & : o9 0, '_;; W;
. bl ¢... .- L

p>0 p<O

Sin embargo, es 1til trabajar con la nocién de fluido perfecto de O’Neill
(sin exigencias sobre p 6 p), porque incluye el caso p > 0y p+p = 0,
que equivale (probando por el camino que necesariamente p = cte.,
escribamos p = 8%) a una constante cosmolégica A = 8mp > 0 (ver
Nota 3) B
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(B) Ecuacién de los fluidos perfectos.
(Propos. 12.5) Sea (U, p, p) un fluido perfecto en (M, g, T). Se tiene:

divT =0 < Up=—(p+p)divU Flerg,3.9¢ div(pU) = —pdivU (1) ’
(p+p)DyU = — grad* p (2)

con grad™ p := grad p + g(grad p, U)U = gradp + U(p)U.

Dem. Denotando § =113 g y T =11 T € T2(M), se tiene:

_ ema 3. Teor. 3.11(D5) "
Dg=D (1113 g) "= i (Dg) =" 00 ()

divT :=CL(D (1113 7)) "= ¢l (1113 (DT)) = Cap (14 (DT)) =
=1} (Cis(DT)) =1} (divT) .

Ahora bien, puesto que T = (p+p)U @ U + pg, se verifica
(divT) =32,T7 = 32, ((p+p)UU + (p+p)USU? + (p+ p)U'U +p97) =
= (U(p+p)+ (p+p)divU) U+ ((p + p)DyU + grad p)’
de donde se concluye:

divI'=0 < U(p)U + (p+ p)(divU)U + (,0+p)DUU+gradLE =0 W

J/ (.

~U 1U

Nota 3. Es claro (Def. 12.4(3)) que anadir en el miembro izquierdo
(de la ec.de Einstein) un término Ag puede ’sustituirse’ por anadir en
el miembro derecho un término 871 (g, ) con p+p=0.

Viceversa, anadir en el miembro derecho un término 877(y,,p) con
p+1p =0 (el f. p. 'no posee inercia’, ver 12.5(2)) puede ’sustituirse’
por afiadir en el miembro izquierdo un término Ag. En efecto, se tiene:

() en la Def. 12.4(3) es T' = pg, con lo que U es arbitrario (cualquier
U es autovector de 3T = pd = —pd): "no privilegia ningtin campo de
observadores”

(i) se sigue de la Propos. 12.5(2) que grad™ p = 0 ("homogeneidad
espacial”) y de Prop. 12.5(1) que Up = 0, y por tanto que Up = 0.

s.p.d.g. _A

(4ii) se sigue de (i) que p = cte = 2= ("homogeneidad”), y por
tanto: T' = g—ﬁg

De lo anterior se concluye: afiadir en el miembro derecho de la Ecuacién
de Einstein un fluido perfecto con p = —p (desconocido, jel vacio?)
equivale a anadir en el miembro izquierdo un término Ag (con A =

8p) W
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Nota 4. Limite newtoniano de las ecuaciones 12.5(1) y (2). Se tiene:

Up=—(p+p)divU e 8’)’ = Z —pmv—) (ec. de continuidad)

OxH
(p+p)DyU = — grad* p e . (BL: +>, vagZ—i + %) = 5785 (ec. de Euler) ,

donde 7, Pm ¥ P son el campo de velocidades, la densidad de masa y
la presién del fluido newtoniano, respectivamente Il

(C) Condiciones de energia.

(Definicion) Dada una tensién-energia T' € T9(M) (ver 12.F), es habitual
considerar las siguientes (posibles) desigualdades, llamadas condiciones de
energia (ver [4], 4.3 para una descripcién pormenorizada):

T(v,v) >0 , Yv € TM causal (condicién ”débil”) (1)

T(v,v) — 1 (C12T) g(v,v) > 0 , Yo € TM causal
(condicién ”fuerte” o de ”convergencia temporal”) (%)

Nota 5. La condicién (1) (”la densidad de energia medida por cualquier
observador es no-negativa”) suele incorporarse (pero no en O’Neill) a
la definicién de tensién-energia. Implica que la materia tiene un efecto

no-divergente sobre las congruencias irrotacionales de geodésicas luz
([4], 4.3, p. 94-95).
La condicién (?) implica que la materia tiene un efecto no-divergente

sobre las congruencias irrotacionales de geodésicas temporales ([4], 4.3,
p. 95). De ahi el nombre ”convergencia temporal”.

(') # (%) y, contra lo que sugieren los nombres, (?) = (') (por
ejemplo en el caso de un fluido perfecto, ver a continuacién)

Supongamos que (M, g, T) se acopla a la tensién-energia 7" via la ecuacién
de Einstein (sin constante cosmolégica), con lo que:

Lema 12.2(2)

Rie """ 20 G 0@y = 85(T - 2Cu(T)g) () :

Lema 8.9(1) ).

entonces la condicién (?) se escribe: Tr(F,) —Ric(v,v) <

0, Vv € TM causal (”la gravitacién atrae en promedio”).

Si T es la tension-energia de un fluido perfecto, resulta (Ejercicio 12.10):

T verifica () & p>0,p+p>0 _
T verifica (3) < p+p>0,p+3p>0 "’

como ya se dijo en la Nota 2, todos los fluidos perfectos ”conocidos” verifican
p>0,p>3p>0y, por tanto, (*) y (%).
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12.4. ESPACIO-TIEMPOS DE ROBERTSON-WALKER

(A) Hipétesis basicas sobre cosmologia

El universo a gran escala (”cosmos”) se modela (para empezar) como un
espacio-tiempo (M, g,T) que contiene un fluido cuyas "moléculas” son las
galaxias. La evidencia experimental: (i) muestra que el fluido es en promedio
"is6tropo” desde la Tierra, y (ii) apoya el ”principio cosmoldgico: todas las
galaxias tipicas (o promedio) tienen la misma historia”.

= Hipotesis sobre M: a gran escala, se verifica:

(1) M = I x S (variedad producto), con proyecciones 7 : M — [y
oc: M — S, donde I es un cierto intervalo real y S es una cierta
variedad conexa 3-dimensional

(2) la métrica g hace a U = 9; € L(I) (el levantamiento a M del campo
estdndar en [, Cap. 1) temporal, s.p.d.g. (Lema 5.32) futuro

(3) para cada p € S, la imagen de ~,(t) := (,p) (curva integral de U)
representa la lfnea de espacio-tiempo (12.A) de una galaxia tipica (7,
ain no es una particula material!)

Nota 1. Subyacente a lo anterior estan las siguientes ideas:

(1) (Weyl 1923) a gran escala, la tensién-energia T € T9(M) de-
fine una congruencia de lineas de espacio-tiempo, las de las galaxias
promedio, ~ campo de vectores temporal futuro U &€ %(M )

(7) (observacional?) existe alguna magnitud fisica ”escalar” (esto es,
representable por una funcién) t € §F(M) que verifica U(t) = 1
(por ejemplo la entropia, o la inversa de la temperatura comévil de
la radiacién de fondo, jquizas sélo en la actual etapa expansiva del
universo?). Puesto que dt nunca se anula, los conjuntos de nivel de
t son (Corol. 1.36) hipersuperficies de M vy, eligiendo cartas locales
(z,U) = (2° = t, 21, 22, 23) con 2° =t y con (x!, 22, 2?) las induci-
das por una carta local en la correspondiente hipersuperficie de nivel
de t y por el flujo de U, resulta U |y = 0,

(441) (contenida en el " principio cosmolégico”) dicha funcién ¢ toma los
mismos valores (digamos un intervalo real I') sobre todas las curvas
integrales de U. En tal caso, los conjuntos de nivel de ¢ son todos
difeomorfos bajo el flujo de U y se tiene la estructura de variedad
producto W
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= Hipdtesis sobre g: a gran escala, se verifica (ademds de (1), (2) y (3)):

(a) La funcién t € F(M) (= levantamiento a M de la coordenada estan-

dar ¢ en I) es el tiempo propio de cada galaxia tipica: |g(U,U) = —1|.

Esto es, cada curva v,(t) = (t,p) es una particula material (12.A).

(b) Para todo t € I y todo p € S, el subespacio T, ({t} x S) es el
espacio de reposo (12.B) de v,,(t): |U L ({t} x S)| Esto es, cada subv.
S(t) = {t} x S es el ”espacio de reposo” de U.

(¢) Todo suceso (t,p) € M posee un entorno J x U en el que se verifica:

Vo, y € TupS(t), o =idy X ¢y : J xU — J xUt. q. dp(x) =y

unit. isometria

(isotropia local: todas las direcciones U-ortog. son equivalentes).

Nota 2. En primer lugar, (a) + (b) es equivalente a:

(iv) | U=0=— gradt| (con lo que — grad ¢ es temporal futuro).

1=U(t) = dt(U) =: g(grad t,U)  (*)

(b) el SO gradt  (*)
grad tL.S(¢)

Y (a)

En efecto:

(a) = —gradt { (b)

Por su parte, (iv) implica que U es "sincronizable a tiempo propio”
(Def. 12.32) [g(U,.) = —g(gradt,.) := —dt], lo que a su vez im-
plica (Corol. 12.33) que U es geodésico (ver luego Corol. 12.8(1)) e
"irrotacional” (definicién en Prop. 12.30(3)).

Finalmente, subyacente a la hipétesis (c) estdn las siguientes ideas:
(v) (observacional?) "isotropia local desde aqui”

(vi) (contenida en el "principio cosmolégico”) isotropia local desde
cualquier galaxia tipica Wl

Resumen de las Notas 1 y 2. Si en un ET (M, g, 1) existe
t € (M) tal que:

(A) es "creciente” en cualquier direccién futura, equivalente (al ser
v(t) =: dt(v) =: g(gradt,v)) a que — grad t sea temporal futuro

(B) proporciona el ”tiempo propio” de las curvas integrales de — grad ¢
(equivalente a que g(gradt,gradt) = —1) y toma los "mismos val-
ores” sobre todas ellas

(C') sus hipersuperficies de nivel son ”localmente is6tropas”,

entonces M = I x Sy la métrica g verifica (a), (b) y (c¢) B
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(Propos. 12.6) (Teorema de Robertson-Walker) Sea (M = 1xS,g,7)
un espacio-tiempo que verifica (a), (b) y (¢). Entonces:

(1) Para todo t € I, la hipersuperficie (riemanniana) S(t) = {t} x .S posee
curvatura (seccional) constante C/(?).

(2) Para todo s,t € I, el difeomorfismo (dado por el flujo de U) p,, :
S(s) — S(t), (s,p) — (t,p) es una homotecia.

(3) Resulta (M, g) = (I, —dt*)x +(S, gs) (”producto alabeado”, Def. 7.33),
para cierta métrica riemanniana (en S) gs de curvatura constante k = —1,0
6 1,y cierta f(>0) € F(I) (ver [7], 16.5).

Delnostracio'n. (1) Para todo p € S y para cualesquiera planos
ILII C T4,)S(t), existe (por (c¢) y por ser dimS(t) = 3) una
isometria ¢ =1idy X ¢y 1 JJ XU — J X U tal que:

Bls(r) es isometria
=

dp(Il) =T0 , = K1) = KM() , KSO(IT) = K5O(10) |

con lo que (Ejerc. 3.21b) (S(t), gs()) es de curvatura constante C'(t).

(i7) Por (c), el difeomorfismo ps resulta conforme (dado p € 9,
‘du&t (x)‘ es independiente del x € T{; ;) S(t) unitario elegido), con lo
que (Def. 3.63) 3h € F(I x S x I) (no nula, s.p.d.g. positiva) tal que

Vpe S, (i, 9sw) (s,p) = h*(s,t,p) gsi)(s,p) -

Més atin, se demuestra inmediatamente (!) que h(s,p,t) no depende
de p, con lo que fi,, es una homotecia de factor de escala h(s,t):

:U/:,t gsi) = h2(37t) gs(s) (1) y =

= K5O " E 2 1) K5O (dp,, )
N — ——
C(s) C(t)

con lo que el signo k(= —1,0 ¢ 1) de C(t) es independiente de t.

(1ii) Para cada t € I, sea la biyeccién canénica
je: S —=S(t),p—(t,p), = je=p.,0Js (°).

A
4_,1{ Fijemos a € I, fijemos f, € RT tal que
l

g

k= f2C(a)
y asignemos a S una métrica gg tal que
o i Ja sea una homotecia de factor de escala f,:

Jegs@ =: f2gs (), =

R
— -

65(

e = K5(1) "2 p2es@ (g, 2 f20(a) = k

con lo que (S, gg) es de curvatura constante k.
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(iv) Definiendo
frI—=RYt=hat)fo (= fla)=fa) .

resulta que j; es una homotecia de factor de escala f(t) (Vt € I):

(2 1 3

. ) M) G
Jiasw = Unops )gsw = h*(a,t) jugs@ =: h*(a,t) f2gs = [*(t)gs (%),

con lo que
(i) Obs. 3.65(2) (4)
k= K° = f2(t)l§ s X f2(t)C(t)

(v) Finalmente, V(t,p) € S(t),Vv = NUuyp) € Tup(I x {p}) vy
Va € T )S(t), se tiene:

@2 O 2 n(v), dr(v))

g(v,z) 2 0

g(w,z) "I (o0 do) (), (djy 0 do)(x)) D 12 (1) gs(do(x), do(x))

Q
—~
<
e
~

—~
=

De donde se concluye: (M, g) = (I, —dt*) x; (S, gs) B

(B) Espacio-tiempos de Robertson-Walker

(Def. 12.7) Los espacio-tiempos de la forma M (k, f) Netaeion 1 7S,
orientados-tiempo por el campo temporal U = 9, ("futuro”), se denominan
espacio-tiempos de Robertson-Walker.

El signo £ y la funcién de escala f son los ingredientes esenciales.

Diremos que el intervalo I es maximal si la funcién f no admite una
extension diferenciable positiva a un intervalo estrictamente mayor.

Las elecciones estdndar para S (conexa) son las completas y simple-
mente conexas (Corol. 8.25): H3, R? 6 S3, con curvaturas seccionales k = —1,0
6 1, respectivamente; es por ello habitual en la bibliografia referirse a M (k, f)
como abierto, plano o cerrado, respectivamente.

= Notaciones (recordar Def. 7.33):

< +,- > para las métricas en I y M (nosotros usaremos g; y g)
(+,-) para la métrica en S (nosotros usaremos gg)

D para las conexiones de Levi-Civita en I y M (nosotros usaremos D! y D) .
V para la conexién de Levi-Civita en S (nosotros usaremos D¥)
h' = Uh, para toda h € F(M)
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= Puesto que (5, gs) es de curvatura constante, cualesquiera dos pun-
tos p,q € S poseen (Corolario 8.15) S-entornos U,V isométricos ba-
jo cierta ¢,,,. Con lo que, para cada ¢t € I, cualesquiera dos sucesos
(t,p), (t,q) € S(t), poseen M-entornos I X U, I x V isométricos bajo
idr X ¢y (homogeneidad local/” principio cosmoldgico”). Ademas,
si S es una de las elecciones estdandar, esta isometria puede definirse
globalmente (eso es, en toda M =1 x S).

= Se verifica:

grad f

Lema 7.34
[av)

U, = gradf = —g(grad f,U)U = —f'U (})

—~

HAU,U) "™ g(Dy(grad £),U) 2 —frg(U,U) = (%)

y también (para todo X,Y, Z € X(M) ortogonales a U):

( Prop. 12.6(iv) Cor. 3.43
(S(t), 9 |s@) es de curv. cte. C(1) i fZL(t) : - 3

Obs. 3.65(1)

= (RSxyZ)(t,.) R Z = 5 (9(X, Z2)Y — g(Y, 2)X) ()

F2(t)

—_—~— s.3. 3

RieS(x,Y) O E RieSO(X,Y) =Y g(REY Y. X,) ©
= £ 2001 9 (9(X,Y) X, = 9(X,, V)X, X)) = Zg(X,Y) (1)

dif=fdt , = grad f=—f4 =

\ = Al'f .= div!(grad’ f) = dt(Dé/dt grad’ f) = —f" (%)

= (Corolario 12.8) Para todo X,Y € L(95), se tiene (Prop. 7.35; ver

también Ejercicio 12.4a):
(1) DyU Propos. 15500 ) (recordar lo dicho en la Nota 2)

Propos. 7.35(2

(2) Dy X ' DxU=1£X

Propos. 7.35(3)

(3) nor(DxY) —g(x,v)Eds O gx vy Ly

Propos. 7.35(4)

(4) tan(DxY) D3 x)dr (Y) .
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m (Corol. 12.9) Para todo X,Y,7Z € X(M) ortogonales a U, se tiene
(Prop. 7.42 y Nota posterior; ver Ejercicio 12.4a):
(1) RxyZ

ropos. 7. T ra =
Propos. 7420) g W( (X, Z2)Y —g(Y, 2)X) &

= L (g(x, 2)Y — (¥, 2)X)

Propos. 742(2) Hf(UU 3 o
(2) RxyU L0y = Lx

Propos. 7.42(3)

(3) RxyU
(4) RxyY

0

~XY) Dy (grad f) " (12)8( Lg(X,Y)U.

Propos. 7.42(4)

Nota 3. Se tiene las expresiones (ver también [7], Ejercicio 16.9)

M — oM g(RuxU,X) Cor. 12.9(2) g

K, =K%, X) = qomgxxgoxr = 7
— g(Rxy X,Y) Cor. 12.9(1) 2 ko
KM= KM(XY) = i) B2 Ly &

la segunda es consistente con la ec. de Gauss (Corol. 4.6), ya que:

Cor. 4.6 ;-g (DxU.X)g(DyUY)—g(DxUY)? _
KM(X,Y) =7 KSO(XLY) = en S5 m athn e

-1

Cor. 12.8(2) I° IXX)g(VY)—g(X )2  — f

! / !
Prop. 12.6(iv) I G XX)g(FYY)—g(FXY)?2 2 -
ol 7 + 7z

» (Corolario 12.10) Para todo X,Y € X(M) ortogonales a U, se tiene
(Corol. 7.43):

oro 2 "
Corol. 7.43(1) RZCI(U U) — Hf(U, U) R%) ) %

(1) Ric(U,U)

Corol. 743( )

(2) Ric(U, X) 0

D RicS (X, )~ (841 4 2leedfaemdl)) g (x y)

Cor. 7.43(3 (+51)

(3) Ric(X,Y)

= (F+2+ L) gxy)

Corol. 12.10(1,3)

(4) S := CiyRic = —Ric(U,U) + 23:1 Rice(X,, X, ) =

—i” 2_k3 f_// fl2 fl/
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12.5. GEODESICAS LUZ Y DESPLAZAMIENTO DE
FRECUENCIA EN LOS ETsRW

Sea M(k, f) = I xS un espacio-tiempo de Robertson-Walker (ETRW).

Notaciones: (1) Denotaremos t, el ”ahora” (a nivel cosmoldgico).

(2) Denotaremos (o0 € S, o también la curva) v, el aqui” (a nivel cos-
moldgico), esto es, la galaxia tipica que corresponde a la Tierra

(3) Dada cualquier curva a en M(k, f), escribiremos a(s) = (t(s), 5(s)).
Cuando se preste a confusién con las derivadas respecto a s, denotaremos
f: =Uf (en lugar de f' = Uf).

Nota 1. Identificar v, con la propia Tierra estd justificado: la veloci-
dad de ésta respecto del centro de nuestra galaxia es < 1072 y la de
nuestra galaxia respecto de 7y, (que representa el promedio de nuestra
vecindad, a escala = 108 afios luz) es < 1072 (ver Charla 8) H

(A) Geodésicas luz en los ETRW.
(Propos. 12.22) Sea M(k, f) = I x; S un ETRW. Una curva a(s) =

s), B(s)) es geodésica si y sélo si verifica:
(t(s), B(s)) es geodésica si y sdlo si verifi
(1) G +9s(8. 5/, =0
@) 8"+ 285 —0
(se sigue de (2) y del Ejercicio 3.19 que, si v es geodésica en M, [ es pregeo-
désica en 5).
Demostracién. Consecuencia de la Proposicién 7.38 y de que:

grad f U, = gradf=—g(grad f,U)U=-f,U N

(Corol. 12.23) Sea M(k, f) = I x; S un ETRW. Una curva luz a(s) =
(t(s),5(s)) es geodésica si y sdlo si verifica:

{ (1) f(t(s)5(s) = & (cte. #0)

Lema 7.34
e

(@) 8" +2h45 =0

(C' > 0 si « es futura); con lo que la funcion ¢(s) posee inversa s(t, f(t))

Demostracién. Por ser « luz, se tiene:
0= —(dt/ds)*> + gs(B,8)f* (*) , con dt/ds nunca nulo

Asf resulta:
d*t . ) . d* dt., d, dt
f (@ +9s(B. B[t ) = 72 +ft(£) = %(f£) :
con lo que 12.23(1) es equivalente en este caso a 12.22(1). Y el resul-
tado se sigue W
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(B) Desplazamiento de frecuencia (cosmolégico) en los ETRW.
Instante de emisién

(Definicion) Sea M(k, f) = I x; .S un ETRW. Sean v, (”emisor”, allf)
y v, ("receptor”, aqui) dos galaxias tipicas y «(s) un fotén ”emitido” por
7, en t, ("instante de emisién”, entonces) y "recibido” por 7, en ty ("in-
stante de recepcién”, ahora). Se define el desplazamiento de frecuencia
(cosmolégico) entre v, (t,) ¥ 7,(to) como el mimero real z tal que

1—|—ZZ:Ep/E0 s

siendo E, y Ey las energfas (ver 12.B) del fot6n respecto de los observadores
instanténeos 7, (,) y 7, (to), respectivamente (esto es, E, 1= —g(c/, 7, (tp)) ¥
Ep = —g(a’,7,(t0)))-

Nota 2. El nombre ”desplazamiento de frecuencia” se debe a la
relacion E = hv (ver Cap. 6, ”Energfa-momento”) entre energia F
de los fotones y frecuencia v de su ”"onda asociada” (h es la cte. de
Planck).

El desplazamiento de frecuencia constituye el principal observable cos-
molégico. Afirmar que es un ”observable” implica afirmar que es posi-
ble conocer aqui/ahora la energia de emisién alli/entonces. Ello no es
posible en base a un fotén aislado; pero si lo es en base a:

(i) la ”estructura del espectro de la radiacién recibida” y

(77) la hipétesis de que la correspondencia entre dicha estructura
y los procesos que la generan (esencialmente, transiciones de elec-
trones atémicos entre los distintos niveles de energia) es la misma
alli /entonces que aqui/ahora B

(Observacion 12.14(1)):

Definimos la funcién de Hubble | H := fT’ € (M)

Identificamos (NO es una notacién!) | H(tg) = Ho | ,

donde Hj es la ”constante de Hubble” (esto es, el valor experimental que
aparece en la "ley empirica de Hubble”, Charla 8).
Escribiendo Hy = 100h Km seg~*Mpc™ ~ 204 seg~!, las observa-
ciones (WMAP 03) indican:
3'1-10%

h=071("003) » = Hy' ~ T aer 31 30g 08 ~ 138 10° afos .

El que sea Hy > 0 se interpreta como que ”el universo estd en expansién”.
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(Corol. 12.24) Sea M(k, f) = I x¢ S un ETRW. Entonces el desplaza-
miento de frecuencia cosmoldgico z entre 7, (t,) y 7,(to) verifica:

z=z({(1)) -
+z=f)/f()] . TH |4 = L

(en la segunda expresion, z se considera funcién del instante de emisién para
to ﬁ]O)

Demostracién. Puesto que 7, y 7, son curvas integrales de U = 0,
se tiene: E, = E(s(t,)) y Eo = E(s(ty)) (por el Corolario 12.23,
aparece la funcién s(t), inversa de t(s)), siendo E(s) la energfa del
fotén a(s) = (t(s), S(s)) respecto del campo de observadores U:

a’:%(goa)—l—ﬁ’ dt

E = —g(a,U) = .
Y se tiene:
ﬂ _ E(S(tp>) O dt/dS(S(tp)) Corol. 12.23 f(to) m
Ey  E(s(to))  dt/ds(s(t)) f(ty)

Nota 3. (a) Decir que el desplazamiento de frecuencia (cosmoldgico)
en un espacio-tiempo de Robertson-Walker es "un anélogo” del de-
splazamiento Doppler en el espacio-tiempo de Minkowski es fuente de

enormes confusiones (ver [3]).

Por ser j; : S — S(t) una homotecia de factor de escala f(t) (Propos.
12.6(iv)), la distancia entre v, y -, sobre S(t) (distancia propia)
250

viene dada por |dy 5, = f(t)dy, |, siendo dp, la distancia entre p y o

en S (distancia comoévil). Y se tiene:

Corol. 12.24
=2

20 flt,) < fto) & 5 < dSto)

Tp:Yo

asi, la dnica conclusién (en el marco de los ETRW) de un ”desplaza-
miento al rojo” es que la distancia propia entre emisor y receptor ”era
menor entonces que ahora”. En contraste con la relatividad especial,
‘el desplazamiento de frecuencia no indica la velocidad sino la distan-
cia’ ([3] p.107).

(b) Si fi(t) > 0, Vt <ty (ver ”Cosmologia de Robertson-Walker”, No-
ta 1), en cada modelo aparece la funcién t( f/ fo), inversa de (f/ fo)(t).
Puesto que, para un fotén a(s) = (t(s), 5(t)), el z observado ahora
determina (Cor. 12.24) el cociente f/fy en la emisién, se sigue que z
determina el instante de emisién, ¢t = t(z) B
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12.6. DISTANCIAS EN LOS ETRWs. LEY DE HUB-
BLE. HORIZONTES

Nota 4. Distancia en una variedad riemanniana (S, gs) conexa.

Dados p, g € S, se define (Definicién 5.15): d, := inf{L(a) | & curva
en S entre p y ¢}. Se dice que una curva « entre p y ¢ es minima si
L(c) = d,g. Si una curva es minima, es pregeodésica (Corolario 5.19).

Si (S, gs) es completa (ver Teor. 5.21, Hopf-Rinow), cualquier par de
puntos de S pueden unirse por una curva minima (Prop. 5.22).

En un entorno normal (Cap. 3, p.71) U de p, la tnica (Prop. 3.31)
pregeodésica en U entre p 'y ¢ € U es una curva minima en U (Lema
5.14), no necesariamente minima en .S (Ejemplos 5.17 y 5.20).

En un "e-entorno” (Def. 5.16) N.(p) de p que sea entorno normal de p
(siempre lo es si € es suficientemente pequeno, Prop. 5.16(1)), la dnica
(Prop. 3.31) pregeodésica en ./\/g(p) entrepy q € ./\/;(p) €s una curva
minima (tnica) en S (Prop. 5.16(2); ver Ejemplos 5.17 y 5.20).

Si (S,gs) = H3,E3 ¢ S?, el maximo valor de & para que N.(p) sea
entorno normal de p es 00, 00 6 /2, respectivamnte (Ejercicio 5.11b,
Cap. 5, p.134 6 Ejemplo 5.20, respectivamente). Con lo que una pre-
geodésica en H3, 2 es siempre minima, mientras que en S* lo es si y
so6lo si su longitud es < 7 W

(Corol. 12.25) Sea M(k,f) = I x; S un ETRW. Si un fotén a(s) =
(t(s), B(s)) es "emitido” por v, en ¢, y "recibido” por 7, en ty, la distancia
en S entre p y o resulta ser

d — to_ Cor. 12 24 / —dZ Si f’\[t:p,to]>0 /z dz
)y fto)H(t) o f(to)H(t(2))

(para k =1, es dp, = min{| fto dt 277?67721 .

Demostracién. Por ser a luz, se tiene: 0 = —(dt/ds)?+(3',5")f* (%),
con dt/ds > 0

Por ser «/(s) geodésica en M, la curva 3(s) (que une p con 0) es (Prop.
12.22) pregeodésica en S. Si Im 3 estd contenida en algiin e-entorno
normal de o (para k = —1 6 0, siempre; para k = 1, siempre que
L(ﬁ) < ), entonces (3 es una curva minima entre p y o, y se tiene:

s(to)

. s(to
dyo = L(B) := /( (B(s). 8'(s)2ds 2 /@)

s(tp)

) dt/ds ge— [ At
CO) IO

(si k =1, dy, = min{| L(S )—27rm\} min{| fto dt 27?7721\}).
me
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La integral ft ’ dt se denomina tiempo conforme entre los sucesos

inicial 7, (t,) v ﬁnal 7,o(to) del fotén (ver Ejercicio 12.3) H
(Definiciones):

= Se llama ley de Hubble a la dependencia d;qﬁt%z,(z) (o mejor dp(z),
con dy, la "distancia luminosidad”, Charla 8) que surge al sustituir el
Corolario 12.25 en la expresion de la distancia. Introduciendo la funcién

n(y) = sinh, 1 6 sint, segin que k = —1, 0 6 1, la expresién
resultante es (detalles en Charla 9):

Corol. 12.25
4u(z) = (L4 2)f () nldy) S7E2 (142 f00) 0 (5 by
(para k =1, es

di(2) = (142) f(to)n(dpo) =2 (142) f(to)n(min{| / W@()) 21 [}) )

Si ft|[tp,to]>0 meZ

Se comprueba fécilmente (Charla 9) que la ley de Hubble incorpora
refindndola la ”ley empirica de Hubble” (Charla 8).

= Se llama distancia de Hubble dp . (t) a la distancia propia en S(t)
de aquellos objetos 'promedio’ 7, que se alejan de nosotros en el instante
t ala velocidad de la luz (suponiendo que los haya: si k = 1, la distancia
propia en S(t) posee un maximo y dgype Podria no existir):

d(d5) ) D, = (t)dpo
Zﬁw = f' ) dpo = H(t) f()dpo , = | drrune(t) :== H™'(t)

Nota 4. El concepto de distancia de Hubble:

(i) no contradice ningtin presupuesto de la relatividad (ver ”Velocidades
superluminicas y causalidad”, IC octubre 96, y ”Las paradojas de la gran
explosion”, IC mayo 05),

(17) verifica

fzf )H2 1_]}{2 )

con lo que dy e > 1 < f” < 0 (ladistancia de Hubble crece con velocidad
superluminica si y sélo si la expansion se frena) y también dy . > 0 <
ff"/f% < 1 (la distancia de Hubble crece si y sélo si el "pardmetro de
aceleracién” es menor que la unidad)

—9 /2
IHubble =-H'H (f

(447) no es un "horizonte”: si dpupie(t) crece (& ff"/f?(t) < 1), fotones
emitidos "hacia nosotros” que antes de ¢ estaban "mds alld” (i.e. tenfan re-
specto de nosotros una velocidad neta de alejamiento) podrian luego quedar
"més acd” (y eventualmente llegarnos) Hl
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= Se llama horizonte de particulas d,,(t) al supremo de la distancia
propia en S(t) de objetos "promedio’ y, de cuyas caracterfsticas (antes
de t) podriamos tener noticia en ¢ ([4], p.129):

(1'225) t gt Corol. 12.24 lm; inrr2(t)  dz
dpnor(t) = SO Jat1 76 g, i g o T
(para k =1, es dppor(t) = mm{fmf] o

Nota 5. El horizonte de particulas dppor(t):

(1) es la distancia (medida en S(t)) recorrida por la luz desde el ”comienzo”
hasta el instante ¢ ([3] p.97)

(#4) marca el limite de nuestro universo observable en el instante ¢ (si no

hay restricciones a la observacion)

(47) (si es finito) verifica:

/ —+1 H(0)dypor (1) + 1
1I1fI

(salvo si k = 1y dphor(t) = f(t)7, en cuyo caso es d),,,.(t) = f'(t)7 =
H(t)dphor(t)). En la actualidad (Hy > 0) el horizonte de particulas crece
con velocidad superluminica Il

= Finalmente, se llama horizonte de sucesos d.-(t) al supremo de la
distancia propia en S(t) de objetos 'promedio’ v, de cuyas caracterfs-
ticas en ¢ podrfamos tener noticia (después de t) ([4], p.129):

Cor. 12.25 sup [
dehor(t) = f(t) t P %

(para k =1, es depor(t) := f(t) min {fsuPI dt
Nota 6. El horizonte de sucesos dehOT( ):

(i) es la distancia (medida en S(t)) que puede recorrer la luz desde el instante
t hasta el "final”

(47) (si es finito) verifica:

r®) = 10 [ <5 = 1= HOdor () -1

(salvo si k = 1y depor(t) = f(t)m, en cuyo caso es d,;.(t) = f'(t)r =
H(t)depor (1)) W

Para una magnifica discusién sobre todos estos conceptos, ver [3], cuya
Fig. 1 se refiere al modelo ACDM (Observ. 12.21bis y Ejercicio 12.22%).



12 NOTAS. RELATIVIDAD GENERAL: COSMOLOGIA 115

12.7. EL FLUIDO DE ROBERTSON-WALKER

Sea M(k, f) = I x; S un espacio-tiempo de Robertson-Walker (ETRW),
con funcién de Hubble (Obs. 12.14(1)) H := f'/f € §(M).

(Teorema 12.11) M(k, f) = I x; S verifica la ecuacién de Einstein (con
constante cosmoldgica) Ric — —S g+ Ag = 87T si y sélo si el modelo de
materia al que corresponde la tensmn—energla T es un fluido perfecto (U, p, p)
(el fluido de Robertson-Walker), con (las segundas igualdades, alli donde
H #0):

U::8t

2
P""% = (?2 +f2) = 3H2(]‘+flf2)

12 1 1"
p_%::—l(f + _|_f)_—1H2(1+f/2+2}fl];)

Noétese que p y p resultan constantes sobre cada subvariedad S(t).
La primera ecuacién se denomina ”de valores iniciales” ([MTW], (27.39a),
(27.40), (27.72)); la segunda es la ”ecuacién dindmica” ([MTW], (27.39b)).

Demostracién. (Sélo si) Supongamos que el ETRW verifica la ecuacién
de Einstein para cierta tensién-energia T'. Sea U := 0;. Puesto que
(Corol. 12.10(2,3)) Ric(U, X) = 0 = Ric(X,Y), para todo X,Y L

U con X LY, sesigue (Ejercicio 12.1a) que T’ corresponde necesaria~
mente a un fluido perfecto (U, p, p). Las expresiones de p := T'(U, U)

y p tal que pg(X,Y) :=T(X,Y) (VX,Y L U) son consecuencia de

la ecuacién de Einstein y (de nuevo) del Corol. 12.10.

(Si) Supongamos (Def. 12.14) que T'= (p +p)g(U,.) ® g(U, .) + py,
donde U, p y p son las dadas en el enunciado. Entonces el ETRW
verifica la ecuacién de Einstein para 7', ya que (VXY L U):

(Ric—Sg -+ Ag)(U,U) " "B 3(L2 4y A T 8rp = 82 T(U,U)
(Ric — 18g+ Ag)(U, X) " 27 o "2 grp(y, X)
(Ric = 89+ Ag)(X,Y) “" 200 (L — & 24 pyg(x,y) TP

=8mpg(X,Y) =8T(X,Y) W

(Corolario 12.13) Se verifica: | p' = =3(p + p)‘?

Demostracién. La demostracién directa a partir del Teor. 12.11 se
propone en el Ejercicio 12.4b. Aqui damos otra demostracién.

Se tiene (trabajando en base ortonormal (U, X7, X5, X3)):

3 3
Cd.p3 . f/
divU E Dl/‘?i_——<DU l)>—|—§ <Dx,U,X,> =3 (%),
( ) U Xu f ()

=0 (Cor 12.8(1)) F=L 5 X (Cor. 12.8(2))
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con lo que las ecs. de los fluidos perfectos (Prop. 12.5) toman la forma:

p=—(p+p)divU , g p==3(p+ p)fTI
(p+p)DyU = —grad*p

y equivalen a la ecuacién del enunciado (la segunda ecuacién de los
fluidos perfectos se satisface idénticamente, ya que DyU = 0 (Cor.
12.8(1)) y grad p ~ U (Lema 7.34)) &

Nota 1. Interpretacién de (pf3) = —p(f3)’ (equivalente a la expre-
si6n del Cor. 12.13) como ”no-conservacién” (a menos que sea f' = 0)
de la energia comévil del fluido (si p > 0, el trabajo realizado por la
presion en la expansion/contraccion es positivo/negativo y la energia
comévil decrece/crece), y ello a pesar de que (al ser el fluido perfec-
to) no hay flujo de energia a través de la frontera de ninguna regién
U-comoévil. Ello tiene que ver con el hecho de que U no es un ”campo
de Killing” (a menos que sea f' =0) W

Recordemos la identificacién (Obs. 12.14(1)) H(ty) = Hp > 0 e introduz-
camos las notaciones (Charlas 8 y 9)

fU = f(tg) ) Vf S S(I) (en particular, fOJ Po Y pO)
P65 = 3HG /87

— A8 A
= =

D=2y Qo

P6 ~ 3Hj

(Corolario 12.19) Se verifica (alli donde H # 0):

A 3H? k :
P+§=§(1+ﬁ)a = Qo+ Qo=1+73,
que permite (si k = —1 6 1) expresar fo(= Hy'fj) en funcién de ”observ-

ables”, a saber: fo = Hy |1 — Qo — Q0| (ver Charla 10)

Demostracién. Consecuencia inmediata de la expresién para p en
el Teor. 12.11 A

Nota 2. El parametro pf, que es (Corol. 12.19) el valor de la densidad
de energia comdvil actual correspondiente a A = 0 = k, recibe el
nombre de densidad (de energia) critica.

El Corolario 12.19 responde a la pregunta: EL. COSMOS, ; ES ” ABIER-
TO” (k = —1), ’PLANO” (k = 0) O 7"CERRADO” (k = 1)? La
respuesta es:

-1 <1
k= 0 & Qo+ =1 [ |
1 >1
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(Corolario 12.12) Se verifica (la segunda igualdad, alli donde H # 0):

—1 A 3" 3H? ff" 1 o ~ ofl
7<p+3p)+8_7r_87rf_ St T = | T (0 +3%) + Qo= Tz |,

que pone de manifiesto que p+3p > 0 genera atraccién (asf ocurre con todos
los fluidos perfectos ”conocidos”, recordar Nota 2 en ”Fluidos perfectos”)
mientras que A > 0 genera repulsiéon (una propiedad general de la constante
cosmoldégica, recordar Nota 5 en ”Ecuacién de Einstein”)

Demostracion. Consecuencia inmediata de las expresiones para p
y p en el Teorema 12.11 W

Nota 3. El Corolario 12.12 responde a la pregunta: LA EXPANSION
ACTUAL (f) > 0), ;SE FRENA (fy < 0), MANTIENE VELOCI-
DAD (f{/ =0) O SE ACELERA (f/ > 0)? La respuesta es:

<0 <0
0y =0 & S Q+3R)+Qpg =0 | W
>0 >0

Nota 4. Resulta posible deducir las expresiones

12
ptg=alz+5)
12 1"
A _ L[4 Gy 2T

P =%\ T "7y

(se trata de las expresiones dadas en el Teorema 12.11, pero con una
constante C' arbitraria) directamente de los Corolarios 12.12 y 12.13
(Ejercicio 12.4c). Si se anade la expresion del Corol. 12.19 (con k =
—1,0 6 1), entonces la constante C' tiene que ser k |
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12.8. COSMOLOGIA DE ROBERTSON-WALKER

(A) Algunos datos cosmolégicos

(Observacion 12.14(1)) (trasladada a ” Geodésicas luz ...” .B)
(Observacion 12.14(2)) Con las notaciones introducidas antes del Coro-
lario 12.19, se tiene (Charla 8):
En cuanto a la densidad de energia (comévil) actual:
QO = and 4 ngat,ord, 4 anat.osc. < 0/4

~— N—— ——
~10-5 ~6-10—2 ~2:10-1-3-10-1

(en particular, phod ~ 1073 pratord ~ 10~ ppat)

En cuanto a la presién (comévil) actual:

[ rad / ¢ mat.ord. | ¢ mat.osc. | ¢
Po/Po = Po""/Po + Po /pg + Po /0g
N s N ~~ J/ N ~~ g

~3.10—6 ~6-10—8 777

(en particular, pgretord ~ 10~ 2pped ~ 107 pmat)

(B) Definiciones de Singularidades

Sea M(k, f) =1 x; S un espacio-tiempo de Robertson-Walker (ETRW)
que verifica la ecuacién de Einstein (con constante cosmoldgica), con funcién

de Hubble (Obs. 12.14(1)) H := f'/f € F(M).
(Def. 12.16) Se dice que el que el ETRW M (k, f) = I x; S posee:

( pasado incompleto si ( futuro incompleto si

(): t, = inf I es finito (7'): t* = sup [ es finito
singularidad inicial (SI) si singularidad final (SF) si

() +1 (32): Wimy_,, H(t) = 00 (") +1 (41"): Mimy_« H(t) = —c0
gran explosién (BB) si { gran implosién (BC) si

. N h,mt*)t* f(t) =0 . N h,mtﬂt* f(t) =0

(1) +] (@0): { lim; ., f'(t) = o0 () + | Gar'): limy; 4« f/(t) = —o0
singular. fisica inicial (SFI) si singular. fisica final (SFF) si
(1) + (i) +| (iv): limg_y, p(t) = oo | (@) + (@) +] (') Umyye p(t) = 00

De p 72 3(24k) /87 f2— A /87 se sigue inmediatamente: (iii) = (ii) + (iv),
asf como (ii) = (iv) si k=061 (y andlogamente con ’primas’). De donde
se concluye:

(BB) = (SFI) = (S) (BC) = (SFF) = (SF)

k=061 k=061
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Nota 1. Otras implicaciones NO son en general ciertas:

e (i) no implica ninguna otra condicién [I puede no ser "maximal”,

Def. 12.7]
e (ii) # (i). Ejemplo: R X exp(—2) O, donde:

fl(t) = —2texp(—t2) y lim H(t) = lim (=2t) = o0

t——o00 t——o00

El siguiente ejemplo es 'mas fuerte’:

e (i7i) # (i). Ejemplo: R X (4275 S, donde:

') =2/3-(expt)™™® | lim f(t)=0 y lim f'(t)= o0

t——o00 t——00

o (i)+ (i) # (7). Ejemplo (ver Ejemplo 12.18(1)): (0, 00) X1, 42/35,
donde:

F)y=2/3-t72 | ImH{)=0c y limf(t)=1

t—0 t—0
Otro ejemplo (ver Ejemplo 12.18(2)): (0,00) X gp-14 S, donde:

) =0+tH)Y2 | lmHl) =00 y limf'(t)=1

t—0 t—0

Otro ejemplo: (0, 00) x¢ S, donde:

fy=1 , lmH#)=occ y limf(t)=1

t—0 t—0
e (iv) # (ii1) [consecuencia del ejemplo que sigue y de (iii) = (i)]
e (iv) # (ii). Ejemplo: R X exp(t2) O, donde:

Teor.:12.11 y lm H(t) -

t——o0

fi(t)=2texp(t?) ,  lim p(t)
o (iv) # (7). Ejemplo: R Xeyp(as2) S, donde:

f(t) =+2texp (£t*) vy lim p(t) feor 22l o

t——o0
o (i)+ (1) # (iv) si k = —1. Ejemplo: (0, 00) x;H? (espacio tiempo
”de Milne”, Ejercicio 12.13c), donde:

ff)y=1 , limp(t) = _8A y lmH({)=0c0 K

t—0 e t—0
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(C) Incompletitud pasada. Singularidades

Sea M(k,f) = I x; S un ETRW que verifica la ecuacién de Einstein
(con constante cosmoldgica) Ric — %S g+ Ag = 8T, con funcién de Hubble
(Obs. 12.14(1)) H := f'/f € §(M), la identificacién H (to) = Hy > 0 (Obs.
12.14(1)) y las notaciones introducidas antes del Corol. 12.19. Sea (U, p,p)
el correspondiente fluido de Robertson-Walker y escribamos

A

P™ %7

_ A _
PEP+8— y P
T

(Propos. 12.15) Considérese la desigualdad

= (p+3p) <0 ()

Entonces (SINGULARIDADES INICIAL/FINAL):

(1) Si (*) se verifica hacia el pasado de tg, entonces to — Hy " < t, < to,
con lo que M(k, f) es pasado-incompleto y (si I es "maximal”, Def. 12.7)
posee singularidad inicial

(2) Si (*) se verifica hacia el futuro de ty, entonces: o bien f’ > 0 hacia el
futuro de to (= sup I = oo, con lo que M (k, f) no posee singularidad final), o
bien f(t) posee un maximo después de ¢y, en cuyo caso M (k, f) es futuro-incompleto
y (si I es "maximal”) posee singularidad final

Demostracién. Para empezar, se verifica:

Hip. _ (*)
fo=foHy =0 y 3f"/8rf"EY —(p+3p)/2 < 0

[ T .
A
SOVA
F& FONVRe
o - ' :,
T .
A GRS S
ey e —
il , .
= I, +
fo'\“o tc

(1) Hacia el pasado de ty, se sigue que la gréfica de f(t) queda ”estric-
tamente por debajo” delade F(t) = fo+fi(t—to) (= F(to—Hy')=0),
con lo que necesariamente ty — Hgl <ty < .

Ademas (Raychaudhuri; ver [8], Ejerc. 4.3.5) se deduce la inecuacién
diferencial: H' = f? — H? < —H?. Pero la solucién de la correspon-

diente ecuacién diferencial (Bernouilli) H' = —H? es, para Hy > 0,
la hipérbola H(t) = 1/ (t — (to — Ho_l)), con asintota vertical en
t =ty — Hy' y limite: h'mt_)tO_HO—1 H(t) = co. Con mayor razon, la
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solucién H (t) de nuestra inecuacién diferencial debe verificar (si I es
maximal) lim;_;, H(t) = oo

(2) Hacia el futuro de ty y tras el médximo (si existe) serd f' < 0, y se
concluye (mismo argumento, ver figura) lo que se afirma Wl

Nota 2. (i) Para A = 0 (algo sobreentendido hasta mitad de los
1990’s) la Propos. 12.15 resultaba clave. Las observaciones sugerian
Po 2 03p5 vy po =~ 0, lo que indicaba que (*) se verifica ahora.
Y de la conviccién de que también se verificaba hacia el pasado se
conclufa que hubo una singularidad inicial. La cuestién de cara al

futuro quedaba abierta.

(7) Ya sin la restriccién anterior, las observaciones recientes sugieren
(Charla 10) py ~ 0'27p§ , po~0 y A/8m ~ 0'73p§, de donde se
sigue que (*) NO se verifica ahora:

—1 A —0'27
7(P0+3P0>+§ ~ ( 2

7(,60+3150) =

+0'73)p5 =~ 0'60p5 > 0

Pero muchas otras observaciones (radiacién de fondo, abundancia de
elementos quimicos, ...) y modelos de fisica de particulas indican que
(*) se verificé hacia el pasado de cierto t; < ty (con H(t1) > 0),
con lo que probablemente hubo una singularidad inicial (o algo muy

préximo a dicho ”1imite”).

Por otra parte, todo indica que (*) NO se verificard en el futuro. Con
la hip. adicional p > p = 0, ver luego "Modelos de Friedmann” Bl

El siguiente teorema prueba las implicaciones (ver Parte B)

(BB) <« (SFI) y (BC) <« (SFF)

bajo hipétesis suplementarias.

(Teor. 12.17) Supongamos que I es "maximal” (Def. 12.7) y que M (k, f)
no posee singularidades no-fisicas (innecesario si k =0 6 1, ver Parte B).
Considérense las desigualdades (con a, A € R)

p>0 y _?1< agggA (™)

Entonces (GRAN EXPLOSION/IMPLOSION):

(1) Si (**) se verifica hacia el pasado de t,, entonces M (k, f) posee
gran explosion

(2) Si (**) se verifica hacia el futurode to y k = —1 6 0, entonces f’ > 0 ha-
cia el futuro de ty (= sup I = oo, con lo que M (k, f) no posee singularidad final),
limy oo f(t) = 00 y limy_,oo p(t) =0

(3) Si (**) se verifica hacia el futuro de ¢ty y k¥ = 1, entonces M (k, f) posee
gran implosién




12 NOTAS. RELATIVIDAD GENERAL: COSMOLOGIA 122

Demostracién. Para empezar, (**) = (*), ya que se tiene:

—1 p 5>0 B . - -
—<a<=<A, 'S 0< Ba+1)p< +3 < (BA+1 I
3 7 Garllps g3 = 34+1p ()
=e>0 Coré2.12_3f”/4ﬂ_f =a>—2

(1) Dado que I es maximal, que Hy > 0 y que se verifica (*), existe
(Propos. 12.15) singularidad inicial ..

™)
Ademds, en (t.,1g), al ser f/ < 0y fj > 0, resulta f' > 0y se

verifica:
( —3p>—3A4p
—y Cor. 12.13 _ —\ f/ _ f! _ /
prr=""8+p) > 3A+ ) = (pf9) 20, =
f>0 N——
Cos =C>2
_ _ > ,
= pfY <pof§, Sélofgy o lim; ., f(t) =0 ")
_, Cor. 12.13 g T3p=(-e)p o _
pPr=TT 30 <~k = () <0, =
F7>0
_ _ 0 ., _ T. 1211 .,
= Pf2+€ > PofﬁS ) % limy ., (Pf2) (75) =00, f,:>>0 limy .y, f/(t) = 00
\

con lo que t, es de gran explosion.

(2) y (3). Distinguimos dos casos:

Caso I: f tiene un méximo (en t,, > tp), con lo que existe (Propos.
12.15) singularidad final ¢*. Ademas:

f,(tm) =0,

Teoi.:;Q.ll E—1 (2) .
p>0

*)
Finalmente, en (t,,,t*), al ser f” < 0y f'(t;,) =0, resulta f' <0y

se verifica:
( —3p>—3Ap
_; Cor. 12.13 _ N _f! _
prr=""3p+pE < BA+1pk = (pf9) <0, =
f'<0 N——
Cos =C>2
_ C< - rC > 1, . _ 3
< = pfY < (pf°) (tm) , sty g it f(t) =0 (*)
T / 7313S(17€)p ’
e O e I N e I I
= pf2+€ 2 (pf2+€) (tm)7 E(ZZ%) Hmt—>t* (pf2) (t) = 00, T}%.OH Hmt—>t* fl(t) = =00
\

Asi pues, en el Caso I se verifica: existe singularidad final, es de gran
implosién y k£ = 1.
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Caso II: f no tiene un médximo, con lo que es f’ > 0. Entonces:

f1 —3p<(1-e)p foeo

pl COI‘.:12.13 _3(p + f))_ < _(2 + E)ﬁ? < O 7

puesto que sélo hay (hipétesis) singularidades fisicas, no existe singu-
laridad final. Distinguimos dos subcasos:

Subcaso A (el tinico posible, ver luego): lim; ., f(t) = o0  (%).

Entonces, en (tg, 00) se verifica:

_, Cor. 12.13 _ g =0 —f - f24¢
por= =3(p+p)k B —@2+epk . = (@) <0, =
T.12.11
— kE=—1 50
= pfrte < pOfO2+5 , =0 im0 ﬁ(t)fQ(t) =0, *) ’ .
) = limy_oo(t) =0

Subcaso B (como vamos a ver, imposible): lim; ., f(t) =b < oo  (%).

(*
Entonces, f” < 0 implica:

o T2 i, a2 =2 (), = k=061
Jim () =0, Al 34} — o0 con Lo (4 39) (6) = 0 ()

Pero no puede ser k = 0. En efecto, en (g, 00) se tiene:

73?2731415 _fl - rC /
> =3(A+1)pk = () 20, =
——

_y Cor. 12.13
P = =
f>0

<[

—3(p+ D)

=C>2
_ _ cx2 o, _ ©)
= pfY>pofs % im0 (pf?) () #0 , = k#0 .

Ni tampoco puede ser kK = 1. En efecto, si fuera k = 1, se tendria:

_ _ U Teor12.11 3€ f2+1 3e
> . ~1 et .
(+35) (1) & it 2

> 0, que contradirfa (7)

Asi pues, en el Caso II queda reducido al subcaso A: se verifica:
limy oo f(t) = 00 y limy o p(t) = 0, no hay singularidad final y
k=—-1601
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Nota 3. (i) Para A = 0 (algo sobreentendido hasta mitad de los
1990’s) el Teor. 12.17 resultaba clave. Las observaciones sugerfan p, 2
0'3p5 v po =~ 0, lo que indicaba que (**) se verifica ahora. Y de la
conviccién de que también se verificaba hacia el pasado se concluia
que hubo un big-bang. La cuestién de cara al futuro quedaba abierta.

(7) Ya sin la restriccién anterior, las observaciones recientes sugieren
(Charla 10) py ~ 0'27p§ , po~0 y A/8m ~ 0'73p§, de donde se
sigue que (**) NO se verifica ahora (por otra parte obvio, ya que (*)
tampoco se verifica ahora, Nota 2):

= /

P UM gy L

po 027+ 073 3
Pero muchas otras observaciones (radiacién de fondo, abundancia de
elementos quimicos, ...) y modelos de fisica de particulas indican que
(**) se verificé hacia el pasado de cierto t; < g (con H(t;) > 0), con
lo que probablemente hubo una gran explosién (o algo muy préximo

a dicho "1limite”).

Por otra parte, todo indica que (**) NO se verificard en el futuro. Con
la hip. adicional p > p = 0, ver luego "Modelos de Friedmann” B

(Ejemplos 12.18) Ambas desigualdades para el cociente p/p en (**) son
necesarias para la validez del Teorema 12.17. Dos ejemplos:

= (1) En el ET de Robertson-Walker (0, 00) X5 R?, se tiene:

2
3t Yy () =

__275*4/3 ‘

OB .

El intervalo I = (0,00) es (claramente) mazimal, H > 0 (siempre) y
existe singularidad inicial (lim;_q H(t) = o0). El correspondiente flujo
de Robertson-Walker (U, p,p) verifica:

_ A Teor.12.11 g , 72 k 1 ¢—2/3 _
pP=p+ g = —(F‘FF) 67 (1142/3)2 N p _lt_g/g
Teor.12.11 _ 2 " —4/3 ) E— )
P=p-— SA = 1(f + + f ) = % (1t+t2/3)2 P 3

con lo que la singularidad inicial es fisica (lim;_q p(t) = oo; tenia que
serlo, Parte B); sin embargo, aunque lim, .o f'(t) = oo, no es de gran
explosion (lim;_o f(t) = 1).

Por otra parte, el cociente (—1/3 < 0 <)p/p no estd acotado por arriba.
Una inspeccién de la demostracion del Teor. 12.17(1) muestra que esta
es la causa de que lim; o f(¢) # 0.
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= (2) En el ET de Robertson-Walker (0, 00) X -1, ER?, se tiene:
F@)y =0+ y f/(t) = —t(1+ )2

El intervalo I = (0,00) es (claramente) mazimal, H > 0 (siempre) y
existe singularidad inicial (1im;_o H(t) = o00). El correspondiente flujo
de Robertson-Walker (U, p,p) verifica:

_ A Teor.2.11 3 /2 By 3 (14271

p=rts = HEE) =Gy

_ A Teor12.11 _q, 2 k 2F"N 1 (14+t2)"Y (2 sinh— 't
p=p—5 = HlEt+tErt¥F)=smnre \Goye 1

p_ 1/[2 sinh ™' ¢ )
p 3\ (14+t2)1/2 ’

con lo que la singularidad inicial es fisica (lim;_q p(t) = oo; tenia que
serlo, Parte B); sin embargo, aunque lim; . f(t) = 0, no es de gran
explosion (limy_o f'(t) = 1).

Por otra parte, el cociente p/p no estd acotado por arriba, ni tampoco
por abajo por una constante mayor que —1/3. Una inspeccién de la
demostracién del Teor. 12.17(1) muestra que lo segundo es la causa de
que lim; o f'(t) < oo.
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12.9. MODELOS DE FRIEDMANN
(A) Modelos de Friedmann

Sea M(k, f) = I x; .S un ETRW, con funcién de Hubble (Obs. 12.14(1))
H = f'/f € §(M), que verifica la ecuacién de Einstein (con constante
cosmolégica) Ric—£Sg+Ag = 87T. Y sea (U, p, p) el correspondiente fluido
de Robertson-Walker.

Excepto en las épocas inicial y final (si las hay), parece que la aproxi-
macién p > p = 0 (polvo, ver Nota 2 en "Fluidos perfectos”) es buena.

(Lema 12.20) Si f es no constante (para ello, basta suponer la identifi-
cacion H(tg) = Hp > 0 (Obs. 12.14(1)), entonces son equivalentes:

(1) el correspondiente flujo de Robertson-Walker (U, p, p) es polvo

(2) se verifica: pf® = M (constante > 0)

(3) se verifica (ecuacién de Friedmann):

f’z—i—k::%—l—%fz ., con A constante >0 .

Demostracién. (2) < (3). En efecto:

Teor, 12.11 8rpf3/3 N Af?
f 3

y el resultado se sigue con A = 87 M /3.

(1) = (2). En efecto:

2+ k

p>0

Cor 12.13 Jf+30f =0 = pff=MS0 .

p=0
(2) = (1) En efecto:

Cor. 12.13
pfP=M = pf+3pf' =0 "= pf =0 ()

Si p no es idénticamente cero, existe un intervalo (abierto, conexo)

mazimal J C I en el que se tiene:

Teor. 12.11
=

" J maximal
p|J7$0,(:gf|J:cte., ply=cte(#0), " = J=1,

lo que contradice la hipétesis de que f no es constante l

(Definicion) Se llama modelo (cosmolégico) de Friedmann
aun ETRW M (k, f) =1 x; S tal que:

(F1) verifica la ecuacién de Einstein Ric — $Sg + Ag = 87T,
(F2) la funcién de Hubble H := f'/f cumple H(ty) = Hy >0, y
(£'3) su flujo de Robertson-Walker es polvo (U, p > 0,p = 0)
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Nota 1%*. Una dependencia p(p) podria sustituirse en p' = —3(p +
p)f'/f (Corol. 12.13) para dar una relacién p(f), que sustituida en

p+ % = %(J}—f + %) (Teor. 12.11) darfa una EDO de ler orden para
la funcién f(t). ;Cémo prescribir razonablemente p(p)?

(i) Retomemos la Observ. 12.14(2), en la forma (con las notaciones
introducidas antes del Corol. 12.19):

— rad mat.ord. mat.osc.
Po= Po + Po + Po
~10—4pat
— rad mat.ord. mat.osc.
Po= Dy + Do + Po
21075p'6nat ,:1077p6nat ?2??
El no-dato pg®-°5¢- = 77 es consistente ("nada se sabe”) con la hipdte-

pmat.osc. =0

sis simplificadora (materia oscura ”fria”, CDM).

(ii) Lo anterior y los datos pgrat-ord ~ 10~2pp®d ~ 107 pm indican
que la presién es actualmente irrelevante.

(4i1) Si radiacion (p™*@ = p"¢/3) y materia (p™* < p™* en torno a
"ahora” t() evolucionan ”independientemente” (= interflujos de en-
ergia no modifican las respectivas densidades de energia, “razonable”
en buena parte de la historia), entonces la ec. p' = =3(p + p)f'/f
(Corol. 12.13) da dos ecs. independientes (la 2%, en torno a tg):

rad)’ 1213 ra ra ! rad f  Bierc. 12.14a g ., rad.
(0t) =" =3(pre + pred)f = —dpredd ST S prad fr= Ared (> 0)

(pmat)’ 12i13 _3(pmat + pmat)fT' ~ _3pmatf_’ 12.20(1=2)

= %pmatf‘? ~ Amat(> 0) ;

se sigue que, cuando la presion es relevante (i.e. f/fy < 1) p"*¢ dom-

ina a p™*. Lo que sugiere la hipétesis | p™* = 0| ("polvo”).

(iv) Asf, la tensién-energfa (en un modelo de Friedmann generalizado)
consta de un fluido de radiacién (p"* = 3p™®¢ > 0) mds un polvo de
materia (p"% > p™® = () que evolucionan independientemente.
Entonces el Corol. 12.13 da las ecuaciones exactas

8,n_pradf4/3 _ Arad y 87Tpmatf3/3 — Amat (*)

y, sustituyendo p = p" + p™ en la ec. p + % = %(J}—f + %) del
Teor. 12.11, se obtiene la ec. de Friedmann generalizada:

[Pk =AY A FEAPB (7),

con solucién unfvocamente determinada por A, k, A7 > 0y A™% >
0 (més el valor inicial Hy).
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(v) Pero el dato pie® ~ 1074t conduce, usando (*), a la relacién

Arad [ f2 ~ 1074 A™mat / f,. Con lo que (en buena parte de la historia)
se puede prescindir de la radiacion y (**) queda| f? +k = A/f + Af?/3|,
con solucién univoc. determinada por A, k' y A > 0 (mas Hy) B

Nota 2. En un ETRW con f’(¢) > 0 para todo t < t, el instante de
emisién ¢ venia determinado (ver ” Geodésicas luz, desplazamiento ...”.
Nota 3b) por el desplazamiento de frecuencia observado aqui/ahora z.
Ello conducia a la siguiente expresién de la ley de Hubble (con las
notaciones introducidas antes del Corol. 12.19):

dr(2) Charla 9 (142) fon(dpo) Corel12:25 (1+2) fon </0Z %)

Pues bien: en un modelo de Friedmann, se obtiene la siguiente expre-
sién de la funcién H(t(2)) en términos de €y y Q240 (Charla 10 para
los detalles), clave para ”cribar” modelos via la Ley de Hubble:

1/2 Corol. 12.
H(t) = £ Ho (1+Qo(25 — 1) + Quo(42)? - 1)) | ol

= [H(() = Ho+2) (14 Q0+ Quole — )| m

(B) Ejemplos de modelos de Friedmann

(Observacion 12.21) Para A = 0, la ec. de Friedmann queda:
2 _ A

f + k - ? )

que se integra elementalmente. Todas las soluciones (determinadas por k y
A= %p,f& = QoHE 3 > 0, maés el valor inicial Hy):

e poseen gran explosién para cierto t, < tg: previsible, ya que las de-
sigualdades de la Prop. 12.15 y del Teor. 12.17 se cumplen aquf trivialmente

e poseen ”horizontes de particulas”: consecuencia de que t, es finito, lo que
no premite (ain) la ”comunicacién” entre regiones ”inicialmente desconec-
tadas” (recordar que lim, ;, f'(t) = o0)

e poseen ”expansién siempre” (i.e. f/ > 0) si k = —1 6 0, y "gran im-
plosién” si k = 1: de nuevo previsible, por el Teor. 12.17

e 10 poseen (salvo si k = 1, por la finitud de la maxima distancia propia)
"horizonte de sucesos”: consecuencia del cardcter siempre frenado de la ex-
pansién (p = ’ifz %, Corol. 12.12), que permite a la luz ”ir ganando ter-
reno” y (si la duracién del cosmos lo permite) ”comunicar” cualquier suceso
a cualquier observador comdévil

e predicen (ver luego) una edad actual 2> 10 anos (compatible con

Y

la antigiiedad minima estimada de los cimulos globulares) sélo si €y < 0'1

Y

(= k = —1), incompatible con el dato observacional {2y > 0’2 (Obs. 12.14(2))




12 NOTAS. RELATIVIDAD GENERAL: COSMOLOGIA 129

Mads concretamente: tomando la singularidad inicial (Prop. 12.15(1)) en
t. = 0 (con lo que tj resulta la "edad del cosmos”), se tiene:

= (1) Caso A =0, k= 0. La ecuacién de Friedmann queda:

P=A/f , = |f(t)=Ct*3|, con C* =9A/4 .

El modelo (de Friedmann) ”estdéndar” correspondiente (modelo de
Einstein-de Sitter)

RY x;R*, A=0, k=0, A)

requiere (Corol. 12.19) €y = 1 (excesivo, frente al dato observacional
Qp < 0’4, Obs. 12.14(2)) y hace la prediccién:

Hy'~13'810° afios

H:=f/f=2/3t, = to=2H,"/3 ~ 9'2 - 10° aiios
(escasa frente a la edad de los cimulos).

(a) En relacién con el instante de emisién, se obtiene:

3/2
ft)=Ct?/3 f<tp)> Cor. 12.24 2 ~3/2 171
t = t 142 Hi .

con lo que, en este caso:

(¢) para una galaxia con z = 1/5 es t, ~ 7'0 - 10° anos
(¢4) para un quasar con z = 2 es t, ~ 1’8 - 10° anos.

(b) En relacién con las distancias propias, se obtiene:

S( Cor, 12.25 ,2/3 dt o\ 3, Cor. 12.24 1 9
519 o= o 7 [ s () ) I o 1))

2/3 to

P
con lo que, en este caso:
(1) para una galaxia con z = 1/5 es dﬁfg)o ~ 2'4-10° anos luz
(#7) para un quasar con z = 2 es d:jzgt?,l ~ 11'7 - 10° anos luz

(4ii) es actualmente

to 5t
dpor (to) == [ (to) / = 123 (3t2%) = 3ty (~ 27'6 - 10° afios) ,
0

con lo que dpnor ”se aleja con velocidad 3”

(iv) una galaxia que se hallara actualmente a la distancia de Hubble

dy = Hy' tendrfa un desplazamiento de frecuencia dado por:
1:2(1—(1+z)—1/2) = (1+2)7V2=1/2, = 2=3.

fo J; Sup] di) = 2/ 3 too > = 00 (en el modelo

de Einstein-de Sitter no ex1ste horlzonte de sucesos).

(v) finalmente: depor 1=
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= (2) Caso A =0, k = 1. La ecuacién de Friedmann es:

=1 — sin
fPei=Alf = { ) A gy | - con v € (0.27)

(cicloide, méximo en f(7) = A y recolapso en t* = t(27) = wA).

El modelo (de Friedmann) ”estandar” correspondiente
((0,7A) x;S* , A=0, k=1, A)

requiere (Corol. 12.19) Qg > 1 (muy excesivol!).

Para mads detalles, hay que hacer hipétesis sobre A o, lo que es lo
mismo, sobre € (ver Ejerc. 12.8): eligiendo p.ej. €y = 2, se obtiene:
to =~ 7'9 - 10° anos (muy escasal!)

= (3) Caso A =0, k = —1. La ecuacién de Friedmann es:

= 1 A(sinhn —
fP-1=A/f, = { 7}((7777))_:2%/5(8605:777 —nl)) , conn € (0,00) .

El modelo (de Friedmann) ”estandar” correspondiente
R x;H, A=0, k=-1, A)

requiere (Corol. 12.19) Qy < 1.

Para més detalles, hay que hacer hipdtesis sobre A o, lo que es lo
mismo, sobre € (ver Ejerc. 12.9): eligiendo p.ej. 29 = 0’1 (muy escaso!!
frente al dato observacional €y > 0’2, Obs. 12.14(2)), se obtiene: ¢y ~
12’4 - 10° anos (ajustado a la edad de los ctimulos)

F®) o
o kao
k=A
LA 2
toH?d to t

Los 3 modelos de Friedmann con A = 0
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(Observacion 12.21bis) Para A arbitraria, el andlisis cualitativo detallado
de las soluciones (univocamente determinadas por A, ky A := p f3 =
QoHZf3 > 0, més el valor inicial Hy) se hace teniendo en cuenta que la
ecuacién de Friedmann es una ”ecuacién de la energia” (Ejercicio 12.19*
para los detalles):

12 2
"= \—;’f’ + \(A/f+vAf /3)1

=E =Va(f)

Para k = 0, la ec. de Friedmann (con A arbitraria) también se integra
elementalmente.

= (4) Caso A > 0, k = 0. La ec. de Friedmann es (ver [7], (18.44)):

2= AJfHAF3 = |f(t)=C (cosh(\/3_At) - 1)1/3 , con C% =3A4/2A .

El modelo (de Friedmann) ”estandar” correspondiente
R x;R*, A>0, k=0, A)

requiere (Corol. 12.19) Qg+ Qo =1y

e posee expansion siempre, con lim; ., H(t) = %

e posee gran explosién (y por tanto, horizonte de particulas)

e posee aceleracién positiva desde cierto feumpio, con f” creciente y
7 " 2 __
limg oo ff7/f =1

e alcanza f = oo en tiempo infinito y posee horizonte de sucesos

tu t.to L t, r

Obsérvese que limy .o f = limy o C (3At2/2)l/3 = (9A/4)2 123 que
corresponde (como debe ser) al modelo de Einstein-de Sitter.

Para mas detalles hay que hacer hipétesis sobre el valor de A (ver
Ejerc.12.22%).

La eleccién Qg = 027 y Qa9 = 0’73 constituye el modelo ACDM
(Charla 10)
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