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1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

1.1. Definicién de variedad

e Aplicacién f : U(abierto C RP) — R? diferenciable (C'*)
e Aplic. f: X (subconjunto C RP) — R? diferenciable (via ext. locales)
- La composicién preserva la diferenciabilidad
e (Def. 1.1.1) Una aplic.f : X(C RP) — Y (C R?) se dice difeomorfismo
si es biyectiva, C'* y con inversa C'°; y se dice difeomorfismo local en
a € X si proporciona un difeomorfismo de un entorno de a sobre su imagen
e (Def. 1.1.3) Variedad (diferenciable): subconjunto M C R? tal que:
Vo € M, 3 abiertos U(C M) conteniendo a x y W (C algin R™) y 3 difeo-
morfismo ¢ : W — U (parametrizacién de M en x)
Sistema de coord. ( = carta) en z: inversa x = ¢! de alguna
parametrizacién ¢ de M en x (Notacién: x; := x; 0%, i =1,...,m)
Cambio de carta: difeom. 1)~! 0 ¢ : (algin R* D)W — W(C algiin R™)
e (Ejemplos 1.1.4): (1) Unién de rectas secantes no es variedad (Ej. 1.1.5)
(2),(3) Proyecciones estereogréficas en R™!: se necesitan dos para re-
cubrir la esfera {z} + ... + 22,.;, = 1} y s6lo una para recubrir el cilindro
{22+ ...+ 2% =1,0 < 2,1 < 1} [Detallel] (ver Ejercicio 1.1.9)
e (Observ. 1.1.5): (1) Difeomorfismo {x € R™ : ||z| < a} — R™,z —

z/y/a? — ||z]|* con inversa X +— aX/y/1+ || X|]*) (ver Ejercicio 1.1.2) ~»
siempre hay parametrizaciones con dominio todo R™
(2) La topologia de las variedades es localmente la del espacio afin. En
particular son localmente conexas (Ejercicio 1.1.3), localmente compactas,
metrizables (por tanto normales/T}) y tienen una base de abiertos numerable
e (Def.) Dados aplic. diferenciable f : U(abierto C R?) — R?y a € U, se
define la (aplicacién lineal) derivada d,f : R? — R? via la jacobiana J¢(a):

dof(u= Y wjey):= Y (D (0fi/0x;(@) w) e = lim (f(a+tu) — f(a))/t

- - - t—0
1<j<p 1<i<q 1<j<p (J5(a));

- La derivada de una aplicacién lineal es ella misma
- Regla de la cadena d,(g o f) = dsyg o dof
- Teorema de inversién local (TIL): f es un difeomorfismo local en
a € U si [l] y sélo si [cadena] d, f es un isomorfismo (= p = q)
e (Def.) Para cada a € M, dim, M estd bien definida por el TIL; ~~
dimensién dim M de M (funcién discreta y localmente constante)
- Salvo aviso, dim M = m = cte. (~ curvas, superficies, ...)
- Codimensién de M(C N) en N (sies 1, M se dice hipersuperficie)
e (Def. 1.1.6) Dadas aplic. f : M — N (C°) y param. p: A —-U C My
Y:B—V CN (con f(U) CV), ~ localizacién ¢y 'o fop: A — Bde f
- f es diferenciable si [f | U =1 o (¢ o fop)ow ! ysélo si [obvio]
todas sus localizaciones lo son




1.2. Construccion de variedades

(A) e Dada aplicacién g : V(abierto C R™) — RP diferenciable, jes g
una parametrizacién de g(V') (y por tanto ¢g(V') es una variedad)?:
- (1.2.a) S6lo si d,g : R™ — RP es inyectiva para todo a € V' [Inmediato:
six=g1:g(V)— V posee ext. local diferenciable X a un RP-entorno de
g(a), entonces dy(q)Xod,g = dy(X0g) = Idgm, con lo que d,g resulta inyectival

- (Prop. 1.2.1) Si d,g es inyectiva, existe un R™-entorno W(C V') de a

tal que g | W : W — g(W) es un difeomorfismo
[La aplicacién d,g : R™ — RP (inyectiva) se ”extiende” a un isomorfismo
h:(R™ x RP~™ =)RP — RP | = la aplicacién f :=gom, +hom,_p,: (RP D

)V x RP~™ — RP da lugar a un isomorfismo: d, ) f = d,g | R4 | RPM =

h, ZL 3 Re_entorno W x W (C V xRP™) de (a,0) difeomorfo bajo f a su

imagen , I Y=oV 3 gm_ent, W(C V) de a difeom. bajo g a su imagen]

- Pero de momento la variedad g(W) es s6lo un "trozo” de g(V). Si
ademds g(1V) es un g(V')-abierto, entonces g | W es parametrizacién de g(V)
(cuidado: ver Observ. 1.2.2, o el ocho” del Ejercicio 1.2.1, o la curva densa
en el toro del Ejerc. 3.2.10)

- Si d,g es inyectiva para todo a € V, todos los ”trozos” g(WW) son g(V')-
abiertos (< g~! es continua) y la propia g es inyectiva (< 3¢~ : Img — V),
entonces ¢ es parametrizacién (global) de g(V)

e Cuando una variedad contiene a otra, existen cartas adaptadas:
- (Prop. 1.2.3) Si M C Ny a € M, entonces 3 carta x : (N D)U — R"

en a tal que: x(U N M) =x(U) N (R™ x {nOm})
[S.p.d.g. N =R". Sea ¢ : (R™ D)V — M(C R™) una param. de M en a.
La aplicacién dy -1, : R™ — R" (inyectiva) se ”extiende” a un isomor-
fismo h : (R™ x R*™™ =)R" — R" |, = la aplicacién f := pom, +hom,_p, :

(R* D)V x R*™ — R™ da lugar a un isomorfismo: d(,-140)f = dp-149 |

R™ + h | R™™ = h, B JR%entorno W x W (C V x R"™) de (¢'a,0)

difeomorfo bajo f a su imagen , WX Q=AW 3 gm_ent, W(C V) de o a

difeom. bajo ¢ a su imagen.
U:=fWxW) (=UnM=g(W)
x = (f | Wx W)™ ) 56 Co-

cluye: x(UNM) =W x {0} = x(U) N (R™ x {nbm}) ]

Tomando entonces: {

- (1.2.b) Si M C N y m =n, cada x(U N M) en (1.2.3) es abierto en
R" , = cada U N M en (1.2.3) es abierto en N , = M es abierto en N



(B) e En torno a cada punto regular, los conjuntos de nivel son variedades:

- (Def.) Se dice que M (C N ) es interseccién completa en N si
existe f = (f1,., faem) : N — R"™ (C*) tal que M = f71(0) y d.f
es suprayectiva, Vo € M. En tal caso f;(x) = 0,1 < i < n — m, se dicen
ecuaciones globales de M en N

- (Prop. 1.2.4) Sean f : (RP O abierto)V — RY diferenciable y a € V.
Si d,f es suprayectiva, existe un RP-entorno U(C V) de a tal que M =
UNf71(f(a)) es variedad de dim. p — ¢ y ademéds una inters. completa en U

[Al ser d,f : R? — R? suprayectiva, 3 isomorfismo (RP D) ker (d,f) —
RP~9 que se "extiende” a una aplicacion lineal suprayectiva g : R?P — RP79, =
la aplicacién h := (f,g) : (R? D)V — RP da lugar a un isomorfismo: d,h =
(dof,dog = g) : R — R? x RP—¢ = RP, "% 3 RP_entorno U(CV)dea
difeomorfo bajo h a su imagen.

Llamando entonces M = UN f~!(f(a)), se concluye que M es difeomorfo
bajo x = h | M a un abierto h(U) N ({f(a)} x RP~?) de RP"¢ | = x es una
carta global de M, que resulta variedad de dim. p — q.

Ademds: d,g = g : R? — RP™9 es suprayectiva (Vo € U) y d,h : RP — RP
es isomorfismo (Vo € U), = d,f : R?» — RY es suprayectiva (Vx € M), con
lo que M resulta una interseccién completa en U |

- [Otra demostr. (habitual) de este resultado prueba (via el T. de la fun-
cién implicita) que existe un entorno U(C V') de a tal que UN f~1(f(a)) C RP
es la grafica de una funcién diferenciable 7yey(4, f)(U ) — RP, lo que inmedia-
tamente proporciona una param. global del conjunto U N f~1(f(a))]

- (1.2.¢) Toda variedad M (C N ) (m < n) es localmente (no siempre
globalmente) una interseccién completa en N
Va € M, 3 (1.2.3) carta x : (N D)U — R" en a tal que: x(U N M) =

X(U)H(Rmx{n()m}). Llamando F' = (Ty41, .., Tn) : R* > Ry f = Fox:

U— R sesigue: x(UNM)=x(U)NnF0),= UnNnM= f~10).
Ademss: Jr(x) = ( On—mm In-m ) (Ve € R"), = d,f : T,N — R"™

es suprayectiva (Vo € U), con lo que U N M es una intersecc. completa en U]

e (Ejemplos 1.2.5): (1) S™ C R™, (2) Toro de rev. T C R3 (Ej. 1.2.4)

(4) El conjunto M C R3*3 de las matrices cuadradas de orden 3 y rango
1 es una variedad de dimensién 5 [Detallel]

(5) La funcién f(z,y) = 23 + xy? tiene derivada nula en (0,0) y f~1(0)
es el eje » = 0 (y andlogamente con f(z,y,2) =22y f~1(0))

e (Def.) Variedad producto M x N: Dadas cartas x : (M D)U — R™
ena € M,y : (N D)V — R"en b € N, la aplicacién (x,y) : (M x N D
JU XV — R™™ es carta en (a,b)



1.3. Particiones diferenciables de la unidad

- (1.3.a) Sean M variedad , U(abierto C M)y f € C®(U) (soporte
compacto). Entonces f = 0 en la interseccién de U con un entorno de M\U,
luego se extiende por 0 a todo M y puede escribirse f € C°(M).

e (Prop. y Def. 1.8.1): Sean M variedad y U = {U; C M} recubrimiento
abierto de M. Entonces 3 familia © = {0, € C*(M)} tal que:

(1)¥i,0< 6, <1

(2) Vo € M, 3 entorno W de z t.q. 0; | W = 0 (Vi, salvo ntimero finito)

(3) La suma ) . 0; estd bien definida y vale =1

(4) Vi, sop(6;) :={x € M : 0,(x) # 0} C U;

- (Terminologia): © se dice particién diferenciable de la unidad

(PDU) (por 1-3), localmente finita (por 2) y subordinada a U (por 4).

[La demostracién usa: (i) M puede recubrirse por sucesiéon de compactos
{Ly C M :k €N} tq. Ly C Lgyy (1.1.5(3)), v (i) la funcién C*° (no ana-
0,sit<0
eVt sit>0"
diferenciables R — [0, 1] interesantes, Detallel]

litical) g : R — [0,1) , ¢ +— { que genera muchas funciones

e (Prop. 1.3.2): Sea M variedad. (1) Sean A(C M) cerrado y U entorno
abierto de A. Entonces existe (funcién meseta) § € C*°(M) tal que: 0 |
A=1,s0p(@) CUy6>0 [Eligiendo V= M\A y PDU {6,n} subordinada
(1.3.1) a {U,V}, se tiene: ANsop(n) =0, = 6| A=1]

(2) Sean A, B(C M) cerrados disjuntos. Entonces existe (funcién sepa-
rante de Uryshon) § € C®°(M) tal que: 0 | A=1,0| B=0y 6 >0
[Eligiendo U = M\B,V = M\ Ay PDU {6, n} subordinada (1.3.1) a {U,V},
se tiene: ANsop(n) =0, = 0|A=1y Bnsop(d)=0, = 0| B=0]

(3) Sean A(C M) cerradoy f € C*°(A). Entonces existe (extensién de
Tietze) F' € C*(M) tal que: F' | A = f [Eligiendo recubrimiento abierto
{U; € M} de A, conjunto {F; € C*°(U;)} de extensiones diferenciables de f,
V = M\A y PDU {6;,n} subordinada (1.3.1) a {U;,V} (= >_,0, | A= 1),
cada producto 0;F; € C°°(U;) puede considerarse definido en todo M (1.3.a).
Definiendo F' := >, 0;F; € C*(M) (suma finita en cada punto, por ser
localmente finita la particién), se tiene (Vo € A): F(x) = Y . (0:f) (z) =
f(z), con lo que F' extiende en efecto a f |

- En la categorfa C°, los resultados (2) y (3) son caracterizaciones de
que M es un espacio normal /7Ty (1.1.5(2))

e (Ejemplo 1.3.3) Dadas variedad M y abiertos U,V C M tales que
V C U, toda f € C*®(U) se deja "extender C* a M sin modificar en V”
[Dada 6 : M — R funcién ("meseta”) tal que 0 | V =1, sop(§) C U y 6 >0
(1.3.2(1)), 0f € C>*(U) puede considerarse definida en todo M (1.3.a), con
lo que podemos escribir 0f € C(M), y este producto coincide con f en V]




1.4. Variedades con borde

e Semiesp. (afin) cerrado H™ := {x € R™ : \(x) SPL g > 0}

e Borde (H™ D)0H™ := {z € R™ : z; = 0} = {0} x R™! (la ”frontera
topolégica” fr(H™)), cerrado en H™.

- El célculo diferencial usual se extiende a abtos. de H™ [si f € C*°(H™)
ya € OH™, dof := doF = limy_q \(z)>0 dof : R™ — R estd bien definida]
e (Def. 1.4.1): Variedad con borde subconjunto M C RP tal que:
Ve € M, 3 abiertos U(C M) (conteniendo a z) y W(C algin H™) y 3
difeomorfismo (parametrizacién de M en z) ¢ : W — U
Sistema de coord. ( = carta) en z: inversa x = ¢! de alguna
parametrizacién ¢ de M en x (Notacién: x; := x; 0%, i =1,...,m)

Cambio de carta: difeom. 1)"! o ¢ : (algin H" D)W — W(C algtin H™)
Borde (M 2)OM = {z € M :V carta p, es p~!(x) € algin OH™}
Interior (M D)Int(M) := M\OM
- (Lema 1.4.2) La definicién de borde es "buena” [Va € oM, m =

dim, M estd bien deﬁnlda por el TIL; y si fuera o' (a) ¢ OH™ pero ™' (a )

OH™, serfa (1): dy1, (™" 0 ) (R™) C OH™ = {0} x R™~, absurdo por TIL].

- OM (ZO:C x H(OH™)) es cerrado en M y variedad (sin b.) de dim. m — 1.
- (1.4.a) OM C fr(M) [Detallel] , = M = M\ fr(M) C Int(M) (ver
Ejerc. 1.4.8)

e (Ejemplos 1.4.3 "planos”): (1) Banda lineal M = {r; < az+by < 1} C
R?, (2) Disco D? = {2? +y* < r?} C R?, también M = {2*+y* > r?} C R?,
(3) Corona M = {0 < r} < 2?4+ y* <r3} C R% Generalizar en dimension.

e Sobre la construccién de variedades con borde:

- (Prop. 1.2.1 modif.): Sean g : (H™ O abierto)V — RP? diferenciable
y a € V. Si d,g es inyectiva, existe un H"-entorno W(C V') de a tal que
g| W :W — g(W) es un difeomorfismo.

- (Prop. 1.2.83 modif.) Si M (con borde) C N (sin borde!!) y a € M,

Jcarta x: (N D)U — R" en a tal que: x(U N M) —X(U) (Hm X { 0 .

- (Def.) Se dice que una variedad con borde M (C N sin borde) es
interseccién completa en N si existe f = (f1, ..., fu_mi1) : N — R+
(C*) tal que M = ffl({n()m} X [0,00)) y d.f es suprayectiva, Vo € M

- (Prop. 1.4.4 = Prop. 1.2.4 modif.) Sean f = (f,f,) : (R? D
abierto)V — R? diferenciable y a € V. Si d,f es suprayectiva, existe un
RP-entorno U(C V) de a tal que M = U N f~1({f(a)} x [f,(a),0)) es va-
riedad de dim. p — ¢+ 1 con borde OM = U N f~1(f(a)). Ademds M es una
interseccién completa en U y f, — f,(a) | M : M — [0, 00) es coordenada de
una carta de M en torno a a € 0M [Demostracién2]

- (1.4.b) M es inters. compl. en N & Int(M) es inters. compl. en N

- (1.4.c) Toda variedad con borde M(C N sin borde) (m < n) es
localmente (no siempre glob.) una interseccién completa en N [Detalle3|
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2. CALCULO EN VARIEDADES

2.1. Espacio tangente

e (Def. 2.1.1): Dada variedad (sin o con borde) M (C R?), espacio tan-
gente a M en a € M: subespacio vectorial T, M := Im(d,-1(,)¢) C RP, con
v : (R™ 6 H™ D)W — U parametrizacién de M en a.

- La definicién de espacio tangente es "buena” [al ser h = ¢~ o difeo-

morfismo, resulta: Im(d.,-1(4)) cadena I (dy1 () hody-1(ayh) g Im(dy-1(,)0)]

- dimT,M =m [dap : R™ — RP es inyectiva (1.2.a) para toda ]
- Sean M C N (C RP). Entonces T,M C T,N [inmediato]. Ademds
ToM = T,N si [trivial] y (para M sin borde) sélo si [(1.2.b)] M y N coinciden
localmente en torno a a.
e (2.1.3) Ecuaciones paramétricas: Sea ¢ : (R™ 6 H™ D)W — U
param. de M en a (~» carta x : U — W). Definiendo

0
g% o := du(a)p(€:) = (Zﬁj (x(a)), .., aij(x(a))) 1<i<m),

Notacién

resulta: BX = {0/0x; |.} es base de T, M [rango(J,(x(a))) = m]

- (Ejemplo 2.1.2): T(4 5,)S? es el plano perpendicular a (a, b, ¢) [Detallel]

e (2.1.4) Ecuaciones implicitas: (sin borde) Si V' (C RP) es entorno de
a€ M tal que VN M= f1(f(a)), con f:V — R=P~™ diferenciable y d, f
suprayectiva, entonces: T,M = {u € R™ : d, f(u) = 0}

[Si ¢ = x7! es la param. de U N M en a de (1.2.4), se sigue: Idgp-¢ =
dyx 0 dy-1(ayp = dgh o dy-1(4)p. Puesto que doh : RP — RP y d,h | ker(d, f) :
ker(d,f) — RP9=™ son isomorfismos, debe ser: ker(d, f) = Im(d,-1(4)9)]-

- O bien: (con borde) Si V' (C RP) es entorno de a € M tal que VN M =
f*{f(@)} x [f,(a),00)), con f = (f, f,) : V — R&=P~™+! diferenciable y
d,f suprayectiva, entonces: T,M = {u € R™ : d, f(u) = 0} [Detalle2]

- (Ejemplos 2.1.5): (1) Otra vez T(qp,0S?, (2) T(ap,)C, siendo C(C R?)
una curva interseccién completa.

e (2.1.a) Dados M (CRP), a € M, u = (uq,...,u,) € T,M y carta x :
(M D)U — R™ 6 H™ en a, existen tunicas [(2.1.3)] A1,..., \, € R tales que
u=>3 e \i22(x(a), = se pueden despejar las \;’s como funciones (C>)

81)1'
de las uy,...,up, y de a

e (2.1.6): Fibrado tangente T'M := U,epy {2z} x T, M C M x RP
- Aplicacién (C'*) suprayectiva m : TM — M (restriccién de RP x RP —
RP, (z,u) — x), con fibras 771 (z) = {z} x T,M =T, M
- TM es variedad de dim. 2m [cada carta x : (M D)U — x(U), induce
(2.1.a) carta Tx : (TM D)7~ (U) — x(U) x R™, (a,u) — (x(a), A1, ...; Am)]
- (Ejemplo 2.1.7(1)): Difeomorfismo S x R —T'S [Detalle3]
- (Obs. 2.1.8): otro enfoque del Ejerc. 1.2.2 (ver Ejerc. 2.1.6 y 2.2.10)
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2.2. Derivada de aplicaciones entre variedades

e (2.2.1) Dados aplic. (C*) f : M— N y a € M, se define la (aplic.
lineal) derivada d,f := d F' | T,M : T,M — TpyN (F ext. local de f):

dof(u=") wje) =Y (Y (0F/0x(a) u)) e

1<j<p 1Sigg 1gjsp e

- La def. de derivada es "buena” (no depende de F'y tiene imagen en
Tt@N) [Dadas ext. local F' y localiz. f = ' o foy en torno a a, se tiene:
Fop=fop=tof, B duF) = (dy 1m0 dpraf o (dy 109) ()
(Vu € T, M), donde el miembro izquierdo de la igualdad no depende de f, el
derecho no depende de F'y ambos estén (2.1.1) en T, V]

- Si U C M es abto. conexo, f | U = cte. & df = 0,Ya € U
[dof = dy1(p(an® © dp-1af © (dp1a0) ™", con lo que: dof =0 = dy-1,f = 0]

- Regla de la cadena d,(g o f) = df@)g o dof (como en 1.1) [ext. locall

- Derivada de la aplicaciéon identidad d,Idy; = Idr,p vy de la inclusion
do(Incly.ny) = Inclr, p—,ny (como en 1.1) [ext. local]

- (2.2.a) TIL para variedades (sin borde): f es un difeomorfismo
local en a siy sélo si d, f es un isomorfismo (= m = n) [localiz. y TIL]

o (Ejemplos 2.2.2): (1) Dados M (C RP) y a € M, cualquier proyeccién
afin suprayectiva m : RP — H = a + T,M define una carta de M en a
[do(m | M) :=dym | T,M =: do(7w | H) = doIdy = Idg,z, y por (2.2.a)]

(2) otro enfoque del resultado del Ejercicio 1.1.4

e (2.2.b) La matriz de d,f en las bases asociadas (2.1.3) a dos param. ¢
de M en a (~ carta x) y ¢ de N en f(a) (~ cartay), con f(U) C V, es la
jacobiana de la localizacién f = 1" o f o ¢

(daf(0/0%41 |a) -, daf (0/0%m |a)) = (0/0¥1 |(@): - 0/0Yn |p(@) Tyofex—r(x(a)) -

=(Notacién) d, f(BX) _B?;
f(a)

(2.1.3)

L cad. cad
[a f(a/axg \ ) = (daf 0 dx@)p) (€5) = d ( o f)(es) =" (dieap¥ ©
dx( a)f)(ej) = d (219'91 Jf(x(a))ijéZ) Z J1(x(a))i(9/0yi | ()]
- En partlcular si f = Idy se tiene: BX = B Y Jyox—1(x(a))
e (2.2.3) Dada curva (parametrizada) en M, esto es, aplic. diferen-
ciable ¢ : I — M,t — c(t), se define su velocidad ¢(t) := dic(1) € ToyM.

- (2.2.¢) Va € M, biyecciéon: T,M — {c/(0) : ¢ curva en M con ¢(0) = a}
[Dado v € T, M basta tomar, V carta x en a, ¢ :=x ' o¢, con ¢(t) = x(a) +
tdx(u), y se tiene: ¢(0) 1= doc(1) " dyx—1(Z(0)) = dox(dox(u)) " u]

- (2.2.d) Dados f: M — N (C*) y a € M, interpret. geom. de d, f:

P2 duJ(0)) 1= (duf 0 doc) (1) L do(f 0 ¢)(1) =: (f 0 ¢)(0)

da f (u)




2.3. Derivaciones

- Dados variedad ]\%(C RP) y a € M, el conjunto C*(M,a) = {f :
M — R es C™ en torno a a} es anillo conmutativo y R-espacio vectorial
e (Def. 2.3.1) Derivacion en a: aplicaciéon R-lineal D : C*°(M,a) — R
tal que (Leibnitz) D(fg) = f(a)D(g) + g(a)D(f) ~» Conjunto Der(a)
e (Observaciones 2.3.2): (1) f = ¢ (cte.) = D(f) =0, VD € Der(a)
[D(1) "&" 2p(1), = D(1)=0, = D(c) "= ¢D(1) = 0]
(2) SiUesentornode a, f|U =g |U = D(f)=D(g) (VD € Der(a))
[Dada 6 € C°°(M,a) funcién ("meseta”) tal que 0(a) = 1, sop(f) C U y
6 >0(1.3.2(1)),0(f —g)(=0) € C>(U) puede considerarse definida en todo

M (13.0) y se tiene: 0“2 D(6(f - g)) "= D(f —g) "= D(f) - D(g)
(8) Der(a) es R-espacio vectorial
e (Ejemplo 2.3.3)Yu € T, M, se define: D,, € Der(a) por D,(f) := d,f(u)

- Si¢(t) es curva en M con ¢(0) = a, se tiene: Dy (g)(f) (223 (foc)(0)
-Six: (M D)U — R™ es carta de M en a, se tiene:
(213) - cad. O(f ox71) Not. Of
Da_?cz‘“(f) = daf (a/axz |a) = (dafodx(a)x 1) (61) = 8—arz(x<a)) - aXZ‘ a
(a) =T G (x(a) = 0y

daf(U =3 cicrn i0)0Xi a) = D1 cicm Uige dx L(a)

e (Teor. 2.3.4) La aplic. d, : T,M — Der(a) , u — D, es isomorfismo
("interpretacién analitica” de T, M, ~~» no diferencia entre u y D, ), esto es:

- R-lineal [Dyyy o (f) = dof Qutpv) = Mo f (u)+pud, f(v) = (ADy, + uD,) (f)]
(2.3. 1) 0= Zz u’bDa%‘ab(J) (2'3:'3) uj,v,j]

- suprayectiva [Vf € C®(M,a) y Vx : U — R™ carta en a con x(U) con-
vexo, se tiene (via desarrollo Taylor con pardmetros, Lema 2.3.5): [ =

):
@)+ (f 231 09 = (F 037 (x(@) "2 F(@)+ Drcins — (@) )
con g; € C®°(M,a) y gi(a) = mfao—;j)( (a)). Asi, para cada D € Der(a) es

- inyectiva [V carta x en a: D,, = ~0'

2.3.2(1))

p(f) € D(f(a)) > D(xz — x;(a) 22 (x(a)) 2
= 32, D)2 (x(a) Y 3 D)D), (F) = Dy ey, ()]

e (Prop. 2.3’.6) Dados f : M — N (C®) y a € M, la aplic. f., :
Der(a) — Der(f(a)) dada por: (f+a(Du)) (9) := Dulg © f) (Vg € C*(N, f(a)))

M TN fi_erra el diagran_la [(f«a(Du)) (9) :== Dulg o f) :=
o lf(sf(a) - da(g o f)(u) = (df(a)g o daf) ( ) Dda (g ]
Der(a) fog Der(fa) ( ~ no diferencia entre d,f y fia)
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3. CAMPOS Y ECS. DIFERENCIALES

3.1. Campos en variedades

e (Def. 3.1.1) Campo (tangente) en M (C RP): aplicacién X : M —
TM(C MxRP),z — (x,X,),con X, € T, M. Sedice que X es diferenciable
si la funcién x — X, es diferenciable ~» Conjunto X(M)

- X(M) es un C*(M)-médulo, con (fX + gY), :== f(x) X, + g(x)Y,
- (Ejem. 3.1.2(1)) Campo X € X(S**~!) nunca nulo (imposible en S?*)

o (Def. 3.1.8) Dada carta x : (M D)U — R™ 6 H™, se tienen campos
coordenados 0/0%; : U — RP,a — dyyp(e;) (1 = 1,...,m) en U (2.1.3).
En particular, los campos ”constantes” d/0x; : x — (z, ez) en R™.

-V campo X tiene expresién local: X | U =) . X, Zax ,con X; : U — R

- (8.1.a) Puesto que la "localizacién” (1.1.6) de la aplicacién X en cartas
xde My Tx de TM (2.1.6) es x(a) — (x(a), X1(a), ..., X;n(a)), se concluye:
X |UeX(U) & Xy, ..., Xpn € C(U). En partic., 3= € X(U) (i = 1,...,m).

- (Ejemplo 3.1.4) Un campo X € X(S?) [Detallel]

e (Def. 3.1.5) M se dice paralelizable si admite una referencia mévil,

esto es, un conjunto de campos X, ..., X(™) ¢ X(M) ”independientes”
- (Ejemplos 3.1.6): (1) El dominio de cualquier carta [2.1.3] , (2) Las
esferas S',S? y S7 (y sélo éstas), (3) El producto (1.2) de var. paralelizables
- (5.1.7) Dada ref. mévil X ... X(™ ¢ ¥(M), todo campo X en M
verifica: X = Y7 ;XU (con a; : M — R). Y se concluye: X € X(M) <
A1y ey Ay € C®(M) [V carta x : (M D)U — R™ es: Y. X;0/0%; BLY) x |
y BLd) > ([ U)eij0/0x; , = Xy =3 (a; | U) cyy. Alser ¢i; € C2(U) y
det(ci;) £ 0, es: X | U € X(U) "&Y X, € C=(U),¥i & o, | U € C=(U),Vj]
e (3.1.b) Dados campo X en M, f € C*(M) y carta x de M, la funcién

X[ M =Rz X.(f) "2 Dy, (f) verifica: (X1) | U "2Y S X,0f /0x,
X;. De donde se sigue: X € X(M) ()

- En particular: X (Xj) e

XfelO®(M), VfelC>(M).

e (Def. 3.1.8) Una curva (parametrizada) (2.2.3) ¢ : t +— c(t) € M se dice
curva integral (CI) de X € X(M) si X4 = (1), Vt

- (Obs. 3.1.9) Una reparam. co ¢ de una CI ¢ de X es a su vez CI de X

siy s6lo si: t = @(s) = s+ cte. [(co ) (s) = ds(cop)(1) 2 ©'(8) X (cop)(s)]

e (Lema 3.1.10) Sea f : M — N difeomorfismo. Entonces:

(1) la aplicacion f, : X(M) — X(N) dada por: (f..X) () := f*7a(Xa)(23:'6)
d.f(X,) estd bien definida [Demostracién2]

(2) la curva c es CI de X siy sdlo sila curva focesasuvez Clde f, X

cadena / (2.3.6) /
[(foe) (t) = di(f o c)(1) "™ dogyy f(C (1) =" fretn(¢/(1))]
- (Ejemplo 3.1.11) Aplicacion de lo anterior [Detalle3]
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3.2. Flujos completos

e (Def. 3.2.1) Flujo completo en M (C RP): aplicacién diferenciable
w:RXx M — M,(t,z)— ¢,(x) (el dominio es "todo” R x M) tal que:
(1) po(x) =z, Yo € M (esto es, p, = Idy)
(2) pu(0s(2)) = ¢y 1a(2), Vo EMy Vst €R (59 =)
- El conjunto G, := {¢, : t € R} resulta ser un grupo de difeomorfismos
de M y la aplicacién ¢ : R — G, t — ¢, un homomorfismo de grupos
- Se llama flujo trivial al flujo completo ¢,(z) = z,V(t,z) € R x M

e (Prop. y Def. 3.2.2) Sea ¢ : R x M — M un flujo completo y, para
cada a € M, sea X, := c,(0) € T,M, con c,(t) := ¢,(a). Entonces:

(1) Como derivacion: X,(f) 229 dof(c,(0)) =y (foca)'(0),Vf € C®(M,a)

(2) El campo (generador infinitesimal de ¢) X = {X, : a € M} €
X(M), esto es, es C*° [Inmediato: en cada carta x : (M D)U — R™, se tiene:
Xa(x;) (32200) (x;0¢,)(0) = (X“W) (0,a) = £ |, (x;09,)(a), y se concluye:

X (3.LP) X(x;) = % =0 (Xi 0 905) |U € COO(U) , 3:1>d X[UexU)]

- Notaciones: & |—o p,(a) =X, v L |0, =X
o (Ejemp. 3.2.3): (1) M =R™, ¢, () =x+tu (u e R™) ~» X =5, umm

(2) M =R? ¢,(z,y) = (v cost+ysent, —wsent+ycost) ~ X = y%—x[fy

e (Prop. y Def. 3.2.4) Sea ¢ : Rx M — M flujo completo (~ X € X(M)):
(1) (.. X ) (@) = Xy, a),V(t,a) € R x M ("X es invariante por ¢”)
‘Pt,*,a<Xa) = dopy(Xa)

(3.2.2) cadena
[(Sot,*X)(pt(a) = dagpt(cfz(o)) =
(3.2.1(2)) d (3.2.2)

% ls=0 (s 0 @,)(a) = s ls=0 @s(pi(a)) = Xeot(a)]
(2) Ya € M, c,(t) := ¢, (a) es CI de X (su imagen se llama érbita O),)
(3.2.2)

(3.2.1(2))
[Xeww = 3 Lm0 @slr(a)) =" 4 im0 @rp(a) = £ Lsmt s(a) = ¢ (t)]
- Las ¢6rbitas de ¢ son disjuntas [p,(a) = ¢, (b) = b (3:2.1)
Ob € Oa; de hecho Oy = O,] y forman una particién de M

(3. 1&( ) (2.3.6)

ps—i(a) =

o (Pr. 325)Sean<p Rx M — M flujo compl. (~~ X € X(M))yae M
il

(1) Si X, = 0 (respectivamente, # 0), la CI ¢,(t) := ¢,(a) de X es

constante (respectivamente, regular) (¢, , ,(Xa) (32401 Xo,(a) ( 242 c ()]

(2) Si X, #0,es H, :={t € R: p,(a) = a} # R. Entonces:

(i) H, = {0}, = la CI ¢, es inyectiva (cuidado: la 6rbita (), no tiene por
qué ser difeomorfa a R, Detallel);

(i1) H, # {0}. Pero H, (isotropia de a) es subgrupo aditivo de R

[p,(a) = ¢ (a) = a (3242) i s(a) = a,Vs,t € R] cerrado [obvio], = H,

es [!] discreto (= cada t € H, posee un entorno que consta sélo de {t}),
= H, = vZ (con v := min{t(> 0) € H,}), = la CI ¢, es periddica, = la
érbita O, es [Detalle2] difeomorfa a S!.

A
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3.3. Flujos

- Para que un flujo dé lugar a un campo y parametrice sus curvas

integrales no precisa ser ”completo”

e (Def. 3.3.2) Flujo en M (C RP): aplicacién diferenciable p : (R x M D)W —
M, (t,x) — @,(x) (con W entorno abierto de {0} x M) tal que:

(1) po(x) =z, Yo € M (esto es, p, = Idy)

(2) I(x) == {t € R: (t,z) € W} es un intervalo (conexo) abierto, posi-
blemente infinito, de extremos a(z) < 0 < f(z),Vo € M

(3) I(py(x)) =I(x) —s, Ve e M yVs € I(x)

(4) 0i(ps(2)) =y (1), Vo € M, Vs € I(x) y Vi € I(p,(x))

o (Ejemplo 3.3.1) Sean M =Ry ¢(t,r) := 1i7; (Detallel)

e (Prop. y Def. 8.2.2 modif.) Sea ¢ : (R x M D)W — M un flujo y, para
cada a € M, sea X, := c,(0) € T,M, con c,(t) := ¢,(a). Entonces:

(1) Como derivacion: X,(f) = (f o¢,)'(0),Vf € C®(M,a) [igual]

(2) El campo (generador infinitesimal de ¢) X = {X, : a € M} €
X(M), esto es, es C* [igual]

- Notaciones: % ls=0 ps(a) = X, ¥ % ls=0 v, = X

o (Prop. 3.3.3) Sean ¢ : (R x M D)W — M un flujo y ¢t € R. Entonces:

(1) Wy :={x € M : (t,z) € W} es abierto [W, = ¢(t,.) " (M)], quizés ()

(2) o,(Wy) =W_i vy ¢, : Wy — W_; es difeom. con inversa ¢_,. [Se tiene:

(3.3.2(3))

tel(lz) =7 —tellpl), = o(W)cCc W,
elle) Ze o)) et [ (W) =W
zeWy pi(x)EW_4 , = o, = go;l ]

(3.3.2(4))

o_(py(2)) v, = o (W) =W,

o (Prop. 3.2./ modif.) Sea ¢ : (R x M D)W — M flujo (~ X € X(M)):
(1) (cpt’*X)¢ @ = Xo.(a), V(t,a) € W ("X es invariante por ¢”) [igual]

(2) Ya € M, c,(t) := ¢,(a) es CI de X (imagen érbita (),) [igual]
- Las orbitas de ¢ son disjuntas y forman una particién de M

e (Prop. 3.2.5 modif.) Sean ¢ : W — M flujo (~~ X € X(M))yae M

(1) Si X, = 0 (respectivamente, # 0), la CI ¢,(t) := ¢, (a) de X es
constante (respectivamente, regular) [igual]

(2) Si X, #0,es H,:={t € I(a) : p,(a) = a} # R. Entonces:

(i) H, = {0}, = la CI ¢, es inyectiva (cuidado: la 6rbita (), no tiene por
qué ser difeomorfa a R) [igual]

(#7) Ho # {0}, = I(a) = R [p, (a) = ¢,(a) (con t1,ty € I(a))(3'3‘22>(3))

I(a) — t; = I(a) — 1o Hnzl I(a) = R]. Pero entonces H, (isotropia de

a) es subgrupo aditivo de R cerrado, = H, es discreto, = H, = vZ (con
v = min{t(> 0) € H,}), = la CI ¢, es periddica, = la érbita O, es
difeomorfa a S! [iguall
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3.4. Integracion de campos
Sean variedad sin borde M (C RP) y campo X € X(M).

® (34.1) (Determinacién local del flujo de X) V cartax : (M D)U — R™,

es: X | r O Zl<z<m %a -, con X; € C*(U) (3.1.a). Y se tiene :

- El conjunto de coordenadas {c; =x;0c:1<i<m} decada curva
integral (3.1.8) ¢ : t — ¢(t) de X | U es solucién del sistema de EDO de
ler orden: ci(t) = X;(c(t)) = (X;ox V) (c1(t), .o, em(®)) (1 <i<m) ().

- (Teor. de Picard para (*), "trasladado” de x(U) a U): Va € U, Je >
0, Jentorno (U D)V deay I : (—e,e)xV — U (C*) tales que: (1) Vx € V,
(., ) (—e,6) > UesClde X | U con ¢(0,x) =z, y (2) cualquier otra CI
de X con 9(0,2) = z coincide con (., z) en la intersec. de sus dominios ~~
- (Prop. 3.4.2,entoda M )Vz € M, 31nicaCl¢, : I(x) = (a(x), B(x)) —
M de X ”"maximal” para la condicién inicial ¢,(0) = z [Demostraciénl]
-Laaplic. p: (Rx U D){(t,x):t € I(x)conc,(t) e U} = U, (t,x)—
@, (x) := c;(t) es un flujo en U con gener. infinit. X | U (flujo de X en U)
e (3.4.3) Laaplic. p: (Rx M D)W ={(t,z) : t € I(x)} — M, (t,z) —
0, (x) := c,(t) es [Dem.2] un flujo en M, con gener. infinit. X (flujo de X)
- Observacién sobre lo que implicarfa que M tuviera borde
e (Ejemplos 3.4.4): (1) Todo flujo en R™ de la forma ¢,(z) = f(t)z, con
f(t) diferenciable, es completo y con f: R — R, ¢ s e/ (0! [Detalle3]
(2) El campo X = (14 2?)2 + a% € X(R?) tiene flujo (no completo)
o, (w,y) = (Sttrcost ) 4 1) v érbitas las curvas y = arctan x + C' [Detalle4]

cost—xsent’

(4) El campo X = (22 — y*)& — Qxya% € X(R?) tiene por orbitas el
origen, las 6 semirrectas (abiertas) y = +v/32(# 0) 6 y = 0 y el haz de
curvas 3%y — y® = C [Detalle5]

e (3.4.5) Biyeccion X(M) «— {flujos en M} [(3.4.3) y (3.2.2(2) modif.)]

- Los campos cuyos flujos son completos se dicen completos.

- (8.4.a) Sea f : M — N difeomorfismo. Entonces el flujo ¢, del campo
X € X(M) y el flujo ®; del campo f.X € X(N) (3.1.10(1)) verifican: ¢, =
f~lo®,0f, Vt [Basta ver (3.4.5) que el gener. infinit. del flujo f~lo®,o0f : M —

M es X. Pues bien (Va € M): 4 |,— (f' o CI>t o f)(a) = (ftocsa) (0) cad.
-~ _ (3.1. 10 cad.
i) f 7 (C(y(0)) = dpia) [ (JiX) p(a) D S (duf (X)) 2 X, ]
o (Prop. 3.4.6) sop(X) :={x € M : X, # 0} compacto = X completo
(ast, todo flujo en variedad sin borde compacta es completo) [Si X, = 0,
es I(a) = R (3.2.5(1)). Si X, # 0, es ¢, : I(a) — M regular (3.2.5(1)), =

LI g € sop(X), 3z > 0 (Picard) tal que (—=, <) X
(3.3.2(3))

Ime¢, C sop(X),

sop(X) C W, = (=¢,¢) C I(clt)) (Vt€(a)), = & < Bp(a))
Bla) —t (Vt € I(a)), = f(a) = oo; y andlogamente a(a) = —o0]
e (Ejemp. 3.4.7(1)) Flujo de un campo en el espacio hiperbélico [Det.6]
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3.5. Derivada de Lie

o (Def. 3.5.1) Algebra de Lie: espacio vectorial real X dotado de una
aplicacién (corchete de Lie) [,]: X x X — X bilineal, antisimétrica y (que
verifica la identidad de) Jacobi

- (Ejemplo 3.5.2) Matrices m x m reales, con [A, B] := AB — BA

e (Prop. 3.5.3) Sea M variedad. Entonces X(M) es élgebra de Lie, con
(X, Y]:=XoY —-YoX:C®M)— C®(M) [Demostraciénl: se prueba
que [X,Y], € Der(a) 224 T.M y que [X,Y]: M — TM es diferenciable]

e (Ejemplo 3.5.4) Los corchetes de Lie dan sistemas de EDP de ler orden
en las componentes del campo [Detalle2]

e (Def.) Sea f : M — N aplic. C*®. Se dice que X € X(M) es-
té f-relacionado con X € X(N) si X2) = fea(X (Sl)) (Va € M), o

L) <X<2>g><f<a>> ¥ (foa(XP))g 42

X(g0 )] si (XPg) o f = XW(go ) (Vg € C=(N))
- Asip.ej. XMy X® = £, XV € X(N), con f difeomorfismo (3. % 10(1)

equivalentemente [ya que X ](”?t)z)g

)-
€

e (Lema 3.5.5) Si XV Y () € X(M) estén f-relacionados con X Y2
X(N), respectivamente, entonces [ X (V)| Y (V] est4 f-relacionado con [X © Y )]
[Inmediato: Vg € C*(N), se tiene: (X(Q)(Y( Jg))of = XW(YPg)of) =

XMWY W(go f)), e igualmente (YH(XPg))o f =YID(XD(go f))]
e (Prop. 3.5.6) Sean M variedad, X,Y € X(M) y ¢ flujo de X. Entonces
se verifica (Va € M): [X,Y], = lim; g ((go 1Y )a—Ya) /t

3.6. Campos coordenados

e (Prop. 3.6.1) Dos campos X,Y € X(M) conmutan (esto es, [X,Y] = 0)
siy sélo si ¢, 0@, = ¢, 01, (Vs,t) [consecuencia de (3.5.6)]

e (Prop. 3.6.2) Sean XM . X € X(M) y a € M. Entonces resultan
equivalentes: (1) En alguna carta en a, los X son campos coordenados, y
(2) En algtin entorno de a, los X son independientes y conmutan

[(1) = (2):V cartax : (M D U) - R"yVf e C®°M), se tiene:

9 [ of (2.3:.3) 9% (fox—1) ox Schwartz §2(fox—1) ox (2.3.3) o (of
ox; ax]‘ - 8Ii8Ij - 8Ij ox; ax]‘ ox; | °

(2) = (1). Al ser los X 1in. independientes (=r< m), 3 (Ejerc. 2.1.7)
cartax: (M D U) — R™ enata,lquex(a):OyX(z) = ax- oy 1 <@ <.

Dadah : x(U) — M,z = (21, .., Tp) <<p§1)x1 ol ) (x710,..,0, 11, - Tm)),

1.1 361 .
dih(e) 2 gie(x) *2" [Det.8) X0, (= doh(e) = 1) 1< <7 () | aaw
x(a)=0 ’

doh(e,) = 2 (0) ™2 mb,r—l—lgugm,

W (C R™) entorno de 0 tal que h | W : W — h(W) es difeomorfismo, =
Jcartay := (b | W)™" : (W) — W en a con 9/dy; 0 XO 1<i<r]

es:
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4. FORMAS DIFERENCIALES

4.1. Aplicaciones multilineales alternadas

e (Def.) Forma multineal de grado r (en un esp. vect. real %) apli-
cacién « : E' x 7. x E — R que es R-multilineal (~ espacio vectorial J"(E))
e (Def.) Producto tensorial ® : J"(E) x J*(E) — J"5(E), con (a ®
BYV1y ey Uy Vpi 1y ey Upps) := (01, ey 0) B(Vpg1, -, Uras) (bilineal y asociat.)
- (Prop. 4.1.1) Sean {uy, ..., u,;,} base de E'y {¢1, ..., ¢,,} la base dual

de E* = J'(E)). Entonces [Demostraciénl]:

(1) {p;,®..0¢p; :1<14y,...,9, <m}basede J"(E)(= dim J"(£) = m")

(2)Va € J"(E), se tiene: v =37 ;i Uiy, ooy U3, )05, ® 1 @ )

e (Def.) Se dice que o € J"(E) es alternada si a(vy, ..., Uy, ..., Vj, ..., V) =
—a(V1, ey V), ooy Uiy oy U, Vi, 7 0 equivalentemente, si es cierta la implicacion:
v = v; = a(v1, ..., Vi, ..o, V4, ..., 0p) = 0,Vi,j  (~ espacio vectorial A"(E))

e (Def.) Permutacién de r objetos: ”"reordenacién de sus posiciones”
o:A{l,...,r} = {o(1),...,0(r)} (~ grupo &, con r! elementos)

- Signatura (—1)? de o € &,: +1 6 —1, segun la paridad (bien definidal!)
del "nmimero de trasposiciones de 0”7 ; = (—1)77 = (=1)7(—=1)

- (4.1.a)Va € J"(E) yVo € &,,sedefine o’ € J"(E) por o (vy, ..., v, ):=
A(Vs(1), s Vo)) (= (@) = a°7). Asi, « € A"(E) & o = (—1)’a,Vo € &,

- (4-1.b) Operador de alternacién en J"(E): Alt(a) := 5> s (—1)7a7

r!

- (Prop. 4.1.2) Dada o € J"(E), es: (1) Alt(a) € A'(E) [ya que:
(Alt(@))" = 53, o, (=1)7 (@) "2 (17450 o (—1)77 a7 = (—1)7 Alt(a)]

(2) a € N'(E) = Alt(a) "= 1(¥,ce, 1) a = a

r!

e (Def. 4.1.3) Producto exterior A : A"(E) x A*(E) — A"*(FE), con

aAf = %Alt(a ® B)(Mz'b) ) > ves,.. (—1)7(@® B)7 (~ A es bilineal)
- El produco exterior A: (1) verifica a A = (—1)"*5 Ao [Demostr.2] y
(2) (Prop. 4.1.5) es asociativo con: ay A ... Aay = %ﬁ!’“)!Alt(&l ®...Q ay)
- (Prop. 4.1.6) Sea {uy, ..., u,,} base de E (~ base dual {¢, ..., p,,} de
E* = JY(FE)). Entonces [Demostracién3]:
(1) {gsy N o Ny o 1 < iy < .. < i < m} es base de A"(E) , =
dimA"™(E) = (") sir <m, =0sir>m.
(2) Vo€ AT(E), se tiene: v = > 7oy - o o 0y, ooy Wi )0 A n Ay,
e (Def.) Imagen inversa por f : E — F (lineal): aplicacién lineal
f*: A"(F) — A"(E) dada por f*a(vq,...,v.) == a(f(v1), ..., f(vr))
- (4.1.c) Se tiene: (1) f*(aNpB) = frfan f*B,Va € N"(F),V5 € A*(F),y
(2) (go f)a=(f*og")a,Vg: FF— G (lin.), Vo € A"(G) [Demostracién4]
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4.2. Determinantes

Sean E esp. vectorial real, B = {u;} base de F'y {¢,} base dual de E*

Ejerc. 4.1.6
e (Def.) Determinante respecto de B: detp := ¢, A A, ( #  0).
o (4.2.a) Voo € N"(E), es: « (L9 a(uy, ..., un) detp , de donde se sigue:
Notacion
a(B) = alug, .., upn) =1 & a=detp

, = det p(B) = (det 5(B')) ' #0
VB’ base de E, detg = detp/(B) detp

e Sivy,...,u, € E son tales que v; = ) a;ju; (o también: B’ = BA,
donde aqui B’ = {v;} no necesariamente es una base), se tiene:

© (4-2.0) det p(vy, ...,Umz Prop_t1.5 mlAlt(p; @ ... ® ©,,,) (V1 oy V) 1=
Ede;;(B')
= Z (=1)701®...00, (Va(1)s s Vo(m)) = Z (=1)%@151) - Omo(m) = det A, =
UE@m O'E@m

detB(ul, cory U—1,Vjy U1,y Um) = Qg;j

= @iy Ao NPy (Wi 5ens i, )=1
Piy N oo Ny, (Vg5 0y 05,) =" det(aij)izir....ir . j=jnir
( ~~ cualquier o € A"(E) es combin. lineal de determs. de orden r, [Det.1])

- (4.2.¢) iietB(vl,...,vm)/ = det g(v1, ...) (V2 ooy V) (416)

=detp(B’)

= Z gletB(vl,ul,...,uk_l,ukH,...,um)lgpl/\.../\gpk,l/\gokﬂ/\.../\gpm(vg,...,vm) =
1<k<m N

(—1)k=Ldet g (w1, Up—1,01,Uk41,0)Um)

= Z (=D a0 A e A1 AP A e A (Vay o V) =
1<k<m

= D ap (=D det(ai)ig, 1 -

~-
1=k<m adjunto con signo de apy

e (Prop. 4.2.1) (Teorema del determinante) Sean aplicacién lineal

f: E— In}, bases B = {u;} de E'y B’ = {v;} de F (con fu; = >, fijvi) y
bases duales {¢;} de E*y {¢;} de F*. Entonces:

Fr(det p) = det g (f(B))det 5 "2 det(f;;) det 5

4.1.6(2)

[f (g Ao AN, = [y Ao Ay (U, ey tm) o1 Al Ay, =
Ui N AN (F(ur), o fum)) o1 A oo A, = det g(f(B)) det g |
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4.3. Formas en variedades

- Dado r € N, sea A"(M) := Upep{z} x A"(T, M) (y A°M :=TR)

e (Def. 4.3.1) Forma (diferencial) de grado (> 0) (6 r-forma)
en M: aplicaciéon o : M — A" (M),z — (z,a,), con o, € A" (T, M). Se
dice que a es diferenciable si, VXU .. X" € X(M), la funcién z
(X, .., XY es diferenciable ~ Conjunto I'"(M)

-Vr >0, I'"(M) es C°°(M)-médulo (en particular, TO(M) = C°(M))

- El conjunto U,>oI'"(M), con el producto exterior A : I'"(M) X
(M) — I"5(M), (e, ) — a A B (def. punto a punto, 4.1.3), es R-édlgebra

- (Def. 4.3.2) La diferencial de f E C’°°( ) es la 1-forma df : M —

233

AY(M),z — d,f. Al ser df(X) Xf C>®(M), es (4.3.1) df € TY(M)
e (Def. 4.3.3) Dada carta x : (M D)U — R™, se tiene (3.1.6(1)) re-
oxj — 5

,da }en U. Al ser dx;(3= ) (22 T i

{dxy,...,dx,,} da, en cada punto, la base dual Y toda a € I (M) tiene ex-

fer. movil { 621 el conjunto

presién local: « | UL Zl§11< ipem Q0)0%4y, ., /0%, )dXi A o N dX,
: ~ (2.3.3)
o (Ejem. 4.3.4): (1)Vf € C®(M),df |U=>", df(ax Ydx; = ZZ o 91 dx;
(2) Sea detp = dx; A ... Ndx,, € T™(U). VX = Z1gz§m Zax e X(U),

es: det p(X,...) = Zl<z<m( D)7 XGdxy Ao Adx_ 1 AdXiq A ... A dXp,; con
lo que: Vw € ™" Y(U),3X € X(U) tal que w = detp(X, ...) [Ejerc. 4.2.2]
e (Def.) Imagen inversa por f : M — N (diferenc.): aplic. C*(M)-

lineal f*: I'"(N) — I'"(M) dada por (f*a), (u1, ..., ur) = ) (def(u1), ..., do f (ur)).

- (4.8.a) Se verifica [(4.1.c) en cada punto]: (1) f*(a A B) = ffa A
f*B,¥a,p e L(N) y (2) (go f)a=(f"og")a,Vg: N — PVa cI'(P)

- (4.8.5)Vg € FO( ) f*g =go fobvioly f*(dg) = d(g o f) [(f*(dg)), (u) :=

(d9) (o () =" dyipg(def (W) = dulg o ) "= (dlgo 1)), (W)
Asi, Vearta y : (N D)V — ]R” YV =30 e cinan Qi Ay A AN dyi, €
I"(V), es: ffa= Zl<7,1< <lr<n(&11 i o f)d (yz1 © f) AT d(Yz o f)

- (Ejemplos 4.3.6): (1) Imagen inversa de una 1-forma en R?\{0} por la
parametrizacién polar [Detallel], y (2) Una 2-forma en S? no puede tener
cualesquiera componentes en la carta estereografica [Detalle2]

e (Def. y Observ. 4.3.7): (1) Dadas M C N (con j: M — N la inclusién),
se define la restriccién a M de o € ['"(N) como o | M :=j*a € I'"(M); =
Vo e M, (j*a), = ap | T,M x 7. x T, M. Si M es cerrada en N, cualquier
forma en M es restriccién [Prop. 1.3.2(3)] de otra(s) en N

(2) Sobre formas en S* como restriccién de formas en R? [Detalle3]

e (Prop. 4.3.8) Sean aplic. f : ﬁ — ]7% (C*) y cartas x de M,y de N
(f(U) C V). Entonces: f*(dy1 A ... ANdyy,) = det(Jyopox—1 0 X)dx1 A ... A dXp,
(2.2 (4.2.1)
daf(57) "2
det Jyopox—1 (x(a)) det px]
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4.4. Diferencial exterior

e (Teor. y Def. 4.4.1) Dada variedad M, existe una unica aplicacién R-
lineal d : I"(M) — I'"*(M) (diferencial exterior) tal que:

(1) Para r = 0, d es la diferencial de funciones (4.3.2), (2) dod =0, y
(3) d(a AB) =da NG+ (—1)"aAdf (siendo r el grado de )

[Unicidad: (&) implica que d es "local” (estoes: a | U =0= (da) | U =
0); y (1-3) prescribe, en cada carta x : (M D)U — R™:

(6% | U = Z cz-ln_l-rdxil/\.../\dxl-m = dU (Oé | U) = Z dc’il...ir/\dxil/\-”/\dxim .

1<i1<..<ip<m 1<i1<..<ip<m

Existencia: la expresién local (en cada entorno coordenado) dyy obtenida,
que es R-lineal, verifica (1-3). Entonces se define d en todo M por: (da), :=
(dy(a | U))a, para cualquier carta x : (M D)U — R™ en a]

e (Ejemplo 4.4.2) Sea carta x : (M D)U — R™ y denotemos detp =
dxy A ... Ndxp, € I"™(U). Dado X =37, X2 € X(U), resulta:

1 9x%;

(4.3.4(2)) (4.4.1)

d(det B(X, )) = d(Z(—l)i_lXidxl/\.../\dXz‘_l/\dXH_l/\.../\de) =

=3 (1) X Adx A AdX AR A Al 2 (370X /0x;) det .
- (4-4.a) Si U es abierto de R™ y (x1,...,2z,,) es la carta estandar, la

funcién div X = )}, 0X;/0z; se llama divergencia de X (Nota: el

"rotacional” en R? es un concepto métrico, ver Ejercicios 6.1.9 y 6.1.10).

e (Prop. 4.4.3) Dada f : M — N (C*), resulta: do f* = f*od [Ya
conocido (4.3.5) sobre T9(N). Sea ahora a € I'"(N),r > 1, s.p.d.g. (en car-

tay : (N D)V —- R") a = gdy; A ... ANdy,, con g € C(V). Entonces:
4.3.a 4.4.1 4.3.a
d(fra) "V d(frg- frayi A fray)) CEY d (o) A frdy A A frdy, Y
4.4.1
Fr(dg Adyi A .. Ady,) “EY Frda)

- En particular, d(« | M) 42 d(j*a) (149 j* (da) D (da) | M.

e (Def. 4.4.4) Dada a € I'"(M), se dice que es cerrada si da = 0, y que
es exacta si a = df3, 3 € I""}(M). Obviamente: o exacta P40 cerrada.

e (Ejemplos 4.4.5) (1) La forma « := _Zdﬁ;ﬁdy e I'(R?\{0}) (Ejemplo
4.3.6(1)) es cerrada pero no exacta [Detallel]

(2) La forma w := zvdy Adu—yudz Adv € T'*(R*) no es cerrada (= no es
exacta). Sin embargo, la restriccién (4.3.7) « | T € T'*(T) al toro (Ejercicio
1.24) T : 2? + y* = u? + v? = 1 es exacta [Detalle2]

(3) La forma w := ﬁdx/\dy € I?(R3\{z < —1}) no es cerrada (= no
es exacta). Sin embargo, la restriccién (4.3.7) o | M € (M) al paraboloide
M : z = 2% + y? es exacta [Detalle3]
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5. INTEGRACION EN VARIEDADES

5.1. Orientacién de variedades

e (Def.) Orientacién en un espacio vectorial real E:Sim > 1,
clase de equivalencia ¢ = [B]| de bases de E, para la relaciéon dada por:
B’ € [B] & detg(B’) > 0 (Notacién, 4.2.a). Si m = 0, un signo +1 6 —1
- Cada FE posee 2 orientaciénes. Si ( es una, la otra se denota —(.
. Si E = R™, se denota (™ = [By)], con By = {e;} base canénica
e (Def.) Orientacién en una variedad M (sin o con borde): eleccién
¢ ={¢, : * € M} de una orientacién en cada T, M que verifique: Va € M,
existe carta x : (M D)U — R™ ¢ H™ en a tal que (compatible con ():
Vz € U, 3 base B € , con d,x(B) € ("™ (*) (Notacién, 2.2.b)
(4.2.1)

- (5.1.a) x es compat. con ( < B¥ € (, (Not., 2.1.3) [det g, (d,x(B)) detg(BX) =

det, (dox(B%)) detpx (BX) "2 dety, (dox(BX)) ®2Y dety, (Bo) "2 1]

- (5.1.b) B € (, verifica (*) = toda B’ € (, verifica (*) [detp, (d,x(B)) detg(B’) 421

dets, (d,x(B')) detpp (B') “2" detp, (dox(B))]
- (5.1.¢) x (carta de R™) es compatible con ("™ & det(Jy) > 0

2.3.3 (2.2 4.2.b
[Bo 2V dyx(BY) "2 B,y he(x(@)) "B ety (Bo) = det Jy(x(x))]
e (Def. y Prop. 5.1.1) M es orientable (= admite orientacion) si [trivial]
y s6lo si admite atlas con (todos los) determinantes de jacobianas de cambio

de carta positivos [Sélo si: Vx,y € A (atlas compatible con una orientacién),

5.1.a
es: B P2 By g x()) ) 2 det Jyox s (x(2)) = detpy (B) 5 0]

) (Obs 5.1.2): (1) M orientable conexa = M admite 2 orient. (1.1.5(4))

(2) Si M es una variedad con borde dM, entonces M es orientable si
[Detallel] y solo si [trivial] Int(M) := M\OM es orientable

(3) M x N (1.2) es orientable si [trivial] y sélo si [V cartas x(®) de M,y
de N, resulta: det J(x(a)xy)o<x(5)*l><y*1) = det Jy(a)ox®-1] lo son M y N.

e (Ejemplo 5.1.3) Sea M = U UV, con U,V abiertos (en M) conezos
orientados (Cr;,(y) y sean a,b € U NV tales que (r, 7 Cva ¥ Cup = Crpe
Entonces M no es orientable [Si 3¢, debe ser ( | UNV = ey = ey (y, con
lo que ey (a) # ev(a) y ey(b) = ey (b) (contradiccién)| (~ banda Moebius)

e (5.1.4) Se dice que f : (M,(,) — (N,(y) (difeom. local en a € M)
conserva (resp. invierte) la orient. en a si d, f(¢,) = () (resp. = —(y(,))

- (5.1.d) f conserva la orient. en a si y s6lo si det(Jyofox—1)(x(a)) >0

(V cartas x de M en a, y de N en f(a) compatibles con (,, y (y, respect.)
Xy (2:2.0) (12b) <
[daf (B3) P2 BY ) Jyogoxr (x(a)), "5 detpy = (daf(B)) = det Jyopox—1(x(a))]
e (Prop. 5.1.5) M es orientable si y sélo si tlene una forma diferencial de
grado méximo nunca nula [Demostracién?2]
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5.2. Orientaciéon de hipersuperficies

(A) Sea M hipersuperficie (sin o con borde) de (R”+!, <, >, (1)

e (Def. 5.2.1) Campo normal (a M): aplicacién diferenciable © : M —
R™\{0} con J(z) L T,M,Vx € M. Normal unitaria (o aplicacién de
Gauss): campo normal v : M — S™

e (5.2.2) En cada entorno coordenado, M tiene normal unitaria

[Dados carta x : (M D)U — R™ o H™ (~ param. @), a € Uy u € R™"
el conjunto A%(u) = {u, 8;)3(1 las s ax |} verifica (con By = {e;} € ¢™):

4.2.c _ Ejerc. 4.2.1 %
det 5, (A%(w) 273" g (<P det(AR(w))iz i (J 0si u eTM) *),
1<ksm+1 = 19f(a),;rqdep. de u
con lo que la aplicacién 9% : U — R™\{0} (= -2 o X aT sim = 2) es un

campo normal y v¥ := 9%/ Hi?“’” es una normal unitaria en U. Ademds:
(¢) El conjunto R, = {v¥ , 66 } verifica:

det ,(Ry) 2 < v, 0% >= ||t >0 , B R, €™ |U .

(it) V cartay : (M D)V — R™ 6 H™ (~ param. ¢) con UNV # (), debe
ser: v¥ = ev¥, para cierto signo ¢ : U NV — {£1}, y se verifica:

de7'

N (5.2.2.7)
R, (2.2) R, ( - OXOI . > 7 (4Zb) edet(Jyox-10x) = det g (Ry) > 0]

e (Prop. 5.2.3) M es orientable si y s6lo si M tiene normal unitaria

Prop 5.1.1 22ii)

3 atlas {U;, x z)} con det(Jyoxi-1) >0
& Fatlas {U;, xD} con v¥i | UiNU; = v¥ | U;NU; <> 3 normal unitaria v |

- Si ¥ es un campo normal, detg, (¢, ...) | M nunca se anula [(5.2.2.7)]

e (Ejemplos 5.2.4) (1) La banda-Moebius no tiene normal [Ejem. 5.1.3]

(2) Si M es interseccién completa, es orientable [Detallel]

e (Def. 5.2.5) Un campo normal 9 a M es compatible con una orien-
tacién ¢ de M si: Va € M y Y{u;} € (,, es: detp,(J(a), us, ..., uy,) > 0. Si M
es conexa, basta para ello que algin a y {u;} € (, lo cumplan [Ejerc. 5.1.9]

- (5.2.a) Salvo aviso, la orientacién ¢ de ST es la compatible con v(x) =
x/p. Es interesante ”comparar la orient. en puntos antipodales” [Detalle2]
e (Def. 5.2.6) Sean v : M — S™ una normal unitaria (~ orient. () y

a € M. Se llama curvatura de Gauss K(a) de M en a al determinante

de dyv : T,M — T,,)S™. Puesto que: T]W521 v(a)t = Va)Smy§ (5:22)

Cu(a)s S€ Sigue que: v preserva la orientacién en a (5.1.4) siy sélo si K (a) > 0.

e (Ejemplos 5.2.7): (1) La curvatura de Gauss de hiperplanos, cilindros
y conos es nula. (2) La aplicacién de Weingarten de S} es una homotecia de
razén 1/p, con lo que la curvatura de Gauss de S}' es 1/p™. () La curvatura
de Gauss distingue (a veces) entre hipersuperficies difeomorfas.

[M es orientable
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m>2

(B) Sea M variedad con borde de R? (1:§ OM es hipersuperficie de M)

e (Def. 5.2.8) Dado a € OM, se dice que u € T, M es saliente (resp. de
M) si, para cada carta x : (M D)U — H™ en a con x; > 0, es: dyx1(u) < 0.
- La definicién de saliente es "buena” [V cartay : (M D)V — H™ en a

con y; > 0, la funcién h =y; ox ! : H™ — [0, 00) verifica:

. dy(a) (yox*1> isom.
h(0, 22, ..., xy) =0, = Oh/0x;(x(a)) =0, =

2<i<m
= 0h/0x1(x(a)) > 0. De donde se sigue: d,y1(u) <0 < dx1(u) <0 ]

o (Def. 5.2.9) Cada orientacién ¢ en M define la orientacién inducida
JC en OM: Dados a € OM y base {ug,...,u,} de T,(0M), se dice que
[tg, ...y ] =: OC, si, para cada u; € T, M saliente, es [uy, usg, ..., U] = (,.
- La definicién de orientacién inducida es "buena” [Detallel]

e (Ejemplos 5.2.10): (1) Si una hipersuperficie (sin borde) de R™"! es
interseccién completa, entonces (otra vez!) es orientable

[En efecto: si f : (R™ D abto)U — R es diferenciable y d,, f suprayectiva
(Vz € f71(0)), entonces la hipersuperficie (1.2.4) f~1(0) (que no tiene borde)
es el borde de M = f71([0,00)) (1.4.4). Pero M es orientable, por serlo
Int(M) = f~1((0,00)) (abierto de R™"!) y por (5.1.2(2)). Con lo que OM =
F710) es (5.2.9) orientable, otra vez!; ya sabfamos que lo era (5.2.4(2))]

(2) Que OM sea orientable no implica que M lo sea [Detalle2]

(8) Si ¢ :=¢™ | H™, entonces: OC = [eg, ..., €m_1, —€m] = —C™

(4) Sea M (sin borde) orientada (¢) y consideremos N := [0,1] x M
(con borde ON = My U M, donde M; = {i} x M), que estd "naturalmente”
orientada (£, .y := [(1,0), (0,u1), ..., (0,um)], con [uy, ..., up] =: (). Entonces
se tiene: (9€) ) = —Co ¥ (0§) 14y = Cu (~ Notacién: ON = My — My)

[En efecto: Vx € M, cada param. ¢ : (R™ D)A — U de M en x induce
parametrizaciones de N en (0,z) y (1,z) (respectivamente)

ot
usando y=x"1, con y1>0 9

sando x=¢ 1, con X1 _ .
¢<t72) = (ta QO(Z)) ) nsand d}:>7 =0 =90 |(O71}) = <_].,O) es saliente
X(t,2) =1 —t,p(2), = % (1) = (1,0) es saliente

de donde se sigue que, tanto (—1,0) € TN como (1,0) € T{1, /N son
salientes. Y de la definicién de ¢, ) se concluye:
(5.2.9)
(65)(0,9:) = =[0,w), ..., (0,un)] = —lur,..,un] = =(,
(5.2.9)
)0 = [0,u1), s (Oum)] = [ur, e um] =1 ¢, |
(5) Orientacién en la corona plana [Detalle3]
e (Convenio 5.2.11) Ua curva diferenciable con borde (localmente, [0, ¢)
o (—¢,0]) se orienta por un "signo en 0” (—1 o +1, respectivamente)
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5.3. Integral de una forma diferencial

(A) o (Def. 5.3.a) Dados abierto U C E™(= R™ ¢ H™) con coord. ca-
nonicas (z;) y w = fdxy A ... Ndzx,, € I'"(U) (m-forma en U con soporte
compacto), la integral (en U) de w es [, w:= [, f = [, fdzy...dx,, (in-
tegral Riemann), sobreentendiendo f € T'9(E™) (”extension por cero”, 1.3.a)

- Para cualquier otro abierto V' D sop(w), es [, w = [, w.
- (5.8.b) La integral de formas de grado méximo (pero no la de funciones)
”se comporta bien” bajo imagen inversa por difeomorfismos
[Dados abierto V' C E™ con coord. canénicas (y;) y h: V — U difeomor-

fismo que conserva/ invierte la orient. ¢™ ((5(#:) det(Jh) 2 0), se tiene:

(L[ D L (Fo b (da A Ada) SE [ (F 0 h) et dys A A dyg GE
= o (F 0 h) |det(J)] dyydyy ™02 L pdny day, T2 [
+ [, h*f e + [, (foh 0.2 + [on (f o h)dyr..dy,, # (en general, [Det 1])
| # [on(foh) [det(y)] dyydy,, “POZIE L pdy day, P2 [ f

e (Prop. y Def. 5.53.1) Dada (]\m4 ,¢) variedad (sin o con borde) orientada,
existe una tnica aplicacién R-lineal [, = [, o TeM) = Rw — Jyw
(integral de w) que verifica (4): "Si x : (M D)U(D sop(w)) — E™ es una
carta (~ param. @) compatible con ¢, entonces: [, w = fx(U) orw”

[Unicidad: Dados {U;,x("} atlas de M (~ param. ;) compat. con ( y
{0;} PDU subord. a {U;} (Prop. 1.3.1), se tiene (introduciendo I, := {i :
dx € M con 6;(z)w, # 0} finito y que verifica: w = ) .., Oiw (*), [Det.2]):

pa'/‘a Oiw suma ceros « 1
2 E 0]
/J\J 1, fmzto Z/ UDsop 0;w) iZ/() SOZ i /x(")(U,') 12 ( w) ( )

Existencia: La expresién (1), que es R-lineal, verifica (+). En efecto: si x
es una carta como en el enunciado (:> xox®~1 preserva (™ (**)), se tiene:

i sop(@_i)CUi
/ sop ; Z/z) (U;nU) QDZ zUJ Z/(UZHU quita_ceros
. I, finito ™) %
e g

i€l i€l
e (5.8.b) No existe una aplicacién [,, : TY(M) — R, f — [, f que
verifique (+) (~ "no esta definida” la integral de funciones)
[Dadas cartas x,y : (M D)U(D sop(f)) — E™ (~ parametrizaciones
¢, 1) compatibles con (, se tiene (denotando h =xoy ! :y(U) — x(U)):

(5.3.b)
o) = opoh en general o
/y(U)f v /y(U)(f poh) £ (eng )/X(U)f o
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(B) Sea (]\7} ,¢) variedad (sin o con borde) orientada

e (Obs. 5.3.2): (1) Laintegral [, :T7"(M) — R,w — [,,w (5.3.1) puede
también caracterizarse por verificar (£): ”Si x : (M D)U(D sop(w)) — E™
es una carta (~» param. ¢) compat. con +(, entonces: fM w == fx(U) Yrw?”

[La aplicacién y = (£x1,Xa, ..., Xy) : (M D)U(D sop(w)) — E™ es una
carta (~ param. 1)) compatible con (. Escribiendo w = fdy; A ... A dy,, =
+fdx; A ... A dx,, y denotando h = xoy ! : y(U) — x(U) (con lo que
det J, = £1 y b = @ o h), se tiene:

ara 5.3.a mbio variables
/ W (+)p: y / w*w ( ::) / (f o w)dyldym camb ova ble
M y(U) Em™

(5.3.a) «
:/ (fop) |det(Jp-1)| dzy...dxy,  =: :I:/ Y'w |
™ — x(U)

(2) La integral [, depende de la orientacion [Six es una carta (~> param.

, (+) x, &
) compatible con ( = —(—(), resulta: f(M@w = fx(U) pw=— f(M,—C) w]

(8) Dados difeom. f : (M, (,,;) — (NN, () que conserva/invierte la orient.
y w € ['"(N), se tiene (Teor. del cambio de variables): [, w =+ [, f'w

[Siy: (N D)V(D sop(w)) — E™ es carta (~ param. 1)) compatible con
Cy,entonces x =yo f | U: (M D)U(D sop(f*w)) — E™ (con U = f~1(V))
es carta (~ param. ¢ = f~1 01)) compatible con +(,,. Y se tiene:

n / oy Dparax / () (4.3.0) / pro (DEerey / w ]
M x(U) y(V) N

(4) Si M esun punto a € R? y A€ R=T%M), es [,, A := £A (segin
la orientacién +1 elegida en a, ver 5.1)

e (5.3.3) (Célculo de integrales) Dada w € I'""(M):

(i) existen un abierto W(D sop(w)) y un conjunto 7" de medida nula
tales que W\T = U,U,, con {U,} un conjunto finito de entornos coorde-
nados disjuntos, correspondientes a cartas x(®) (~ parametrizaciones ¢,
compatibles con ¢ [la demostracién general no es sencilla, pero tampoco " til”
ya que en cada caso hay que encontrarlo todo explicitamente], y

ara x(®)
(1) [yyw =20 Jy. @ ((+) par: fx(a>(Ua) go(”;w> [unicidad de Prop. 5.3.1]

e (Ejemplos 5.5.4): (1) Integral de una 2-forma sobre semiesfera en R3.
(2) Integral de la imagen inversa f*w de una 2-forma w sobre S? por una
aplicacién diferenciable f : S? — S2.
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5.4. Teorema de Stokes

e (Teor. 5.4.1) (Stokes) Dadas var. orientada (1\% ,¢)con borde (quizds
vacio) orientado (5.2.9) (OM,9¢) y w € I""Y (M), es: [, dw = [,,,w | OM

[Dados H™-abto. orientado (W, ¢ := ¢™ | W)( (G20 8(’ ¢tm= | ow)
4.3.3)

y ( = Zl<k<m agdxy A ... Ndxg_y Ndxgq A .o ANdxy, € T 1(VV), se tiene

(entendiendo o € '™ Y (H™) y sop(a) C K = [0,¢4] x [52,t2] oo X Sy tn]):

a| oW |oW=0 a1(0,Zo, .o, Tpy) dxo A oo Adxyy, | OW
d:l)1|8W 0 , =
U S ()N Gy A A
+) ( ----- m) a Fubini
- fW dov (+) para (x1,...,x Zl<k<m k lfK gxzz T1,.., T )dml dz,, =
— Zl<k<m f ftm ak: xl? . 7tk7' 7$m) - ak(l'l, w3 Sky ey T ))dxl dxk: dmm -
—07Vk =0p1- al(a:bz ,,,,, Tm)

_/ / a1(0, 9, ..., Ty )dTs...dT,y, () para (z2,...om) Jow o | OW  (*)
52 t2] Sm tm]

J/

0, si sop(a)NOW =0

Dados {U;, x} atlas de M (~ par. ;) comp. con ( y {9} PDU sub. a {U;}:

/ o 0/ Zd ) O Z/(Z)(U Z/WU (¢ (Ow)) &
Z/@(xm o; (Biw) | O(x" Z/nw (0w | 0U;) © /meM]

0, si sop( )NOM=0
e (Obs. 5.4.2): (1) Dados ([a,b] C R,(V) y f € C>([a,b]), es (Barrow):
(4.3.4(1) Stokes (5.2.11)
Fdt / af 52 1oy "EY f) - fa
. . o | Ola, b] 55200 (b) — f(a)
(2) Dadas M(C R?) superficie compacta con borde C'y f,g € C®(M),
es (Green): [, (g—g . —) dady = [, fdz + gdy [Detallel]
(3) Dadas M(C R?) variedad 3-dim. compacta con borde Sy f,g,h €
CX(M), es: [, (% + g—g - %) drdydz = [ fdydz — gdzdz + hdzdy [Det.2]
(4) Si OM = 0, entonces [,, dw =0, Yw € I'71(M) (!)
(5) Dada f(t) = =1/t € C*°((0,1]) (= sop(f) = (0, 1], no compacto), es
(5:211)

1
[ [ pea Ry [ = oo £ 1)
(0,1] (0,1] =0 [ (5.3.2(4)) 8(0,1]

o (Ejemplos 5.4.3) Comprobacién de Stokes para: (1) una 2-forma sobre
un tronco del hiperboloide reglado 2 +y* —32? = 1, y (2) una 2-forma sobre
un tronco de la gréfica (de revolucién) z = f(x? + y?), con f € C*°(R)

f10(0,1]
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6. MEDICIONES EN VARIEDADES

6.1. Meétrica riemanniana

e (Def.) Producto escalar (en un espacio vectorial real E): aplicacion

<,>: F x E — R bilineal, simétrica y definida positiva
- Salvo aviso, el producto escalar en R™ serd el euclideo: < u,v >:=
Y icicm WiV, conu =Yy, .. we; y {e;} la base canénica.

- (6.1.a) Cualquier producto escalar <,>" en R™ verifica: < u,v >'=
< A(u), A(v) >, para el isomorfismo lineal A : R™ — R™ que cumple:
A(€}) =e; (1 <i<m),siendo {e}} una base <, >"-ortonormal.

e (Def. 6.1.1) Variedad riemanniana (), g): var. (sin o con b.) M con
eleccién (métrica) g = {g, : T,M x T, M — R} de un prod. escalar en cada

T, M, tal que: VXY € X(M), g(X,Y): M — R, x — ¢.(X,,Y,) es C®

- Dada carta x : (M D)U — R™ ¢ H™ ((3'~14>3) campos coordenados
0/0x; € X(U)), se definen n? funciones g;; := g(9/0%;,0/0%;) € C=(U) ( ~
s6lo n(n + 1)/2 son independientes).

-Dados X, Y € X(M) (con X | U = 3", Xigee, V| U = 30110 Yiga)s
se tiene: g(X,Y) | U = Zlgi,jgm 9i; X; Y.
- Dados X,Y € X(M), se dice que son ortogonales si g(X,Y) =0
e (Ejemplos 6.1.2): (1) Espacio euclideo: espacio afin R™ equipado con
métrica (euclidea) g dada por g, =<, >, para todo z € R™
(2) Variedad euclidea: variedad M C R? equipada con métrica g dada
por g, =<,>| T,M, para todo x € M
(3) En una hipersuperficie (sin o con borde) euclidea, la curvatura de
Gauss (5.2.6) asociada a cada aplicacion de Gauss (local, 5.2.2), es funcién
exclusivamente de su métrica (Teorema egregio de Gauss)
e (6.1.3) Sea (M, g) variedad riemanniana (sin o con borde)

- Dado un campo X € X(M), la funcién (norma de X) ||X| :=
V9(X,X) : M — R es continua y es diferenciable en los puntos en que no
se anula. Se dice que X es unitario si || X|| =1

- Se dice que una referencia mévil (3.1.5) (XM, ..., X)) en M es or-
tonormal si g(X® X0)) =§,, (i,j=1,...,m)

- (6.1.b) Toda ref. mévil da lugar (Gram-Schmidt) a otra ortonormal,
= En cualquier dominio coordenado hay una referencia mévil ortonormal

e (Ejemplo 6.1.4) Ortonormalizacién de la ref. mévil (9/0x,0/0y) en

2
(R*N{z > 0},(g:) = (CZ//Q; bé&: ), con ac — b* > 0,a > 0) [Gram-

Schmidt: se parte del campo unitario X := z/y/a 9/0z y del campo Z :=
d/dy — g(8/dy, X)X, que es ortogonal a X y nunca nulo; al ser ||Z|]> =
9(Z,0/0y) = (ac — b*)/a, se obtiene una ref. mévil ortonormal (X,Y :=

Vac—b%)/a Z)]
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6.2. Elemento de volumen

(A) Sea (1\% C RP?, gar, C)y) variedad (sin o con b.) riemanniana orientada

o (Prop. y Def. 6.2.1) 3! Qy = Qs ge) € I'™(M) (elemento de volu-
men) tal que: Vo € M y V base ortonormal B € (,, es Qy(B) = 1 [Dem.1]
- (Obs. 6.2.2) Dada f : (M, gum,Cor) — (N, gn,Cy) (m = n) C, es
f*Qn = h&lyy, para cierta h € C*°(M); = Ya € M y V base ortonormal

B € (yrq» 8 ha) = Qu j(a)(do f(B)). Entonces: f es difeom. local en a =
h(a) # 0,y f conserva/invierte la orientacién en a Ot h(a) 2 0.

- (Ejemplo 6.2.3) Si f : (M, g, Cor) — (N, gn,Cy) (var. euclideas) es
difeom. restriccion de homotecia de razén A > 0, es f*Qy = £A™Q), [Det.2]
e (Prop. 6.2.4) Sean (M C R™"! g () hipersuperficie (sin o con borde)
euclidea (6.1.2(2)) orientada y v : M — S™ normal unitaria compatible
(5.2.5) con (. Entonces ), = detp,(v,...) | M [Dada {u;} € ¢, ortonormal,
)
(

(2 +1; m4s unicidad en (6.2.1)]

’"L

(5.2.5)
es: 0 < detpg,(v(a),uy,.., Un)
- (Ejemplos 6.2.5): (a) Qsm =

Ldxy A ...dzy, | S [Detalle3]

(b) v*Qsm = KpQ)y [Det.4]. Asi, v preserva la or. en a OF? KM( ) >0
e (6.2.6) V carta x : (M D)U — A(C R™ 6 H™) (~ param. ¢) com-
pat. con £(, se tiene la expres. local: Q) | U = £+ /det (g;;)dx1 A ... A dXpp,

(14 ©* M = £+/det (g9 0 ¢)(dp/0x;, 8@/8%)) dxy A ... Ndzy,
5.1.
[Dadas referencias maéviles B = {K} € ! +( y otra B’ € ¢ ortonormal
en U (6.1.b), es: B= B'A (con A = (a;j)), = gij = >, Griar; = (A'A);;, =

433 (6.2.1)

det (g;;) = £det A. Y se concluye: Qy | U Qu (B)det g =

det 5 "2 det g (B) det 5 =" (det A) det 5 = ++/det (g;7) det 5 ]

- Si (M, g) es var. euclidea (6.1.2(2)), p*Qp = i\/det (Zlgkgp(&pk/ﬁxi)(agpk/ﬁxj))

dxi A ... A dz,,. En particular (y en carta canénica): Qgm = dxy A ... A dzyp,
- (Ejemplo 6.2.7) El elemento de volumen de un producto

(B) ® (6.2.a) (T. de la divergencia) Sea D dominio regular de R™"!
(= var. de dim. m+1 con borde euclidea) orientado, = M = 0D es hipersup.
(sin borde) euclidea orientada (5.2.9) y 2y = detp,(v,...) | M, para cierta
v:M — S™(6.2.4). Sea X € X(D) con sop(X) compacto. Entonces [Det.5]:
[ (div X)dzy...dxpq = [, < X, v > Qy (= flujo de X a través de M)

e (6.2.b) (Teor. de la circulacién) Sea M C R?® una superficie con
borde euclidea compacta orientada, = ), = detp,(v,...) | M, para cier-
tav: M — S (624) y C = OM es curva (sin borde) euclidea com-
pacta orientada (5.2.9). Sean ¢ : [0,1] — C parametrizaciéon de C con
c(0) =¢(1) y X € X(U) con (M C)U abierto. Entonces se tiene [Detalle6]:
[y <rotX,v>Qy = fol < Xy, (t) > dt (=circ. de X a lo largo de c)
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6.3. Volumen

Sea (]\7} C R?, g, () variedad (sin o con borde) riemanniana orientada
- (Lema 6.3.1) Sea h € T9(M) > 0 y no = 0. Entonces el elem. de volu-
men Qy; € I'™(M) (6.2.1) verifica: iy € I7M(M) y [,, A > 0 [Dem.1]
e (Def. 6.3.a) Sean {K, C M} sucesién de compactos K, C K, que
recubren M (1.1.5(3)) y {6, } sucesién de funciones meseta con 6, | K, = 1,
sop(0,) C K,y1y1>0,>0(1.3.2(1)). Entonces el volumen de M (drea si

m = 2, longitud si m = 1) vol(M) Rotgeiin Joy Qs = lmy o [, 0,0 > 0
(tal vez infinito) existe y es independlente de {K,,0,}

[Para cada r € N, existe [, 6,0 > 0 (6.3.1). Puesto que {[,,0,Qu} es
no-decreciente (0,41 > 0., por def.), existe lim, ., [ o 0082 (tal vez infinito).
Sean {K,,0,} vy {Ls,n,} como en el enunciado: ¥r, 3s tal que K,,; C Ly y:

ne|Ls=1 120, .
= 1—-0, > 0, € Ly
ns<x)_97‘(x> sop(@r)CKT+1CLS(I) L , = / 775§2M Z/ QTQM7
= ng(z) >0, siz ¢ L M M

de donde se concluye (por simetria): lim, . [5, 7,20 = m, o0 [}, 0, ]

- (6.3.b) El elemento de volumen depende de la orientacién, no el volumen
(5.3.2(2) (6.2.1)

[ f(M7_¢) Q9.0 - f(M,g) Qg0 f(M,C) Qg0 ]

- (6.3.c) Sean (M C R™*! g, () hipersup. (sin o con borde) euclidea
orientada, v : M — S™ normal unitaria compatible (5.2.5) con ( y a € M
con curvatura de Gauss (5.2.6) K(a) # 0. Entonces (Teor. de la curvatura
de Gauss): |K(a)| = limy_.(q vol(v(U))/vol(U) [Demostracién2]

- (Obs. 6.3.2) Si M es compacta y m = 2n, la integral [, Ky resulta

ser (Teor. de Gauss-Bonnet) $vol(S™) (6343 2" /3-5-...-(2n—1) veces
el entero x(M) (caracteristica de Euler de M, 4.5)

e (Prop. 6.3.3) (Célculo de volimenes) Se reduce (5.3.3) al célculo de
volimenes de dominios coordenados disjuntos (vol(M) = > vol(Uy)). Y, si
x : (M D)U — E™ es una carta (~ param. @) compatible con £¢, se tiene:

vol(U) £ [y € (629 Jew Vdet ((g o ©)(0¢/0x;,00/0x;)) day...dxy, .
e (Ejemplos 6.3. 4 ) (1) El paralelepip. (sin o con b.) euclideo R C R™

generado por base B = {u;} admite la param. ¢ : (0,1)™ — R, (A1, ..., Am) —

PRV uj(:> J, = A), con R\Im¢p (= 0 si R abierto) medida nula; =

vol(R (6.3.3) f \/Md)\l Ay, |detA| (4.2.0) |detBo(B)|

(2 ) El drea de la porcién M C R? del cilindro 2% + 22 = r? limitada por
los planos z = ay y z = by es: area(M) = 4“{1—_1)1’7“2 [Detalle3]

(%) para x

2nm" 2" .
jerc. 6.3. Tl = i s sim=2n—1
(3) vol(syy) L0 3 FEl T 0ol
35 (2nP » ST = 2n

e (Obs. 6.3.5) El volumen de (M, g, () (que es independiente de ¢, 6.3.b)
puede definirse para (M, g) no-orientable [(6.3.3)].
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6.4. Distancia geodésica

(A) Sea (]\7} C RP, g) variedad (sin o con borde) riemanniana

e (Def) Arco diferenciable a trozos: aplicacion c : [a,b] — M conti-
nua, con particién a =ty < t; < ... < t, = b tal que cada ¢; = ¢ | [t;_1,t;] es
inyectiva, diferenciable (C*°) y con (primera) derivada nunca nula.

o (6.4.a) Cada (v; = c([ti—1,t]), 9 | 7;,¢ = [d/dt]) es curva con borde
conexa riemanniana orientada, cuyo elemento de volumen (6.2.1) €2, verifica:
. (6.3.2) (6:33)
G, = leilly » = long(v) =" [, 2, il dt

[La aplicacion ¢; es homeomorfismo ([t;_1,t; ] compacto, ~v; Hausdorff y ¢;
biyeccién C?). Ademds: d;c; inyectiva, "ZY 5 entorno abierto J (C [tiz1,ti])
de t tal que ¢; | J : J — ¢;(J) es difeomorfismo, X ¢ es (c;i(J) abierto en ;)
difeomorfismo local, por tanto (¢; inyectiva) difeomorfismo de [t;_1, ;] sobre

7v;- Se sigue que +; es una curva con borde 0vy; = {c(t;—1) }U{c(t;)}. Finalmen-
(6.2.6)

te (la param. ¢; conserva la orientacion): ¢;2,. +\/ go¢)(de;/dt,de;/dt) dt |

e Se dice que la imagen v = ¢([a,b]) C M une z = ¢(a) con y = ¢(b).
Y se define la longitud de ~ por L(v) := >, ;., long(y;).

e (Prop. 6.4.1) Si (M, g) es variedad euclidea (6.1.2(2)), entonces es:
L(v) = sup{L.~(P) : P C RP poligonal inscrita en v} (> ||y — z||) [Dem.1]

(B) Sea ahora M ademds coneza:
e (Def) Distancia geodésica: aplicacién d, : M x M — R, (z,y) —
inf{L(7) : v une x con y} (siempre existe tal 7, (1.1.5(5)))

6.4.1

® (6.4.b) Si (M, g) es var. euclidea (6.1.2(2)), es: dy(z,y) | > ) ly — ||

o (Prop. 6.4.2) d, es distancia y la topologia que define en M es la de M

[La aplicacion d, > 0 es simétrica y verifica: x = y = d,(x,y) = 0 (obvio)
y la desigualdad triangular (inmediato). Y se demuestra (! ) que, en una bola
euclidea en torno a cada punto de M, existen a,b € RT tales que la distancia
euclidea d. - verifica: y/ad.~ < d, < \/Z_)d<7>, con lo que d; es (en dicha
bola) equivalente a d. -, y por tanto: d,(z,y) = 0=z =y (obvio si (M, g)
es variedad euclidea, 6.4.b). Se sigue que d, es una distancia y, por definir
localmente la topologia de M, lo hace globalmente]

e (Obs. 6.4.3) En el espacio afin R™ equipado con métrica g constante
(no necesariamente la euclidea), esto es, tal que g, =<, >’ para todo z € R™
y para cierto producto escalar <, >', resulta: dy(z,y) = |ly — |,

[Sea ¢ : [a,b] — R™ arco C* a trozos (a =ty < t; < ... < t, = b)
cuya imagen v = ¢([a, b]) une x con y. Se tiene (denotando v, = c([t;—1,t])):

(6.4.a) 61a r i 64a
Ly(y) =Y S0 Nl dt ST Aoy 2 Los(Aon)

(con A : R™ — R™isom.). Y sesigue: dy(z,y) := inf,{L, ( )} =inf {L. (Ao
N} = de(A2), Ay) = [AW) - AW = [A@ = )]l = o = ]|, ]
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6.5. Isometrias

Sean (]\m4 C R?, g), (M’ C R? ¢) varied. (sin o con borde) riemannianas
e (Def. 6.5.1) Un difeomorfismo f : M — M’ se dice isometria si
g (dyf(u),d. f(v)) = g(u,v), Yo € M,Yu,v € T, M
e (Def. 6.5.2) Una aplicaciéon C* f : M — M’ se dice isometria local
en a € M si: Jentornos U deay V de f(a) t.q. f|U : U — V es isometria
- Si f es isometria local en a, f es difeomorfismo local (1.1.1) en a
- (sin borde) Si d,f es isomorfismo, f es [2.2.a] difeom. local en a. Pero
si d,f es isometria lineal, f no tiene por qué ser isometria local en a

e (Obs. 6.5.3): (1) Isometrias conservan volumen [Si U C M es dominio
. (6.3.a) (5.3.2(3)) . (6.2.2)
coord.: vol(f(U)) = f(f(U),C’) Qrwygcy = if(U,c) FQuwygey =

f(UO Qg0 02 vol(U); y por (5.3.3)] (esto no las caracteriza, Ejerc. 6.5.2)

(2) Isometrias conservan longitud (de la imagen) de arcos C* a trozos

[L'(folmc) (642 L(Imc)] (esto las caracteriza!) , = conservan dist. geodésica

e (Ejemplos 6.5.4): (1) Existe isometria f : (M = R*\{z > 0}, ggjerc. 6.46) —
(M, <,>) que lleva z = $(y* 4 1) sobre (z — 1)® 4+ y*> = 1 (sin el origen)

(2) Existe isometria ¢ : (R?, ggjerc. 6.4.10) — S?N{z > 0} C (R3,<,>) que
lleva la circunferencia 2?2 + 3% = d? sobre el paralelo z = ﬁ

(3) Existe isometria f : (R x St, cierta g) — S?\{polos} C (R3, <,>) que
lleva los paralelos del cilindro sobre paralelos de la esfera

(4) 3 isom. local ¢ : (R? <, >) — S* x S* y vol(S! x S!) (27)?2

e (Obs. 6.5.5): (1) Si f: (R™, <,>) — (R™, <,>) es isometria, f es afin

[f conserva (6.5.3(2)) dist. geodésica (euclidea), = F : R™ — R™ x —
F(0)=0

(6.2.7)

f(z) — f(0) también la conserva, = F' conserva normas (||F(x)||
d(F(z), F(0))), = F conserva productos escalares (2 < z,y >= —d*(z,y) +
Iz)|* + ||ly||*), = F transforma base orton. {u;} en orton. y, por tanto (!) en
base. Entonces F' es lineal (< F(\ju;) — \jF(uj), F(u;)>=0 = F(\u;) =
\iF(uj)), = F(z) = Az, con A € O(m), = f(z) = Az + f(0)]

(2) Todas las métricas riemannianas g en R™ ctes. (esto es, g, =<, >, Vz,
6.4.3) son isomeétricas [3 (6.1.a) isomorfismo (= difeom.) A : R™ — R™ tal
que: < d; A(u),d, A(v) >=< A(u), A(v) >=< u,v >V, u,]

(8) Las isometrias de (R?, <, >) dan lugar a isometrias de cualquier varie-
dad M C RP que preserven (éstas se dicen entonces isometrias ambiente o
congruencias), a veces las tinicas que M posee (M se dice entonces rigida)

(4) Sea M C R™*! hipersup. (sin b.) euclidea conexa. Si K # 0 siempre,
entonces (T. Hadamard): M nunca atraviesa sus espacios afines tangentes
(M se dice entonces convexa), es difeomorfa a S™ y (si m es par) K > 0. Si
M es compacta, convexa y m = 2, entonces (T. Cohn-Vossen) M es rigida

e (6.5.a) Un difeom. f : M — M’ se dice conforme si 3h(> 0) € C*°(M)
tal que: ¢'(d.f(u),d, f(u)) = h(z)g(u,u), Vo € M,Yu € T,M [Detallel]
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7. EJERCICIOS
1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

1.1.1 (Difeomorfismos locales e inyectividad), 1.1.2 (Difeomorfismos sobre
exterior de bola y sobre corona), 1.1.4 (La cuspide no es variedad), 1.1.5
(El cono con vértice no es variedad), 1.1.9 (Espacio hiperbdlico) y 1.1.10
(Aplicaciones lineales que dejan invariante una curva)

1.2.3 (Algunas superficies de revolucion), 1.2.4 (Toro de revolucién), 1.2.6
(Hipersuperficies con ecuacién global desconectan), 1.2.9 (Matrices 2 x 2
ortogonales) y 1.2.10 (Matrices n x n ortogonales)

1.3.6 (Funciones con producto idénticamente nulo) y 1.3.8 (Conjuntos de
nivel no necesariamente regulares)

1.4.1 (Arco de parébola), 1.4.2 (Sélido entre conjuntos de nivel regulares),
1.4.3 (Troncos de cono y de cilindro cerrados), 1.4.4 (Regién cerrada entre
secciones cénicas), 1.4.5 (Toro sélido) y 1.4.9 (Adherencia de un abierto cuya
frontera es variedad)

2. CALCULO EN VARIEDADES

2.1.3 (Espacio tangente a matrices 3 x 3 de rango 1), 2.1.4 (Plano tangente
a materices 2 X 2 no nulas con determinante y traza nulos), 2.1.6 (Paraguas
de Whitney), 2.1.7 (Hallar parametrizaciéon con vectores coordenados en un
punto fijados) y 2.1.8 (Grafos)

2.2.1 (Derivada de aplicacion entre superficies), 2.2.2 (Suprayectividad de
la derivada de cierta funcién), 2.2.3 (Retraccién radial), 2.2.4 (Difeomorfismo
local entre superficies), 2.2.5 (Hallar una funcién con derivada en un punto
fijada) y 2.2.6 (Derivada de la pseudoinversién en el espacio hiperbdlico).

2.3.1 (Derivaciones en los polos de S?), 2.3.2 (Derivaciones independientes
y vectores coordenados) y 2.3.3 (Difeomorfismo local en un punto y deriva-
ciones).

3. CAMPOS Y ECUACIONES DIFERENCIALES

3.1.1 (Campo sobre S? en coordenadas estereogréficas), 3.1.2 (Otro cam-
po sobre S? en coordenadas estereograficas), 3.1.7 (Meridianos y paralelos
paralelizan las superficies de revolucién) y 3.1.8 (Paralelizaciones del cono).

3.2.1 ((Flujos completos fuente y sumidero en R?), 3.2.2 (Flujo completo
en el paraboloide con ¢érbitas meridianos), 3.2.3 (Flujo completo circulacién
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en R?), 3.2.4 (Flujo completo en S? con ¢rbitas meridianos o paralelos),
3.2.5 (Flujo completo en el semicono con 6rbitas generatrices) y 3.2.6 (Flujo
completo en superficies de revolucién con érbitas paralelos).

3.3.3 (Un flujo en R) y 3.3.4 (Construir el flujo de cierto campo en R?).

3.4.1 (Campo en R con coeficiente potencia), 3.4.2 (Campo silla en R?) y
3.4.3 (Campo dipolo en R?).

3.5.3 (El corchete de Lie de campos no es F-lineal) y 3.5.5 (Si un campo
no es idénticamente nulo, hay otro cuyo corchete con él tampoco)

3.6.1 (Paralelizacién coordenada de cualquier gréfica en R?), 3.6.4 (Cam-
pos en R™ que conmutan con uno coordenado), 3.6.6 (Campos en R? que
conmutan con dos dados) y 3.6.10 (Campos en el cilindro que conmutan con
uno dado)

4. FORMAS DIFERENCIALES

4.1.4 (Cualquier r-forma se anula sobre r vectores dependientes), 4.1.5
(Si todas las r-formas se anulan sobre r vectores, éstos son dependientes) y
4.1.6 (Condicién necesaria y suficiente para la dependencia de 1-formas)

4.2.1 (Dependencia lineal y anulacién del determinante) y 4.2.2 (Formas
alternadas de grado igual a la dimensién menos 1)

4.3.1 y 4.3.2 (Formas de grado 2 en §?), 4.3.3 (Restriccién a una superficie
de R?’) y 4.3.4 (Restriccién a una grafica en RnJrl)

4.4.1 (Diferencial de funcién cuadratica en R™), 4.4.3 (Una clase de 1-
formas en R*), 4.4.4 (Una clase de 1-formas en R?), 4.4.5 (Una clase de
2-formas en R?) y 4.4.6 (Rotacional de una 1-forma en R?)

5. INTEGRACION EN VARIEDADES

5.1.3 (El fibrado tangente siempre es orientable), 5.1.7 (Una forma de
grado méximo nunca nula en S™) y 5.1.9 (Forma de grado maximo compatible
con una orientacion)

5.2.1 (Extremos de la funcién distancia a un punto), 5.2.2 (Extremos de
la funcién distancia a un hiperplano), 5.2.3 (Toda interseccién completa es
orientable), 5.2.5 (Aplicacién del toro en el cilindro y orientaciones), 5.2.6-
5.2.7 (Aplicacién de Gauss de superficies orientables), 5.2.8 (Aplicacién de
Gauss del toro de revolucién), 5.2.9 (Orientar el tronco de cilindro) y 5.2.10
(Orientar el tronco de toro)
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5.3.1 (Integral de una 1-forma sobre una circunferencia en R?), 5.3.2 (In-
tegral de una 1-forma sobre un meridiano de una esfera en R?), 5.3.4 (Integral
de una 2-forma sobre un tronco de cilindro), 5.3.5 (Integral de una 2-forma
sobre un elipsoide) y 5.3.10 (Integral de la imagen inversa de una 2-forma
por una aplicacién)

5.4.1 (Green), 5.4.2 (Green en R?), 5.4.3 (Integral de una 2-forma exacta
sobre un tronco de cono), 5.4.7 (Stokes requiere soporte compacto), 5.4.8
(Integral de una 2-forma exacta sobre un tronco de cilindro) y 5.4.9 (Integral
de una 2-forma no exacta sobre un toro)

MEDICIONES EN VARIEDADES

6.1.1 (Una clase de métricas no euclideas en R™!), 6.1.4 (Gradiente de
una funcién), 6.1.7 (Una métrica en un abierto de R?) y 6.1.8 (Restriccién
de la métrica euclidea en R?® a una superficie topogréfica)

6.2.1 (Imagen inversa del elemento de volumen en S? por una aplicacién),
6.2.2 (Normal unitaria y elemento de volumen en el toro), 6.2.3 (Normal
unitaria y elementos de volumen en los troncos de cono y de cilindro), 6.2.4
(Elemento de volumen de los isomorfismos lineales que dejan invariante una
gréfica) y 6.2.9 (Circulacién de un campo en R? a lo largo de curva cerrada)

6.3.1 ((Area de una porcién de cilindro en R?), 6.3.2 (Area de otra porcién
de cilindro en R?), 6.3.3 (Ciertas gréficas tienen curvatura de Gauss nula),
6.3.4 (Sobre dreas y volumenes de revolucién) y 6.3.10 (Volumenes de la bola
y su borde en R™*1)

6.4.3 (Loxodroma), 6.4.4 (Longitud de las rotaciones en R?), 6.4.6 (El
Teorema de Heine-Borel requiere en R™ la distancia euclidea) y 6.4.7 (Semi-
plano de Poincaré)

6.5.2 (La proyeccion cilindrica ortogonal de la esfera no es isometria local
en ningin punto), 6.5.3 (No existen isometrias locales entre la esfera y el
paraboloide) y 6.5.5 (Isometria entre un abierto del plano con cierta métrica
y el plano con métrica constante)
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vdeeO8plan

VARIEDADES DIFERENCIABLES EN EL ESPACIO EUCLIDEO

Grupos Ay B - curso 2008-09 (ler.cuatrimestre)

Clases: Teoria (29 h.) Practicas (27 h.)
L M X J
9:00| VDEE(B) vdee(B) VDEE(B) VDEE(B) Aula BO7
10:00| VDEE(A) VDEE(A) VDEE(A) vdee(A) Aula B14
Texto J.M.Gamboa y J.M.Ruiz, "Variedades diferenciables", Sanz y Torres, 2006, 22 ed.
Resimenes 'NOTAS VDEEO08" (Fichero.pdf en http://www.mat.ucm.es/~edaguirr)
Tutorias: L,M,J 11:00-13:00 (Despacho 439 / Tf.91-3944464 | edaguirr@mat.ucm.es)
Examen: FEBRERO: L 16.2.09 (9:00h) / SEPTIEMBRE: M 8.9.09 (9:00h)
Calendario Teoria Ejercicios propuestos
(secciones del texto) (en cada seccién del texto)
L 299
M 309
X 110
J 2.10 Introduccién
L 6.10 11 1,2,4,5,9,10
7.10
8.10 1.2A
9.10
L 13.10 1.2B 3,4,6,9,10
14.10
X 15.10 1.3 6,8
16.10
L 20.10 14 1,2,3,4,5,9
21.10
X 22.10 2.1 3,4,6,7,8
23.10
L 27.10 2.2 1,2,3,4,5,6
28.10
X 29.10 2.3 1,2,3
30.10
L 3.11 3.1 1,2,7,8
411
X 5.11 3.2 1,2,3,4,5,6
6.11
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L 10.11 33 3.4

M 11.11 3.4 1,2,3
12.11

J 13.11 35/ 36 35 / 1,4,6,10

L 17.11 41 45,6
18.11

X 19.11 4.2 1,2
20.11

L 2411 43 1234
25.11

X 26.11 4.4 1,3,4,5,6
27.11

L 1.12 5.1 3,7,9
2.12

X 3.12 5.2A
4.12

£ 812

M 9.12 5.2B 1,2,3,5,6,7,8,9,10
10.12

J 11.12 5.3A

L 15.12 5.3B 1,2,4,5,10
16.12

X 17.12 5.4 1,2,3,7,8,9
18.12

£ 5104

M 6.1

X 71
8. 1

L 12 1 6.1 1,47,8
13. 1

X 14. 1 6.2 1,2,3,4,9
15. 1

L 19. 1 6.3 1,2,3,4,10
20. 1

X 21. 1 6.4 3,4,6,7
22. 1

L 26. 1 6.5 2,(3,5)
27. 1

X 281
29. 1
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