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Introducción

Este trabajo está basado en el art́ıculo de Ehud Hrushovski y Anand
Pillay, Groups definable in local fields and pseudo-finite fields, Israel Journal
of Mathematics, Vol. 85, pags. 203-262, 1994.

Un grupo definible es un conjunto definible G ⊂ Kn junto con unas
operaciones · : G×G→ G y −1 : G→ G cuyos grafos son también conjuntos
definibles y que le confieren a G estructura de grupo. En las estructuras de
cuerpo R yQp los conjuntos definibles son especialmente simples. En R son los
conjuntos semi-algebraicos, es decir, combinaciones booleanas de igualdades
y desigualdades polinómicas. En Qp la clase de los conjuntos definibles es
la menor clase que contiene a los conjuntos algebraicos, a los conjuntos del
tipo {x|∃yf(x) = yn} donde f es un polinomio y n > 0, y es cerrada para
operaciones booleanas.

Una variedad de Nash real (respectivamente p-ádica) es una variedad
anaĺıtica cuyas cartas son homeomorfas a abiertos definibles de R (respecti-
vamente de Qp) y cuyos cambios de coordenadas son definibles en R (resp.
Qp). Un ejemplo sencillo de grupo de Nash es SO2(R). En general, los puntos
R-racionales de un grupo algebraico conexo definido sobre R serán grupos de
Nash afines, es decir, grupos de Nash tales que existe una inmersión inyectiva
entre ellos y algún Rm. Anand Pillay demuestra en los art́ıculos [P] y [P1] que
los grupos definibles en R y Qp están dotados de una estructura de grupos
de Nash que además es única. De hecho, en el caso real, como ya veremos,
cualquier variedad de Nash es a su vez definible, lo cual no tiene por qué ser
cierto en el caso p-ádico.

Una parte importante de la teoŕıa de modelos es el estudio de las estruc-
turas definibles de los modelos de ciertas teoŕıas con buenas propiedades.
En particular, dicho estudio se centra en aquellas estructuras definibles de
mayor relevancia como puedan ser los grupos definibles. Los resultados antes
mencionados sobre grupos definibles en R y Qp de Pillay son un buen ejem-
plo de ello. Otro conocido ejemplo, el cual será de especial importancia para
el trabajo, es el siguiente teorema demostrado por Ehud Hrushovski(véase
[Bo1]),

Teorema 1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea G un grupo
definible en K. Entonces G es definiblemente isomorfo a un grupo algebraico
sobre K.

Este teorema está motivado por el resultado de André Weil en [W] en el
que se establece que si V es una variedad irreducible sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado junto con una operación binaria con buenas propiedades,



es decir, asociativa y racional, sobre un subconjunto ”grande”de V entonces
existe un grupo algebraico sobre K que es biracionalmente equivalente a V
y cuya operación de grupo es una extensión de la operación binaria de V .

Los dos resultados principales del trabajo son

Teorema A. Sea F = R (resp. F = Qp) y sea G un grupo de Nash (resp.
un grupo de Nash definible) sobre F . Entonces existe una grupo algebraico H
definido sobre F y un isomorfismo de Nash entre un entorno del elemento
identidad de G y un entorno del elemento identidad de H(F ).

Teorema B. Sea G un grupo de Nash conexo af́ın sobre R. Entonces existe
un grupo algebraico H definido sobre R tal que G es Nash isógeno con la
componente conexa de H(R).

Estos teoremas se pueden entender como una generalización del teorema 1
para los cuerpo locales R y Qp. En la sección 4 comprobaremos que el isomor-
fismo local del teorema A en general no es posible extenderlo globalmente.
El teorema B establece bajo qué condiciones dicha extensión es posible.

Al comienzo del art́ıculo de Pillay y Hrushovski se enumeran una serie de
hechos relevantes y necesarios para la demostración de los teoremas A y B.
La sección 1 del trabajo es una completación de estos resultados elaborada
a partir de diversos libros y art́ıculos. En algunas ocasiones las demostracio-
nes han debido ser modificadas al contexto del art́ıculo. En la sección 2 se
consideran un tipo de estructuras denominada subestructuras geométricas, se
comprueba que los cuerpos R, Qp y los cuerpos pseudo-finitos son subestruc-
turas geométricas (de sus clausuras algebraicas) y en la sección 3 se prueba
una versión del teorema de configuración de grupo de Hrushovski para estas
nuevas estructuras. Finalmente, en la sección 4 desarrollamos el concepto de
variedad de Nash y terminamos probando los teorema A y B.

De entre las distintas citas que se incluyen en la bibliograf́ıa del final del
trabajo, aquellas que están marcadas con un asterisco han sido estudiadas
con especial detenimiento. Las citas que no poseen asterisco, se presentan
como referencia de resultados concretos utilizados a lo largo del trabajo.
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1. Resultados básicos de teoŕıa de modelos

1.1. Tipos y saturación

Definición 1.1. Sea M una L-estructura y A ⊂ M . Un tipo parcial p(x̄)
sobre A es un conjunto de fórmulas en LA cuyas variables libres son x̄ y tales
que p(c̄) ∪ te(MA∪c̄), c̄ nuevas constantes, es satisfactible. Si p(x̄) satisface
que para toda fórmula F (x̄) ∈ For(LA) tenemos que o bien F ∈ p o bien
¬F ∈ p, entonces decimos que es un tipo completo. SMn (A) denotará el
conjunto de tipos completos sobre A. Un elemento ā realiza un tipo parcial
p(x̄) si para toda F (x̄) ∈ p(x̄),M |= F (ā). Dada una upla ā ∈Mn, definimos
el tipo completo de ā como

tpMn (ā|A) = {F (x̄) ∈ For(LA) :M |= F (ā)}.

Si M y n se deducen del contexto simplemente escribiremos S(A) y tp(ā|A).
Es posible definir una topoloǵıa en el conjunto S(A) declarando como abiertos
básicos a los conjuntos

[F (x̄)] = {p(x̄) ∈ Sn(A) : F ∈ p}.

Dicha topoloǵıa, la cual denominaremos topoloǵıa de Stone, es compacta
y totalmente disconexa.

Definición 1.2. Se dice que M es κ-saturada, κ ≥ ω, si para todo sub-
conjunto A ⊂ M tal que |A| < κ tenemos que dado un tipo completo
p(x̄) ∈ S(A), existe una upla en M que lo realiza. Decimos que M es satu-
rada si es |M |-saturada.

Proposición 1.3. Sea M saturada y sea A ⊂ M , |A| < |M |. Dadas dos
n-uplas ā y b̄, tp(ā|A) = tp(b̄|A) si y sólo si existe ϕ ∈ AutA(M) tal que
ϕ(ā) = b̄.

Demostración. Por la proposición 4.3.3, pag.138, [Ma*], M es homogénea.
Por la proposición 4.2.13, pag.133, [Ma*], si tp(ā|A) = tp(b̄|A) entonces existe
un automorfismo f ∈ AutA(M) tal que f(ā) = b̄. El rećıproco es obvio.

Definición 1.4. Decimos que un subconjunto X de Mn es definible si existe
una fórmula F (x̄) ∈ For(LM) tal que X = {c̄ ∈ Mn : M |= F (c̄)}. Si la
fórmula anterior puede ser tomada en LA entonces decimos que X es A-
definible y si podemos tomarla en L entonces decimos que es ∅-definible.

Proposición 1.5. Sea M saturada, X ⊂ Mn un subconjunto definible y
A ⊂M con |A| < |M |. Entonces X es A-definible si y sólo si X queda fijado
como conjunto por todo automorfismo de M que fija A punto a punto.

Demostración. Véase Proposición 4.3.25, pag.146, [Ma*].
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1.2. El teorema de Svenonius

Teorema 1.6. SeaM una L-estructura y sea A ⊂M . SeaM0 el reducto de
M a L0 ⊂ L y sean ā y b̄ dos n-uplas. Si tpM0

n (ā|A) = tpM0
n (b̄|A) entonces

existe una extensión elemental N de M y un automorfismo ϕ ∈ AutA(N0)
tal que ϕ(ā) = b̄.

Demostración. Esta proposición es similar a la Proposición 4.1.5, pag.117,
[Ma*]. A continuación describiremos los cambios que son necesarios realizar
en la prueba de la referencia anterior para obtener nuestro resultado. El
enunciado del lema 4.1.6 se puede sustituir por

Sean las L-estructuras M y N y sean M0 y N0 sus reductos a
un lenguaje L0 ⊂ L. Sea f : B −→ N0 una aplicación elemental
parcial, B ⊂ M . Entonces, dado b ∈ M , existe una extensión
elemental N ′ de N y una aplicación elemental parcial g : B ∪
{b} −→ N ′0 que extiende a f .

Para demostrar este resultado basta cambiar en la demostración del lema
4.1.6 el conjunto de fórmulas Γ por el conjunto de fórmulas

Γ = {φ(v, f(a1), . . . , f(an)) :M0 |= φ(b, f(a1), . . . , f(an))} ∪Diagel(N )

y comprobar que es satisfactible. El enunciado del corolario 4.1.7 se puede
sustituir por

Sean las L-estructuras M y N y sean M0 y N0 sus reductos a
un lenguaje L0 ⊂ L. Sea f : B −→ N0 una aplicación elemental
parcial, B ⊂ M . Entonces existe una extensión elemental N ′ de
N y extensión elemental g :M0 −→ N ′0 que extiende a f .

Utilizando la modificación del lema 4.1.6, la demostración de la modifica-
ción del corolario 4.1.7 es inmediata. Por último, aplicando las modificaciones
del lema 4.1.6 y del corolario 4.1.7 a la demostración de la proposición 4.1.5
obtenemos nuestro resultado.

Observación 1.7. Dada M una L-estructura y una relación E ⊂ Mn

definible en M por una fórmula F (x̄) ∈ For(L) tenemos que (M, E) |=
∀x̄(R(x̄) ↔ F (x̄)), donde (M, E) es la expansión natural de M al lenguaje
L ∪ {R}, siendo R śımbolo de relación n-aria.

Teorema 1.8. (de Svenonius) Sea M una L-estructura y E ⊂ Mn una
relación que no es definible en M. Entonces existe una extensión elemental
(M′, E ′) de (M, E) y un automorfismo ϕ ∈ Aut(M′) que no preserva la
relación E ′.
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Demostración(Teorema 9.2, pag.184,[Po*]). Supongamos que para cualquier

tipo p(x̄) ∈ S
(M,E)
n (∅) tal que R(x̄) ∈ p(x̄) tenemos que π(x̄) |= R(x̄),

donde π(x̄) son las fórmulas de p(x̄) en el lenguaje L. Tenemos entonces
que te((M, E)) ∪ π(c̄) ∪ {¬R(c̄)} es insatisfactible. Por compacidad, existe
Fp(c̄) ∈ π(c̄) tal que te((M, E)) ∪ {¬R(c̄)} ∪ {Fp(c̄)} es insatisfactible y por
tanto (M, E) |= ∀x̄(Fp(x̄)→ R(x̄)). Observamos que

[R(x̄)] =
⋃

p(x̄)∈S(M,E)
n (∅)

R(x̄)∈p(x̄)

[Fp(x̄)].

Puesto que [R(x̄)] es compacto por ser un cerrado dentro de un compacto,
tenemos que

[R(x̄)] =
s⋃
i=1

[Fpi
(x̄)] = [Fp1(x̄) ∨ · · · ∨ Fps(x̄)].

Sea G(x̄) : Fp1(x̄) ∨ · · · ∨ Fps(x̄). Tenemos que

(M, E) |= ∀x̄(R(x̄)↔ G(x̄)),

lo cual es una contradicción ya que E no es definible enM. Por tanto existe
p(x̄) ∈ S(M,E)

n (∅) con R(x̄) ∈ p(x̄) y tal que π(x̄) 2 R(x̄). Sean (M1, E1) �
(M, E) y ā ∈Mn

1 que realice π(x̄) y tal que ā /∈ E1. Puesto que

p(x̄) ∈ S(M,E)
n (∅) = S(M1,E1)

n (∅),

existe una extensión elemental (M2, E2) � (M1, E1) y una n-upla b̄ ∈ Mn
2

que realiza p(x̄). Aśı pues, tenemos que π(x̄) = tpM2
n (ā) = tpM2

n (b̄) con ā /∈ E2

y b̄ ∈ E2. Por el teorema anterior, existe (M′, E ′) � (M2, E2) y ϕ ∈ Aut(M′)
tal que ϕ(ā) = b̄.

1.3. Definibilidad y algebraicidad,Meq y la eliminación
de imaginarios

Definición 1.9. Sea M una L-estructura y sea A un subconjunto de M .
Decimos que a ∈ M está en la clausura algebraica de A (en M), escrito
a ∈ acl(A), si existe una fórmula F (x) ∈ For(LA) tal que M |= F (a) y sólo
existen un número finito de elementos de M que satisfacen dicha fórmula.
Decimos que a ∈ M está en la clausura definible de A (en M), escrito
a ∈ dcl(A), si existe una fórmula F (x) ∈ For(LA) tal que a es él único
elemento de M que satisface dicha fórmula.

Dado un conjunto B ⊂ M decimos es que algebraicamente indepen-
diente sobre A si para todo b ∈ B, b /∈ acl(A ∪B \ {b}).
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Definición 1.10. Sean L un lenguaje y S un conjunto. Una L-estructura
N de varias clases S viene dada por los siguientes elementos:

i) un conjunto no vaćıo N llamado universo de N para el cual existe una
partición disjunta {Ns : s ∈ S},

ii) una función fN : Ns1 × · · · ×Nsm → Ns0 para cada śımbolo de función
n-aria f ∈ L,

iii) un conjunto RN ⊂ Ns1×· · ·×Nsm para cada śımbolo de relación n-aria
R ∈ L,

iv) un elemento cN ∈ N para cada śımbolo de constante c ∈ L.

Sea M una L-estructura y sea

S = {sE : E relación de equivalencia ∅-definible en Mn para algún n}.

Sea Leq = L ∪ {fE : sE ∈ S}. Meq es una Leq-estructura de varias clases S
definida como sigue. El universo M eq es la union disjunta de MsE

= Mn/E
para cada sE ∈ S. Puesto que = es una relación de equivalencia ∅-definible en
M , podemos identificar Ms= con M . Para todo śımbolo de función f ∈ L, de
relación R ∈ L y de constante c ∈ L interpretamos fM

eq
, RM

eq
y cM

eq
como

funciones, relaciones y constantes sobre Ms= de la forma natural. Para cada
śımbolo de función fsE

, E relación de equivalencia en Mn, interpretamos
fM

eq

SE
: Ms= ×

n

···×Ms= 3 x̄ −→ x̄/E ∈MsE
.

Definición 1.11. Decimos que una teoŕıa T tiene eliminación de imagi-
narios si para todo fórmula F (x̄, ā) con parámetros ā ∈Mn, dondeM |= T ,
existe una m-upla b̄ en M de forma que para toda extensión elemental N de
M y para todo ϕ ∈ Aut(N ),

ϕ(X) = X ⇔ ϕb̄ = b̄

donde X = {c̄ ∈ Nn : N |= F (c̄, ā)}.

Teorema 1.12. T tiene eliminación de imaginarios si y solo si para toda
fórmula F (x̄, ā) con ā ∈ Mm, M |= T , existe una fórmula G(x̄, z̄) asociada
y una única s-upla b̄ en M de forma que M |= ∀x̄(F (x̄, ā)↔ G(x̄, b̄)).

Demostración(Teorema 16.14, pag.323,[Po*]). Veamos que la condición des-
crita implica la eliminación de imaginarios. Sea N �M y sea ϕ ∈ Aut(N ).
Supongamos que ϕ(bi) = bi, 1 ≤ i ≤ s. Entonces

N |= F (c̄, ā)⇔ N |= G(c̄, b̄)⇔ N |= G(ϕc̄, ϕb̄)⇔
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⇔ N |= G(ϕc̄, b̄)⇔ N |= F (ϕc̄, ā),

y por tanto ϕ(X) = X. Supongamos ahora que ϕ(X) = X. Tenemos entonces
que

N |= G(c̄, ϕb̄)⇔ N |= G(ϕ−1c̄, b̄)⇔

⇔ N |= F (ϕ−1c̄, ā)⇔ N |= F (c̄, ā),

y por tantoM |= ∀x̄(F (x̄, ā)↔ G(x̄, ϕb̄)). Puesto que b̄ era único, obtenemos
que ϕ(bi) = bi, 1 ≤ i ≤ s.

Supongamos que T admite eliminación de imaginarios. Sea F (x̄, ā) una
fórmula con parámetros enM y sea b̄ su s-upla asociada. Para toda extensión
elemental Nb̄ de Mb̄ y para todo ϕ ∈ Aut(Nb̄), puesto que ϕ(bi) = bi, 1 ≤
i ≤ s, tenemos que ϕ(X) = X. Por el teorema de Svenonius, X es definible
en Mb̄, es decir, existe una fórmula G̃(x̄, b̄) tal que

M |= ∀x̄(F (x̄, ā)↔ G̃(x̄, b̄)).

Supongamos que p̃(z̄) = tpMs (b̄|∅)∪ {z̄ 6= b̄} ∪ {∀x̄(G̃(x̄, b̄)↔ G̃(x̄, z̄))} es un
tipo parcial. Entonces existe una extensión elemental N0 de M y b̄0 ∈ N0

que realiza p̃(z̄), pero eso es una contradicción ya que en ese caso existiŕıa
un automorfismo ϕ ∈ Aut(N0) tal que ϕ(X) = X y ϕ(b̄0) = b̄.

Por tanto p̃(z̄) no es un tipo parcial es decir, p̃(d̄) ∪ te(Mb̄), donde d̄ son
nuevas constantes, no es satisfactible. Por compacidad, existe una fórmula
H(z̄) ∈ tpMs (b̄|∅) de forma que

te(Mb̄) ∪ {H(d̄)} ∪ {d̄ 6= b̄} ∪ {∀x̄(G̃(x̄, b̄)↔ G̃(x̄, d̄))}

no es satisfactible. Aśı pues

M |= ∀z̄((H(z̄) ∧ ∀x̄(G̃(x̄, b̄)↔ G̃(x̄, z̄)))→ z̄ = b̄)

y por tanto basta tomar la fórmula G(x̄, z̄) : H(z̄) ∧ G̃(x̄, z̄).

Observación 1.13. Si toda relación de equivalencia E en Mn definible (sin
parámetros) es de la forma ȳEz̄ ⇔ fE(ȳ) = fE(z̄), donde fE : Mn →Mm es
una función definible, entonces te(M) tiene eliminación de imaginarios. Sea
F (x̄, ā) una fórmula con parámetros en M y sea E la relación de equivalencia
dada por

E(ȳ, z̄)⇔ ∀x̄(F (x̄, ȳ)↔ F (x̄, z̄)).

Sea fE : Mn → Mm la función definible antes descrita y sea G(x̄, w̄) :
∃z̄(fE(z̄) = w̄ ∧ F (x̄, z̄)). Tenemos entonces que fE(ā) es la única upla tal
que M |= ∀x̄(G(x̄, fE(ā))↔ F (x̄, ā)).
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Teorema 1.14. Si T admite eliminación de imaginarios y existen dos ele-
mentos distintos en dcl(∅) entonces toda relación de equivalencia E en Mn,
definible en M, donde M |= T , es de la forma ȳEz̄ ⇔ fE(ȳ) = fE(z̄), donde
fE : Mn →Mm es una función definible en M.

Demostración(Teorema 16.16, pag.324,[Po*]). Denotemos con 0 y 1 los dos
elementos de dcl(∅). Probemos en primer lugar que dada una fórmula F (x̄, ā),
ā ∈ M , la fórmula G(x̄, z̄) asociada según el teorema 1.18 depende tan sólo
de F (x̄, ȳ) y no de sus parámetros. Sea F (x̄, ā), ā ∈ M s, una fórmula con
parámetros en M . Consideremos la teoŕıa T ′ = T ∪ {¬∃!z̄∀x̄(F (x̄, b̄) ↔
G(x̄, z̄)) : G(x̄, z̄) ∈ For(L)}, donde b̄ son śımbolos de nuevas constantes.
Puesto que T tiene eliminación de imaginarios, por la proposición 1.12 la
teoŕıa T ′ no es satisfactible. Aśı pues, existen G1(x̄, z̄), . . . , Gk(x̄, z̄) tales que
para todo ā ∈M s existe j0 tal queM |= ∃!z̄∀x̄(F (x̄, ā)↔ Gj0(x̄, z̄)). Hemos
podido suponer que la longitud de z̄ es la misma en todas las fórmulas exi-
giendo en aquellas que sean cortas que las últimas coordenadas sean 0. Sea
H(x̄, ū, z̄), donde ū = (u1, . . . , uk), la fórmula que dice

todos los ui son igual a 0 excepto uno que es igual a 1,

si ui = 1 entonces ∀t̄(∀x̄(Gi(x̄, z̄) ↔ Gi(x̄, t̄)) → t̄ = z̄) y para todo
j < i o bien no existe t̄ tal que ∀x̄(Gi(x̄, z̄) ↔ Gi(x̄, t̄)) o bien existen
al menos dos t̄ tales que ∀x̄(Gj(x̄, t̄)↔ Gi(x̄, z̄)).

De la propia definición de H se deduce que existe un único (ē, b̄) tal que
M |= ∀x̄(F (x̄, ā)↔ H(x̄, ē, b̄)).

Sea E una relación de equivalencia en Mn definible por una fórmula
F (x̄, ȳ). La fórmula F (x̄, ȳ) tiene asociada una fórmula G(x̄, z̄) de forma que
para todo ā ∈ Mn existe un único b̄ ∈ Mm tal que M |= ∀x̄(F (x̄, ā) ↔
G(x̄, b̄)). Aśı pues, sea fE : Mn → Mm la función definible que manda ā en
b̄.

Observación 1.15. La existencia de los dos elementos 0 y 1 es necesaria
en el teorema anterior. Sea M una L-estructura que satisfaga la condición
descrita en la última observación. Sea E la relación de equivalencia dada por

(y1, y2)E(z1, z2)⇔ (y1 = y2 ∧ z1 = z2) ∨ (y1 6= y2 ∧ z1 6= z2).

Sabemos que existe una función definible fE : M2 →Mm tal que

(y1, y2)E(z1, z2)⇔ fE(y1, y2) = fE(z1, z2).

Sean ā1 y ā2 los dos elementos de Mm que corresponden a la imagen de las
dos clases de E por fE. Puesto que ā1 6= ā2, existe una coordenada que es
distinta. Denotemos con 0 y 1 los elementos de dicha coordenada. Tenemos
entonces que dichos elementos son definibles sin parámetros.
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Definición 1.16. Decimos que una teoŕıa T tiene eliminación débil de
imaginarios si para toda fórmula F (x̄, ā) con parámetros ā ∈Mm,M |= T ,
existe un subconjunto A ⊂M algebraicamente cerrado mı́nimo tal que F (x̄, ā)
es definible en A, es decir, es equivalente a una fórmula con parámetros en
A.

Observación 1.17. La eliminación fuerte de imaginarios implica la
eliminación débil de imaginarios. El rećıproco no es cierto.

Sea T con eliminación débil de imaginarios y sea A ⊂ M el mı́nimo
conjunto algebraicamente cerrado de definición de F (x̄, ā), ā ∈ Mm,
M |= T . Sea N una extensión elemental deM y sea Ã ⊂ N el mı́nimo
conjunto algebraicamente cerrado de definición de F (x̄, ā). Observamos
que Ã ⊂ A y por tanto Ã = A.

Teorema 1.18. T tiene eliminación débil de imaginarios si y solo si para
toda fórmula F (x̄, ā), ā ∈Mm, M |= T , existe una fórmula G(x̄, z̄) asociada
y un número finito de uplas b̄1, . . . , b̄k en M , k > 0, de forma que dichas
uplas son las únicas tales que M |= ∀x̄(F (x̄, ā)↔ G(x̄, b̄i)), 1 ≤ i ≤ k.

Demostración(Teorema 16.15, pag.323,[Po*]). Supongamos cierta la última
condición y veamos que entonces tenemos eliminación débil de imaginarios.
Sea F (x̄, ā), ā ∈ Mm, M |= T . Comprobemos que el conjunto acl(B), B =
{b̄1, . . . , b̄k}, es el mı́nimo conjunto algebraicamente cerrado de definición. Sea
H(x̄, c̄), c̄ ∈ M , equivalente a la fórmula F (x̄, ā). Sea R un nuevo śımbolo
de relación 1-aria y sea (M′

c̄, B
′) una extensión elemental de (Mc̄, B). Para

todo ϕ ∈ Aut(M′
c̄), puesto que ϕ fija la upla c̄, tenemos que F (x̄, ā) queda

fija y por tanto G(x̄, ϕ(bi)) define F (x̄, ā). Si existiera i0 tal que ϕ(bi0) 6= bj,
1 ≤ j ≤ k, entonces habŕıa al menos k + 1 uplas en M′ que sustituidas
en G seŕıan equivalentes F (x̄, ā). Está propiedad la podemos expresar con
una fórmula en Lā, y por tanto M también la satisfaceŕıa, lo cual es una
contradicción. Aśı pues {ϕ(b̄1), . . . , ϕ(b̄k)} = {b̄1, . . . , b̄k}. Eso implica que
ϕ(B) = B y, por el teorema de Svenonius, B es definible en Mc̄. Por tanto
bi ∈ acl(c̄), 1 ≤ i ≤ k, lo cual implica que acl(B) ⊂ acl(c̄).

Comprobemos ahora que si T admite eliminación débil de imaginarios en-
tonces se satisface la condición del teorema. Sea F (x̄, ā), ā ∈ Mm, M |= T .
Sea B el conjunto algebraicamente cerrado mı́nimo de definición de F (x̄, ā) y
sea G̃(x̄, b̄), b̄ ∈ Bs, la fórmula equivalente a F (x̄, ā). Sea ψ(w̄) : ∀x̄(G̃(x̄, w̄)↔
G̃(x̄, b̄)). Supongamos que hay infinitos b̄i tales que M |= ψ(b̄i) y tienen el
mismo tipo que b̄. Entonces, por inducción y compacidad, para todo ordi-
nal α podemos encontrar una extensión elemental N de M y una sucesión
{b̄λ : λ < α} de s-uplas distintas en N tales que tienen el mismo tipo que
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b̄ y satisfacen ψ(w̄). Aśı pues, como #acl(b̄) = |L|, podemos encontrar una
extensión y una upla b̄1 que tenga el mismo tipo que b̄, que satisfaga ψ(w̄) y
que no sea algebraico sobre b̄. Puesto que B ⊂ acl(b̄1), b̄ debe ser algebraico
sobre b̄1. Podemos suponer que su última coordenada es algebraica sobre b̄1

y por tanto satisface la fórmula ψ̃(bs, b̄1) dada por

F̃ (y, b̄1) ∧ {existe un número finito de elementos que satisfacen F̃ (y, b̄1) },

para alguna fórmula F̃ (y, b̄1) ∈ For(Lb̄1). Consideremos el conjunto de fórmu-
las

Γ(w̄) = {ψ(w̄)} ∪ {b̄ /∈ acl(w̄)} ∪ {ψ̃(ws, b̄)}.

Puesto que b̄1 y b̄ tienen el mismo tipo, Γ(w̄) es un tipo parcial. Aśı pues,
existe una extensión elemental N2 y una s-upla b̄2 que satisface el tipo, es
decir, que b̄ no es algebraica sobre b̄2, que b̄2 es algebraica sobre b̄ y tal que
G̃(x̄, b̄) es equivalente a G̃(x̄, b̄2). Sin embargo, por hipótesis, B ⊂ acl(b̄2), lo
cual es una contradicción. Por tanto no hay infinitos b̄i tales queM |= ψ(bi)
y que tengan el mismo tipo que b̄. Si para toda H(x̄) ∈ tpMs (b̄|∅) y para
todo N ∈ N tenemos que M |= ∃w̄1 · · · ∃w̄N(

∧N
i=1(ψ(w̄i) ∧H(w̄i))) entonces

se contradiŕıa lo anterior. Aśı pues, existe H(x̄) ∈ tpMs (b̄|∅) y N0 ∈ N tales
que sólo hay N0 s-uplas que satisfacen H. Finalmente, tomamos G(x̄, w̄) :
G̃(x̄, w̄) ∧H(w̄).

Observación 1.19. Las siguientes observaciones sobre la eliminación de ima-
ginarios se deducen directamente de los resultado anteriores:

i) M tiene eliminación de imaginarios si y sólo si para todo c ∈M eq existe
una upla b̄ de M tal que en Meq, c ∈ dcl(b̄) y b̄ ∈ dcl(c) (se dice que b̄
y c son interdefinibles).

ii) M tiene eliminación débil de imaginarios si y sólo si para todo c ∈M eq

existe una upla b̄ de M tal que en Meq, c ∈ dcl(b̄) y b̄ ∈ acl(c).

iii) La eliminación débil de imaginarios es equivalente a que para toda
fórmula F (x̄, ā), ā ∈ M , donde M |= T , existe un conjunto finito A
de uplas en M de la misma longitud tales que para toda extensión
elemental N de M y todo automorfismo ϕ ∈ Aut(N ), ϕ(X) = X si y
solo si ϕ(A) = A, para X el conjunto que define F (x̄, ā) en N .

iv) Si M tiene eliminación de imaginarios, para cualquier conjunto definible
deMeq existe una biyección definible con un subconjunto de Mm para
algún m.
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Para terminar, probemos que la eliminación débil de imaginarios es equi-
valente a la eliminación de imaginarios si somos capaces de codificar un núme-
ro finito de uplas.

Definición 1.20. Decimos que T codifica conjuntos finitos si para todo
modelo M de T y cualquier conjunto finito de uplas A = {c̄1, . . . , c̄m} de M
de la misma longitud existe c̄ ∈ M tal que para toda extensión elemental N
de M y todo ϕ ∈ Aut(N ), ϕ(c̄) = c̄ si y solo si ϕ(A) = A.

Proposición 1.21. La eliminación de imaginarios es equivalente a la eli-
minación débil de imaginarios junto con la codificación de conjuntos finitos.

Demostración(Teorema 1.7, pag.128,[C-F*]). Supongamos que T tiene eli-
minación débil de imaginarios y codificación de conjuntos finitos. Sea
F (x̄, ā) ∈ For(Lā) y sea A el número finito de uplas en M de la misma
longitud que nos asegura la observación 1.19 iii). Por la codificación de con-
juntos finitos sabemos que existe una upla b̄ ∈ M tal que toda extensión
elemental N de M y todo ϕ ∈ Aut(N ), ϕ(c̄) = c̄ si y solo si ϕ(A) = A. Por
tanto para toda extensión elemental N deM y todo ϕ ∈ Aut(N ), ϕ(X) = X
si y solo si ϕ(c̄) = c̄, donde X es el conjunto que define F (x̄, ā) en N .

Supongamos ahora que T tiene eliminación de imaginarios. Veamos que
entonces T codifica conjuntos finitos. Sea A = {c̄1, . . . , c̄m} un conjunto finito
de uplas de la misma longitud. Observamos que la fórmula

F (x̄) :
m∨
i=1

(ȳ = c̄i)

define el conjunto A. Por la eliminación de imaginarios existe una upla c̄ ∈M
tal que para todo ϕ ∈ Aut(M), ϕ(A) = A si y solo si ϕ(c̄) = c̄.

1.4. Teoŕıas fuertemente minimales

Definición 1.22. Una estructuraM se dice fuertemente minimal si para
toda extensión elemental N de M, cualquier conjunto X definible es finito
o cofinito.

En lo que resta de la sección M denotará una estructura fuer-
temente minimal.

Proposición 1.23 (Ley de intercambio). SeaM una estructura fuertemente
minimal y sean A ⊂ M , a, b ∈ M . Si b ∈ acl(A ∪ {a}) \ acl(A) entonces
a ∈ acl(A ∪ {b}).
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Demostración(Lema 6.1.4, pag.209,[Ma*]). Sea F (x, c̄, a), c̄ ∈ A, la fórmula
que satisface b y tan sólo un número finito n de elementos de M . Observamos
que el elemento a debe aparecer en la fórmula puesto que en caso contrario b
perteneceŕıa a acl(A). Sea H(w) la fórmula que dice que existen exactamente
n elementos que satisfacen F (x, c̄, w). Sea

X0 = {d ∈M :M |= H(d)}.

El conjunto X0 es cofinito ya que en caso contrario a perteneceŕıa a acl(A)
y por tanto también lo haŕıa b. Consideremos el conjunto

X1 = {h ∈M :M |= F (b, c̄, h) ∧H(h)}.

Veamos que X1 no es cofinito. Consideremos el conjunto

X2 = {e ∈M :M |= G(e, c̄)},

donde G(x, c̄) es la fórmula que dice que el número de elementos que no
satisfacen F (x, c̄, w) ∧ H(w) es exactamente igual al cardinal de M \ X1.
Tenemos que X2 es cofinito puesto que en caso contrario b perteneceŕıa a
acl(A). Elijamos b1, . . . , bn+1 ∈ M distintos tales que M |= G(bi, c̄). Puesto
que los conjuntos Di = {h ∈ M : M |= F (bi, c̄, h) ∧ H(h)} son cofinitos,
sabemos que existe un elemento d ∈

⋂n+1
i=1 Di. Puesto queM |= H(d) tenemos

que el número de elementos que satisfacen F (x, c̄, d) es exactamente n, pero
eso es una contradicción ya que M |= F (bi, c̄, d), 1 ≤ i ≤ n + 1. Por tanto
X1 es finito, lo cual implica que a ∈ acl(A ∪ {b}).

Observación 1.24. Esta ley de intercambio nos proporciona una noción de
dimensión en estructuras fuertemente minimales. Observamos que la clausura
algebraica satisface las siguiente propiedades:

i) A ⊂ B ⇒ acl(A) ⊂ acl(B),

ii) si a ∈ acl(A) entonces existe un subconjunto finito A′ ⊂ A tal que
a ∈ acl(A′),

iii) A ⊂ acl(A)

iv) acl(acl(A)) = acl(A),

v) (Ley de intercambio) b ∈ acl(A ∪ {a}) \ acl(A)⇒ a ∈ acl(A ∪ {b}) .

Dadas estas propiedades, el operador

acl : P(M)→ P(M)

15



recibe un tratamiento similar al que recibe la clausura linear en el caso de
los espacio vectoriales. Por ello, la noción de dimensión está bien definida. Si
fijamos un subconjunto A ⊂M , podemos definir el operador aclA : P(M)→
P(M) dado por aclA(B) = acl(A∪B), el cual sigue satisfaciendo las mismas
propiedades.

Proposición 1.25. Sea T una teoŕıa fuertemente minimal tal que para todo
modelo M, o equivalentemente para alguno, acl(∅)∩M es infinito. Entonces
T tiene eliminación débil de imaginarios.

Demostración(Lema 1.6, pag.63,[Bo*]). Sea M un modelo saturado de T .
Sea e ∈ M eq. Sea b̄ = (b1, . . . , bn) ∈ M alguna upla tal que e ∈ dcl(b̄). Tal
upla existe puesto que por definición e = fE(b̄) para alguna relación de equi-
valencia E definible sin parámetros y para alguna upla b̄. Sea f una función
∅-definible tal que f(b̄) = e. Sea M0 = acl(e) ∩M , el cual es infinito por
nuestras hipótesis. Veamos que existen c1, . . . , cn ∈ M0 tales que f(c̄) = e.
Supongamos que hemos encontrado c1, . . . , ci−1 ∈ M0 tales que para algu-
nos ai, . . . , an ∈ M , e = f(c1, . . . , ci−1, ai, . . . , an). Consideremos la fórmula
F (xi) : ∃xi+1 · · · ∃xne = f(c1, . . . , ci−1, xi, xi+1, . . . , xn). Si la fórmula F es
satisfecha tan sólo por un número finito de elementos de M , que debe ser
mayor o igual que uno dado que ai la satisface, entonces dichos elementos
pertenecen a acl(e, c1, . . . , ci−1) ∩M = acl(e) ∩M = M0 y por tanto basta
tomar ci igual a uno de ellos. Si la fórmula F no es satisfecha por un núme-
ro finito de elementos de M entonces tan sólo existe un número finito de
elementos que no la satisfacen. Puesto que M0 es infinito, existen infinitos
elementos de M0 que satisfacen F y por tanto podemos tomar ci igual a al-
guno de ellos. En cualquier caso, la fórmula F se satisface en algún ci ∈M0.
Finalmente tenemos que e ∈ dcl(c̄) y c̄ ∈ acl(e). Por la observación 1.19 ii),
M tiene eliminación de imaginarios.

1.5. Dimensión

Sea M una L-estructura fuertemente minimal y saturada.

Definición 1.26. Dada una n-upla ā = (a1, . . . , an) ∈ M , definimos su
dimensión sobre A, la cual denotamos con dim(ā|A), como el número
máximo de coordenadas de ā que son independientes respecto del operador
aclA definido en la observación 1.24.

Observación 1.27. i) La dimensión de una upla ā sobre A coincide con la
dimensión del conjunto aclA(a1, . . . , an), es decir, con el cardinal de una base
de dicho conjunto.
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ii) La dimensión de una n-upla ā depende exclusivamente del tipo p(x̄) =
tpMn (ā|A). Efectivamente, si dim(ā|A) = s, entonces existirán {ai1 , . . . , ais}
independientes sobre A y por tanto para toda fórmula F (xi1 , . . . , xis) ∈
For(LA) la fórmula G(xi1 , . . . , xik−1

, xik+1
, . . . , xis) que dice que existen N

elementos que satisfacen F (xi1 , . . . , xik−1
, xik , xik+1

, . . . , xis), para cualquier N
y cualquier k, pertenece a p(x̄). De la misma manera, para todo subconjunto
{ai1 , . . . , ail}, l > s, existe una fórmula que los relaciona algebraicamente y
que por tanto pertenecerá a p(x̄). Aśı pues, todas las realizaciones de p(x̄)
tienen la misma dimensión.

Definición 1.28. Definimos la dimensión de un tipo p(x̄) ∈ S(A), A ⊂
M , como la dimensión de una upla que lo realice.

Proposición 1.29. dim(ā, b̄|A) = dim(ā|A, b̄) + dim(b̄|A).

Demostración. Lo demostramos por inducción sobre la longitud de la u-
pla b̄. Probemos que para cualquier upla ā ∈ M y para cualquier b ∈ M ,
dim(āb|A) = dim(ā|Ab) + dim(b|A). Si dim(b|A) = 0 entonces la igualdad
anterior es trivial ya que acl(Ab) ⊂ acl(A). Si dim(b|A) = 1 entonces existen
ai1 , . . . , ais tales que {ai1 , . . . , ais , b} son A-algebraicamente independientes y
dim(āb|A) = s + 1. Aśı pues, dim(ā|Ab) = dim(ā|A) = s. Supongámoslo
cierto para n− 1 y probémoslo para n. Tenemos que

dim(āb̄|A) = dim(āb̄′|Abn) + dim(bn|A) =

= dim(ā|Ab̄) + dim(b̄′|Abn) + dim(bn|A) =

= dim(ā|Ab̄) + dim(b̄′|Abn) + dim(b̄|A)− dim(b̄′|Abn) =

= dim(ā|Ab̄) + dim(b̄|A).

Definición 1.30. Dados dos subconjuntos A,B ⊂ M , A ⊂ B, decimos que
tpMn (ā|B) no bifurca sobre A si dim(ā|B) = dim(ā|A). Equivalentemente,
dados p ∈ S(A) y q ∈ S(B), A ⊂ B, decimos que q es una extensión de
p que no bifurca sobre A si p ⊂ q y dim(q) = dim(p). Decimos que ā es
independiente de B sobre A si dim(ā|B) = dim(ā|A).

Proposición 1.31 (Simetŕıa). Si ā es independiente de b̄ sobre A entonces
b̄ es independiente de ā sobre A.

Demostración. Se deduce directamente de la proposición 1.29.

Proposición 1.32. Sean ā, b̄ ∈ Mn tales que dim(ā|A) = dim(b̄|A) = n.
Entonces tpMn (ā|A) = tpMn (b̄|A).
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Demostración. Lo demostramos por inducción sobre n.

• Para n = 1: Sean a, b ∈ M tales que a, b /∈ acl(A). Sea F (x) ∈ tp(a|A).
Si el conjunto {c ∈ M : M |= F (c)} fuera finito entonces tendŕıamos que
a ∈ acl(A). Aśı pues, es cofinito. Si b no satisficiera la fórmula F entonces
tendŕıamos que b ∈ acl(A). Por tanto F (x) ∈ tp(b|A).

• Para n suponiendo que es cierto para n − 1: Puesto que ā y b̄ son A-
algebraicamente independientes, tenemos que tanto ā′ = (a1, . . . , an−1) como
b̄′ = (b1, . . . , bn−1) también lo son. Por hipótesis de inducción, tp(ā′|A) =
tp(b̄′|A). Sea F (x̄) ∈ tp(ā′|A). Tenemos que la fórmula ∃xnF (x̄′, xn) perte-
nece a tp(ā′|A) = tp(b̄′|A). Si el conjunto {c ∈ M : M |= F (ā′, c))} fuera
finito, entonces tendŕıamos que an ∈ acl(A ∪ {a1, . . . , an−1}), lo cual no es
posible. Por tanto es cofinito. Sea N el número de elementos que no satisfa-
cen F (ā′, xn) y sea G(x̄′) la fórmula que expresa que existen exactamente N
elementos que no satisfacen F (x̄′, xn). Dicha fórmula está en el tipo de ā′ y
por tanto en el de b̄′. Por tanto b̄ satisface la fórmula F (x̄), ya que en caso
contrario bn perteneceŕıa a acl(B ∪ {b1, . . . , bn−1}).

Proposición 1.33. Sea A ⊂ M y sea p(x̄) ∈ S(A). Entonces cualquier tipo
q(x̄) ∈ S(acl(A)) que extienda a p(x̄) no bifurca sobre acl(A).

Demostración. Podemos suponer que |A| < |M | ya que en caso contrario
bastaŕıa trabajar en una extensión elemental de M suficientemente saturada.
Sea ā = (a1, . . . , am) ∈ M una upla que realice q(x̄). Supongamos que la
proposición no es cierta, es decir, que dim(ā|A) > dim(ā|acl(A)). Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que dim(ā|A) = dim(ā′|A) = n y que
a1 ∈ acl(ā, b̄), donde ā′ = (a1, . . . , an), ā′′ = (a2, . . . , an) y b̄ ∈ acl(A). Por la
proposición 1.29 tenemos que

0 = dim(a1|ā′′, b̄, A) = dim(a1, b̄|ā′′, A)− dim(b̄|ā′′, A) =

= dim(b̄|ā′, A) + dim(a1|ā′′, A)− 0 =

= 0 + 1 = 1,

lo cual es una contradicción.

Proposición 1.34. Toda L-fórmula F (x, ȳ) tiene asociada una L-fórmula
δ(ȳ) de forma que para todo b̄ ∈ M , F (x, b̄) define un conjunto infinito si y
sólo si M |= δ(b̄).

Demostración. Supongamos que para todo k ∈ N existe una upla ȳ ∈M tal
que #{c ∈ M : M |= F (x, ȳ)} > k y #{c ∈ M : M |= ¬F (x, ȳ)} > k.
Sea Gk(ȳ) la fórmula que dice que #{c ∈ M : M |= F (x, ȳ)} > k y #{c ∈
M : M |= ¬F (x, ȳ)} > k. Por lo dicho anteriormente, {Gk(ȳ)} es un tipo
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parcial y por serM saturada, existe ȳ0 ∈M que realiza el tipo. Tenemos que
{c ∈M :M |= F (c, ȳ0)} no es finito ni cofinito, lo cual es una contradicción.
Por tanto, existe un número k0 tal que para todo ȳ ∈M tenemos que #{c ∈
M : M |= F (c, ȳ)} ≤ k0 o #{c ∈ M : M |= ¬F (c, ȳ)} ≤ k0. Finalmente,
tomamos la fórmula δ(ȳ) que dice que al menos existen k0 + 1 elementos que
realizan F (x, ȳ).

Proposición 1.35. Dada una L-fórmula F (x1, . . . , xn, ȳ), existe una fórmula
δ(ȳ) ∈ For(L) de forma que para todo b̄ ∈ M existe infinitos x1 para los
cuales existen infinitos x2 para lo cuales ... para los cuales existen infinitos
xn tales que se satisface F (x̄, b̄) si y sólo si M |= δ(b̄).

Demostración. Procedemos por inducción en n. Para n = 1 está demostrado
en la proposición anterior. Supongámoslo cierto para n − 1 y veamos que
es cierto para n. Por la proposición anterior sabemos que existe un fórmula
δn(x̄′, ȳ) tal que para cualesquiera c̄′, d ∈M el conjunto que define F (c̄′, x, d̄)
es infinito si y sólo si se satisface δn(c̄′, d̄). Por hipótesis de inducción, existe
una fórmula δn−1(ȳ) asociada a δn(x̄′, ȳ) con la propiedad del enunciado.
Finalmente, basta tomar como δ(ȳ) la misma δn−1(ȳ).

Notación 1.36. Dada una fórmula F (x̄, ȳ), denominaremos a la fórmula δ(ȳ)
cuya existencia nos asegura la proposición anterior como la fórmula asociada
a la dimensión de F (x̄, ȳ).

Proposición 1.37. Sea F (x̄, ȳ) una fórmula, x̄ una n-upla de variables, y sea
δ(ȳ) la fórmula asociada a su dimensión. Sea b̄ ∈ M y B ⊂ M , |B| < |M |,
bi ∈ B. Entonces M |= δ(b̄) si y sólo si existe ā ∈ Mn tal que M |= F (ā, b̄)
y dim(ā|B) = n.

Demostración. ⇒ Por inducción sobre n. Para n = 1, supongamos que no
es cierto, es decir, que para todo a ∈M si M |= F (a, b̄) entonces existe una
fórmula Ga(x, b̄a), b̄a ∈ B, tal que M |= Ga(a, b̄a) y Ga(x, b̄a) define un con-
junto finito en M . Consideremos el conjunto de fórmulas p(x) = {¬Ga(x, b̄a) :
a ∈ M,M |= F (a, b̄)} ∪ {F (x, b̄}. Si p(x) fuera un tipo parcial sobre B en-
tonces por saturación existiŕıa ã ∈M que lo realizaŕıa, lo cual seŕıa absurdo
puesto que entoncesM |= ¬Gã(ã, b̄ã)∧Gã(ã, b̄ã). Aśı pues p(x) no es un tipo
parcial y por tanto existe un subconjunto finito de p(x) que no se realiza en
M. Puesto cualquier conjunto finito de {¬Ga(x, b̄a) : a ∈ M,M |= F (a, b̄)}
se realiza en M ya que los conjunto que definen ¬Ga(x, b̄a) en M son cofinitos
y puesto que F (x, b̄) se realiza en M , existen Ga1(x, b̄a1), . . . , Gal

(x, b̄al
) tales

que M |= ∀x(F (x, b̄) →
∨l
i=1Gai

(x, b̄ai
)). Por tanto el conjunto que define

F (x, b̄) es finito por estar contenido en el conjunto que define
∨l
i=1Gai

(x, b̄ai
),
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lo cual contradice queM |= δ(b̄). Supongamos cierto el resultado para n− 1
y probémoslo para n. Sea δn−1(x̄′, ȳ) asociada a la dimensión de F (x̄′, xn, b̄) y
sea δ̃(ȳ) la asociada a la dimensión δ(x̄′, ȳ). Observamos queM |= δ̃(b̄) ya que
M |= δ(b̄). Por hipótesis de inducción, existe ā′ ∈M tal queM |= δn−1(ā′, b̄)
y dim(ā′|B) = n − 1. Aplicando el caso n = 1 a la fórmula F (ā′, x, b̄) y
al conjunto B̃ = B ∪ ā′, obtenemos que puesto que M |= δn−1(ā′, b̄), existe
a ∈M tal queM |= F (ā′, a, b̄) y dim(a|B∪ā′) = 1. Finalmente, si denotamos
ā = (ā′, a), tenemos que M |= F (āb̄) y dim(ā|B) = n.
⇐ Sea ā tal que M |= F (ā, b̄) y dim(ā|B) = n. Observamos que existe

infinitos elementos c ∈M tales queM |= F (ā′, c, b̄). Aśı pues,M |= δ(ā′, b̄),
donde δ es la fórmula asociada a F (ā′, x, b̄). Tenemos que existen infinitos
elementos c ∈M tales queM |= δ(ā′′, c, b̄). Siguiendo este proceso demostra-
mos que existe infinitos x1 para los cuales existen infinitos x2 para lo cuales
... para los cuales existen infinitos xn tales que se satisface F (x̄, b̄) y por tanto
M |= δ(b̄).

Definición 1.38. Sea F (x̄, ȳ) ∈ For(L), x̄ = (x1, . . . , xn), y sea b̄ ∈M . De-
cimos que la dimensión de F (x̄, b̄) es n y la denotamos con dim(F (x̄, b̄)) =
n si existe ā ∈ M tal que M |= F (ā, b̄) y dim(ā|b̄) = n. Equivalentemente,
decimos que la dimensión de X es n, dim(X) = n, donde X es el conjunto
de Mn que describe F (x, b̄).

En general, definimos la dimensión de F (x̄, b̄) como el mayor k ≤ n
para el cual existen sub́ındices 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n de forma que la fórmula
F̃ (xi1 , . . . , xik) : ∃xj1 · · · ∃xjn−k

F (x̄, b̄), donde 1 ≤ j1 < . . . < jn−k ≤ n son los
sub́ındices tales que {i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k} = {1, . . . , n}, tiene dimensión k.
Equivalentemente, podemos decir que la dimensión de X, dim(X), donde X
es el conjunto de Mn que describe F (x, b̄), es el mayor k para el que existe
alguna proyección Y de X en Mk tal que dim(Y ) = k.

Observación 1.39. Por la proposición 1.37, dada una fórmula F (x̄, ȳ) ∈
For(L), x̄ = (x1, . . . , xn), y b̄ ∈ M , la dimensión de F (x̄, b̄) es n si y sólo si
M |= δ(b̄), donde δ(ȳ) es la fórmula asociada a la dimensión de F (x̄, ȳ). En
adelante, utilizaremos ambas definiciones indistintamente.

Notación 1.40. Dado un conjunto de ı́ndices 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n como
en la definición anterior, denotaremos con 1 ≤ j1 < . . . < jn−k ≤ n a los
sub́ındices tales que {i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k} = {1, . . . , n}. Denotaremos con
I(k) el conjunto de sub́ındices {i1, . . . , ik} tales que 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n.
Dada una n-upla (c1, . . . , cn) denotaremos con ĉk a la (n− 1)-upla dada por
(c1, . . . , ck−1, ck+1, . . . , cn).

Proposición 1.41. Para toda F (x̄, ȳ) ∈ For(L), x̄ = (x1, . . . , xn) y 1 ≤

20



k ≤ n, existe un fórmula δ(ȳ) ∈ For(L), que depende de F y de k, tal que
M |= δ(b̄) si y sólo si dim(F (x̄, b̄)) = k.

Demostración. Para cualquier 1 ≤ k ≤ n, denotemos S = {i1, . . . , ik} ∈ I(k)

y consideremos las fórmulas FS(xi1 , . . . , xik , ȳ) : ∃xj1 · · · ∃xjn−k
F (x̄, ȳ) junto

con sus fórmulas δS(ȳ) asociadas. Basta considerar la fórmula

δ(ȳ) :

 ∨
S∈I(k)

δS(ȳ)

 ∧
 ∧
S∈I(k+1)

¬δS(ȳ)

 .

Observación 1.42. Dada una fórmula F (x̄, b̄), b̄ ∈M , su dimensión en una
extensión elemental de M será la misma.

Proposición 1.43. Sea X ⊂ Mn un conjunto definible. Entonces, si X es
A-definible, |A| < |M |,

dim(X) = max{dim(ā|A) : ā ∈ X}.

Demostración. Utilizaremos la notación de la demostración de la proposición
anterior. Sea F (x̄, b̄), b̄ ∈ A, la fórmula que define X. Si la dimensión de
X es k, entonces existe S ∈ I(k) tal que M |= δS(b̄). Por la proposición
1.37, sabemos que existe āS ∈ Mk tal que M |= FS(āS, b̄) y dim(āS|A) =
k. Entonces, existe ā ∈ X tal que dim(ā|A) ≥ k. Aśı pues, dim(X) ≤
max{dim(ā|A) : ā ∈ X}. Supongamos que existe ā ∈ X tal que dim(ā|A) >
k. Para simplificar la notación, podemos suponer que (a1, . . . , ak+1) son A-
algebraicamente independientes. Puesto que existe un número infinito de
elementos que satisfacen ∃xk+2 · · · ∃xnF (a1, . . . , ak, xk+1, xk+2, . . . , xn, b̄), te-
nemos queM |= δ(a1, . . . , ak, b̄), donde δ(x1, . . . , xk, ȳ) es la fórmula asociada
a la dimensión de ∃xk+2 · · · ∃xnF (x̄, ȳ). Dado que existen infinitos elementos
que satisfacen δ(a1, . . . , ak−1, xk, b̄), tenemos que M |= δ1(a1, . . . , ak−1, b̄),
donde δ1(x1, . . . , xk−1, ȳ) es la fórmula asociada a la dimensión de la fórmula
δ(x1, . . . , xk, b̄). Siguiendo este proceso, llegamos a que M |= δ2(b̄), donde
δ2(ȳ) es la fórmula asociada a la dimensión de la formula

∃xk+2 · · · ∃xnF (a1, . . . , ak+1, xk+2, . . . , xn, b̄).

Por tanto dim(X) ≥ k + 1, lo cual es una contradicción.

Definición 1.44. Decimos que ā es un punto genérico de X sobre A si
X es A-definible y ā ∈ X con dim(ā|A) = dim(X). Al tipo de un punto
genérico de un conjunto A-definible sobre A lo llamamos tipo genérico de
X sobre A.
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Proposición 1.45. La dimensión de una disjunción finita de fórmulas es el
máximo de las dimensiones de cada una de ellas.

Proposición 1.46. Sea p(x̄) ∈ SMn (A), A ⊂M . Entonces

dim(p) = min{dim(F ) : F ∈ p}.

Demostración. Podemos suponer que |A| < |M | ya que en caso contrario
bastaŕıa trabajar en un extensión elemental suficientemente saturada. Por
saturación, existe ā ∈Mn que realiza el tipo, es decir, p(x̄) = tp(ā|A). Por de-
finición, dim(p) = dim(ā|A). Por la proposición 1.43, para toda fórmula F (x̄)
de p(x̄) tenemos que dim(F ) ≥ dim(ā|A) de lo cual deducimos que dim(p) ≤
min{dim(F ) : F ∈ p}. Para probar la otra desigualdad, sea dim(p) = k. Si
k = n entonces hemos terminado. Si k < n basta probar que existe F ∈ p(x̄)
con dim(F ) ≤ k. Como dim(ā|A) = k, para todo S = {i1, . . . , ik+1} ∈
I(k+1) existe ij(S) ∈ S tal que aij(S)

∈ acl(A ∪ {aij : j 6= j(S)}). Sea

FS(xij(S)
, x̂ij(S)

, b̄), b̄ ∈ A, una fórmula tal que tan sólo existen un número fini-

to de elementos en M que satisfacen FS(xij(S)
, âij(S)

, b̄) y tal que uno de ellos
es aij(S)

. Sea δS(x̂ij(S)
, ȳ) la fórmula asociada a la dimensión uno de la fórmu-

la FS(xij(S)
, x̂ij(S)

, ȳ). Tenemos entonces que M |= ¬δS(âij(S)
, b̄). Por último,

tomemos la fórmula F (x̄, b̄) :
∧
S∈I(k+1)(FS(xij(S)

, x̂ij(S)
, b̄)∧¬δS(x̂ij(S)

, b̄)). Por
construcción, F (x̄) ∈ p(x̄) y dim(F ) ≤ k.

Proposición 1.47. Sea p(x̄) ∈ SMn (A), A ⊂ M . Dado B ⊂ M con A ⊂ B,
existe b̄ en alguna extensión elemental que realiza p y que es independiente
de B sobre A, es decir, tal que dim(b̄|B) = dim(b̄|A) ( o lo que es lo mismo,
tp(b̄|B) es una extensión de p que no bifurca sobre A).

Demostración. Podemos suponer que |B| < |M |, ya que en caso contrario
bastaŕıa trabajar en una extensión elemental suficientemente saturada. Lo
probamos por inducción sobre k = dim(p). Sea ā ∈ M tal que p(x̄) =
tpMn (ā|A). Podemos suponer que ā′ = (a1, . . . , ak) son A-algebraicamente
independientes. Sea ā′′ = (a1, . . . , ak−1). Por hipótesis de inducción, sabemos
que existe b̄′′ = (b1, . . . , bk−1) ∈ M que realiza el tipo tp(ā′′|A) y tal que
dim(b̄′′|B) = k − 1. Sea p′(x) el conjunto de fórmulas {F (b′′, x) : M |=
F (ā′), F (x̄′) ∈ For(LA)} y las fórmulas que expresan que x /∈ acl(B ∪ b̄′′).
Veamos que p′(x) es un tipo parcial. Tomemos Γ(x) = Γ1(x) ∪ Γ2(x) un
subconjunto finito de p(x), donde Γ2(x) son fórmulas que expresan que x /∈
acl(B∪ b̄′′). Sean X1 = {c ∈M :M |= Γ1(c)} y X2 = {c ∈M :M |= Γ2(c)}.
Por el tipo de fórmula que aparecen en Γ2 sabemos que Xc

2 es finito. Si
tuviéramos que X1 ∩X2 = ∅ entonces X1 seŕıa finito y la dimensión de ā′ no
podŕıa ser k. Aśı pues, X1∩X2 6= ∅ y Γ(x) se satisface en M . Por compacidad
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p′(x) es un tipo parcial y por saturación existe bk que lo realiza. Tenemos
que tp(b̄′|A) = tp(ā′|A) y dim(b̄′|B) = k, donde b̄′ = (b1, . . . , bk).

Consideremos el conjunto de fórmulas p(x̄∗) = {F (b̄′, x̄∗) : M |= F (ā)},
donde x̄∗ = (xk+1, . . . , xn). Observamos que dado un número finito de fórmu-
las F1, . . . , Fm de p(x̄∗) tenemos queM |= ∃xk+2 · · · ∃xn

∧m
i=1 Fi(ā

′, x̄∗). Dado
que ā′ y b̄′ tienen el mismo tipo,M |= ∃xk+2 · · · ∃xn

∧m
i=1 Fi(b̄

′, x̄∗). Por com-
pacidad p(x̄∗) es un tipo parcial. Por saturación existe un elemento b̄∗ ∈ M
que realiza el tipo. Aśı pues, (b1, . . . , bn) y (a1, . . . , an) tienen el mismo tipo
y la dimensión de (b1, . . . , bn) sobre B sigue siendo k.

Lema 1.48. Sea X ⊂ Mn un subconjunto A-definible de M y sea f : X →
Mm una función A-definible e inyectiva. Entonces

i) para todo ā ∈ X, dim(ā|A) = dim(f(ā)|A),

ii) dim(X) = dim(f(X)).

Demostración. i) Como f(ā) ∈ acl(A, ā) y por la inyectividad de la fun-
ción ā ∈ acl(A, f(ā)), tenemos que acl(A, ā) = acl(A, f(ā))). Por tanto,
dim(ā|A) = dim(f(ā)|A).

ii) Por i) tenemos que

dim(X) = max{dim(ā|A) : ā ∈ X} =

= max{dim(f(ā)|A) : ā ∈ X} =

= dim(f(X)).

1.6. Multiplicidad

Sea M una L-estructura fuertemente minimal y saturada.

Proposición 1.49. Sea p(x̄) ∈ SMn (A). Dado B ⊂M con A ⊂ B, el cardinal
del conjunto

{tp(b̄|B) : b̄ realiza p(x̄), dim(b̄|B) = dim(p)},

es finito. Es más, dicho cardinal está acotado por un número que depende de
p y pero no de B.

Demostración. Por la proposición 1.47 existe una upla ā en alguna extensión
elemental que realiza p(x̄) y tal que dim(ā|B) = dim(ā|A) = dim(p) = k.
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ā′ = (a1, . . . , ak) son alge-
braicamente independientes sobre B. En particular, tendremos que ā′ tam-
bién son algebraicamente independientes sobre A. Para cada j = k+1, . . . , n
existe una fórmula Fj(xj, ā

′, b̄), b̄ ∈ A, tal que M satisface que existen exac-
tamente Nj ∈ N elementos que satisfacen Fj y uno de ellos es aj. Aśı pues, el
número N de uplas que satisfacen la fórmula H(ā′, x̄′′, b̄) :

∧n
j=k+1 Fj(xj, ā

′, b̄),
x̄′′ = (xk+1, . . . , xn), es menor que Nk+1 · · ·Nn + 1. De entre las uplas que sa-
tisfacen la fórmula anterior seleccionamos las uplas ā′′1, . . . , ā

′′
m tales que reali-

zan el tipo p(ā′, x̄′′). Sean ā1 = ā, ā2 = (ā′, ā′′2), . . . , ām = (ā, ā′′m). Obsérvese
que para cada upla que satisface H(ā′, x̄′′, b̄) pero que no realiza p(ā′, x̄′′)
podemos encontrar una formula de p(ā′, x̄′′) que dicha upla no satisface.
Sean estas fórmulas F̃1(ā′, x̄′′), . . . , F̃N−m(ā′, x̄′′) ∈ p(ā′, x̄′′) y sea H̃(x̄) :∧N−m
i=1 F̃i(x̄). Observamos que si una upla cuyas k primeras coordenadas es

ā′ satisface H(x̄)∧ H̃(x̄) entonces es alguna de las āi. Consideremos los tipos
{q1(x̄), . . . , qs(x̄))} = {tp(āj|B) : 1 ≤ j ≤ m}. Obsérvese que en general
s ≤ m. Sean Gi(x̄), 1 ≤ i ≤ s, tales que Gi(x̄) ∈ qj(x̄) si y sólo si i = j.
Tenemos entonces que

i) la fórmula que dice que todo x̄′′ que satisfaga H(x̄′, x̄′′) ∧ H̃(x̄′, x̄′′)
satisface exactamente una de las Gi(x̄

′, x̄′′) es una fórmula de tp(ā′|B),

ii) la fórmula que dice que todo x̄′′ que satisfaga H(x̄′, x̄′′) ∧ H̃(x̄′, x̄′′) ∧
Gi0(x̄

′, x̄′′) satisface G(x̄), donde G(x̄) es cualquier fórmula de qi0(x̄),
es una fórmula de tp(ā′|B).

Sea d̄ una upla en alguna extensión elemental que realice p(x̄) y tal que
dim(d̄|B) = dim(d̄|A) = dim(p) = k, donde d̄′ = (d1, . . . , dk) son B-
algebraicamente independientes. Por la proposición 1.32 tenemos que

tp(ā′|B) = tp(d̄′|B).

Por i), y puesto que se satisface la fórmula H(d̄) ∧ H̃(d̄), para algún i0 se
satisface Gi0(d̄). Por ii), tp(d̄|B) = qi0(x̄). Obsérvese que el número s depen-
derá de B, pero en cualquier caso nunca podrá exceder la cota m, la cual tan
sólo depende de A.

Definición 1.50. Sea p(x̄) ∈ SMn (A). Definimos la multiplicidad de p
como

mult(p(x̄)) = max{C(B) : A ⊂ B ⊂M},

donde C(B) = #{tp(b̄|B) : b̄ realiza p(x̄), dim(b̄|B) = dim(p)}, es decir,
C(B) es el número de extensiones de p en S(B) que no bifurcan sobre A.
Decimos que un tipo p(x̄) ∈ SMn (A) es estacionario si mult(p(x̄)) = 1.
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Observación 1.51. 1) La multiplicidad de p(x̄) coincide con el número de
tipos globales que extienden a p y que tienen dim(p).

2) Dada la definición 1.50, surge una pregunta natural: ¿para una extensión
elemental de M la multiplicidad de un tipo de S(A), A ⊂ M , sigue siendo
la misma? Veremos que aśı es en la observación 1.57.

Lema 1.52. Sea X ⊂ Mn un conjunto A-definible y sean Xα, α < ω,
subconjuntos A-definibles de X disjuntos dos a dos tales que dim(Xα) ≥ 0.
Entonces dim(X) ≥ 1. Es decir, todo conjunto X infinito A-definible tiene
dimensión mayor o igual que 1.

Demostración. Sea F (x̄) ∈ For(LA) la fórmula que define X. Supongamos
que dim(X) = 0. Entonces para todo ā ∈ X existe una fórmula Gā(x̄) ∈
For(LA) tal que M |= Gā(x̄) y existen un número finito de uplas en Mn

que la satisfacen. Consideremos el conjunto de fórmulas p(x̄) = {¬Gā(x̄) :
ā ∈ X} ∪ {F (x̄)}. Tomemos un subconjunto finito Γ0(x̄) = {¬Gai

(x̄) : i =
1 ≤ i ≤ l} ∪ {F (x̄)}, āi ∈ X. Puesto que por hipótesis X tiene infinitos
elementos y tan sólo existe un número finito de elementos que satisfacen
Ga1 ∨ · · · ∨ Gal

, Γ0(x̄) se satisface en M . Por compacidad p(x̄) es un tipo
y por saturación existe ā ∈ Mn que lo realiza, lo cual no es posible ya que
entonces M |= Gā(ā) ∧ ¬Gā(ā).

Proposición 1.53. Sea X un conjunto definible en M . Entonces dim(X) ≥
r + 1 si y sólo si existe una colección de conjuntos definibles {Xα : α < ω},
disjuntos dos a dos, Xα ⊂ X, dim(Xα) ≥ r .

Demostración. ⇐ Supongamos que X y Xα son A-definibles. Sean F y
Fα las fórmulas que definen los conjuntos X y Xα, respectivamente. Sean
b̄α ∈ Xα tales que dim(b̄α|A) ≥ r. Por tanto para cada α existen sub́ındices
(i1(α), . . . , ir(α)) tales que (bαi1(α), . . . , b

α
ir(α)) son algebraicamente indepen-

dientes sobre A. Haciendo un par de reducciones podemos simplificar el pro-
blema.

Podemos suponer que (i1(α), . . . , ir(α)) = (1, . . . , r) para todo α. Efec-
tivamente, existen unos sub́ındices (i1, . . . , ir) que se repiten infinitas
veces, ya que en caso contrario el número de conjuntos Xα seŕıa fi-
nito. Reordenando las variables podemos suponer que (i1, . . . , ir) =
(1, . . . , r). Sin pérdida de generalidad, prescindimos de todos los con-
juntos Xα tales que (i1(α), . . . , ir(α)) es distinto de (1, . . . , r).

Denotemos b̄α = (b̄α0 , c̄
α), donde b̄α0 = (bα1 , . . . , b

α
r ). Observamos que

por la proposición 1.32 y dado que dim(b̄α0 |A) = r para todo α < ω,
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tenemos que tp(b̄α0 |A) = tp(b̄β0 |A), α, β < ω. Fijemos b̄0 = b̄α0 para algún
α < ω. Para cada β < ω sea ϕβ ∈ AutA(M) tal que ϕβ(b̄β0 ) = b̄0. Dicho
automorfismo existe por la proposición 1.3. Puesto que ϕ fija punto
a punto el conjunto A, ϕ(Xβ) = Xβ. Aśı pues, podemos suponer que

b̄β0 = b̄0 para todo β < ω.

Dadas estas dos reducciones, consideremos los conjuntos X̃ = {c̄ : F (b̄0, c̄)}
y X̃α = {c̄ : Fα(b̄0, c̄)}. Ambos conjuntos son A ∪ {b1, . . . , br}-definibles y
dim(X̃α) ≥ 0. Por el lema 1.52 dim(X̃) ≥ 1 y por tanto dim(X) ≥ r + 1.
⇒ Sea F (x̄) ∈ For(LA) la fórmula que define el conjunto X. Sabemos

que existe una n-upla b̄ ∈ X tal que dim(b̄|A) ≥ r + 1. Podemos suponer
que (b1, . . . , br+1) son A-algebraicamente independientes. Aśı pues, existen
infinitos bα ∈ M tales que M |= ∃xr+2 · · · ∃xnF (b1, . . . , br, bα, xr+2, . . . , xn).
Consideremos los conjuntos Xα ⊂ X definidos por la fórmula F (x̄)∧ (xr+1 =
bα). Tenemos que los Xα son disjuntos dos a dos, son definibles y dim(Xα) ≥
r.

Definición 1.54. Sea X un conjunto definible de Mn con dim(X) = m.
Definimos la multiplicidad de X, la cual denotamos con mult(X), como
el máximo k para el cual existe una partición de X en k conjuntos definibles
de dimensión m.

Observación 1.55. 1)La multiplicidad de un conjunto X es finita. En caso
contrario, seŕıa posible encontrar infinitos subconjuntos definibles Xn disjun-
tos dos a dos con la misma dimensión queX, lo cual contradiŕıa la proposición
1.53.

2) Dada una fórmula F (x̄, ā), ā ∈ M , la multiplicidad es la misma en
cualquier extensión elemental N de M. Denotemos con multM(F ) = m
y multN (F ) = m̃ ambas multiplicidades. Es evidente que multM(F ) ≤
multN (F ). Sean G1(x̄, b̄), . . . , Gm̃(x̄, b̄) tales que los conjuntos que definen
en N son disjuntos dos a dos, tienen dimensión dim(F (x̄, ā)) y su unión es
igual al conjunto que define F (x̄, ā). Sea la fórmula que dice que existe una
upla ȳ tal que G1(x̄, ȳ), . . . , Gm̃(x̄, ȳ) tales que los conjuntos que definen en
N son disjuntos dos a dos, tienen dimensión dim(F (x̄, ā)) y su unión es igual
al conjunto que define F (x̄, ā). Puesto que esta fórmula se satisface en N ,
también se satisface en M. Aśı pues, m̃ ≤ m.

Proposición 1.56. Sea p(x̄) ∈ S(A), dim(p) = m. Entonces

mult(p) = min{mult(F (x̄)) : F (x̄) ∈ p(x̄), dim(F (x̄)) = m}.
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Demostración. Sea F (x̄, b̄) ∈ p(x̄), ā ∈ M , con dim(F (x̄, b̄)) = m. Veamos
que mult(p) ≤ mult(F (x̄, b̄)). Sea B ⊂ M tal que el número de tipos en
S(B) que extienden a p(x̄) y no bifurcan sobre A es k = mult(p). Sean
p1(x̄), . . . , pk(x̄) ∈ S(B) dichos tipos y sean Fj(x̄, b̄j), b̄j ∈ B, tales que
Fj ∈ pj y Fj /∈ pi si i 6= j. Consideremos las fórmulas Gj(x̄) : F (x̄, b̄) ∧
Fj(x̄, b̄j)∧

∧
i 6=j ¬Fi(x̄, b̄i) para j = 1, . . . , k. Sean Xj = Gj(M), j = 1, . . . , k,

y X̃k = {ā ∈ Mn : M |= F (x̄, b̄) ∧
∧k
j=1 ¬Fj(ā, b̄j)}. Obsérvese que los

conjuntos X1, . . . , Xk−1, Xk ∪ X̃k son disjuntos dos a dos y que dim(X1) =
. . . = dim(Xk−1) = dim(Xk ∪ X̃k) = m. Como dichos conjuntos constituyen
una partición de F (x̄, b̄) deducimos que k ≤ mult(F (x̄, b̄)).

Sea F (x̄) ∈ p(x̄), dim(F ) = m y mult(F ) = d, donde d es la multiplicidad
mı́nima de las fórmulas de p. Sean G1, . . . , Gd ∈ For(LB), A ⊂ B ⊂ M ,
dim(Gi) = m de forma que F (M) sea unión disjunta de los subconjuntos
Gi(M). La multiplicidad de las fórmulas Gi es 1 porque en caso contrario la
multiplicidad de F seŕıa mayor que d. Consideremos el conjunto de fórmulas

qi(x̄) = {H(x̄) ∈ For(LB) : dim(H ∧Gi) = m}.
Dado que mult(Gi) = 1, si H1, H2 ∈ qi entonces H1 ∧H2 ∈ qi(x̄) y por tanto
qi es un tipo. Para toda fórmula H(x̄) ∈ For(LB), puesto que dim(Gi) = m,
o bien H ∈ qi(x̄) o bien ¬H ∈ qi(x̄) y por tanto qi es completo. Como el
conjunto de fórmulas p(x̄) ∪ {Gi(x̄)} es un tipo parcial y mult(F ∧Gi) = 1,
tenemos que la única extensión en S(B) que no bifurca sobre A es qi. Por
tanto los qi son extensiones de p que no bifurcan sobre A. Finalmente, por
ser los tipos q1, . . . , qd distintos dos a dos, obtenemos que mult(p) ≤ d.

Observación 1.57. Veamos que dado un tipo p(x̄) ∈ S(A), A ⊂ M , la
multiplicidad de dicho tipo es la misma para cualquier extensión elemental N
deM. Es consecuencia directa de la proposición anterior y de la observación
1.55, ya que

multM(p) = min{multM(F ) : F ∈ p, dim(F ) = dim(p)} =

= min{multN (F ) : F ∈ p, dim(F ) = dim(p)} =

= multN (p).

Proposición 1.58. Sea X un conjunto A-definible con dim(X) = m y
mult(X) = 1. Entonces, dados dos puntos genéricos ā y b̄ de X tenemos
que tp(ā|A) = tp(b̄|A).

Demostración. Sea F (x̄) ∈ For(LA) la fórmula que define X. Supongamos
que existe G(x̄) ∈ tp(ā|A) tal que G /∈ tp(b̄|A). Observamos que X = X1∪X2,
donde X1 = {c̄ :M |= F (x̄)∧G(x̄)} y X2 = {c̄ :M |= F (x̄)∧¬G(x̄)}. Dado
que mult(X) = 1, X1 y X2 son disjuntos, son definibles y tienen dimensión
m, deducimos que X1 = X2, lo cual es una contradicción.
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1.7. Bases canónicas

Sea p(x̄) ∈ S(A), A ⊂ M , un tipo estacionario y sea F (x̄, b̄) ∈ p(x̄) tal
que dim(F (x̄, b̄)) = dim(p) = m y mult(F (x̄, b̄)) = 1. Sea la δ(ȳ) la fórmula
asociada a la dimensión de F (x̄, ȳ) y consideremos la fórmula G(ȳ) dada por

δ(ȳ)∧∀z̄(δ(z̄)→ (dim(F (x̄, ȳ)∧F (x̄, z̄)) 6= m∨dim(F (x̄, ȳ)∧¬F (x̄, z̄)) 6= m).

Obsérvese que para todo b̄′ tal que dim(F (x̄, b̄′)) = m y mult(F (x̄, b̄′)) = 1
se satisface G(b̄′). Sea la relación de equivalencia ∅-definible dada por

b̄1Eb̄2 ⇔ (b̄1 = b̄2) ∨ (G(b̄1) ∧G(b̄2) ∧ dim(F (x̄, b̄1) ∧ F (x̄, b̄2)) = m).

La única comprobación no trivial de que esta relación es de equivalencia es la
propiedad transitiva entre elementos que satisfacen la fórmula G: sean b̄1, b̄2 y
b̄3 que satisfagan G y tales que b̄1Eb̄2 y b̄2Eb̄3. Observamos que dim(F (x̄, b̄1)∧
F (x̄, b̄2) ∧ ¬F (x̄, b̄3)) < m, ya que dim(F (x̄, b̄2) ∧ ¬F (x̄, b̄3)) < m. Puesto
que dim(F (x̄, b̄1) ∧ F (x̄, b̄2)) = m, tenemos que dim(F (x̄, b̄1) ∧ F (x̄, b̄2) ∧
F (x̄, b̄3)) = m y por tanto dim(F (x̄, b̄1) ∧ F (x̄, b̄3)) = m.

Definición 1.59. Sea p(x̄) ∈ S(A) un tipo estacionario y sean b̄ y E como en
el párrafo anterior. La base canónica de p, la cual denotamos con Cb(p),
es el elemento fE(b̄) ∈M eq

Observación 1.60. Cb(p) es el único elemento que satisface la fórmula
F̃ (y) : fE(b̄) = y, donde b̄ y E son los de la definición anterior, y por tanto
tenemos que Cb(p) ∈ dcl(A).

Proposición 1.61. Cualesquiera dos bases canónicas de un tipo son inter-
definibles.

Demostración. Sea un tipo p(x̄) ∈ S(A) y sean F (x̄, b̄), H(x̄, c̄) ∈ p(x̄) un
par de fórmulas tales que dim(H(x̄, c̄)) = dim(F (x̄, b̄)) = dim(p) = m y
mult(H(x̄, c̄)) = mult(F (x̄, b̄)) = 1. Sean E y E ′ las relaciones de equiva-
lencia utilizadas para definir la base canónica con las fórmulas F (x̄, b̄) y
H(x̄, c̄) respectivamente. Por simetŕıa basta probar que fE(b̄) ∈ dcl(fE′(c̄)).
Denotemos b = fE(b̄) y c = fE′(c̄). Se considera la siguiente fórmula de Leq

F̃ (y) : ∃ȳ∃z̄(G(ȳ) ∧ fE(ȳ) = y ∧ fE′(z̄) = c ∧ dim(F (x̄, ȳ) ∧H(x̄, z̄)) = m).

Veamos que b es el único elemento que la satisface. Sea b̃ ∈M eq que satisfaga
la fórmula. Tenemos entonces que existen b̄1 y c̄1 tales que dim(F (x̄, b̄1) ∧
H(x̄, c̄1)) = m, fE′(c̄1) = c y fE(b̄1) = b. Puesto que dim(H(x̄, c̄1)∧H(x̄, c̄)) =
m tenemos que dim(H(x̄, c̄1) ∧ ¬H(x̄, c̄)) < m y por tanto dim(F (x̄, b̄1) ∧
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H(x̄, c̄1)∧¬H(x̄, c̄)) < m. Deducimos entonces que dim(F (x̄, b̄1)∧H(x̄, c̄1)∧
H(x̄, c̄)) = m y en particular dim(F (x̄, b̄1)∧H(x̄, c̄)) = m . Por otro lado, te-
nemos que dim(F (x̄, b̄)∧H(x̄, c̄)) = m. Como dim(¬F (x̄, b̄)∧H(x̄, c̄)) < m,
tenemos que dim(¬F (x̄, b̄)∧H(x̄, c̄)∧H(x̄, c̄1)) < m y por tanto dim(F (x̄, b̄)∧
H(x̄, c̄) ∧ H(x̄, c̄1)) = m.En particular dim(F (x̄, b̄) ∧ F (x̄, b̄1)) = m. Final-
mente, fE(b̄1) = b = b̃.

Proposición 1.62. Sea p(x̄) ∈ S(A), A ⊂ M , un tipo estacionario. Dado
C ⊂M ,

1) Cb(p) ∈ acl(C) si y sólo si existe ā en alguna extensión elemental que
realiza p(x̄) y tal que dim(ā|A ∪ C) = dim(ā|C) = dim(p),

2) Cb(p) ∈ dcl(C) si y sólo si existe ā que realiza p(x̄) y tal que dim(ā|A∪
C) = dim(ā|C) = dim(p) y mult(tp(ā|C)) = 1.

Demostración. 1) Supongamos que existe tal ā. Entonces tp(ā|C) tienen di-
mensión m = din(p). Sea H(x̄, c̄) ∈ tp(ā|C) tal que dim(H(x̄, c̄)) = m y
mult(H(x̄, c̄)) = mult(tp(ā|C)). Sea F (x̄, b̄) ∈ p(x̄) tal que dim(F (x̄, b̄)) = m
y mult(F (x̄, b̄)) = 1 y sean la relación de equivalencia E y la fórmula G uti-
lizadas en la definición de la base canónica. Consideremos la fórmula

H(y) : ∃ȳ(fE(ȳ) = y ∧G(ȳ) ∧ dim(F (x̄, ȳ) ∧H(x̄, c̄)) = m).

Es evidente queM |= H(Cb(p)) ya que dim(ā|A∪C) = m. Supongamos que
existen distintos b1, . . . , bk ∈M eq que satisfacen la fórmula. Sean b̄1, . . . , b̄k ∈
M tales que fE(b̄j) = bj, M |= G(b̄j) y dim(F (x̄, b̄j) ∧H(x̄, c̄)) = m. Puesto
los elementos fE(b̄j) son distintos dos a dos, deducimos que dim(F (x̄, b̄i) ∧
F (x̄, b̄j)) 6= m para i 6= j. Consideremos las fórmulas Hj(x̄) : H(x̄, c̄) ∧
F (x̄, b̄j)∧

∧
i 6=j ¬F (x̄, b̄i), j = 1, . . . , k. Puesto que dim(F (x̄, b̄j)∧H(x̄, c̄)) =

m, por la proposición 1.43 existe una upla ā que satisface la fórmula F (x̄, b̄j)∧
H(x̄, c̄) y tal que dim(ā|c̄, b̄1, · · · , b̄k) = m. Si ā satisficiese la fórmula F (x̄, b̄i),
i 6= j, entonces tendŕıamos que la dimensión de F (x̄, b̄i) ∧ F (x̄, b̄j) es m, lo
cual es una contradicción. Por tanto ā satisface la fórmula ¬F (x̄, b̄i) para todo
i 6= j, de lo que se deduce que dim(Hj) = m. Aśı pues, los conjuntos Hj(M),
j = 1, . . . , k son disjuntos dos a dos y tienen dimensión m. Sea H̃k(x̄) :
H(x̄, c̄)∧¬H1(x̄)∧· · ·∧¬Hk(ā)}. Como Hk(M) ⊂ Hk(M)∪H̃k(M) ⊂ H(M),
tenemos que dim(Hk(M)∪H̃k(M)) = m. Por tantoH(M) es la union disjunta
de H1(M), · · · , Hk−1(M), Hk(M)∪H̃k(M), los cuales tienen dimensión m, de
lo que deducimos que mult(H(x̄, c̄)) ≥ k. Aśı pues, el número de elementos
que satisface H(y) es menor o igual que mult(H(x̄, c̄)). Por tanto Cb(p) ∈
acl(C). Obsérvese que en particular si mult(H(x̄, c̄)) = 1 entonces Cb(p) ∈
dcl(C).
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Probemos la otra implicación. Por la proposición 1.47, existe una upla
ā que realiza el tipo p(x̄) tal que dim(ā|A ∪ C) = dim(p). Consideremos el
conjunto B =

⋃
ϕ∈AutC(M) ϕ(A∪C). Obsérvese que para todo ϕ ∈ AutC(M)

tenemos que ϕ(B) = B. Podemos suponer que |B| < |M |, ya que en ca-
so contrario bastaŕıa trabajar en una extensión |M |+-saturada. Supongamos
que dim(ā|C) > dim(p). Veamos que existen infinitos tipos qα = tp(āα|B) ∈
S(B), α < ω, mult(qα) = 1, dim(qα) = dim(p), que extienden a tp(ā|C)
y que son distintos dos a dos. Efectivamente, sea F (x̄) ∈ tp(ā|C) tal que
dim(F ) = dim(tp(ā|C)) y mult(F ) = 1. Por la proposición 1.53 existen
fórmulas Fα, α < ω, dim(Fα) = dim(p), tales que los conjuntos que defi-
nen forman una partición disjunta del conjunto que define F . Aśı pues, cada
una de estas fórmulas nos proporciona un tipo qα como los que queremos.
Podemos suponer que dim(ā|B) = dim(p) ya que en caso contrario bas-
taŕıa sustituir ā por una upla adecuada. Observamos que para todo α < ω
existe ϕα ∈ AutC(M) tal que ϕαā = āα. Sea F (x̄, b̄) ∈ tp(ā|A) tal que
dim(F (x̄, b̄)) = dim(p) y mult(F (x̄, b̄)) = 1. Tenemos que F (x̄, ϕαb̄) ∈ qα,
dim(F (x̄, ϕαb̄)) = dim(p) y mult(F (x̄, ϕαb̄)) = 1. Aśı pues, si E es la rela-
ción de equivalencia utilizada para definir la base canónica de p utilizando
la fórmula F (x̄, b̄), entonces ¬ϕαb̄Eϕβ b̄, para cualesquiera α 6= β. Por tanto
#{ϕα(Cb(p)) : α < ω} = ω y por tanto Cb(p) /∈ acl(C).

2) La implicación de derecha a izquierda la hemos visto en la demostración
de 1). Probemos la otra implicación. Si no existe ā que realiza p(x̄) y tal
que dim(ā|A ∪ C) = dim(ā|C) = dim(p) entonces por la observación ante-
rior Cb(p) /∈ acl(C) ⊃ dcl(C). Supongamos que existe ā que realiza p(x̄)
y tal que dim(ā|A ∪ C) = dim(ā|C) = dim(p) y mult(tp(ā|C)) = k > 1.
Sea B =

⋃
ϕ∈AutC(M) ϕ(A ∪ C). Podemos suponer que |B| < |M |, ya que

en caso contrario bastaŕıa trabajar en una extensión |M |+-saturada. Puesto
que mult(tp(ā|C)) = k > 1, existen p1, . . . , pl ∈ S(B), l ≤ k, distintos
dos a dos que extienden a tp(ā|C) y dim(pi) = dim(p). Podemos suponer
que l = k y que por tanto mult(pi) = 1. Podemos suponer también que
dim(ā|B) = dim(p) ya que en caso contrario bastaŕıa con sustituir ā por
una upla adecuada. Denotemos con āi a una upla que realiza el tipo pi.
Observamos que para i = 1, . . . , k existe ϕi ∈ AutC(M) tal que ϕiā = āi.
Sea F (x̄, b̄) ∈ tp(ā|A) tal que dim(F (x̄, b̄)) = dim(p) y mult(F (x̄, b̄)) = 1.
Tenemos que F (x̄, ϕib̄) ∈ pi y dim(F (x̄, ϕib̄)) = dim(p) y mult(F (x̄, ϕib̄)) =
1. Aśı pues, si E es la relación de equivalencia utilizada para definir la base
canónica de p, entonces ¬ϕib̄Eϕj b̄, ∀i 6= j. Finalmente Cb(p) /∈ dcl(C) ya
que ϕi(Cb(p)) 6= Cb(p), i = 1, . . . , k.

Proposición 1.63. Supongamos queM tiene eliminación débil de imagina-
rios. Entonces cualquier p ∈ S(A) sobre un subconjunto A de M algebraica-
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mente cerrado es estacionario.

Demostración. Sea q ∈ S(M) una extensión de p que no bifurca sobre A.
Puesto que mult(q) = 1, podemos considerar su base canónica Cb(q). Por
la eliminación débil de imaginarios, existe c̄ ∈ M tal que Cb(q) ∈ dcl(c̄)
y c̄ ∈ acl(Cb(q)). Observamos que puesto que dim(q) = dim(p), por 1.62
tenemos que Cb(q) ∈ acl(A). Aśı pues,

c̄ ∈ acl(Cb(q)) ⊂ acl(acl(A)) = acl(A) = A.

Por 1.62 y puesto que Cb(q) ∈ dcl(c̄), existe ā ∈ M que realiza p tal que
dim(ā|c̄) = dim(p) y mult(tp(ā|c̄)) = 1. Como c̄ ∈ A, tenemos que mult(p) =
1.

Definición 1.64. Decimos que dos tipos p1 ∈ S(A) y p2 ∈ S(B), dim(p1) =
dim(p2), son paralelos, y lo denotaremos con p1||p2, si existe una extensión
de p1 y p2 que no bifurca sobre A.

Proposición 1.65. Sea p(x̄) ∈ S(A), A ⊂ M , un tipo estacionario. Sea N
extensión elemental de M. Entonces, para todo ϕ ∈ Aut(N ), ϕ(Cb(p)) =
Cb(p) si y sólo si pϕ es paralelo a p, donde pϕ(x̄) = {F (x̄, ϕā) : F (x̄, ā) ∈
p(x̄)}.

Demostración. Sea F (x̄, b̄) ∈ p tal que dim(F (x̄, b̄)) = dim(p) = m y
mult(F (x̄, b̄)) = 1 y sea E la relación de equivalencia utilizada para definir la
base canónica. Observamos que para todo ϕ ∈ Aut(N ), dim(pϕ) = dim(p),
mult(pϕ) = mult(p), dim(F (x̄, ϕb̄)) = dim(p) y mult(F (x̄, ϕb̄)) = 1. Si
ϕ(Cb(p)) = Cb(p) entonces ϕb̄Eb̄ y por tanto dim(F (x̄, ϕb̄) ∧ F (x̄, b̄)) = m.
Veamos que dado B ⊂ N con A ∪ ϕ(A) ⊂ B, existe un tipo q ∈ S(B)
tal que F (x̄, ϕb̄) ∧ F (x̄, b̄) ∈ q y dim(q) = m. Sea el conjunto de fórmulas
formado por F (x̄, ϕb̄) ∧ F (x̄, b̄) y por las fórmulas que expresan que x̄ tiene
dimensión m sobre {b̄, ϕb̄}. Dicho conjunto de fórmulas es un tipo parcial
puesto que dim(F (x̄, ϕb̄) ∧ F (x̄, b̄)) = m y por tanto está incluido en un
tipo completo q0 ∈ S(b̄, ϕb̄) cuya dimensión deberá ser m. Por la proposi-
ción 1.47, existe un tipo completo q ∈ S(B) que extiende a q0 y que no
bifurca sobre {b̄, ϕb̄}. Como F (x̄, ϕb̄) ∈ q|ϕ(A) y F (x̄, b̄) ∈ q|A tenemos que
dim(q|A) = dim(q|ϕ(A)) = m. Obsérvese que si q|A 6= p y q|ϕ(A) 6= pϕ enton-
ces mult(F (x̄, ϕb̄)) = mult(F (x̄, b̄)) > 1. Por tanto deducimos que q|A = p
y q|ϕ(A) = pϕ. Aśı pues p y pϕ son paralelos. Por otro lado, si p y pϕ son
paralelos entonces existe q ∈ S(B), B ⊂ N , tal que q|A = p y q|ϕ(A) = pϕ y
dim(q) = m. En particular F (x̄, ϕb̄) ∧ F (x̄, b̄) ∈ q y por tanto ϕb̄Eb̄.
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1.8. Cuerpos algebraicamente cerrados, tipos y varie-
dades

La teoŕıa de cuerpos algebraicamente cerrados la denotaremos con CAC.
En esta sección F denotará un modelo de CAC y F0 su cuerpo primo. Dado
un subcuerpo K, denotaremos por K a su clausura algebraica. Reservare-
mos el nombre de variedad para los conjuntos algebraicos irreducibles. La
teoŕıa CAC tiene eliminación de cuantificadores sobre L = {+,−, ·, 0, 1}.
Este hecho tiene como consecuencia que muchas de las nociones de teoŕıa de
modelos sobre cuerpos algebraicamente cerrados coincidan con las nociones
algebraicas. Es más, como cualquier extensión elemental F ′ de F vuelve a ser
algebraicamente cerrada y cualquier conjunto X ⊂ F ′ definible se puede de-
finir con una fórmula sin cuantificadores, tenemos que X es finito o cofinito.
Por tanto F es fuertemente minimal.

Notación 1.66. En esta sección utilizaremos las letras ψ, ϕ y φ para designar
fórmulas y reservaremos las letras F y G para denotar cuerpos y grupos
respectivamente.

Proposición 1.67. Sean A ⊂ F y a ∈ F . Entonces

a ∈ acl(A)⇔ a ∈ F0(A).

Demostración. Veamos que si a ∈ acl(A) entonces a ∈ F0(A). Sea ψ ∈
For(LA) tal que F |= ψ(a) y el número de elementos de F que la satis-
facen es finito. Por eliminación de cuantificadores, podemos suponer que ψ
es una fórmula sin cuantificadores. Aśı pues, sin pérdida de generalidad tam-
bién podemos suponer que ψ(x) : (

∧m
1 Pi(x) = 0) ∧ (Q(x) 6= 0), donde

Pi(x), Q(x) ∈ F [x]. Si tuviéramos que ψ(x) : Q(x) 6= 0, entonces existiŕıan
infinitos elementos que satisfaŕıan ψ, lo cual es una contradicción. Por tanto
existe Pi0 ∈ K[x] tal que Pi0(a) = 0. El rećıproco es trivial.

Observación 1.68. En la demostración anterior la fórmula P (x) = 0, donde
P (x) es el polinomio mı́nimo de a sobre F0(A), áısla el tipo de a sobre A.
Efectivamente, podemos suponer que la fórmula P (x) = 0 es equivalente a
una fórmula ψ(x) con parámetros en A y por tanto pertenece a tp(a|A). Sea
b un elemento en alguna extensión elemental tal que ψ(x) ∈ tp(b|A). Para
determinar el tipo de b es suficiente saber los polinomios con coeficientes en
F0(A) que anula. Puesto que P es irreducible y P (b) = 0 tenemos que para
todo Q(x) ∈ F0(A)[x], Q(b) = 0 si y sólo si P divide a Q. Por tanto Q(b) = 0
si y sólo si Q(a) = 0. Aśı pues tp(a|A) = tp(b|A).

Corolario 1.69. Sea A ⊂ F y ā ∈ F . La dimensión de ā sobre A es igual
al grado de transcendencia de F0(A)(ā) sobre F0(A).
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Demostración. Sea k = dim(ā|A). Podemos suponer que ā′ = (a1, . . . , ak)
son A-algebraicamente independientes. Tenemos entonces que los elementos
a1, . . . , ak son transcendentes sobre F0(A). Por la proposición 1.67, para j =
k+ 1, . . . , n, tenemos que, como aj ∈ acl(A∪ ā′), entonces aj ∈ F0(A, ā′), de
lo cual deducimos que F0(A)(ā) es una extensión algebraica de F0(A)(ā′) y
por tanto el grado de transcendencia de F0(A)(ā) sobre F0(A) es k.

Definición 1.70. Sea F cuerpo. Si char(F ) = p, definimos Fins como el
cuerpo que generan sobre F las ráıces pn-ésimas de los elementos de F . Si
char(F ) = 0, definimos Fins = F .

Proposición 1.71. Sea A un subconjunto de F . Entonces

i) si char(F ) = 0, dcl(A) = F0(A) y

ii) si char(F ) = p, dcl(A) = {pn− ráıces de elementos de F0(A) : n < ω}.
Demostración. i) Sea a ∈ dcl(A) y sea ψ ∈ FSQ(LA) tal que F |= ψ(a) y
F |= ∃!xψ(x). Dado que el único elemento que satisface ψ es a, quizá sim-
plificando, tenemos que ψ(x) : x − a = 0. Aśı pues, a ∈ A ó a ∈ dcl(∅). En
cualquier caso, a ∈ F0(A). Supongamos ahora que a ∈ F0(A). Por la propia
construcción de F0(A) sabemos que existe t1, t2 ∈ Ter(LA) tales que a es el
único elemento que satisface la fórmula F (x) : x · t2 = t1.

ii) Sea a ∈ dcl(A) y sea ψ(x) ∈ FSQ(LA) tal que F |= ψ(a) y F |=
∃!xψ(x). Tenemos entonces que ψ(x) : (x − a)mp

n
= 0, para algún m y n

con (m, p) = 1. Podemos suponer que (x − a)mp
n

es irreducible. Si m > 1
entonces P (y) = (y − apn

)m seŕıa separable, ya que P ′(y) 6= 0, y por tanto
tendŕıa m ráıces distintas, lo cual no es posible. Aśı pues m = 1 y por tanto
ap

n ∈ F0(A). Sea ahora a ∈ F una ráız pn-ésima de un elemento de a, es
decir, ap

n − b = 0 para algún b ∈ A. Entonces a es el único elemento que
satisface ψ(x) : xp

n − b = 0, ya que xp
n − b = xp

n − apn
= (x− a)p

n
.

Proposición 1.72. Sea κ un cardinal infinito. Entonces F es κ-saturado si
y sólo si el grado de transcendencia de F sobre F0 es mayor o igual que κ.

Demostración. Veamos que si F es κ-saturado entonces el grado de trans-
cendencia de F sobre F0 es mayor o igual que κ. Supongamos que no es aśı.
Entonces existe A ⊂ F , |A| < κ de forma que la extensión F sobre F (A) es
algebraica. Consideremos el tipo p(x) = {Q(x) 6= 0 : Q ∈ F0(A)[x]}. Puesto
que |F0(A)| < κ, por saturación existe b ∈ F que realiza el tipo, lo cual es
una contradicción.

Veamos ahora el rećıproco. Basta probar que para toda A ⊂ F , |A| < κ,
cualquier tipo p(x) ∈ S1(A) se realiza en F . Por la eliminación de cuantifica-
dores, podemos suponer que p(x) está formado por fórmulas sin cuantifica-
dores. Podemos suponer también sin pérdida de generalidad que las fórmulas
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de p son de la forma
∧s
i=1 Pi(x) = 0 ∧Q(x) 6= 0, con Pi(x), Q(x) ∈ F0(A)[x].

Entonces se pueden dar dos casos,

a) existe una fórmula en p que, escrita de la forma anterior, satisface que
s ≥ 1 y que para algún i0 tenemos que Pi0(T ) 6≡ 0, o

b) todas las fórmulas de p son de la forma Q(x) 6= 0.

Supongamos que estamos en el caso a). Sabemos que existe una extensión
elemental K de F que realiza el tipo. Por ser F algebraicamente cerrado
cualquier elemento que realice el tipo pertenecerá a F por ser un cero de Pi0 .
Por tanto F realiza p. Supongamos ahora que estamos en el caso b). Como
|A| es menor que el grado de transcendencia, la extensión F sobre F0(A) no
puede ser algebraica. Aśı pues, existe b ∈ F que es transcendente sobre F0(A)
y por tanto satisface el tipo.

Proposición 1.73. Sea V ⊂ F n una variedad af́ın. La dimensión de V como
conjunto definible coincide con su dimensión algebraica.

Demostración(Corolario 6.2.23, pag.226,[Ma*]). Denotaremos con dimd(V )
a la dimensión definible y con dima(V ) a la dimensión algebraica. Lo pro-
bamos por inducción en k = dima(V ). Si k = 0 entonces V es un punto y
dimd(V ) = 0. Supongamos que k > 0. Sea ψ(x̄) ∈ For(LF ) la fórmula que
define V . Sea K una extensión elemental |F |+-saturada y sea ā ∈ K tal que
K |= ψ(ā). Consideremos los ideales primos Iā = {P (x̄) ∈ K[x̄] : P (ā) = 0}
y Ĩā = Iā ∩ F [x̄] y la variedad Ṽā = V (Ĩā). Tenemos dos posibilidades:
Ṽā  V , en cuyo caso probaremos que dim(ā|F ) < dima(V ), o Ṽā = V ,
que en cuyo caso probaremos que dim(ā|F ) = dima(V ). Supongamos que
Ṽā  V . Entonces, por ser V irreducible, dima(Ṽā) < dima(V ). Por hipóte-
sis de inducción, dima(Ṽā) = dimd(Ṽā) ≥ dim(ā|F ). Si Ṽā = V entonces
F [ā] = F [V ]. Tenemos entonces que el grado de transcendencia de F (V ) so-
bre F es igual al grado de transcendencia de F (ā) sobre F , el cual coincide
con dim(ā|F ). Aśı pues dima(V ) = dim(ā|F ) ≤ dimd(V ). Por la Proposición
1.43, basta probar que existe ā tal que K |= ψ(ā) y Ṽā = V . Comprobe-
mos que p(x̄) = {P (x̄) 6= 0 : P (v̄) /∈ I} ∪ {ψ(x̄)} es un tipo parcial. Sea
Γ(x̄) = {Pi(x̄) 6= 0 : i = 1, . . . , l} ∪ {ψ(x̄)} ⊂ p(x̄), donde Pi(v̄) /∈ I. De-
notemos Vi = V (Pi). Supongamos que V ∩ (V1 ∪ · · · ∪ Vm)c = ∅. Entonces
V ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vm y por ser V irreducible existe j0 tal que V ⊂ Vj0 , lo cual
es una contradicción puesto que Pj0 /∈ I. Aśı pues, V ∩ (V1 ∪ · · · ∪ Vl)c 6= ∅ y
por tanto existe una upla en F que satisface Γ. Por compacidad p es un tipo
y por saturación existe ā ∈ K tal que Ṽā = V .
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Definición 1.74. Sea K cuerpo y sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal. Decimos
que k ⊂ K es un cuerpo de definición para I si I posee una base como
K-espacio vectorial incluida en k[x̄].

Proposición 1.75. Sea I ⊂ K[x̄] un ideal. Entonces existe un cuerpo mini-
mal de definición de I. Es decir, existe k0 ⊂ K tal que

i) I tiene una base en k0, y

ii) si I tiene una base en k entonces k0 ⊂ k.

El cuerpo minimal de definición de I satisface las siguientes propiedades,

a) para todo f ∈ Aut(K), If = I si y sólo si σ(x) = x, ∀x ∈ k0, y

b) es finitamente generado sobre el cuerpo primo de K.

Demostración(Teorema 7, pag.62,[L*]).

Proposición 1.76. Sea V un conjunto algebraico y sea k ⊂ F un subcuerpo.
Entonces V está definido sobre k en el sentido de teoŕıa de modelos si y solo
si V está definido sobre kins en el sentido algebraico.

Demostración(Corolario 2.7, pag.68,[Bo*]). Si V está definido sobre kins en
el sentido algebraico entonces, por la proposición 1.71, V está definido so-
bre k en el sentido de teoŕıa de modelos de forma evidente. Supongamos
que V está definido sobre k en el sentido de teoŕıa de modelos. Sea k0

el cuerpo minimal de definición de V . Veamos que para todo automorfis-
mo f ∈ Autk(K), K extensión elemental de F , el cuerpo minimal k0 de
I(V ) queda fijo punto a punto. Sea ψ(x̄, ā), ā ∈ k, la fórmula que define
V en F . Sea I(V ) = (P1, . . . , Pl), Pi ∈ k0[x̄], el ideal de V . Obsérvese que
F |= ∀x̄(ψ(x̄, ā)↔

∧l
i=1 Pi(x̄) = 0) y por tanto

K |= ∀x̄(ψ(x̄, ā)↔
l∧

i=1

Pi(x̄) = 0). (?)

Sea VK el conjunto que define ψ(x̄, ā) en K. Observamos que por (?), VK
es un conjunto algebraico cuyo ideal I(VK) es el radical del ideal que ge-
neran P1(x̄), . . . , Pl(x̄) en K[x̄]. Como el ideal que generan P1(x̄), . . . , Pl(x̄)
en F [x̄] es radical por ser el ideal de un conjunto algebraico y por ser K
extensión elemental de F , el ideal que generan P1(x̄), . . . , Pl(x̄) en K[x̄] tam-
bién es radical. Por tanto I(VK) es el ideal que generan P1(x̄), . . . , Pl(x̄)
en K[x̄]. Dado que I(VK) tiene una base en k0 como K-espacio vectorial,
su cuerpo mı́nimo de definición k̃0 está incluido en k0. Sea B una base de
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I(VK) incluida en k̃0[x̄]. Puesto que para todo P ∈ B se satisface la fórmula
K |= ∃ȳ1 · · · ∃ȳl(P = Q1P1 + . . . + QlPl), donde Qi son ciertos polinomios
cuyos coeficientes son ȳi, tenemos que dicha fórmula se satisface también en
F y por tanto B ⊂ I(V ). Como los elementos de la base B son linealmente
independientes sobre K entonces también lo son sobre F y por tanto, dado
que I(V ) y I(VK) tienen dimensión ℵ0, B es base de I(V ) sobre F . Puesto
que I(V ) tiene una base sobre k̃0, el cuerpo mı́nimo de definición k0 de I(V )
está incluido en k̃0. Aśı pues, k̃0 = k0. Dado un automorfismo f ∈ Autk(K),
f deja fijo VK por estar definido sobre k y por tanto f deja fijo punto a punto
k̃0 = k0.

Finalmente, por el teorema de Svenonius, tenemos que k0 ⊂ dcl(k) = kins
y por tanto como V es definible sobre k0 en el sentido algebraico, también lo
es sobre kins.

Proposición 1.77. Sea V ⊂ F n una variedad. Entonces V tiene multiplici-
dad 1. Además, si V está definida en un subcuerpo K de F entonces existe
un único tipo genérico de V sobre K.

Demostración. Supongamos que existen dos conjuntos definibles V1, V2 ⊂ V
tales que dim(V1) = dim(V2) = dim(V ), V = V1∪V2 y V1∩V2 = ∅. Podemos
suponer que V1 = (

∧l
i=1 Pi(x) = 0) ∧ (Q(x) 6= 0), Pi, Q ∈ F [x̄]. Denotemos

X = V (P1, . . . , Pl) y U = V (Q)c. Observamos que X ∩ U ⊂ V ⇒ X ∩ U =
X ∩ U = X ∩ F n = X ⊂ V = V . Además, dim(V ) ≤ dim(V1) ≤ dim(X) ≤
dim(V ), es decir, dim(X) = dim(V ). Puesto que V es irreducible, X =
V . Finalmente, como V2 = V c

1 ∩ V = V ∩ U c es un conjunto algebraico y
dim(V2) = dim(V ) entonces, por ser V irreducible, V2 = V , lo cual es una
contradicción.

Por último, si V está definido sobre K por una fórmula ψ(x̄) ∈ For(LK)
entonces, por lo demostrado anteriormente, mult(ψ(x̄)) = 1. Por tanto sólo
puede existir un tipo p(x̄) ∈ S(K) que contenga a ψ(x̄) y tal que dim(p) =
dim(ψ) ya que en caso contrario ψ(x̄) no tendŕıa multiplicidad 1.

Observación 1.78. i) Sea V una variedad definida sobre K. Sea p(x̄) ∈
S(K) el único tipo genérico de V sobre K. Si ā realiza dicho tipo
entonces V es la variedad generada por ā sobre K, es decir,

V = {c̄ ∈ F : c̄ ∈ V (Iā)},

donde Iā = {P ∈ K[x̄] : P (ā) = 0}.

ii) El cuerpo mı́nimo k0 de definición de I(V ) es la base canónica de p.
Sea f ∈ Aut(K), K extensión de F , y sea VK la variedad del ideal IK ,
es decir, el ideal que generan en K[x̄] los polinomios que generan V en
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F . Por la demostración de la proposición 1.76, el cuerpo de definición
de VK es precisamente k0 y por tanto

f(k0) = k0 ⇔ IK = IfK ⇔ p||pf ⇔ f(Cb(q)) = Cb(q).

Es más, puesto que k0 es finitamente generada sobre F0 existe c̄ ∈ F
tal que k0 = F0(c̄) y por tanto c̄ es la base canónica de p.

Teorema 1.79. La teoŕıa CAC admite eliminación de imaginarios.

Demostración(Lema 1.7, pag.64,[Bo*]). Por la proposición 1.25, F tiene eli-
minación débil de imaginarios ya que acl(∅) es infinito. Veamos que CAC
tiene codificación de conjuntos finitos y aśı, por la proposición 1.21, que-
dará demostrado el teorema. Sean A = {c̄1, . . . , c̄m} un conjunto finito de
uplas de la misma longitud. Denotemos c̄i = (ci1, . . . , cin) y consideremos el
polinomio

Pc̄1,...,c̄m(Z, T1, . . . , Tm) = (Z+c11T1+· · ·+c1nTn) · · · (Z+cm1T1+· · ·+cmnTn).

Sea d̄ los coeficientes de dicho polinomio. Es evidente que d̄ ∈ dcl(A). Veamos

que A es d̄-definible. Sea ψ̃(ȳ) la fórmula que expresa que existen x̄2, . . . , x̄n
tales que d̄ son los coeficientes de Pȳ,x̄2,...,x̄m . Puesto que F [T1, . . . , Tn] es

dominio de factorización única, las únicas uplas que satisfacen ψ̃ son las que
pertenecen a A. Por tanto para todo f ∈ Aut(K), K extensión elemental de
F , f(A) = A si y sólo si f(d̄) = d̄.

Definición 1.80. Un conjunto V es una variedad (abstracta) si existen
subconjuntos V1, . . . , Vm de V y aplicaciones biyectivas fi : Vi −→ Ui, Ui
conjunto algebraico af́ın, tales que

i) Uij = fi(Vi ∩ Vj) es un abierto de Ui,

ii) fj · f−1
i es un isomorfismo entre las variedades quasi-afines Uij y Uji.

La topoloǵıa de Zariski de V es aquella en la que U ⊂ V es abierto si fi(U∩Ui)
es abierto en Ui para todo i = 1, . . . ,m. Un morfismo entre dos variedades
(V, Vi, fi) y (W,Wi, gi) es una aplicación f : V −→ W continua tal que para
cualesquiera i y j la aplicación

gj ◦ f ◦ f−1
i : fi(f

−1(Wj) ∩ Vi) −→ gj(Wj)

es un morfismo entre las variedades quasi-afines fi(f
−1(Wj)) y gj(Wj).
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Observación 1.81. i) Sea f : U −→ K una función regular, donde U
es una variedad quasi-af́ın, es decir, un abierto Zariski de un conjunto
algebraico af́ın. Veamos que es definible. Por definición, para todo ā ∈
U existe un abierto Uā ⊂ U conteniendo a ā y polinomios P,Q ∈
K[x̄] tales que Q es distinto de cero en Uā y f = P/Q en Uā. Puesto
que K[x̄] es noetheriano , podemos tomar Uā1 , . . . , Uām tales que U =⋃m
i=1 Uāi

. Podemos definir f con la fórmula que dice que si ā pertenece
a Uāi

entonces f(ā) = Pi(ā)/Qi(ā). En particular, los morfismos entre
variedades quasi-afines son definibles.

ii) Veamos que una variedad V es interpretable en F . Sean Ui ⊂ F ni ,
1 ≤ i ≤ m, los conjunto algebraicos afines asociados a la variedad V .
Sea n = max{n1, . . . , nm}. Vamos a definir una relación de equivalen-
cia E en F n+m por medio de la cual interpretaremos V . Observamos
primero que es posible incluir de forma natural el conjunto algebraico
Ui en el hiperplano F n × {0} × · · · × {1} × · · · × {0} de F n+m. La re-
lación de equivalencia E relaciona los abiertos Uij y Uji por medio del
isomorfismo definible fij. El resto de los puntos de F n+m que no están
en U1 ∪ . . .∪Um sólo están relacionados consigo mismo. De esta forma
somos capaces de interpretar V . Quizá habŕıa que destacar el detalle
de que las funciones fij, los conjuntos algebraicos Ui y los abiertos Uij
puede que sean definibles con parámetros c̄ ∈ F s y por tanto la rela-
ción E no tiene por qué ser ∅-definible. Sin embargo, podemos definir la
relación de equivalencia en el espacio F s+n+1 convirtiendo los paráme-
tros en variables. Aśı pues E seŕıa ∅-definible. Finalmente podemos
interpretar V como un conjunto definible en M eq con parámetros.

iii) Diremos que una variedad V está definida sobre un subcuerpo K de F
si los conjuntos afines Ui, los conjuntos quasi-afines Uij y los morfismos
fij están definidos sobre K. Observamos que en ese caso tiene sentido
hablar de los puntos K-racionales de V , V (K), ya que si un punto
pertenece a K en una carta entonces pertenecerá a K en todas las
cartas. Si K es definible en F entonces V (K) será interpretable en F .

iv) A menudo trabajaremos con los puntos de V como si fueran puntos de
F n, ya que a trozos podemos identificar V con alguno de sus conjuntos
afines Ui. De hecho, por la eliminación de imaginarios de F , existe una
biyección definible de V con un conjunto definible W de Fm para algún
m.
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2. Estructuras, subestructuras y cuerpos geo-

métricos

Definición 2.1. Una estructura infinitaM es una estructura geométrica
si

i) para todo modelo N de Te(M), la aplicación acl(−) satisface la ley
de intercambio, es decir, si dados a, b ∈ N y A ⊂ N tales que b ∈
acl(A, a) \ acl(A) tenemos que a ∈ acl(A, b),

ii) para cualquier fórmula F (x̄, ȳ) existe un número n tal que para cual-
quier upla b̄ ∈M el conjunto que define F (x̄, b̄) en M es finito si y sólo
si su cardinal es menor o igual que n.

Observación 2.2. 1) La propiedad ii) se satisface para cualquier modelo de
Te(M).

2) Las únicas propiedades esenciales de las estructuras fuertemente mi-
nimales que son necesarias para probar los enunciados de las secciones 1.4
y 1.5, exceptuando la proposición 1.32, son precisamente i) y ii). Por tanto
todo lo dicho en la secciones 1.4 y 1.5 se puede aplicar a las estructuras geo-
métricas. Aśı pues, la noción de dimensión para las estructuras geométricas
está bien definida y su desarrollo se realiza de la misma manera que para las
estructuras fuertemente minimales.

3) Para demostrar la proposición 1.32 de la sección 1.5 es imprescindible
la propiedad de la finitud o cofinitud de los conjuntos definibles de las estruc-
turas fuertemente minimales, que es mucho más fuerte que las propiedades i)
y ii). La demostración de la proposición 1.49, la cual nos asegura la finitud
de la multiplicidad de los tipos completos, utiliza la proposición 1.32. Por
tanto, aunque todav́ıa podemos definir la multiplicidad de un tipo completo
en una estructura geométrica como el supremo de los tipos que lo extienden
sin bifurcar, dicha multiplicidad no será finita en general.

Definición 2.3. Sea M una estructura y A ⊂ M . Dada una upla ā ∈ Mn

definimos el tipo completo de ā sin cuantificadores, qftp(ā|A), como
el conjunto de fórmulas en LA sin cuantificadores que satisface ā en M.
Decimos que a ∈M está en la clausura algebraica sin cuantificadores
de A (en M), escrito a ∈ qfacl(A), si existe una fórmula F (x) ∈ FSQ(LA)
tal que M |= F (a) y sólo existen un número finito de elementos de M que
satisfacen dicha fórmula. Decimos que a ∈M está en la clausura definible
sin cuantificadores de A (en M), escrito a ∈ qfdcl(A), si existe una
fórmula F (x) ∈ FSQ(LA) tal que a es él único elemento de M que satisface
dicha fórmula.
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Notación 2.4. En las definiciones que siguen trabajaremos con varias es-
tructuras al mismo tiempo y por tanto será conveniente distinguir en cada
momento en cual de ellas se está trabajando. Aśı pues, dada una estructura
M, un subconjunto A ⊂ M y una upla ā ∈ M , denotaremos con aclM(A) ,
dclM(A), qfaclM(A), qfdclM(A), tpM(ā|A) y qftpM(ā|A) en el caso de que
pueda haber confusión.

Definición 2.5. Sea D una L-estructura fuertemente minimal que admite
eliminación de cuantificadores. Sea F una subestructura de D. Diremos que
F es una subestructura geométrica de D si

i) F es una L-estructura geométrica,

ii) F es definiblemente cerrado en D, y

iii) para cualquier modelo (D1, F1) de la L∪{R}-teoŕıa Te(D,F ), R nuevo
śımbolo de relación 1-aria, tenemos que para todo A ⊂ F1 y a ∈ F1, si
a ∈ aclF1(A), entonces existe una fórmula sin cuantificadores H(x) ∈
For(LA) tal que D1 |= H(a) y tan sólo existen un número finito de
elementos en D1 que satisfacen H, es decir, a ∈ qfaclD1(A).

Observación 2.6. Sea D una L-estructura fuertemente minimal que admite
eliminación de cuantificadores y sea F una subestructura geométrica de D.
Sea (D1, F1) modelo de la L ∪ {R}-teoŕıa Te(D,F ). Entonces,

1) Por ser F1 subestructura de D1, dados A ⊂ F1 y ā ∈ F1 tenemos que,

• qftpF1(ā|A) = qftpD1(ā|A),

• qfaclD1(A) ∩ F1 ⊂ qfaclF1(A),

• qfdclD1(A) ∩ F1 ⊂ qfdclF1(A).

2) Puesto que D1 tiene eliminación de cuantificadores, deducimos que
aclD1(A) = qfaclD1(A).

3) Observamos que la condición iii) de la definición es equivalente a
aclF1(A) ⊂ F1 ∩ qfaclD1(A), y puesto que F1 es una subestructura de D1,
tenemos que aclF1(A) = F1 ∩ qfaclD1(A). Es más,

aclF1(A) = F1 ∩ qfaclD1(A) = qfaclF1(A).

4) Por ser F definiblemente cerrado en D, para cualquier A ⊂ F tenemos
que qfdclF (A) = dclD(A). Efectivamente, por ser F definiblemente cerra-
do en D tenemos que dclD(A) ⊂ F y por tanto dclD(A) = qfdclD(A) =
qfdclD(A) ∩ F = qfdclF (A).
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5) Sean A ⊂ F y ā ∈ F . Veamos que dimF (ā|A) = dimD(ā|A). Podemos
suponer que dimF (a1, . . . , as|A) = dimF (ā|A). Observamos que puesto que
ai /∈ aclF (A ∪ {a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , as}), la condición iii) nos asegura que
ai /∈ aclD(A ∪ {a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , as}), 1 ≤ i ≤ s. Aśı pues, tenemos que
dimD(a1, . . . , as|A) ≥ s. Como aj ∈ aclF (A ∪ {a1, . . . , as}), s + 1 ≤ j ≤ n,
y por iii) tenemos entonces que aj ∈ aclD(A ∪ {a1, . . . , as}), s + 1 ≤ j ≤ n,
deducimos que dimD(a1, . . . , as|A) = s.

6) Sean A ⊂ F y ā ∈ F . Veamos que dimF (ā|A) depende tan sólo de
qftpF (ā|A). Por tener D eliminación de cuantificadores, existe una correspon-
dencia uno a uno entre los tipos tpD(ā|A) y qftpD(ā|A). Aśı pues, dimD(ā|A)
depende de qftpD(ā|A). Por 5), dimF (ā|A) depende de dimD(ā|A) y por lo
dicho anteriormente dimD(ā|A) depende de qftpD(ā|A) = qftpF (ā|A).

7)Sea X ⊂ Dn un subconjunto definible con parámetros en F . Entonces
X(F ) = X∩F n es definible en F . Efectivamente, X es definible en D con una
fórmula sin cuantificadores y con parámetros en F , la cual definirá también
a X(F ) en F .

Definición 2.7. Sea A un subconjunto de M . Denotaremos con SSQ(A) al
conjunto de los tipos parciales p̃ sobre A compuestos de fórmulas sin cuanti-
ficadores tales que para toda fórmula F (x̄) ∈ FSQ(LA) o bien F ∈ p̃ o bien
¬F ∈ p̃ y a los cuales llamaremos tipos completos sin cuantificadores.

Lo primero que debemos hacer es dotar de un concepto de dimensión a
estos tipos completos sin cuantificadores. La siguiente definición se referirá a
todos los tipos parciales aunque nosotros estemos interesados tan sólo en los
tipos completos sin cuantificadores.

Definición 2.8. Sea p̃(x̄) un tipo parcial sobre A, A ⊂M . Definimos

dimA(p̃) = max{dim(p(x̄)) : p(x̄) ∈ S(A), p̃(x̄) ⊂ p(x̄)}.

El siguiente lema nos asegura que la dimensión de un tipo parcial no
depende del conjunto sobre el cual está definido y por tanto podremos escribir
simplemente dim(p̃).

Lema 2.9. Sean A ⊂ B ⊂ M y p̃(x̄) un tipo parcial sobre A. Entonces
dimA(p̃) = dimB(p̃).

Demostración. Sea p(x̄) ∈ S(A) tal que dimA(p̃) = dim(p). Por la pro-
posición existe un tipo q(x̄) ∈ S(B) tal que dim(p) = dim(q). Por tanto
dimA(p̃) ≤ dimB(p̃). Sea q(x̄) ∈ S(B) tal que dimB(p̃) = dim(q). Entonces
dimA(p̃) ≥ dim(q|A) ≥ dim(q). Aśı pues dimA(p̃) ≥ dimB(p̃).
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Lema 2.10. Sea F una subestructura geométrica de D teniendo D elimina-
ción débil de imaginarios. Sea A ⊂ F algebraicamente cerrado en F , es decir,
aclF (A) = A, y sea ā una upla de F . Entonces qftpD(ā|A) es estacionario.

Demostración. Por la proposición 1.33 tenemos que q = tpD(ā|aclD(A)) es
una extensión de p = tpD(ā|A) que no bifurca sobre aclD(A). Puesto que
aclD(A) es algebraicamente cerrado, por el lema 2.10 tenemos que q es es-
tacionario. Sea Cb(q) la base canónica de q. Como D tiene eliminación de
imaginarios, existe una upla c̄ ∈ D tal que c̄ ∈ dclD(Cb(q)) y Cb(q) ∈ dclD(c̄).
Demostremos que c̄ ∈ dclD(ā, A). Sea D′ una extensión elemental de D
y sea un automorfismo f ∈ Autā,A(D′). Como qf = tp(f(ā)|f(acl(A))) =
tp(ā|acl(A)) = q tenemos que qf ||q y por tanto, por la proposición 1.65,
f(Cb(q)) = Cb(q). En particular, f(c̄) = c̄. Por el teorema de Svenonius,
c̄ ∈ dclD(ā, A). Puesto que c̄ ∈ dclD(ā, A) ⊂ F y c̄ ∈ dclD(Cb(q)) ⊂
dclD(aclD(A)) = aclD(A), deducimos c̄ ∈ aclD(A) ∩ F = aclF (A) = A.
Aśı pues, por la proposición 1.62 tenemos que p es estacionario.

Definición 2.11. Sea F un cuerpo visto como L-estructura, donde L =
{+, ·, 0, 1,−}. Decimos que F es un cuerpo geométrico si F es una sub-
estructura geométrica de F , donde F es la clausura algebraica de F .

Proposición 2.12. Un cuerpo F es geométrico si y sólo si se satisfacen las
siguientes propiedades

(a) F es perfecto,

(b) para cualquier modelo F1 de Te(F ) y subconjunto A ⊂ F1 la clausu-
ra algebraica de A en el sentido de teoŕıa de modelos y en el sentido
algebraico coinciden, y

(c) para cada fórmula ψ(x̄, ȳ) existe un número N0 ∈ N tal que para cual-
quier modelo F1 de Te(F ) y para cualquier upla b̄ ∈ F1, si ψ(x̄, b̄)
define un conjunto finito entonces dicho conjunto tiene como mucho
N0 elementos.

Demostración. Supongamos que F es cuerpo geométrico y comprobemos que
satisface las tres propiedades.

(a) Si la caracteŕıstica de F es cero entonces F es perfecto. Si F tiene
caracteŕıstica p entonces basta comprobar que para todo b ∈ F existe
a ∈ F tal que ap = b. Pero eso se deduce directamente del hecho de
que F es definiblemente cerrado en D.
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(b) Veamos que si a ∈ aclF1(A) entonces a es algebraica sobre F0(A). La
condición iii) de la definición de subestructura geométrica implica que
aclF1(A) = qfaclF1(A). Por la estructura de las fórmulas sin cuantifi-
cadores deducimos que a debe ser algebraico sobre F0(A).

(c) Es la condición ii) de la definición de estructura geométrica y puesto
que F es estructura geométrica por ser subestructura geométrica de F ,
se cumple.

Veamos ahora que si se satisfacen las tres condiciones entonces F satisface
las propiedades necesarias para ser cuerpo geométrico:

i) F es estructura geométrica: La condición ii) de estructura geométrica se
deduce directamente de c). Comprobemos la condición i) de estructura
geométrica. Sea F ′ un modelo de Te(F ) y sean a, b ∈ F ′ y A ⊂ F ′

tales que b ∈ aclF ′(A, a) \ aclF ′(A). Por b) existe p(x, y) ∈ F ′0(A)[x, y]
tal que p(b, a) = 0. Si el grado de p en la variable y es cero, entonces
b ∈ acl(A) lo cual no es posible. Por tanto a ∈ acl(A, b).

ii) F es definiblemente cerrado en F : Sea a ∈ dcl(F ) y sea ψ(x) la fórmula
que define a en F . Puesto que F tiene eliminación de cuantificadores
por ser un cuerpo algebraicamente cerrado, podemos suponer que ψ(x)
no tiene cuantificadores. Puesto que ψ define en F un conjunto con un
sólo elemento, podemos suponer que ψ(x) : p(x) = 0, donde p(x) ∈ F [x]
es el polinomio mı́nimo de a sobre F . Dado que F es perfecto y p tiene
una sola ráız, deducimos que el grado de p es 1 y por tanto a ∈ F .

iii) Sea (D′, F ′) un modelo de Te(F , F ). Tenemos que comprobar que
aclF

′
(A) ⊂ F ′ ∩ qfaclD′(A). Sea c ∈ aclF

′
(A). Por b) existe p(x) ∈

F ′0(A)[x] tal que p(c) = 0. Por tanto c ∈ F ′ ∩ qfaclD′(A).

Proposición 2.13. Los siguientes cuerpos son cuerpos geométricos:

1) el cuerpo de los números reales R,

2) el cuerpo de los números p-ádicos Qp,

3) los cuerpos pseudofinitos.

Demostración. Para probar la proposición veremos en cada uno de los casos
que se satisfacen las condiciones de la proposición 2.12.
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1) Sean Lor = L ∪ {<} y CORC el lenguaje y la teoŕıa respectivamente
de los cuerpos ordenados realmente cerrados. CORC tiene eliminación de
cuantificadores en el lenguaje Lor (véase Teorema 3.3.15, pag.97, [Ma*]).
Utilicemos este hecho para probar nuestro resultado.

(a) R tiene caracteŕıstica 0 y por tanto es perfecto.

(b) Sea F |= Te(R) y A ⊂ F . Comprobemos que cualquier a ∈ aclF (A)
es algebraico sobre F0(A). Sea ψ(x) ∈ For(LA) una fórmula que satis-
faga a y que defina un conjunto finito en F . Por lo dicho al comien-
zo, existe una fórmula ϕ(x) en el lenguaje Lor sin cuantificadores y
con parámetros en A equivalente a ψ(x). Podemos suponer que esa
fórmula es de la forma ϕ(x) : (

∧l
i=1 pi(x) > 0) ∧ (q(x) = 0), donde

pi(x), q(x) ∈ F0(A)[x]. Observamos que q(x) 6≡ 0 porque en caso con-
trario el conjunto que definiŕıa ϕ seŕıa infinito. Por tanto a es algebraico
sobre F0(A).

(c) Sea F (x, ȳ) ∈ For(L) y sea G(x, ȳ) ∈ FSQ(Lor) una fórmula equiva-
lente a F (x, ȳ). Podemos suponer que

G(x, ȳ) :
l∨

i=1

(
mi∧
j=1

pij(x, ȳ) > 0) ∧ (qi(x, ȳ) = 0)

 ,

dado que un conjunción de igualdades polinómicas la podemos sim-
plificar expresándola como una suma de cuadrados. Observamos que
dada una upla b̄ ∈ F , donde F |= Te(R), si existe un i0 = 1, . . . , l tal
que qi0k (x, b̄) ≡ 0 entonces el conjunto que define H(x, b̄) es infinito.
Aśı pues, para todo b̄ ∈ F , si el conjunto que define H(x, b̄) es finito
entonces para todo i = 1, . . . , l tenemos que qik(x, b̄) 6≡ 0 y por tanto
deducimos que si H(x, b̄) es finito entonces tiene menos de

N =
l∑

i=1

max{∂qik(x, ȳ) : k = 1, . . . ,mi
2}

elementos, donde ∂qik(x, ȳ) es el grado del polinomio qik(x, ȳ) en la va-
riable x.

2) Véase el apéndice A para un presentación general del cuerpo Qp.

(a) Qp tiene caracteŕıstica 0 y por tanto es perfecto.
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(b) Sea F |= Te(Qp) y A ⊂ F . Comprobemos que cualquier a ∈ aclF (A) es
algebraico sobre F0(A). Sea ψ(x) ∈ For(LA) una fórmula que satisfaga
a y que defina un conjunto finito en F . Podemos suponer que ψ(x) es
una fórmula sin cuantificadores en el lenguaje LMac. Puesto que ψ(x)
define un subconjunto finito podemos suponer que ϕ(x) : P (x) = 0,
con P (x) ∈ F0(A)[x], ya que ϕ(x) : Pn(P (x)) no define un subconjunto
finito.

(c) Sea una fórmula ψ(x, ȳ), la cual podemos suponer sin cuantificadores
en el lenguaje LMac. Entonces

ψ(x, ȳ) :
l∨

i=1

(ψ1i(x, ȳ) ∧ ψ2i(x, ȳ) ∧ ψ3i(x, ȳ) ∧ ψ4i(x, ȳ)),

donde ψ1i(x, ȳ) :
∧mi

1
j=1 q

1i
j (x, ȳ) 6= 0, ψ2i(x, ȳ) :

∧mi
2

k=1 q
2i
k (x, ȳ) = 0,

ψ3i(x, ȳ) :
∧mi

3
k=1 Pni

(q3i
k (x, ȳ)) y ψ4i(x, ȳ) :

∧mi
4

k=1 ¬Pni
(q4i
k (x, ȳ)). Ob-

servamos que dada una upla b̄ ∈ F , donde F |= Te(Qp), si existe un
i0 = 1, . . . , l tal que para todo k = 1, . . . ,mi0

2 tenemos que q2i0
k (x, b̄) ≡ 0

entonces el conjunto que define ψ(x, b̄) es infinito. Aśı pues, para todo
b̄ ∈ F , si el conjunto que define ψ(x, b̄) es finito entonces para todo
i = 1, . . . , l existe un k = 1, . . . ,mi

2 tal que q2i
k (x, b̄) 6≡ 0 y por tanto

deducimos que si ψ(x, b̄) es finito entonces tiene menos de

N =
l∑

i=1

max{∂q2i
k (x, ȳ) : k = 1, . . . ,mi

2}

elementos, donde ∂q2i
k (x, ȳ) es el grado del polinomio q2i

k (x, ȳ) en la
variable x.

3) La mayor parte de lo que utilizamos en lo que sigue está demostrado en
[C*].

(a) Los cuerpos pseudo-finitos son perfectos por definición.

(b) Véase el corolario (5.7) de [C-D-M*].

(c) Esta condición se deduce del teorema (7.1) y de la observación (7.2.4),
páginas 33 y 34 respectivamente, de [C*]. Sea F1 un modelo de Te(F ),
que por tanto será un cuerpo pseudo-finito. Dada una fórmula G(x̄, ȳ),
x̄ una n-upla de variables, existe un conjunto finito D ⊂ {0, 1 . . . , n}×
Q>0 ∪ {(0, 0)} y unas fórmulas Hd,µ(ȳ) para cada (d, µ) ∈ D de forma
que para todo ā ∈ F existe un único (d, µ) ∈ D tal que F1 |= Hd,µ(ā), los
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cuales denotamos d = d(ā) y µ = µ(ā). SeaH(ȳ) la fórmula que dice que
si se satisface Hd,µ(ȳ) entonces existen N uplas distintas que satisfacen

la fórmula G(x̄, ȳ), donde N es la parte entera de qd(µ − Cq− 1
2 ) para

un cierta potencia q de un primo suficientemente grande como para
que qd(µ− Cq− 1

2 ) sea mayor o igual que 1. Por el teorema (7.1) dicha
fórmula se satisface para toda potencia de un primo mayor que q y
por tanto se satisface en los cuerpos pseudo-finitos. Observamos que si
d > 0 entonces podemos hacer el número N tan grande como queramos
y por tanto si, d(ā) 6= 0, el conjunto que define G(x̄, ā) en F1 es infinito.
Sea H̃(ȳ) la fórmula que dice que si se satisface H0,µ(ȳ) entonces existen
como mucho M uplas distintas que satisfacen la fórmula G(x̄, ȳ), donde
M es la parte entera de µ. Esta fórmula se satisface para cualquier
potencia q de un primo suficientemente grande, y por tanto si d(ā) = 0
entonces el conjunto que define G(x̄, ā) en F1 tiene como mucho M
elementos.

Proposición 2.14. Sea F un cuerpo geométrico y sea F0 su cuerpo pri-
mo.Entonces para cualquier A ⊂M y ā ∈ F n, dim(ā|A) es igual al grado de
transcendencia de F0(A)(ā) sobre F0(A).

Demostración. Se deduce directamente de la observación 2.6.5) y del corola-
rio 1.69.

La siguiente definición hace referencia a un par de propiedades de las
estructuras fuertemente minimales cercanas a la noción de la multiplicidad
pero de un carácter más débil que, como veremos más adelante, son ciertas
en algunas estructuras geométricas que no son fuertemente minimales.

Definición 2.15. Sea M una estructura geométrica saturada.

i) M tiene la propiedad (E) si para todo X ⊂ Mn definible no existe
una relación de equivalencia definible E en X con infinitas clases de
equivalencia de dimensión dim(X).

ii) M tiene la propiedad (S1) si para todo X ⊂ Mn definible y para
toda fórmula F (x̄, ȳ) no existe una familia de uplas b̄i, i < ω, tal que
dim(X ∩ F (x̄, b̄i)) = m y dim(F (x̄, b̄i)) ∩ F (x̄, b̄j)) < m para i 6= j.

iii) Una estructura geométrica no saturada tiene la propiedad (E) o (S1)
si alguna extensión elemental saturada tiene la propiedad (E) o (S1)
respectivamente.
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Observación 2.16. La propiedad (S1) implica la propiedad (E).

En la siguiente proposición estudiaremos las propiedades (E) y (S1) en
las estructuras que nos son de especial interés.

Proposición 2.17. 1) R tiene la propiedad (E) pero no la propiedad (S1),
2) Qp no tiene la propiedad (E) y por tanto tampoco tiene la propiedad

(S1),
3) cualquier cuerpo pseudo-finito tiene la propiedad (S1).

Demostración. 1) En [P3], proposición 2.1, se encuentra la demostración de
la propiedad (E) para estructuras O-minimales en general.

2) Véase el apéndice A para una presentación general del cuerpo Qp.
Sea E la relación de equivalencia definible en Qp dada por xEy si y solo si
ν(x) = ν(y). Observamos que existen infinitas clases de equivalencia ya que
ν(xy) = ν(x) + ν(y) y que todas ellas tienen dimensión 1 por tener infinitos
elementos dado que existen infinitas unidades en el anillo de valoración.

3) Véase (7.6) de [C*].

Proposición 2.18. Sea F o bien R o bien Qp. Sean A ⊂ F , |A| ≤ ω, y
X un subconjunto de F n definible sobre A. Entonces existe ā ∈ X tal que
dim(ā|A) = dim(X), es decir, X contiene un punto genérico sobre A.

Demostración. En la demostración de esta proposición haremos uso del teo-
rema de Baire cuya demostración podemos encontrar en la proposición 48.2
de [Mu*],

Todo espacio métrico completo no vaćıo es un espacio de Baire,
es decir, cualquier unión numerable de cerrados de interior vaćıo
tiene también interior vaćıo.

Obsérvese que los cuerpos R y Qp son espacio métricos completos con la
métrica eucĺıdea y p-ádica respectivamente. Denotemos con dim(X) = k. Por
la proposición 4.1 existe una proyección π : F n → F k tal que existe un abier-
to U incluido en π(X). Supongamos que para todo b̄ ∈ π(X) tenemos que
dim(b̄|A) < k. Entonces para todo b̄ ∈ π(X) existe una fórmula ϕb̄(x̄, āb̄), āb̄ ∈
A, tal que dim(ϕb̄(x̄, āb̄)) < k. En particular, dim(¬ϕb̄(x̄, āb̄)) = k. Considere-
mos el subconjunto cerrado y definible Xb̄ = int(¬ϕb̄(x̄, āb̄))c, el cual satisface
dim(Xb̄) = max{dim(ϕb̄(x̄, āb̄)), dim(¬ϕb̄(x̄, āb̄) \ int(¬ϕb̄(x̄, āb̄)))} < k. Co-
mo dim(Xb̄) < k, de nuevo por la proposición 4.1 tenemos que int(Xb̄) = ∅.
Observamos que el número de fórmulas con parámetros en A es numerable
y por tanto la familia de subconjuntos Xb̄ también lo es. Finalmente, U ⊂
π(X) ⊂

⋃
b̄∈π(X) Xb̄, lo cual contradice el teorema de Baire. Aśı pues, existe

b̄ ∈ π(X) tal que dim(b̄|A) = k y por tanto basta tomar ā ∈ X tal que
π(ā) = b̄.
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3. Grupos definibles, grupos algebraicos y el

teorema de configuración de grupo

3.1. Grupos definibles en estructuras fuertemente mi-
nimales y grupos algebraicos

En esta secciónM denotará una estructura fuertemente minimal y satu-
rada.

Definición 3.1. Un grupo G definible en M es definiblemente conexo si
mult(G) = 1.

Los siguientes resultados nos ayudarán a demostrar la proposición 3.10
la cual nos proporciona una caracterización de grupo definiblemente conexo.
Véase pag. 48,49 y 50, [Bo*].

Lema 3.2. Sean H < H ′ < G grupos definibles en M . Entonces

i) Para todo a ∈ G, dim(H) = dim(aH),

ii) Si [H ′ : H] es finito, entonces mult(H ′) = [H ′ : H] · mult(H) y
dim(H) = dim(H ′).

Demostración. i) Se deduce del lema 1.48 ya que fa(x) = ax, x ∈ H, es
definible e inyectiva.

ii) Si [H ′ : H] es finito entonces H ′ es la unión disjunta de a1H, . . . , asH
para ciertos ai. Por la proposición 1.45, dim(H ′) = max{dim(aiH) : i =
1, . . . , s} = dim(H). Es evidente que mult(H ′) ≥ [H ′ : H] ·mult(H). Supon-
gamos que l = mult(H ′) > [H ′ : H] ·mult(H). Entonces existen Xj definibles
con dim(Xj) = dim(H ′) = m disjuntos tales que H ′ = X1∪· · ·∪Xl. Tenemos
que Xj =

⋃s
i=1X

i
j, donde X i

j = {c ∈ Xj : c ∈ aiH}. Puesto que para todo
j existe algún i tal que dim(X i

j) = dim(Xj) = m y l > [H ′ : H] ·mult(H),

existe un sub́ındice i0 para el cual el número de j tales que dim(X i0
j ) = m

es estrictamente mayor que mult(H). Aśı pues, mult(H) = mult(ai0H) >
mult(H), lo cual no es posible.

Notación 3.3. Sea G ⊂Mn un grupo definible. Dado p(x̄) ∈ Sn(M) diremos
que es un tipo en G si ”x̄ ∈ G” ∈ p(x̄). Obsérvese que en particular todo
tipo en G es estacionario por ser global.

Definición 3.4. Sea G ⊂Mn un grupo definible. El grupo G actúa sobre los
tipos en G mediante siguiente acción: dados ḡ ∈ G y p un tipo en G,

ḡp(x̄) = tp(ḡā|M),
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donde ā es una upla de alguna extensión elemental de M que realiza p.
Obsérvese que dicha acción está bien definida, es decir, que si tomamos otro
b̄ que realiza p entonces tp(ḡā|M) = tp(ḡb̄|M). Dado un tipo p en G, el
estabilizador de p es el subgrupo

stabp = {ḡ ∈ G : ḡp = p}.

Proposición 3.5. 1. Para todo tipo p en G, stabp es un subgrupo definible
de G.

2. Sea N una extensión elemental de M y sea G′ ⊂ Nn el grupo definido
por la misma fórmula que define G. Sea un tipo p en G y sea p′ su única
extensión en S(N) que no bifurca sobre M . Entonces stabp′ está definido en
N por la misma fórmula que define el subgrupo stabp en M .

Demostración(Proposición 3.2, pags. 48-49, [Bo*]). 1. Sea F una fórmula de
p tal que dim(F ) = dim(p) y mult(F ) = mult(p) = 1. Veamos que para todo
ḡ ∈ G,

ḡp = p⇔ F (ḡx̄) ∈ p.
Sea ā una realización de p. Si tp(ā|M) = tp(ḡā|M), entonces F (x̄) ∈ tp(ḡā|M)
y por tanto ā satisface F (ḡx̄). Por el contrario, si F (ḡx̄) ∈ p entonces F (x̄) ∈
ḡp y puesto que mult(F ) = 1 y dim(p) = dim(ḡp), ḡp = p. Sea H(ȳ) la
fórmula que expresa dim(F (ȳx̄) ∧ F (x̄)) = m. Observamos que para todo
ḡ ∈ G, ḡp = p⇔ F (ḡx̄) ∈ p⇔M |= H(ḡ). Por tanto la fórmula H define el
estabilizador de p.

2. Sea deduce directamente del hecho de que la fórmula F del apartado 1.
también pertenece a p′, dim(F ) = dim(p′) = dim(p) y mult(F ) = mult(p′) =
mult(p) = 1 y por tanto stabp′ viene definido por la fórmula H.

Proposición 3.6. Para todo tipo p en G, dim(stabp) ≤ dim(p).

Demostración(Proposición 3.3, pag. 49, [Bo*]). Sea M′ una extensión ele-
mental de M saturada y con |M | < |M ′|. Sea p′ la única extensión de p
a S(M ′) que no bifurca sobre M . Sea b̄ ∈ M ′ una upla que satisfaga la
fórmula stabp, es decir, la fórmula que define el estabilizador de p, tal que
dim(b̄|M) = dim(stabp). Consideremos N una extensión elemental de M′

para la que existe una upla ā ∈ N que realiza p, dim(tp(ā|M ′)) = dim(p) y
tal que ā y b̄ son independientes sobre M (dicha extensión y upla existen ya
que las propiedades anteriores se puede expresar mediante un tipo adecua-
do). Como b̄ ∈M ′ satisface stabp(x̄), por la proposición 3.5, b̄ ∈ Stabp′ y por
tanto b̄p′ = p′. En particular obtenemos que tp(b̄ā|M) = tp(ā|M) = p y que
dim(b̄ā|M) = dim(p). Por ser ā y b̄ independientes sobre M tenemos que

dim(b̄ā|M, ā) = dim(b̄|M, ā) = dim(b̄|M).
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Por otro lado,
dim(b̄ā|M, ā) ≤ dim(b̄ā|M) = dim(p).

Aśı pues, dim(stabp) = dim(b̄|M) ≤ dim(p).

Definición 3.7. Decimos que un tipo p en G es un tipo genérico si la
dimensión de p es igual a la dimensión de G.

Observación 3.8. Existen exactamente mult(G) tipos genéricos. Si p es
un tipo en G genérico entonces, para todo ḡ ∈ G, ḡp también lo es ya que
dim(p) = dim(ḡp).

Proposición 3.9. Un tipo p en G es genérico si y sólo si stabp tiene ı́ndice
finito.

Demostración(Teorema 4.2, pag. 49, [Bo*]). Supongamos que [G : stabp] es
finito. Entonces por el lema 3.2, dim(stabp) = dim(G). Por la proposición 3.6,
dim(G) = dim(stabp) ≤ dim(p) y por tanto dim(G) = dim(p). Supongamos
ahora que p es genérico. Puesto que tan sólo existen mult(G) tipos genéricos,
el conjunto {ḡp : ḡ ∈ G} debe ser finito. Dados ḡ1, ḡ2 ∈ G, ḡ1p = ḡ2p ⇔
ḡ−1

2 ḡ1p = p⇔ ḡ−1
2 ḡ1 ∈ stabp. Por tanto [G : stabp] = #{ḡp : ḡ ∈ G} < ω.

Proposición 3.10. Un grupo G definible en M es definiblemente conexo si
y sólo si G no tiene subgrupos propios definibles de ı́ndice finito.

Demostración(Lema 7.2.5, pag.256, [Ma*]). Supongamos que el grupo G es
definiblemente conexo. Por el lema 3.2, si existe H subgrupo definible de
G de ı́ndice finito entonces, dado que 1 = mult(G) = [G : H] · mult(H),
[G : H] = 1 y por tanto H no es propio. Supongamos ahora que G no tiene
subgrupos propios definibles de ı́ndice finito. Sean p1 y p2 dos tipos genéricos.
Por la proposición 3.9, stabp1 y stabp2 son subgrupos definibles de ı́ndice finito
y por tanto stabp1 = stabp2 = G. Sean ā1 y ā2 dos realizaciones de p1 y p2

respectivamente e independientes sobre M en alguna extensión elemental.
Sea M′ una extensión elemental que contenga a ā2 y sea G′ el grupo en M ′

que define la fórmula que define el grupo G en M . Sea q1 ∈ S(M ′) la única
extensión de p1 que no bifurca sobre M ′ y sea b̄1 una realización de q1. Puesto
que tp(ā1|M, ā2) no bifurca sobre M , tenemos que

tp(ā1|Mā2) = tp(b̄1|Mā2). (1)

Observamos que, como stabp1 = G,

M |= ∀x̄(x̄ ∈ G→ stabp1(x̄)),
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y por tanto
M′ |= ∀x̄(x̄ ∈ G′ → stabq1(x̄)).

En particular tenemos que ā2 ∈ stabq1 y por tanto tp(ā2b̄1|M) = tp(b̄1|M).
Por (1), tp(ā2ā1|M) = tp(ā1|M) = p1. Repitiendo el argumento anterior de
forma simétrica, tp(ā2ā1|M) = tp(ā2|M) = p2. Aśı pues, p1 = p2.

Utilizando los resultados demostrados anteriormente podemos ver ciertas
caracteŕısticas de los grupos definibles en estructura fuertemente minimales.

Proposición 3.11. Las grupos definibles en M tienen la propiedad de cadena
descendente para subgrupos definibles.

Demostración. Sea Gi, i < ω, una familia de subgrupos definibles en M de
G tales que Gi+1 < Gi. Por el lema 3.2 tenemos que, en general, dados dos
grupos definibles distintos H y H ′ en M con H < H ′, si [H ′ : H] = ω
entonces dim(H) < dim(H ′) y si [H ′ : H] < ω entonces dim(H) = dim(H ′)
y mult(H ′) > mult(H). Aśı pues, los pares ηi = (dim(Gi),mult(Gi)) están
ordenados lexicográficamente de forma que ηi+1 < ηi y por tanto debe existir
un mı́nimo, es decir, debe existir un i0 tal que para todo i ≥ i0, ηi0 = ηi, lo
cual implica que Gi0 = Gi.

Proposición 3.12. Sea Hi, i ∈ I, una colección de subgrupos definibles en
M . Entonces existe I0 ⊂ I finito tal que ∩i∈IHi = ∩i∈I0Hi.

Demostración. Si I es finito el resultado es inmediato. Si I es infinito y
no existe subconjunto finito I0 tal que ∩i∈IHi = ∩i∈I0Hi entonces existe
una sucesión de sub́ındices ij, j < ω tal que H ′n = ∩nj=0Hj es una cadena
descendente de subgrupos definibles de H0, lo cual contradice la proposición
3.11.

En general, cuando trabajamos en una estructura que no es fuertemente
minimal, dados un grupo definible G y un subconjunto A ⊂ G definibles,
el centralizador de A, es decir, Z(A) = {ḡ ∈ G : ḡā = āḡ,∀ā ∈ A}, es un
subgrupo definible de G. En el caso de estructuras fuertemente minimales,
Z(A) es definible aunque A no lo sea.

Proposición 3.13. Sea G un grupo definibles y sea A ⊂ G. Entonces Z(A)
es un subgrupo definible de G.

Demostración. Por definición, tenemos que Z(A) = ∩ā∈AZ(ā). Como los
subgrupos Z(ā) son definibles por serlo {ā}, por la proposición 3.12 tenemos
que Z(A) = ∩mi=1C(āi), para ciertos āi ∈ A, 1 ≤ i ≤ m. Por tanto, Z(A) es
definible.
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Proposición 3.14. Sea G un grupo definible en M con parámetros en A ⊂
M . Entonces existe un subgrupo definible G0 de G de ı́ndice finito tal que
para todo subgrupo definible H de G de ı́ndice finito tenemos que G0 ⊂ H.
Además, G0 es normal y definible sobre A.

Demostración. Sea I el conjunto formado por los subgrupos definibles de
G de ı́ndice finito. Sea G0 = ∩H∈IH. Por 3.12, G0 = H1 ∩ . . . ∩ Hm, para
ciertos Hi ∈ I y por tanto es definible. Como G0 es una intersección finita de
subgrupos de ı́ndice finito, también tiene ı́ndice finito. Por la propia definición
de G0 para todo subgrupo definible H de G de ı́ndice finito tenemos que
G0 ⊂ H. Puesto que para todo h ∈ G tenemos que h−1G0h es un subgrupo
definible de ı́ndice finito y por tanto G0 ⊂ h−1G0h, deducimos que G0 =
h−1G0h, es decir, G0 es normal. Veamos que G0 es A-definable. Denotemos
con [G : G0] = n. Sea ψ(x̄, c̄), c̄ ∈ M , una fórmula que defina G0 en M
y sea W el conjunto A-definable formado por la uplas b̄ tales que ψ(x̄, b̄)
define un subgrupo de G de ı́ndice n. Como para todo b̄ ∈ W tenemos que
ψ(G, b̄) = G0, entonces G0 = {d̄ ∈ G : ∃ȳ(”ȳ ∈ W” ∧ ψ(d̄, ȳ))}.

Definición 3.15. Siguiendo la notación de la proposición 3.14, al subgrupo
G0 lo denominamos la componente definiblemente conexa.

Una vez demostrada la existencia de G0, podemos dar otra caracterización
de los grupos definiblemente conexos.

Proposición 3.16. Sea G un grupo definiblemente conexo y sea G0 su sub-
grupo definible minimal de ı́ndice finito. Entonces G es definiblemente conexo
si y sólo si G0 = G.

Demostración. Por la proposición 3.10 G es definiblemente conexo si y sólo
si no tiene subgrupos definibles propios de ı́ndice finito, es decir, si y sólo si
G0 = G.

A continuación vamos a definir los grupos algebraicos y a enumerar una
serie de propiedades. Recuérdese la noción de variedad descrita en la defini-
ción 1.80.

Definición 3.17. Un grupo algebraico G es una variedad junto con dos
morfismos · : G × G → G y −1 : G → G que dotan a G de estructura de
grupo.

Lema 3.18. Un subgrupo definible de un grupo algebraico es cerrado.

Demostración. Véase el lema 7.4.9 de [Ma*].
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Recuérdese que todo grupo algebraico G es interpetrable. Puesto que
la teoŕıa de cuerpos algebraicamente cerrados tiene eliminación de imagi-
narios, todo grupo algebraico es definible y por tanto podemos considerar la
componente definiblemente conexa.

Corolario 3.19. Sea G un grupo algebraico y sea G0 su componente de-
finiblemente conexa. Entonces G0 es la componente conexa que contiene el
elemento unidad.En particular, G es conexo si y solo si es definiblemente
conexo.

Demostración(Lema 7.4.10, pag.271,[Ma*]). SeaG un grupo algebraico y sea
G0 su componente definiblemente conexa. Puesto que G0 es definible por
el lema 3.18 tenemos que G0 es cerrado. Sea [G : G0] = n y sean a1 =
e, . . . , an ∈ G tales que G = G0 ∪ a2G

0 ∪ . . . ∪ anG0. Como la operación de
grupo es continua tenemos que los subconjuntos aiG

0 también son cerrados
y por tanto G0 es abierto, es decir, G0 es conexo. De nuevo, dado que la
operación de grupo es continua, los subconjutos aiG

0 también son conexos y
por tanto son las componentes conexas de G.

Lema 3.20. Todo grupo algebraico conexo es irreducible.

Demostración(Lema 7.4.10, pag.271,[Ma*]). SeaG un grupo algebraico y sea
G = V1∪ . . . Vm la descomposición de G en componentes irreducibles. Puesto
que la operación de grupo de G es continua, para todo g ∈ G, gVi es irre-
ducible. Por tanto existe j = 1, . . . ,m tal que gVi = Vj. Sea el subgrupo
definible H = {g ∈ G : gV1 = V1}. Por lo dicho anteriormente H tiene ı́ndice
finito y por el corolario 3.19 tenemos que H = G. Si existiera más de una
componente irreducible esto no podŕıa ser cierto y por tanto G = V1.

Observación 3.21. Todos las variedades irreducibles son conexas pero, en
general, el rećıproco no es cierto. En el caso de grupos algebraicos ambas
nociones son equivalentes.

3.2. La versión de teoŕıa de modelos del teorema de
Weil de pregrupos

Como ya dijimos en la introducción, existen varios resultados basados en
el teorema de Weil. Las siguientes proposiciones, las cuales utilizaremos en
la demostración de la proposición 3.25, son versiones de este teorema en el
caso de estructuras fuertemente minimales.

Proposición 3.22. Sea M un estructura saturada fuertemente minimal. Sea
A un subconjunto de M con |A| < |M |. Sean p(x̄) y q(ȳ) dos tipos estacio-
narios sobre A. Sean f(x̄1, x̄2) y g(ȳ1, ȳ2) dos funciones parciales definibles
sobre A tales que
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i) para cualesquiera uplas ā1 y ā2 que realicen p independientes sobre A,
f(ā1, ā2) está definido, realiza p y es independientes tanto de ā1 como
de ā2 sobre A,

ii) para cualesquiera uplas ā y b̄ que realicen p y q respectivamente y sean
independientes sobre A, g(ā, b̄) está definido, realiza q y es indepen-
diente de ā sobre A,

iii) para cualesquiera uplas ā1, ā2, ā3 que realicen p y que sean independien-
tes sobre A tenemos que f(ā1, f(ā2, ā3)) = f(f(ā1, ā2), ā3),

iv) para cualesquiera uplas ā1, ā2 que realicen p y b̄ que realice q y que sean
independientes sobre A, tenemos que g(f(ā1, ā2), b̄) = g(ā1, g(ā2, b̄)).

Entonces existe un grupo definiblemente conexo G interpretable en M con
parámetros en A, un subconjunto X ⊂M l definible sobre A con multiplicidad
1, una acción transitiva ∗ de G sobre X definible sobre A y unas funciones
parciales invertibles h1 y h2 definibles sobre A tales que

v) para cualquier upla ā que realice p, h1(ā) está definido y realiza el tipo
genérico de G,

vi) para cualquier upla b̄ que realice q, h2(b̄) está definido y realiza el tipo
genérico de X,

iii) para cualesquiera realizaciones ā1 y ā2 de p independientes sobre A,
h1(f(ā1, ā2)) = h1(ā1)h1(ā2),

iv) para cualesquiera realizaciones ā1 y b̄ de p y q respectivamente e inde-
pendientes sobre A, h2(g(ā1, b̄)) = h1(ā1) ∗ h2(b̄).

Demostración. Véase [Bo1].

Proposición 3.23. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea G un
grupo definiblemente conexo definido en K. Entonces existe un grupo alge-
braico H sobre K y un isomorfismo f definible sobre K entre G y H. Además,
en el caso de que char(K) = 0 y G sea definible con parámetros en un sub-
cuerpo k de K, entonces tanto H como f son definibles sobre k.

Demostración. Véase [Bo1].

Observación 3.24. En particular, el grupo algebraico H del teorema 3.23
es conexo ya que G que es definiblemente conexo y ambos son isomorfos.
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3.3. La versión del teorema de configuración de grupos
para subestructuras geométricas y cuerpos geo-
métricos

A lo largo de esta sección trabajaremos bajo las siguientes hipótesis

A) F es una subestructura geométrica de D, donde D es una estructura
fuertemente minimal con eliminación de cuantificadores y de imagina-
rios,

B) todo subconjunto X ⊂ F n definible sobre un subconjunto finito A de
F posee un punto genérico, es decir, existe ā ∈ X tal que dim(ā|A) =
dim(X).

C) G ⊂ F s es un grupo definible en F .

Bajo estas hipótesis probaremos las siguientes proposiciones

Proposición 3.25. Existe un subconjunto finito A de F sobre el cual G
está definido, un grupo definiblemente conexo H definible sin cuantificadores
sobre A en D, elementos ā, b̄, c̄ ∈ G y elementos ā′, b̄′, c̄′ ∈ H(F ) tales que

i) āb̄ = c̄ en G y ā′b̄′ = c̄′ en H,

ii) aclD(ā, A) = aclD(ā′, A), aclD(b̄, A) = aclD(b̄′, A), y aclD(c̄, A) =
aclD(c̄′, A),

iii) ā y b̄ son puntos A-genéricos de G y ā es independiente de b̄ sobre A,

iv) ā′ y b̄′ son puntos A-genéricos de H y ā′ es independiente de b̄′ sobre
A.

Proposición 3.26. Sea F un cuerpo geométrico satisfaciendo la hipótesis B)
del comienzo de la sección y sea G un grupo definible en F sobre un conjunto
finito A0. Entonces existe un conjunto finito A de F conteniendo A0 y un
grupo algebraico conexo H definido sobre F0(A) tal que existen puntos ā, b̄ y
c̄ de G y puntos ā′, b̄′ y c̄′ de H(F ) satisfaciendo las propiedades i), ii), iii)
y iv) de la proposición 3.25.

Sea A0 un subconjunto finito de F sobre el cual están definidos tanto
el grupo G como su operación de grupo. Sea dim(G) = n. Sean ā y b̄ dos
puntos genéricos de G sobre A0 e independientes sobre A0. Obsérvese que
dichos puntos existen por la hipótesis B) del comienzo de la sección. Sea
c̄ = āb̄. Observamos que
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a) dimF (ā|A0) = dimF (b̄|A0) = n, dado que son puntos genéricos de G
sobre A0,

b) dimF (ā, b̄|A0) = 2n, ya que ā y b̄ son independientes sobre A0.

c) dimF (ā, b̄, c̄|A0) = dimF (c̄|A0, ā, b̄) + dimF (ā, b̄|A0) = 0 + 2n,

d) c̄ ∈ dclF (ā, b̄, A0) y b̄ ∈ dclF (ā, c̄, A0).

e) {ā, b̄, c̄} son independientes dos a dos y dim(c̄|A0) = n. Se debe a que
2n = dim(ā, b̄, c̄|A0) = dim(ā, b̄|A0, c̄) + dim(c̄|A0) = dim(ā|A0, c̄, b̄) +
dim(b̄|A0, c̄) + dim(c̄|A0) = 0 + dim(b̄|A0, c̄) + dim(c̄|A0). Por tanto
dim(b̄|A0, c̄) = dim(c̄|A0) = n.

Lema 3.27. Existe un subconjunto finito A2 ⊂ F , A0 ⊂ A2, ā y b̄ indepen-
dientes sobre A2, tal que existen uplas ā1, b̄1, c̄1 ∈ F con aclD(ā1, A2) =
aclD(ā, A2), aclD(b̄1, A2) = aclD(b̄, A2), aclD(c̄1, A2) = aclD(c̄, A2), b̄1 ∈
qfdclD(A2, ā1, c̄1) y c̄1 ∈ qfdclD(A2, ā1, b̄1).

Demostración. A lo largo de la demostración frecuentemente será más cómo-
do trabajar en la estructura F , es decir, calcular dimensiones y tipos com-
pletos sin cuantificadores en dicha estructura, pero recordamos que ambas
nociones son la misma para la estructura D por las observaciones hechas en
2.6.

Sea x̄′ ∈ G un punto genérico sobre A0, ā, b̄, cuya existencia nos asegura la
hipótesis B) del comienzo de la sección. Sean ȳ′ = x̄′b̄ y z̄′ = x̄′ā−1. Observése
que z̄′c̄′ = ȳ′.

0) Veamos que

i) dimF (ā, c̄, b̄, ȳ′, z̄′|A0) = 3n,

ii) dimF (ā, c̄, b̄|A0) = 2n,

iii) dimF (z̄′, c̄, ȳ′|A0) = 2n.

Probemos la igualdad i),

dimF (ā, c̄, b̄, ȳ′, z̄′|A0) = dimF (c̄, ȳ′|A0, ā, b̄, z̄
′) + dimF (ā, b̄, z̄′|A0) =

= 0 + 3n = 3n.

Las igualdades ii) y iii) son consecuencia de que c̄ = āb̄ y ȳ′ = z̄′c̄
respectivamente.

Para la demostración del lema será imprescindible el siguiente resultado.
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1) Sea c̄′ una upla en D que satisface

qftpD(c̄′|A0, ā, b̄, z̄
′, ȳ′) = qftpD(c̄|A0, ā, b̄, z̄

′ȳ′).

Entonces c̄′ ∈ aclD(A0, c̄).

Supongamos que no sea cierto y que por tanto dimF (c̄, c̄′|A0) =
dimD(c̄, c̄′|A0) ≥ n+1. Dado que dimD(c̄|A0, ā, b̄) = dimF (c̄|A0, ā, b̄) =
0, tenemos que c̄ ∈ aclD(A0, ā, b̄). Obsérvese que esto último no lo pode-
mos deducir directamente de que c̄ = āb̄ porque dicha igualdad es cierta
en F pero no tiene por qué ser cierta en D. Por la eliminación de cuan-
tificadores de D y como qftpD(c̄′|A0, ā, b̄) = qftpD(c̄|A0, ā, b̄), deduci-
mos que c̄′ ∈ aclD(A0, ā, b̄) y por tanto dimD(c̄′|A0, ā, b̄) = 0. Es más,
dimD(c̄, c̄′|A0, ā, b̄) = dimD(c̄′|A0, ā, b̄, c̄)+dimD(c̄|A0, ā, b̄) = 0. De for-
ma similar deducimos que dimD(c̄, c̄′|A0, z̄

′, ȳ′) = 0. Por un lado te-
nemos que dimD(ā, b̄, c̄, c̄′|A0) = dimD(c̄, c̄′|A0, ā, b̄) + dimD(ā, b̄|A0) =
0 + 2n = 2n y por otro que dimD(ā, b̄, c̄, c̄′|A0) = dimD(ā, b̄|A0, c̄, c̄

′) +
dimD(c̄, c̄′|A0) ≥ dimD(ā, b̄|A0, c̄, c̄

′) + n + 1. Aśı pues, deducimos que
n− 1 ≥ dimD(ā, b̄|A0, c̄, c̄

′). Finalmente,

dimD(ā, b̄, z̄′, ȳ′, c̄, c̄′|A0) =

= dimD(ā, b̄|A0, c̄, c̄
′, z̄′, ȳ′) + dimD(c̄, c̄′, z̄′, ȳ′|A0) ≤

≤ dimD(ā, b̄|A0, c̄, c̄
′) + dimD(c̄, c̄′|A0, z̄

′, ȳ′) + dimD(z̄′, ȳ′|A0) ≤
≤ n− 1 + 0 + 2n = 3n− 1,

lo cual es una contradicción ya que

3n = dimD(ā, c̄, b̄, ȳ′, z̄′|A0) ≤ dimD(ā, c̄, c̄′, b̄, ȳ′, z̄′|A0).

Sean X = {d̄1 = c̄, . . . , d̄r} el conjunto de conjugados de c̄ en D sobre
A0, ā, b̄, ȳ

′, z̄′, es decir,

X = {d̄ ∈ D : tpD(d̄|A0, ā, b̄, ȳ
′, z̄′) = tpD(c̄|A0, ā, b̄, ȳ

′, z̄′)}.

El conjunto X es finito debido a que c̄ ∈ aclD(A0, ā, b̄) ⊂ aclD(A0, ā, b̄, ȳ
′, z̄′).

Consideremos la relación de equivalencia ∅-definible E que relaciona las per-
mutaciones de r uplas de Ds. Por la eliminación de imaginarios de D existe
una upla c̄1 ∈ D tal que c̄1 ∈ dclD(fE(d̄1, . . . , d̄r)) y fE(d̄1, . . . , d̄r) ∈ dclD(c̄1).
Como c̄ ∈ aclD(A0, ā, b̄, ȳ

′, z̄′), podemos encontrar una fórmula con paráme-
tros en A0, ā, b̄, ȳ

′, z̄′ que sólo satisfagan los conjugados de c̄ de forma que
tenemos que fE(d̄1, . . . , d̄r) ∈ dclD(A0, ā, b̄, ȳ

′, z̄′) y por tanto

c̄1 ∈ dclD(fE(d̄1, . . . , d̄r)) ⊂ dclD(A0, ā, b̄, ȳ
′, z̄′) ⊂ dclD(F ) = F.

Denotemos ā1 = (ā, z̄′) ∈ F , b̄1 = (b̄, ȳ′) ∈ F y A1 = A0 ∪ {x′} ⊂ F .
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2) Veamos que

i) aclD(ā, A1) = aclD(ā1, A1),

ii) aclD(b̄, A1) = aclD(b̄1, A1),

iii) aclD(c̄, A1) = aclD(c̄1, A1),

iv) c̄1 ∈ qfdclD(A1, ā1, b̄1).

Obsérvese que puesto que ā, b̄, c̄, ā1, b̄1, c̄1 ∈ F y A1 ⊂ F , las igualdades
anteriores se siguen cumpliendo en la estructura F .

Las propiedades i) y ii) se deducen directamente de la definición de
ā1 y b̄1. Para demostrar iii) basta observar que por 1) tenemos que
d̄i ∈ aclD(c̄, A0) y por tanto c̄1 ∈ dclD(fE(d̄1, . . . , d̄r)) ⊂ aclD(c̄, A0) ⊂
aclD(c̄, A1). Por otro lado, fE(d̄1, . . . , d̄r) ∈ dclD(c̄1) lo cual implica
que d̄i ∈ aclD(c̄1), i = 1, . . . , r. En particular, d̄1 = c̄ ∈ aclD(c̄1). Por
último, iv) es consecuencia directa de que c1 ∈ dclD(A0, ā, b̄, ȳ

′, z̄′) y
qfdclD(A0, ā, b̄, ȳ

′, z̄′) ⊂ qfdclD(A1, ā1, b̄1).

Sea z̄1 ∈ G un punto genérico sobre A1, ā, b̄, cuya existencia nos asegura la
hipótesis B) del comienzo de la sección. Sean x̄1 = z̄1ā e ȳ1 = z̄1c̄. Observamos
que x̄1b̄ = ȳ1.

3) Veamos que z̄1 y b̄ son puntos genéricos de G sobre A0 y que son inde-
pendientes sobre A0.

Como x̄1 = z̄1ā y z̄1 = x̄1ā
−1, tenemos que

dimF (x̄1, z̄1, b̄, ā|A1) = dimF (x̄1|A1, z̄1, b̄, ā) + dimF (z̄1, b̄, ā|A1) =

= 0 + 3n,

dimF (x̄1, z̄1, b̄, ā|A1) = dimF (z̄1|A1, x̄1, b̄, ā) + dimF (x̄1, b̄, ā|A1) =

= 0 + dimF (x̄1, b̄, ā|A1).

Por tanto dimF (x̄1, b̄, ā|A1) = 3n y en particular dimF (x̄1|A1, b̄, ā) = n.
Finalmente, dimF (x̄1|A0, b̄) = dimF (x̄1|A0) = n.

4) Veamos que {x̄1, b̄} es independiente de x̄′ sobre A0.

Se deduce directamente de que dimF (x̄1|A1, b̄, ā) = n, igualdad demos-
trada en 3), ya que

dim(x̄1, b̄, x̄
′|A0) = dim(x̄1|b̄, x̄′, A0) + dim(b̄, x̄′|A0) = n+ 2n = 3n.
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Observamos que a partir de tres puntos genéricos ā, b̄ y x̄′ de G sobre A0 e
independientes dos a dos sobre A0 hemos obtenido tres uplas ā1, b̄1 y c̄1 tales
que se satisface el punto 2). Por tanto, siguiendo el mismo proceso a partir
de las puntos genéricos x̄1, b̄ y x̄′ de G sobre A0 e independientes dos a dos
sobre A0 obtenemos tres uplas x̄2, b̄2 y ȳ2 tales que se satisface el punto 2),
es decir, tales que, denotando ȳ1 = x̄1b̄,

5) i) aclD(x̄1, A1) = aclD(x̄2, A1),

ii) aclD(b̄, A1) = aclD(b̄2, A1),

iii) aclD(ȳ1, A1) = aclD(ȳ2, A1),

iv) ȳ2 ∈ qfdclD(A1, x̄2, b̄2).

6) Veamos que b̄2 = b̄1 = (b̄, ȳ′) y x̄2 = (x1, x̄
′x̄−1

1 ).

Ambas igualdades son consecuencia de la propia construcción.

7) Veamos que

i) dimF (ā1, b̄2, c̄1, x̄2, ȳ2|A1) = 3n,

ii) dimF (x̄2, ȳ2, b̄2|A1) = 2n,

iii) dimF (ā1, c̄1, b̄2|A1) = 2n.

Efectivamente,

i) Teniendo en cuenta las igualdades de 2), 5) y 6) deducimos que

dimF (ā1, b̄2, c̄1, x̄2, ȳ2|A1) =

= dimF (c̄1|A1, ā1, b̄2, x̄2, ȳ2) + dimF (ā1, b̄2, x̄2, ȳ2|A1) =

= 0 + dimF (ȳ2|A1, ā1, b̄2, x̄2) + dimF (ā1, b̄2, x̄2|A1) =

= 0 + dimF (ā, z̄′, b̄, ȳ′, x̄1, x̄
′x̄−1

1 |A1) =

= dimF (z̄′|A1, ā, ȳ
′, b̄, x̄1, x̄

′x̄−1
1 ) + dimF (ā, b̄, ȳ′, x̄1, x̄

′x̄−1
1 |A1) =

= 0 + dimF (ȳ′|A1, ā, b̄, x̄1, x̄
′x̄−1

1 ) + dimF (ā, b̄, x̄1, x̄
′x̄−1

1 |A1) =

= 0 + dimF (x̄′x̄−1
1 |A1, ā, b̄, x̄1) + dimF (ā, b̄, x̄1|A1) =

= 0 + 3n = 3n.

ii) Por las igualdades de 2), 5) y 6) tenemos que
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dimF (x̄2, ȳ2, b̄2|A1) =

= dimF (ȳ2|A1, x̄2, b̄2) + dimF (x̄2, b̄2|A1) =

= 0 + dimF (x̄1, x̄
′x̄−1

1 , b̄, ȳ′|A1) =

= dimF (ȳ′|A1, x̄1, x̄
′x̄−1

1 , b̄) + dimF (x̄1, x̄
′x̄−1

1 , b̄|A1) =

= 0 + dimF (x̄′x̄−1
1 |A1, x̄1, b̄) + dimF (x̄1, b̄|A1) =

= 0 + 2n = 2n.

iii) Teniendo en cuenta las igualdades de 2), 5) y 6) deducimos que

dimF (ā1, c̄1, b̄2|A1) = dimF (c̄1|A1, ā1, b̄2) + dimF (ā1, b̄2|A1) =

= 0 + dimF (ā1, b̄, ȳ
′|A1) =

= dimF (ȳ′|A1, ā1, b̄) + dimF (ā1, b̄|A1) =

= 0 + dimF (ā, z̄′, b̄|A1) =

= dimF (z̄′|A1, ā, b̄) + dimF (ā, b̄|A1) =

= 0 + 2n = 2n.

Al comienzo de la demostración a partir de las uplas ā, c̄, b̄, ȳ′ y z̄′ y del
conjunto finitoA0, los cuales satisfaćıan 0), pudimos demostrar 1). Repitiendo
el mismo proceso, a partir de las uplas ā1, c̄1, b̄2, ȳ2 y x̄′2 y del conjunto finito
A1, los cuales satisfacen 7), igualdades que son equivalentes a las de 0), se
prueba la propiedad equivalente a 1), es decir,

8) Sea b̄′2 un upla en D que satisface

qftpD(b̄′2|A1, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2) = qftpD(b̄2|A1, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2).

Entonces b̄′2 ∈ aclD(A1, b̄2).

Sea A2 = A1 ∪ {z̄1}. En el siguiente punto veremos que no es dif́ıcil
extender 8) al conjunto A2,

9) Sea b̄′2 un upla en D que satisface

qftpD(b̄′2|A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2) = qftpD(b̄2|A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2).

Entonces b̄′2 ∈ aclD(A2, b̄2).

Si b̄2 es una upla de D tal que

qftpD(b̄′2|A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2) = qftpD(b̄2|A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2).

entonces

qftpD(b̄′2|A1, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2) = qftpD(b̄2|A1, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2).

y por 8) tenemos que b̄′2 ∈ aclD(A1, b̄2) ⊂ aclD(A2, b̄2).
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Podemos razonar como lo hicimos después del punto 1). Es decir, pode-
mos considerar el conjunto de conjugados de b̄2 en D sobre A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2,
el cual es finito debido a que b̄2 ∈ aclD(A2, ȳ

′, b̄) ⊂ aclD(A2, x̄1, ȳ1) ⊂
aclD(A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2), la relación de equivalencia ∅-definible que relaciona
las permutaciones de r uplas de Ds y, por la eliminación de imaginarios de
D, podemos considerar por último una upla b̄3 ∈ D interdefinible con la clase
de equivalencia del conjunto de conjugados.

10) b̄3 ∈ qfdclD(A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2) y por tanto b̄3 ∈ F .

Se prueba de forma similar a como se hizo con c̄1 después del punto 1).

11) aclD(A2, b̄3) = aclD(A2, b̄2).

Se prueba de forma similar a como se demostró que aclD(A1, c̄1) =
aclD(A1, c̄) en el punto 2). De hecho, en la construcción de la upla b̄3

no es necesaria la utilización del punto 9). Sin embargo, 9) es esencial
en la prueba de este apartado.

12) ȳ2, c̄1 ∈ qfdclD(A2, ā1, x̄2, b̄2).

Es consecuencia directa de que c̄1 ∈ qfdclD(A1, ā1, b̄1) y de que ȳ2 ∈
qfdclD(A2, x̄2, b̄2).

Por el punto 12), existen dos funciones parciales f y g definibles sin cuantifi-
cadores sobre A2, ā1, x̄2 tales que f(b̄2) = ȳ2 y g(b̄2) = c̄1. Observamos que si
b̄′2 ∈ D tiene el mismo tipo completo sin cuantificadores sobre A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2

que b̄2, entonces tanto f como g están definidas sobre b̄′2 y f(b̄′2) = ȳ2 y
g(b̄′2) = c̄1.

13) ȳ2, c̄1 ∈ qfdclD(A2, ā1, x̄2, b̄3).

Por la eliminación de cuantificadores de D basta comprobar que ȳ2, c̄1 ∈
dclD(A2, ā1, x̄2, b̄3). Sea D̃ una extensión elemental de D y sea φ ∈
Aut(D̃) un automorfismo que fija A2, ā1, x̄2, b̄3. Puesto que φ(b̄3) = b̄3

tenemos que φ(b̄2) es un conjugado de b2 sobre A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2. Por
tanto, como f y g son definibles sobre A2, ā1, x̄2, tenemos que

φ(c̄1) = φ(f(b̄2)) = f(φ(b̄2)) = c̄1,

φ(x̄2) = φ(g(b̄2)) = g(φ(b̄2)) = x̄2.

Por el teorema de Svenonius, obtenemos nuestro resultado.

Para terminar la demostración del lema basta renombrar (ā1, x̄2) como ā1,
(ȳ2, c̄1) como c̄1 y b̄3 como b̄1. Efectivamente, comprobemos que dichas uplas
satisfacen las propiedades que se requeŕıan en el enunciado del lema,
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• como z1 es independiente de ā, b̄, x̄′ sobre A y x̄′ es independiente de
ā, b̄ sobre A, tenemos que ā es independiente de b̄ sobre A2,

• como dimF (z̄′, x̄′x̄−1
1 , x̄1|A1, ā, z̄1) = 0, tenemos que aclD(ā1, x̄2, A2) =

aclD(ā, z̄′, x̄1, x̄
′x̄−1

1 , z̄1, A1) = aclD(ā, x̄1, z̄1, A1) = aclD(ā, z̄1, A1) =
aclD(ā, A2),

• por 5)iii), porque ȳ1 = z̄1c̄ y por 2)iii) tenemos que aclD(ȳ2, c̄1, A2) =
aclD(ȳ1, c̄1, A2) = aclD(c̄1, A2) = aclD(c̄, A2),

• por 11) y porque ȳ′ = x̄′b̄ tenemos que aclD(b̄3, A2) = aclD(b̄2, A2) =
aclD(b̄, ȳ′, A2) = aclD(b̄, A2),

• por 10), b̄3 ∈ qfdclD(A2, ā1, c̄1, x̄2, ȳ2),

• por 12), (ȳ2, c̄1) ∈ qfdclD(A2, ā1, x̄2, b̄2).

Obsérvese que los puntos del 9) al 13) pod́ıan haberse demostrado sobre A1 en
vez de sobre A2. Sin embargo, la utilización de A2 se justifica en estas últimas
comprobaciones ya que ha sido esencial trabajar sobre dicho conjunto para
poder realizarlas.

Sea A = aclF (A2).

Proposición 3.28. qftpD(ā1, b̄1, c̄1|A) y qftpD(b̄1, c̄1|A, ā1) son estacionarios.

Demostración. Por el lema 2.10 y puesto que aclF (A) = A, tenemos que el
tipo completo sin cuantificadores qftpD(ā1, b̄1, c̄1|A) es estacionario. Veamos
que qftpD(b̄1, c̄1|A, ā1) también es estacionario. En primer lugar demostremos
que ā1 es independiente de b̄1 sobre A. Efectivamente,

dimF (ā1, b̄1|A) = dimF (ā1|A, b̄1) + dimF (b̄1|A) =

= dimF (ā1|A, b̄) + n =

= dimF (ā1, b̄|A)− dimF (b̄|A) + n =

= dimF (b̄|A, ā1)− n+ n =

= dimF (b̄|A, ā) = n.

Por el lema 2.10 y puesto que aclF (A) = A, tenemos que qftpD(b̄1|A) es esta-
cionario. Como ā1 es independiente de b̄1 sobre A tenemos que qftpD(b̄1|A, ā1)
también es estacionario ya que en caso contrario tendŕıa dos extensiones
que no bifurcan sobre A, ā1 las cuales seŕıan a su vez dos extensiones de
qftpD(b̄1|A) que no bifurcan sobre A. Finalmente qftpD(b̄1, c̄1|A, ā1) es es-
tacionario. En caso contrario, existiŕıan dos extensiones q1(x̄, x̄) y q2(x̄, ȳ)
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que no bifurcan sobre A, ā1. Como c̄1 ∈ qfdclD(A, ā1, b̄1), existe una fórmula
ψ(x̄, ȳ) ∈ For(LA,ā1) tal que c̄1 es la única upla que satisface ψ(b̄1, ȳ). Las
fórmulas tanto de q1(x̄, ȳ) como de q2(x̄, ȳ) que sólo involucran las variables
asociadas a b̄1 forman dos extensiones q̃1(x̄) y q̃2(x̄) de qftpD(b̄1|A, ā1) que
no bifurcan sobre A, ā1 y por tanto q̃1(x̄) = q̃2(x̄). Dada cualquier fórmula
ϕ(x̄, ȳ) ∈ q1(x̄, ȳ) tenemos que ∀ȳ(ψ(x̄, ȳ)→ ϕ(x̄, ȳ)) ∈ q̃1(x̄). Como q̃1(x̄) =
q̃2(x̄), deducimos que ϕ(x̄, ȳ) ∈ q2(x̄, ȳ) y por tanto q1(x̄, ȳ) = q2(x̄, ȳ), lo cual
es una contradicción.

Sea σ̄ una upla de D que sea interdefinible con la base canónica de
qftpD(b̄1, c̄1|A, ā1), cuya existencia tenemos asegurada por la eliminación de
imaginarios de D. Observamos que σ̄ ∈ dclD(A, ā1) = qfdclD(A, ā1) ⊂ F y
por tanto σ̄ ∈ F . Sean r = qftpD(σ̄|A), q1 = qftpD(b̄1|A), q2 = qftpD(c̄1|A).
Por el lema 3.27 tenemos que dim(q1) = dim(q2) = n y por el lema 2.10
tenemos que r, q1 y q2 son estacionarios.

Proposición 3.29. Siguiendo la notación del párrafo anterior tenemos que

i) σ̄ es independiente de b̄1 sobre A,

ii) σ̄ es independiente de c̄1 sobre A,

iii) c̄1 ∈ qfdclD(A, σ̄, b̄1),

iv) b̄1 ∈ qfdclD(A, σ̄, c̄1),

v) dimD(r) = n.

Demostración. En la demostración de la proposición será útil el siguiente
hecho: {ā1, b̄1, c̄1} son independientes dos a dos sobre A. Esto se debe a
que por el lema 3.27 tenemos que c̄1 ∈ qfdclD(A2, b̄1, ā1) y a que ā1 es
independiente de b̄1 sobre A como se probó en 3.28.

i) Dado que σ̄ ∈ qfdclD(A, ā1), tenemos que

dimD(b̄1|A, σ̄) ≥ dimD(b̄1|A, σ̄, ā1) = dimD(b̄1|A, ā1) = n.

ii) Dado que σ̄ ∈ qfdclD(A, ā1), tenemos que

dimD(c̄1|A, σ̄) ≥ dimD(c̄1|A, σ̄, ā1) = dimD(c̄1|A, ā1) = n.

iii) Por la proposición 1.622) y dado que σ̄ ∈ dclD(σ̄, A) tenemos que exis-
ten b̄′1 y c̄′1 en alguna extensión elemental tal que qftpD(b̄′1, c̄

′
1|A, ā1, σ̄) es una

extensión de qftpD(b̄1, c̄1|A, ā1) que no bifurca sobre A, ā1 y qftpD(b̄′1, c̄
′
1|A, σ̄)
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es estacionario y su dimensión es igual a la de qftpD(b̄1, c̄1|A, ā1), es decir,
su dimensión es n. Puesto que

dimD(b̄1, c̄1|A, ā1, σ̄) = n,

podemos tomar b̄′1 = b̄1 y c̄′1 = c̄1. En particular, qftpD(b̄1, c̄1|A, σ̄) es es-
tacionario y su dimensión es igual a la de qftpD(b̄1, c̄1|A, ā1), es decir, su

dimensión es n. Sea D̃ una extensión elemental de D y sea φ ∈ Aut(D̃) un
automorfismo que fija A, σ̄ y b̄1. Veamos que φc̄1 = c̄1. Si mostramos que
dim

eD(b̄1, c̄1|A, σ̄, φā1) = n entonces, como qftpD(b̄1, c̄1|A, σ̄) es estacionario
tendremos que qftpD(b̄1, c̄1|A, σ̄, φā1) = qftpD(b̄1, φc̄1|A, σ̄, φā1) y por tanto
φc̄1 = c̄1, ya que tanto φc̄1 como c̄1 satisfacen una fórmula con parámetros en
A, σ̄, b̄1 que posee una única solución. Por el teorema de Svenonius tendre-
mos que c̄1 ∈ qfdclD(A, b̄1, σ̄). Para demostrar que dim

eD(b̄1, c̄1|A, σ̄, φā1) = n
basta observar que

n ≥ dim
eD(b̄1, c̄1|A, σ̄, φā1) =

= dim
eD(b̄1, c̄1, σ̄, φā1|A)− dim eD(σ̄, φā1|A) =

= dim
eD(c̄1, σ̄|A, φā1, b̄1) + dim

eD(φā1, b̄1|A)−
−dim eD(σ̄|A, φā1)− dim eD(φā1|A) =

= dim
eD(c̄1, σ̄|A, φā1, b̄1) + dim

eD(b̄1|A, φā1) + dim
eD(φā1|A)− 0− n =

= dim
eD(c̄1, σ̄|A, φā1, b̄1) + n+ n− n =

= dim
eD(c̄1, σ̄|A, φā1, b̄1) + n ≥ n.

Por tanto deducimos que dim
eD(b̄1, c̄1|A, σ̄, φā1) = n.

iv) Similar a iii).

v) En el apartado iii) se probó que dimD(b̄1, c̄1|A, σ̄) = n. Entonces,

dimD(ā1, b̄1, c̄1, σ̄|A) = dimD(ā1|A, b̄1, c̄1, σ̄) + dimD(b̄1, c̄1, σ̄|A) =

= 0 + dimD(b̄1, c̄1|A, σ̄) + dimD(σ̄|A) =

= n+ dimD(σ̄|A).

Como

dimD(ā1, b̄1, c̄1, σ̄|A) = dimD(σ̄|A, ā1, b̄1, c̄1, ) + dimD(ā1, b̄1, c̄1|A) = 0 + 2n,

deducimos que dimD(σ̄|A) = n.
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Dado que c̄1 ∈ qfdclD(A, σ̄, b̄1) y b̄1 ∈ qfdclD(A, σ̄, c̄1), existen unas
funciones parciales µ y ν definibles sin cuantificadores sobre A tales que
µ(σ̄, b̄1) = c̄1 y ν(σ̄, c̄1) = b̄1.

Proposición 3.30. Sean σ̄′, b̄′1 ∈ D independientes sobre A tales que realizan
r y q1 respectivamente. Entonces qftpD(σ̄′, b̄′1|A) = qftpD(σ̄, b̄1|A).

Demostración. Sea D′ una extensión elemental de D que sea |A|+-saturada.
Dado que tp(σ̄|A) = tp(σ̄′|A), por la proposición 1.3 existe una automorfismo
g ∈ AutA(D′) tal que g(σ̄) = σ̄′. Denotemos con b̄′′1 = g(b̄1). Puesto que
σ̄ y b̄1 son independientes sobre A tenemos que g(σ̄) = σ̄′ y g(b̄1) = b̄′′1
son independientes sobre g(A) = A. Aśı pues, tp(b̄′′1|σ̄′, A) y tp(b̄′1|σ̄′, A) son
extensiones de q1 que no bifurcan. Como q1 es estacionario tenemos que
tp(b̄′′1|σ̄′, A) = tp(b̄′1|σ̄′, A). Por la proposición 1.3 existe un automorfismo
h ∈ AutA,σ̄′(D′) tal que h(b̄′′1) = b̄′1. Finalmente, puesto que h ◦ g ∈ AutA(D′)
es tal que h ◦ g(σ̄) = σ̄′ y h ◦ g(b̄1) = b̄′1 tenemos que qftpD(σ̄′, b̄′1|A) =
qftpD(σ̄, b̄1|A).

Por la proposición 3.30, dadas unas uplas σ̄′ y b̄′1 en D que realicen r
y q1 y que sean independientes sobre A tenemos que µ(σ̄′, b̄′1) está bien
definido, realiza q2 y es independiente tanto de σ̄′ como de b̄′1 sobre A y
µ(σ̄′, ν(σ̄′, b̄′2)) = b̄′2. En general, para cualesquiera uplas σ̄′ y b̄′1 en D que
satisfagan qµ = qftpD(σ̄, b̄1|A), µ(σ̄′, b̄′1) está bien definido, realiza q2 y es
independiente tanto de σ̄′ como de b̄′1 sobre A y µ(σ̄′, ν(σ̄′, b̄′1)) = b̄′1. De la
misma manera, utilizando un argumento similar al de la proposición 3.30,
dadas unas uplas σ̄′ y c̄′1 en D que realicen r y q2 y que sean independientes
sobre A, tenemos que qftpD(σ̄′, c̄′1|A) = qftpD(σ̄, c̄1|A) y por tanto ν(σ̄′, c̄′1)
está bien definido, realiza q1 y es independiente tanto de σ̄′ como de c̄′1 sobre
A y µ(σ̄′, ν(σ̄′, c̄′1)) = c̄′1. En general, para cualesquiera uplas σ̄′ y c̄′1 en D
que satisfagan qν = qftpD(σ̄, c̄1|A), ν(σ̄′, c̄′1) está bien definido, realiza q2 y
es independiente tanto de σ̄′ como de b̄′1 sobre A y µ(σ̄′, ν(σ̄′, c̄′1)) = c̄′1.

Proposición 3.31. Siguiendo la notación de los párrafos anteriores, si σ̄1 y
σ̄2 son dos uplas que realizan r, b̄′1 es una upla que realiza q1, b̄′1 es indepen-
diente de σ̄1, σ̄2 sobre A y µ(σ̄1, b̄

′
1) = µ(σ̄2, b̄

′
1) entonces σ̄1 = σ̄2.

Demostración. Denotemos c̄′1 = µ(σ̄1, b̄
′
1) = µ(σ̄2, b̄

′
1). Puesto que el tipo

p = qftpD(b̄1, c̄1|A, σ̄) es estacionario, tanto p1 = qftpD(b̄′1, c̄
′
1|A, σ̄1) co-

mo p2 = qftpD(b̄′1, c̄
′
1|A, σ̄2) también lo son dado que qftpD(b̄′1, σ̄1|A) =

qftpD(b̄′1, σ̄2|A) = qftpD(b̄1, σ̄|A). Por tanto, ya que dimD(b̄′1, c̄
′
1|A, σ̄1, σ̄2) =

n, tenemos que qftpD(b̄′1, c̄
′
1|A, σ̄1, σ̄2) es una extensión que no bifurca tanto

de p1 como de p2. El resultado lo vamos a deducir del hecho de que tan-
to σ̄1 como σ̄2 son base canónica de qftpD(b̄′1, σ̄1|A) = qftpD(b̄′1, σ̄2|A) =
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qftpD(b̄1, σ̄|A). Sea ψ(x̄, ȳ, σ̄) ∈ qftpD(b̄1, c̄1|A, σ̄) una fórmula de dimensión
n y multiplicidad 1. Como la fórmula asociada a la dimensión de ψ(x̄, ȳ, z̄)
pertenece a qftpD(b̄1, σ̄|A) y como con infinitas fórmulas de qftpD(b̄1, σ̄|A)
es posible fijar que ψ(x̄, ȳ, z̄) es una fórmula de multiplicidad 1, entonces
ψ(x̄, ȳ, σ̄1) ∈ qftpD(b̄′1, c̄

′
1|A, σ̄1) y ψ(x̄, ȳ, σ̄2) ∈ qftpD(b̄′1, c̄

′
1|A, σ̄2) son dos

fórmulas de dimensión n y multiplicidad 1. Sea E la relación de equivalen-
cia mediante la cual podemos definir la base canónica de qftpD(b̄1, c̄1|A, σ̄)
mediante ψ(x̄, ȳ, σ̄) como se hizo en la sección 1.7. Obsérvese que puesto que
σ̄ es interdefinible con dicha base canónica sabemos que existe una fórmula
χ ∈ For(Leq) tal que

Meq |= ∀ȳ((χ(ȳ, fE(ȳ)) ∧ fE(ȳ) = fE(σ̄))→ ȳ = σ̄).

Aśı pues, como σ̄1 realiza r,

Meq |= ∀ȳ((χ(ȳ, fE(ȳ)) ∧ fE(ȳ) = fE(σ̄1))→ ȳ = σ̄1). (2)

Como σ̄2 realiza r y σ̄ satisface χ(ȳ, fE(ȳ)), tenemos queMeq |= χ(σ̄2, fE(σ̄2)).
Finalmente, como p es la extensión que no bifurca tanto de p1 como de p2 te-
nemos que, por la propia definición de E, fE(σ̄1) = fE(σ̄2) y por la ecuación
(2), σ̄1 = σ̄2.

Sean σ̄1 ∈ F y σ̄2 ∈ F dos realizaciones de r independientes sobre A, cuya
existencia tenemos asegurada por la hipótesis B) del comienzo de la sección.
Sea b̄2 ∈ F una realización de q1 independiente de σ̄1, σ̄2 sobre A y cuya
existencia también podemos asegurar por la hipótesis B) del comienzo de la
sección. Tenemos entonces que µ(σ̄1, b̄2) está bien definido, que realiza q1 y
que es independiente de σ̄1 y de b̄2 sobre A. Es más, como b̄2 = ν(σ̄1, µ(σ̄1, b̄2)),
tenemos que

dimD(µ(σ̄1, b̄2)|A, σ̄1, σ̄2) =

= dimD(µ(σ̄1, b̄2), b̄2|A, σ̄1, σ̄2)− dimD(b̄2|A, σ̄1, σ̄2, µ(σ̄1, b̄2)) =

= dimD(µ(σ̄1, b̄2)|A, σ̄1, σ̄2, b̄2) + dimD(b̄2|A, σ̄1, σ̄2)− 0 =

= 0 + dimD(b̄2|A, σ̄1, σ̄2) = n,

es decir, µ(σ̄1, b̄2) es independiente de σ̄1, σ̄2 sobreA. Por tanto ν(σ̄2, µ(σ̄1, b̄2))
está bien definido, realiza q2 y es independiente de σ̄2 y de µ(σ̄1, b̄2) sobre A.
Denotemos b̄3 = ν(σ̄2, µ(σ̄1, b̄2)).

68



Proposición 3.32. Siguiendo la notación del párrafo anterior,

i) b̄3 ∈ qfdclD(A, σ̄1, σ̄2, b̄2),

ii) b̄2 ∈ qfdclD(A, σ̄1, σ̄2, b̄3),

iii) b̄2 es independiente de σ̄1, σ̄2 sobre A,

iv) b̄3 es independiente de σ̄1, σ̄2 sobre A,

v) qftpD(b̄2, b̄3|A, σ̄1, σ̄2) es estacionario.

Demostración. i) Se debe a que b̄3 = ν(σ̄2, µ(σ̄1, b̄2)).
ii) Se debe a que ν(σ̄1, µ(σ̄2, b̄3)) = ν(σ̄1, µ(σ̄1, b̄2)) = b̄2.
iii) Por hipótesis.
iv) Probados los apartados i) y ii) se deduce directamente,

dimD(b̄3|A, σ̄1, σ̄2) =

= dimD(b̄3, b̄2|A, σ̄1, σ̄2)− dimD(b̄2|A, σ̄1, σ̄2, b̄3) =

= dimD(b̄3|A, σ̄1, σ̄2, b̄2) + dimD(b̄2|A, σ̄1, σ̄2)− 0 = 0 + n.

v) Por el lema 2.10 y puesto que aclF (A) = A tenemos que qftpD(b̄2|A)
es estacionario. Por iii), qftpD(b̄2|A, σ̄1, σ̄2) es una extensión de qftpD(b̄2|A)
que no bifurca y por tanto también es estacionario. Finalmente, dado que b̄3 ∈
qfdclD(A, σ̄1, σ̄2, b̄2), si repetimos el argumento dado en la demostración de
la proposición 3.28, llegamos a que qftpD(b̄2, b̄3|A, σ̄1, σ̄2) es estacionario.

La proposición 3.32 nos proporciona una serie de condiciones para b̄2, b̄3

y σ̄1, σ̄2 iguales a las que teńıamos para b̄1, c̄1 y ā1 y por tanto podemos
repetir con las primeras uplas parte del estudio que hemos hecho con las
últimas. Sea entonces τ̄ una upla de D que sea interdefinible con la base
canónica de qftpD(b̄2, c̄3|A, σ̄1, σ̄2), cuya existencia tenemos asegurada por
la eliminación de imaginarios de D. Observamos que τ̄ ∈ dclD(A, σ̄1, σ̄2) =
qfdclD(A, σ̄1, σ̄2) ⊂ F y por tanto τ̄ ∈ F . Sea s = qftpD(τ̄ |A). Por el lema
2.10 tenemos que s es estacionario.

Proposición 3.33. Siguiendo la notación del párrafo anterior tenemos que

i) τ̄ es independiente de b̄2 sobre A,

ii) τ̄ es independiente de b̄3 sobre A,

iii) b̄3 ∈ qfdclD(A, τ̄ , b̄2),
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iv) b̄2 ∈ qfdclD(A, τ̄ , b̄3),

v) dimD(s) = n.

Demostración. Similar a la demostración de la proposición 3.28.

Dado que b̄3 ∈ qfdclD(A, τ̄ , b̄2) y b̄2 ∈ qfdclD(A, τ̄ , b̄3), existen unas
funciones parciales µ̃ y ν̃ definibles sin cuantificadores sobre A tales que
µ̃(τ̄ , b̄2) = b̄3 y ν̃(τ̄ , b̄3) = b̄2. Dadas unas uplas τ̄ ′ y b̄′2 en D que realicen
s y q1 y que sean independientes sobre A, tenemos que qftpD(τ̄ ′, b̄′2|A) =
qftpD(τ̄ , b̄2|A) y por tanto µ̃(τ̄ ′, b̄′2) está bien definido, realiza q1 y es inde-
pendiente tanto de τ̄ ′ como de b̄′2 sobre A y ν̃(τ̄ ′, µ̃(τ̄ ′, b̄′2)) = b̄′2. En general,
para cualesquiera uplas σ̄′ y b̄′2 en D que satisfagan qeµ = qftpD(σ̄, b̄2|A),
µ̃(σ̄′, b̄′2) está bien definido, realiza q1 y es independiente tanto de σ̄′ como
de b̄′2 sobre A y ν̃(τ̄ ′, µ̃(τ̄ ′, b̄′2)) = b̄′2. De la misma manera, dadas unas uplas
τ̄ ′ y b̄′3 en D que realicen s y q1 respectivamente y que sean independientes
sobre A, tenemos que qftpD(τ̄ ′, b̄′3|A) = qftp(τ̄ , b̄3|A) y por tanto ν̃(τ̄ ′, b̄′3)
está bien definido, realiza q1 y es independiente tanto de τ̄ ′ como de b̄′3 sobre
A y µ̃(τ̄ ′, ν̃(τ̄ ′, b̄′3)) = b̄′3. En general, para cualesquiera uplas σ̄′ y b̄′3 en D
que satisfagan qeν = qftpD(σ̄, b̄3|A), ν̃(σ̄′, b̄′3) está bien definido, realiza q1 y
es independiente tanto de σ̄′ como de b̄′3 sobre A y µ̃(τ̄ ′, ν̃(τ̄ ′, b̄′3)) = b̄′3.

Observación 3.34. Según hemos construido las funciones parciales µ̃ y ν̃
puede parecer que dependen de las elecciones que hayamos hecho de σ̄1, σ̄2

y b̄2. Sin embargo eso no es aśı. Para unas uplas σ̄′1, σ̄′2 y b̄′2 que satisfagan
las propiedades que satisfaćıan σ̄1, σ̄2 y b̄2 tenemos que qftpD(σ̄1, σ̄2, b̄2|A) =
qftpD(σ̄′1, σ̄

′
2, b̄
′
2|A), y por tanto las elecciones de µ̃ y ν̃ van a estar presentes

para las nuevas uplas. Śı es verdad que hay que hacer una elección por ejem-
plo en la longitud de la upla τ̄ y en la fórmula que definirá µ̃ y ν̃, pero estas
elecciones se harán sobre un abanico de posibilidades que no variará con la
elección de las uplas. De hecho, nuestras elecciones de σ̄1, σ̄2 y b̄2 se hicieron
en F para poder probar resultados que de otra forma hubieran sido muy
complicados, como el hecho de que s es estacionario. Una vez que hemos
probado esos resultados para las uplas que elegimos inicialmente y que per-
tenećıan a F , podemos aplicarlos para una elección distinta de uplas iniciales
que incluso podemos suponer que no están en F .

Proposición 3.35. Siguiendo la notación de los párrafos anteriores, si τ̄1 y
τ̄2 son dos uplas que realizan s, b̄′2 es una upla que realiza q1, b̄′2 es indepen-
diente de τ̄1, τ̄2 sobre A y µ̃(τ̄1, b̄

′
2) = µ̃(τ̄2, b̄

′
2) entonces τ̄1 = τ̄2.

Demostración. Similar a la demostración de la proposición 3.31.

70



Proposición 3.36. Siguiendo la notación del párrafo anterior, tenemos que
τ̄ es independiente de σ̄1 y σ̄2 sobre A.

Demostración. Para demostrar la proposición vamos a suponer que las uplas
σ̄1, σ̄2 y b̄2 con las que comenzamos el estudio tienen una serie de propieda-
des adicionales las cuales nos facilitarán el trabajo. Esto lo podemos hacer ya
que, como dijimos en la observación 3.34, da igual con qué uplas comencemos.
Entonces, sin pérdida de generalidad, sean σ̄1 = σ̄ y σ̄2 ∈ F una upla que
realice q1 y que sea independiente de ā, b̄ sobre A. Obsérvese que dicha upla
existe por la hipótesis B) del comienzo de la sección y que también va a ser
independiente de ā, b̄, σ̄1 sobre A ya que σ̄1 = σ̄ ∈ qfdclD(A, ā). Por último,
no hay ningún problema en tomar como b̄2 la upla b̄1 ya que b̄1 es indepen-
diente de σ̄1, σ̄2 sobre A y realiza q1. En estas condiciones, por definición,
b̄3 = ν(σ̄2, µ(σ̄1, b̄1)) y τ̄ es la base canónica de qftpD(b̄1, b̄3|A, σ̄1, σ̄2).

Sea x ∈ G un punto genérico de G sobre A, ā, b̄, σ̄2. Como ya observamos
anteriormente, x también va a ser genérico sobre A, ā, b̄, σ̄1, σ̄2. Sean ȳ = x̄b̄ y
z̄ = ȳc̄−1. Observamos que entonces z̄ = x̄ā−1 y que dimD(σ̄2|x̄, ȳ, z̄, ā, b̄, c̄) =
dimD(σ̄2|x̄, ā, b̄) = n, es decir, que σ̄2 es independiente de x̄, ȳ, z̄, ā, b̄, c̄ sobre
A. Puesto que σ̄1 ∈ aclD(A, ā1) = aclD(A, ā), tenemos que

dimD(z̄, c̄1, ȳ|A, σ̄1) ≥ dimD(z̄, c̄1, ȳ|A, σ̄1, ā) =

= dimD(z̄, c̄1, ȳ|A, ā) =

= dimD(z̄|A, ā, c̄1, ȳ) + dimD(c̄1, ȳ|A, ā) =

= 0 + 2n = dimD(z̄, c̄1, ȳ|A),

es decir, que σ̄1 es independiente de z̄, c̄1, ȳ sobre A. Como σ̄2 es independiente
de ā, b̄, x̄ sobre A, también es independiente de z̄, c̄1, ȳ sobre A. Como r es
estacionario, σ̄1 y σ̄2 realizan r y ambos son independientes sobre z̄, c̄1, ȳ,
tenemos que

qftpD(σ̄1|A, z̄, c̄1, ȳ) = qftpD(σ̄2|A, z̄, c̄1, ȳ). (3)

Comprobemos que existen unas uplas x̄1 y b̄4 en D tales que

qftpD(x̄, b̄1, σ̄1, z̄, c̄1, ȳ|A) = qftpD(x̄1, b̄4, σ̄1, z̄, c̄1, ȳ|A). (4)

Denotemos con p(v̄1, . . . , v̄6) = qftpD(x̄, b̄1, σ̄1, z̄, c̄1, ȳ|A). Por el lema 2.10
tenemos que p es estacionario. Por tanto existe una fórmula ψ(v̄1, . . . , v̄6) ∈ p
tal que dim(ψ) = dim(p) y mult(ψ) = 1. La fórmula sin cuantificadores que
en D expresa ∃v̄1∃v̄2ψ(v̄1, v̄2, v̄3, z̄, c̄1, ȳ)∧δ(v̄3, z̄, c̄1, ȳ), donde δ(v̄3, z̄, c̄1, ȳ) es
la fórmula asociada a la dimensión de ψ(v̄1, v̄2, v̄3, z̄, c̄1, ȳ), pertenece al tipo
sin cuantificadores qftpD(σ̄1|A, z̄, c̄1, ȳ). Por la igualdad (3) y puesto que la
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dimensión de la fórmula ψ(v̄1, v̄2, σ̄1, z̄, c̄1, ȳ) es 0, existen unas uplas x̄1 y
b̄4 tales que M |= ψ(x̄1, b̄4, σ̄2, z̄, c̄1, ȳ) y tales que x̄1, b̄4 ∈ aclD(σ̄2, z̄, c̄1, ȳ).
Aśı pues, tanto qftpD(x̄1, b̄4, σ̄1, z̄, c̄1, ȳ|A) como p(v̄1, . . . , v̄6) contienen la
fórmula ψ(v̄1, . . . , v̄6), tienen dimensión igual a la dimensión de ψ(v̄1, . . . , v̄6)
y por tanto, dado que ψ(v̄1, . . . , v̄6) tiene multiplicidad 1, ambos tipos sin
cuantificadores deben ser el mismo. Además, como por (3) tenemos que
µ(σ̄1, b̄1) = µ(σ̄2, b̄4) = c̄1 y puesto que las funciones µ y ν son inversas
una de la otra si el primer argumento de ambas es el mismo, entonces

b̄3 = µ̃(τ̄ , b̄1) = ν(σ̄2, µ(σ̄1, b̄1)) = ν(σ̄2, µ(σ̄2, b̄4)) = b̄4.

Para terminar, basta demostrar que

a) σ̄1 y σ̄2 son independientes de x̄, x̄1 sobre A,

b) τ̄ ∈ aclD(A, x̄, x̄1).

Efectivamente, si probamos a) y b) entonces por un lado tendremos que

dim(σ̄1, τ̄ |A, x̄, x̄1) = dim(σ̄1|A, x̄, x̄1, τ̄) + dim(τ̄ |A, x̄, x̄1) =

= dim(σ̄1|A, x̄, x̄1, τ̄) + 0,

mientras que por otro lado

dim(σ̄1, τ̄ |A, x̄, x̄1) = dim(τ̄ |A, x̄, x̄1, σ̄1) + dim(σ̄1|A, x̄, x̄1) =

= 0 + dim(σ̄1|A, x̄, x̄1) =

= dim(σ̄1|A),

y por tanto dim(σ̄1|A) = dim(σ̄1|A, x̄, x̄1, τ̄) y en particular dim(σ̄1|A) =
dim(σ̄1|A, τ̄), es decir, σ̄1 es independiente de τ̄ sobre A. De forma similar
probamos que σ̄2 es independiente de τ̄ sobre A.

Demostremos entonces los asertos a) y b)

a) Sea X = {σ̄1, b̄, c̄, b̄1, c̄1, x̄, ȳ, z̄, σ̄2, x̄1, b̄4}. Probemos que dim(X|A) =
4n. Dado que dim(σ̄1, b̄, x̄, σ̄2|A) = 4n, basta que veamos que X ⊂
aclD(A, σ̄1, b̄, x̄, σ̄2),

1. por el lema 3.27, b̄1 ∈ aclD(A, b̄),

2. por la proposición 3.29 y el lema 3.27, c̄1 ∈ qfdclD(A, σ̄, b̄1) =
qfdclD(A, σ̄1, b̄),

3. por el lema 3.27 y el apartado 2), c̄ ∈ aclD(A, c̄1) ⊂ aclD(A, σ̄1, b̄)

4. por definición, ȳ = x̄b̄ y por tanto ȳ ∈ aclD(A, x̄, b̄),
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5. por definición z̄ = ȳc̄−1 y por los apartados 4) y 3) tenemos que
z̄ ∈ aclD(A, ȳ, c̄) ⊂ aclD(A, x̄, b̄, σ̄1),

6. por definición y por los apartados 4), 5) y 2), tenemos que x̄1, b̄4 ∈
aclD(A, σ̄2, z̄, c̄1, ȳ) ⊂ aclD(A, σ̄2, x̄, σ̄1, b̄).

Demostremos que X ⊂ aclD(A, σ̄1, x̄, x̄1, b̄1),

1. por el lema 3.27, b̄ ∈ aclD(A, b̄1),

2. por el lema 3.27, la proposición 3.29 y el apartado 1), tenemos que
c̄ ∈ aclD(A, c̄1) ⊂ aclD(A, σ̄1, b̄) ⊂ aclD(A, σ̄1, b̄1),

3. por el lema 3.27, c̄1 ∈ aclD(A, c̄),

4. por definición ȳ = x̄b̄ y por tanto ȳ ∈ aclD(A, x̄, b̄) ⊂ aclD(A, x̄, b̄1),

5. por definición z̄ = ȳc̄−1 y por los apartados 2) y 4) tenemos que
z̄ ∈ aclD(A, ȳ, c̄) ⊂ aclD(A, σ̄1, x̄, b̄1),

6. por definición b̄ = x̄−1ȳ y por tanto b̄ ∈ aclD(A, x̄, ȳ). En particu-
lar, b̄1 ∈ aclD(A, b̄) ⊂ aclD(A, x̄, ȳ). Por la igualdad (4) y por el
apartado 4) , tenemos que b̄4 ∈⊂ aclD(A, x̄1, ȳ) ⊂ aclD(A, x̄1, x̄, b̄1),

7. por definición y puesto que ā = z̄−1ȳb̄−1, σ̄1 ∈ qfdclD(A, ā1) ⊂
aclD(A, ā) ⊂ aclD(A, z̄, ȳ, b̄). Por la igualdad (4) y por los aparta-
dos 4), 5) y 6), σ̄2 ⊂ aclD(A, z̄, ȳ, b̄4) ⊂ aclD(A, σ̄1, x̄, x̄1, b̄).

Por tanto deducimos que dim(σ̄1, x̄, x̄1, b̄1|A) = 4n y, en particular, que
σ̄1 es independiente de x̄, x̄1 sobre A. Veamos que σ̄2 es independiente
de x̄, x̄1 sobre A. Puesto que ā = z̄−1x̄ tenemos que σ̄1 ∈ aclD(A, ā) ⊂
aclD(A, z̄, x̄) y por la igualdad (4) entonces σ̄2 ∈ aclD(A, z̄, x̄1). Como
z̄ = x̄ā−1 y aclD(A, ā1) = aclD(A, σ̄1), esto último porque aclD(A, σ̄1) ⊂
aclD(A, ā1) y dim(ā1|A) = dim(σ̄1|A) = n, σ̄2 ∈ aclD(A, x̄, x̄1, σ̄1).
Aśı pues aclD(A, σ̄1, x̄, x̄1, b̄) = aclD(A, σ̄2, x̄, x̄1, b̄) y por tanto también
X ⊂ aclD(A, σ̄2, x̄, x̄1, b̄1) de lo que deducimos que dim(σ̄2, x̄, x̄1, b̄1|A) =
4n y, en particular, que σ̄2 es independiente de x̄, x̄1 sobre A.

b) Como ya vimos en el aserto a), dim(σ̄1, x̄, x̄1, b̄1|A) = 4n y por tanto
b̄1 es independiente de σ̄1, x̄, x̄1 sobre A. También vimos en el aserto a)
que σ̄2 ∈ aclD(A, x̄, x̄1, σ̄1) y por tanto

dim(b̄1|A, x̄, x̄1, σ̄1, σ̄2) = dim(b̄1|A, x̄, x̄1, σ̄1) = n,

es decir, b̄1 es independiente de x̄, x̄1, σ̄1, σ̄2 sobre A. Dado que b̄3 =
µ̃(τ̄ , b̄1) = b̄4, τ̄ es la base canónica de qftpD(b̄1, b̄4|A, σ̄1, σ̄2). Como
b̄1 es independiente de x̄, x̄1, σ̄1, σ̄2 sobre A y b̄4 ∈ qfdclD(A, τ̄ , b̄1) en-
tonces qftpD(b̄1, b̄4|A, x̄, x̄1, σ̄1, σ̄2) es la extensión que no bifurca de
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qftpD(b̄1, b̄4|A, σ̄1, σ̄2). Como b̄ = ȳx̄−1 tenemos que b̄1 ∈ aclD(A, ȳ, x̄)
y por tanto, por la igualdad (4) y puesto que ȳ = x̄b̄−1, entonces
b̄4 ∈ aclD(A, ȳ, x̄1) ⊂ aclD(A, x̄, x̄, b̄1, x̄1). Finalmente

dim(b̄1, b̄4|A, x̄, x̄1) = dim(b̄4|A, x̄, x̄1, b̄1) + dim(b̄1|A, x̄, x̄1) = 0 + n,

y por tanto, por la proposición 1.62, τ̄ ∈ aclD(A, x̄, x̄1).

Corolario 3.37. Siguiendo la notación de la proposición 3.36, tenemos que
τ̄ ∈ aclD(A, σ̄1, σ̄2), σ̄1 ∈ aclD(A, σ̄2, τ̄) y σ̄2 ∈ aclD(A, σ̄1, τ̄).

Demostración. Dado que τ̄ es la base canónica de qftpD(b̄2, c̄3|A, σ̄1, σ̄2), te-
nemos que τ̄ ∈ aclD(A, σ̄1, σ̄2). Como σ̄1 y σ̄2 son independientes sobre A
tenemos que

dimD(σ̄1, σ̄2, τ̄ |A) = dimD(τ̄ |A, σ̄1, σ̄2) + dimD(σ̄1, σ̄2|A) =

= 0 + 2n = 2n.

Por la proposición 3.36 y el apartado v) de la proposición 3.33 tenemos que

dimD(σ̄1, σ̄2, τ̄ |A) = dimD(σ̄1|A, σ̄2, τ̄) + dimD(σ̄2, τ̄ |A) =

= dimD(σ̄1|A, σ̄2, τ̄) + 2n.

Por tanto dimD(σ̄1|A, σ̄2, τ̄) = 0. De forma similar se puede demostrar que
dimD(σ̄2|A, σ̄1, τ̄) = 0.

Como τ̄ ∈ qfdclD(A, σ̄1, σ̄2), existe una función parcial ρ definible en D
sobre A tal que ρ(σ̄1, σ̄2) = τ̄ .

En estos últimos pasos vamos a construir una función parcial f adecuada
para poder aplicar la proposición 3.22. Sean τ̄1 ∈ F y τ̄2 ∈ F dos realizaciones
de s independientes entre śı sobre A. Sea b̄′ ∈ F una upla que realice q1 y que
sea independiente de τ̄1, τ̄2 sobre A. Sea σ̄02 ∈ F una realización de r que sea
independiente de τ̄1, τ̄2, b̄

′ sobre A. Tenemos entonces que qftpD(σ̄02, τ̄2|A) =
qftpD(σ̄2, τ̄ |A). Veamos que existe una upla σ̄03 ∈ D tal que

qftpD(σ̄03, σ̄02, τ̄2|A) = qftpD(σ̄1, σ̄2, τ̄ |A).

Por el lema 2.10, y puesto que podemos suponer que σ̄1, σ̄2, τ̄ ∈ F co-
mo ya se explicó al comienzo de la demostración de la proposición 3.36,
p(v̄1, v̄2, v̄3) = qftpD(σ̄1, σ̄2, τ̄ |A) es estacionario y por tanto existe una fórmu-
la χ(v̄1, v̄2, v̄3) ∈ p(v̄1, v̄2, v̄3) con multiplicidad 1 y dimensión 3n. Aśı pues,
la fórmula sin cuantificadores y con parámetros en A que en D expresa
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∃v̄1χ(v̄1, v̄2, v̄3) ∧ δ(v̄2, v̄3), donde δ(v̄2, v̄3) es la fórmula asociada a la di-
mensión de χ(v̄1, v̄2, v̄3), pertenece a qftpD(σ̄2, τ̄ |A). Como la dimensión de
χ(v̄1, σ̄2, τ̄) es 0, existe una upla σ̄03 en D tal que se satisface χ(σ̄03, σ̄02, τ̄2) y
la dimensión de χ(v̄1, σ̄02, τ̄2) es 0. Aśı pues, tanto qftpD(σ̄03, σ̄02, τ̄2A) como
p(v̄1, v̄2, v̄3) contienen la fórmula χ(v̄1, v̄2, v̄3), tienen dimensión igual a la di-
mensión de χ(v̄1, v̄2, v̄3) y por tanto, dado que χ(v̄1, v̄2, v̄3) tiene multiplicidad
1, ambos tipos sin cuantificadores deben ser el mismo. De la misma manera,
como qftpD(σ̄02, τ̄1) = qftpD(σ̄1, τ̄), existe una upla σ̄01 en D tal que

qftpD(σ̄02, σ̄01, τ̄1|A) = qftpD(σ̄1, σ̄2, τ̄ |A).

En particular tenemos que

a) σ̄03 realiza r, es independiente tanto de σ̄02 como de τ̄2 sobre A, τ̄2 =
ρ(σ̄03, σ̄02) y cada σ̄03, σ̄02, τ̄2 pertenece a la clausura definible en D de
los otros dos,

b) σ̄01 realiza r, es independiente tanto de σ̄02 como de τ̄1 sobre A, τ̄1 =
ρ(σ̄02, σ̄01) y cada σ̄01, σ̄02, τ̄1 pertenece a la clausura definible en D de
los otros dos.

Puesto que τ̄2 y b̄′ son independientes sobre A y son realizaciones de s y q1

respectivamente tenemos que qftpD(b̄′, τ̄2) = qftpD(b̄, τ̄) y por tanto µ̃(τ̄2, b̄
′)

está bien definido, realiza q1 y es independiente de τ̄2 sobre A. Es más, dado
que b̄′ = ν̃(τ̄2, µ̃(τ̄2, b̄

′)),

dim(µ̃(τ̄2, b̄
′)|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02) =

= dim(µ̃(τ̄2, b̄
′), b̄′|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02)− dim(b̄′|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02, µ̃(τ̄2, b̄

′)) =

= dim(µ̃(τ̄2, b̄
′)|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02, b̄

′) + dim(b̄′|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02)− 0 = 0 + n,

es decir, µ̃(τ̄2, b̄
′) es independiente de τ̄1, τ̄2, σ̄02 sobre A. Por tanto tenemos

que µ̃(τ̄1, µ̃(τ̄2, b̄
′)) está bien definido, realiza q1 y es independiente tanto de

τ̄1 como de µ̃(τ̄2, b̄
′) sobre A y al cual denotaremos con c̄′. Demostremos una

serie de hechos que nos conducirán a nuestro función parcial deseada,

i) σ̄01 y σ̄03 son independientes sobre A. Efectivamente, como por defini-
ción tenemos que σ̄01 ∈ aclD(A, σ̄02, τ̄1) y τ̄1 = ρ(σ̄02, σ̄01), entonces

dim(σ̄01|A, τ̄2, σ̄02) =

= dim(σ̄01, τ̄1|A, τ̄2, σ̄02)− dim(τ̄1|A, τ̄2, σ̄02, σ̄01) =

= dim(σ̄01|A, τ̄2, σ̄02, τ̄1) + dim(τ̄1|A, τ̄2, σ̄02)− 0 = 0 + n,
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es decir, que σ̄01 es independiente de τ̄2, σ̄02 sobre A. Además, σ̄03 ∈
aclD(A, σ̄02, τ̄2). Finalmente, como σ̄03 ∈ aclD(A, σ̄02, τ̄2), por un lado
tenemos que

dim(σ̄01, σ̄03|A, τ̄2, σ̄02) =

= dim(σ̄01|A, τ̄2, σ̄02, σ̄03) + dim(σ̄03|A, τ̄2, σ̄02) =

= dim(σ̄01|A, τ̄2, σ̄02, σ̄03) + 0,

mientras que por otro

dim(σ̄01, σ̄03|A, τ̄2, σ̄02) =

= dim(σ̄03|A, τ̄2, σ̄02, σ̄01) + dim(σ̄01|A, τ̄2, σ̄02) =

= 0 + dim(σ̄01|A, τ̄2, σ̄02) =

= dim(σ̄01|A),

y por tanto dim(σ̄01|A) = dim(σ̄01|A, τ̄2, σ̄02, σ̄03). En particular, dedu-
cimos que dim(σ̄01|A) = dim(σ̄01|A, σ̄03), es decir, σ̄01 es independiente
de σ̄03 sobre A.

ii) Por el punto anterior, ρ(σ̄01, σ̄03), al cual denotaremos con τ̄3, está bien
definido, realiza s y es independiente tanto de σ̄01 como de σ̄03 sobre
A. Es más, τ̄3 es independiente tanto de τ̄1 como de τ̄2 sobre A. Efecti-
vamente, por un lado tenemos que

dim(σ̄01, σ̄02, σ̄03, τ̄1, τ̄2|A) =

= dim(σ̄01, σ̄03|A, σ̄02, τ̄1, τ̄2) + dim(σ̄02, τ̄1, τ̄2|A) =

= 0 + 3n.

y por el otro

dim(σ̄01, σ̄02, σ̄03, τ̄1, τ̄2|A) =

= dim(τ̄2|A, σ̄01, σ̄02, σ̄03, τ̄1) + dim(σ̄01, σ̄02, σ̄03, τ̄1|A) =

= 0 + dim(σ̄02|A, σ̄01, σ̄03, τ̄1) + dim(σ̄01, σ̄03, τ̄1|A) =

= 0 + dim(σ̄01, σ̄03, τ̄1|A).

Por tanto dim(σ̄01, σ̄03, τ̄1|A) = 3n. De forma similar se prueba que
dim(σ̄01, σ̄03, τ̄2|A) = 3n. Entonces, como τ̄3 = ρ(σ̄01, σ̄03), tenemos que
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por un lado

dim(τ̄3, τ̄1, σ̄01, σ̄03|A) =

= dim(τ̄3|A, τ̄1, σ̄01, σ̄03) + dim(τ̄1, σ̄01, σ̄03|A) =

= 0 + 3n,

y por otro lado

dim(τ̄3, τ̄1, σ̄01, σ̄03|A) =

= dim(τ̄1|A, τ̄3, σ̄01, σ̄03) + dim(τ̄3, σ̄01, σ̄03|A) =

= dim(τ̄1|A, τ̄3, σ̄01, σ̄03) + 2n,

y por tanto τ̄1 es independiente de τ̄3 sobre A. De forma similar se
prueba que τ̄2 es independiente de τ̄3 sobre A.

iii) b̄′ es independiente de σ̄01, σ̄03 sobre A. Se debe a que,

dim(b̄′|A, σ̄01, σ̄03) ≥

≥ dim(b̄′|A, σ̄01, σ̄03, σ̄02, τ̄1, τ̄2) =

= dim(b̄′|A, σ̄02, τ̄1, τ̄2) =

= dim(b̄′, σ̄02|A, τ̄1, τ̄2)− dim(σ̄02|A, τ̄1, τ̄2) =

= dim(σ̄02|A, τ̄1, τ̄2, b̄
′) + dim(b̄′|A, τ̄1, τ̄2)− n =

= n+ n− n = n.

Por tanto τ̄3 es la base canónica de qftpD(b̄′, ν(σ̄01, µ(σ̄03, b̄
′))|A, σ̄03, σ̄01).

iv) µ̃(τ̄2, b̄
′) es independiente de σ̄02, σ̄01 sobre A. Se deduce directamente de

que µ̃(τ̄2, b̄
′) es independiente de τ̄1, τ̄2, σ̄02 y de que σ̄01 ∈ aclD(τ̄1, σ̄02),

v) Por tanto τ̄1 es la base canónica de

qftpD(µ̃(τ̄2, b̄
′), ν(σ̄01, µ(σ̄02, µ̃(σ̄02, b̄

′)))|A, σ̄02, σ̄01).

vi) µ(σ̄03, b̄
′) es independiente de σ̄03, σ̄02 sobre A. Efectivamente, como

b̄′ = ν(σ̄02, µ(σ̄03, b̄
′)),
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dim(µ(σ̄03, b̄
′)|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02) =

= dim(µ(σ̄03, b̄
′), b̄′|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02)− dim(b̄′|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02, µ(σ̄03, b̄

′)) =

= dim(µ(σ̄03, b̄
′)|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02, b̄

′) + dim(b̄′|A, τ̄1, τ̄2, σ̄02)− 0 = 0 + n,

es decir, µ(σ̄03, b̄
′) es independiente de τ̄1, τ̄2, σ̄02 sobre A y puesto que

σ̄03 ∈ qfdclD(A, τ̄2, σ̄02), deducimos que µ(σ̄03, b̄
′) es independiente de

σ̄03, σ̄02 sobre A.

vii) Por tanto τ̄2 es la base canónica de

qftpD(µ(σ̄03, b̄
′), ν(σ̄02, µ(σ̄03, µ(σ̄03, b̄

′))).

viii) µ̃(τ̄3, b̄
′) = c̄′. Efectivamente, por vii),v) y iii) tenemos que

c̄′ = µ̃(τ̄1, µ̃(τ̄2, b̄
′)) =

= ν(σ̄01, µ(σ̄01, µ̃(σ̄02, b̄
′))) =

= ν(σ̄01, µ(σ̄01, ν(σ̄02, µ(σ̄03, b̄
′)))) =

= ν(σ̄01, µ(σ̄03, b̄
′)) =

= µ̃(τ̄3, b̄
′).

ix) qftpD(b̄′, c̄′|A, τ̄1, τ̄2) es estacionario. Efectivamente, como q1 es esta-
cionario y b̄′ es independiente de τ̄1, τ̄2 entonces qftpD(b̄′, c̄′|A, τ̄1, τ̄2)
debe ser la extensión de q1 sobre A, τ̄1, τ̄2 que no bifurca y por tanto es
estacionaria.

x) τ̄3 es la base canónica de qftpD(b̄′, c̄′|A, τ̄1, τ̄2). Por un lado tenemos que

dim(b̄′, c̄′|A, σ̄01, σ̄02, σ̄03, τ̄1, τ̄2) =

= dim(c̄′|A, σ̄01, σ̄02, σ̄03, τ̄1, τ̄2, b̄
′) + dim(b̄′|A, σ̄01, σ̄02, σ̄03, τ̄1, τ̄2) =

= dim(b̄′|A, σ̄01, σ̄02, σ̄03) = n,

y por otro lado, como por definición

dim(b̄′, c̄′|A, τ̄1, τ̄2) = dim(c̄′|A, τ̄1, τ̄2, b̄
′) + dim(b̄′|A, τ̄1, τ̄2) =

= 0 + n = n.

Por tanto, por el punto ix), τ̄3 es la base canónica de qfdclD(A, τ̄1, τ̄2).
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Tenemos entonces que τ̄3 ∈ qfdclD(A, τ̄1, τ̄2) y por tanto existe una fun-
ción definible sobre A sin cuantificadores tal que f(τ̄1, τ̄2) = τ̄3. Denotemos
con qf = qftpD(τ̄1, τ̄2|A).

Comprobemos que la función f que hemos definido satisface las hipótesis
del lema 3.22. Sea D̃ una extensión |A|+-saturada de D.

Lema 3.38. Siguiendo la notación del párrafo anterior,

1) para cualesquiera realizaciones τ̄1, τ̄2 ∈ D̃ de s independientes sobre A,
f(τ̄1, τ̄2) está definido, realiza s y es independiente tanto de τ̄1 como de
τ̄2 sobre A,

2) para cualesquiera realizaciones τ̄1, b̄
′ ∈ D̃ de s y r respectivamente e

independientes sobre A, µ̃(τ̄1, b̄
′) está definido, realiza r y es indepen-

diente de τ̄1 sobre A,

3) para cualesquiera realizaciones τ̄1, τ̄2, τ̄3 ∈ D̃ de s independientes sobre
A tenemos que f(f(τ̄1, τ̄2), τ̄3) = f(τ̄1, f(τ̄2, τ̄3)).

4) para cualesquiera realizaciones τ̄1, τ̄2 ∈ D̃ de s y b̄′ ∈ D̃ de r, indepen-
dientes dos a dos sobre A, tenemos que µ̃(f(τ̄1, τ̄2), b̄′) = µ̃(τ̄1, µ̃(τ̄2, b̄

′)).

Demostración. 1) y 4) Puesto que τ̄1, τ̄2 son realizaciones de s independientes

sobre A tenemos que qftp
eD(τ̄1, τ̄2|A) = qf y por tanto f(τ̄1, τ̄2) está bien

definida. De entre los apartados que probamos antes de el enunciado del lema,
el apartado ii) nos asegura que f(τ̄1, τ̄2) es independiente de tanto de τ̄1 como
de τ̄2 y por el apartado viii) tenemos que µ̃(f(τ̄1, τ̄2), b̄′) = µ̃(τ̄1, µ̃(τ̄2, b̄

′)).
2) Puesto que τ̄1, b̄

′ son realizaciones de s y q1 respectivamente e indepen-

dientes sobre A por la proposición , tenemos que qftp
eD(τ̄1, τ̄2|A) = qeµ y por

tanto µ̃(τ̄1, b̄
′) esta bien definida, realiza r y es independiente de τ̄1 sobre A.

3) Sea b̄′ una realización de q1 independiente de τ̄1, τ̄2, τ̄3 sobre A. Tenemos
entonces que por un lado, aplicando reiteradamente 4),

µ̃(f(τ̄1, f(τ̄2, τ̄3)), b̄′) = µ̃(τ̄1, µ̃(f(τ̄2, τ̄3), b̄′)) = µ̃(τ̄1, µ̃(τ̄2, µ̃(τ̄3), b̄′)),

y por otro

µ̃(f(f(τ̄1, τ̄2), τ̄3), b̄′) = µ̃(f(τ̄1, τ̄2), µ̃(τ̄3, b̄
′)) = µ̃(τ̄1, µ̃(τ̄2, µ̃(τ̄3), b̄′)).

Dado que µ̃(f(τ̄1, f(τ̄2, τ̄3)), b̄′) = µ̃(f(f(τ̄1, τ̄2), τ̄3), b̄′), por la proposición 3.35
tenemos que f(τ̄1, f(τ̄2, τ̄3)) = f(f(τ̄1, τ̄2), τ̄3).
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Una vez demostrado el lema 3.38, la aplicación del teorema 3.22, donde
µ̃ desempeña el papel de g y s y q1 los papeles de p y q respectivamente, es
inmediata. Aśı pues, existe un grupo definiblemente conexo H y subconjunto
X con multiplicidad 1, ambos interpretables en D̃ con parámetros en A, una
acción ∗ transitiva de H sobre X y unas funciones parciales h1 y h2 invertibles
y definibles en D̃ sobre A tales que

i) para cualquier upla τ̄1 que realice s, h1(τ̄1) está definido y realiza el
tipo genérico de H,

ii) para cualquier upla b̄′ que realice q1, h2(b̄′) está definido y realiza el
tipo genérico de X,

iii) para cualesquiera realizaciones τ̄1 y τ̄2 de s independientes sobre A,
h1(f(τ̄1, τ̄2)) = h1(τ̄1)h1(τ̄2),

iv) para cualesquiera realizaciones τ̄1 y b̄′ de s y q1 respectivamente e in-
dependientes sobre A, h2(µ̃(τ̄1, b̄

′)) = h1(τ̄1)h2(b̄′).

Como D̃ es una extensión elemental de D tiene eliminación de imagi-
narios y por tanto tanto X como H son definibles. Como D̃ es una extensión
elemental de D tenemos que existe un grupo definiblemente conexo H y
subconjunto X con multiplicidad 1, ambos definibles en D con parámetros
en A, una acción transitiva ∗ de H sobre X y unas funciones parciales h1 y
h2 invertibles y definibles en D sobre A tales que

i) para cualquier upla τ̄1 que realice s, h1(τ̄1) está definido y realiza el
tipo genérico de H,

ii) para cualquier upla b̄′ que realice q1, h2(b̄′) está definido y realiza el
tipo genérico de X,

iii) para cualesquiera realizaciones τ̄1 y τ̄2 de s independientes sobre A,
h1(f(τ̄1, τ̄2)) = h1(τ̄1)h1(τ̄2),

iv) para cualesquiera realizaciones τ̄1 y b̄′ de s y q1 respectivamente e in-
dependientes sobre A, h2(µ̃(τ̄1, b̄

′)) = h1(τ̄1) ∗ h2(b̄′).

Demostración de la proposición 3.25. Sean σ̄, b̄1, c̄1 ∈ F las uplas con las que
estuvimos trabajando en la proposición 3.29. Por la hipótesis B) del comienzo
de la sección, existe una upla σ̄1 ∈ F que realiza r y es independiente de
σ̄, b̄1, c̄1 sobre A. Puesto que las uplas σ̄1 y c̄1 realizan el tipo pν , ν(σ̄1, c̄1)
está bien definido, realiza q1 y es independiente tanto de σ̄1 como de c̄1 sobre
A. Es más, ν(σ̄1, c̄1) ∈ dclD(A, σ̄1, c̄1) ⊂ F . Denotemos con c̄2 = ν(σ̄1, c̄1)
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y c̄′2 = h2(ν(σ̄1, c̄1)). Obsérvese que también c̄′2 ∈ F y que por el lema 1.48
dim(c̄′2|A) = dim(c̄′2|A, σ̄1) = dim(c̄′2|A, c̄1) = n. De la misma manera, las
uplas σ̄1 y σ̄ realizan el tipo pρ , ρ(σ̄, σ̄1) está bien definido, realiza s, es
independiente tanto de σ̄1 como de σ̄ sobre A y pertenece a F . Denotemos
con τ̄ = ρ(σ̄, σ̄1) y τ̄ ′ = h1(ρ(σ̄, σ̄1)). Obsérvese que τ̄ ′ pertenece a H(F ),
realiza el tipo genérico de H y por la proposición 1.48 , dim(τ̄ ′|A, σ̄1) =
dim(τ̄ |A, σ̄1) = n. Sea A3 = aclF (A, σ̄1). Entonces

1) Puesto que σ̄1 es independiente de σ̄, b̄ tenemos que,

dim(ā, b̄, c̄|A3) = dim(c̄|A3, ā, b̄) + dim(ā, b̄|A3) =

= dim(ā|A3, b̄) + dim(b̄|A3) =

= dim(ā, σ̄|A3, b̄)− dim(ā|A3) + n =

= n− 0 + n = 2n.

2) Probemos que aclD(A3, τ̄
′) = aclD(A3, ā). Dado que dim(τ̄ ′|A3) =

dim(ā|A3) = n, basta mostrar que τ̄ ′ ∈ aclD(A3, ā), lo cual se deduce
directamente de que τ̄ ′ = h1(ρ(σ̄, σ̄1)) y σ̄ ∈ aclD(A3, ā).

3) Probemos que aclD(A3, c̄
′
2) = aclD(A3, c̄). Dado que dim(c̄′2|A3) =

dim(c̄|A3) = n, basta mostrar que c̄′2 ∈ aclD(A3, c̄), lo cual se deduce
directamente de que c̄′2 = h2(ν(c̄1, σ̄1)).

Por la hipótesis B) del comienzo de la sección, existe una upla τ̄1 ∈ F que
realiza s y es independiente de τ̄ , b̄1, c̄

′
2 sobre A3. Sean τ̄ ′1 = h1(τ̄1), τ̄ ′2 = τ̄ ′τ̄ ′1

y b̄′2 = τ̄ ′−1
1 ∗ h2(b̄1). Obsérvese que τ̄ ′2 ∗ b̄′2 = h1(τ̄) ∗ h2(b̄1) = h2(µ̃(τ̄ , b̄1)) =

h2(ν(σ̄1, µ(σ̄, b̄1))) = h2(ν(σ̄1, c̄1)) = c̄′2. Además, como µ̃(h−1
2 (τ ′2), b̄2) = c̄2

tenemos que h−1
2 (τ ′2) ∈ dclD(A, b̄2, c̄2). En particular, τ ′2 ∈ dclD(A, b̄2, c̄2). Por

la propia definición de τ̄ ′2 y b̄′2 tenemos que por una lado

dim(τ̄ ′1, τ̄
′
2, b̄
′
2|A3, τ̄

′, c̄′2, b̄1) =

= dim(b̄′2|A3, τ̄
′, c̄′2, b̄1, τ̄

′
1, τ̄
′
2) + dim(τ̄ ′1, τ̄

′
2|A3, τ̄

′, c̄′2, b̄1) =

= 0 + dim(τ̄ ′2|A3, τ̄
′, c̄′2, b̄1, τ̄

′
1) + dim(τ̄ ′1|A3, τ̄

′, c̄′2, b̄1) =

= 0 + n = n,

Por otro lado, como τ̄ ′1 = τ̄ ′−1τ̄ ′2 y puesto que τ̄ ′2 ∈ dclD(A, b̄′2, c̄
′
2),

dim(τ̄ ′1, τ̄
′
2, b̄
′
2|A3, τ̄

′, c̄′2, b̄1) =

= dim(τ̄ ′2, τ̄
′
1|A3, τ̄

′, c̄′2, b̄1, b̄
′
2) + dim(b̄′2|A3, τ̄

′, c̄′2, b̄1) =

= 0 + dim(b̄′2|A3, τ̄
′, c̄′2, b̄1).
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Por tanto dim(b̄′2|τ̄ ′, c̄′2, b̄1) = n, es decir, b̄′2 es independiente de τ̄ ′, c̄′2, b̄1 sobre
A3. Sea A4 = aclF (A1, b̄2). Entonces,

i) Puesto que b̄′2 es independiente de τ̄ ′, tenemos que

dim(ā|A3, b̄
′
2) = dim(ā, τ̄ ′|A3, b̄

′
2)− dim(τ̄ ′|A3, b̄

′
2, ā) =

= dim(ā|A3, b̄
′
2, τ̄
′) + dim(τ̄ ′|A3, b̄

′
2)− 0 =

= 0 + n = n.

ii) Puesto que b̄′2 es independiente de τ̄ ′, b̄1 y tenemos que

dim(ā, b̄|A3, b̄
′
2) = dim(ā, b̄, τ̄ ′, b̄1|A3, b̄

′
2)− dim(τ̄ ′, b̄1|A3, b̄

′
2, ā, b̄) =

= dim(ā, b̄|A3, b̄
′
2, τ̄
′, b̄1) + dim(τ̄ ′, b̄1|A3, b̄

′
2)− 0 =

= 0 + 2n = 2n

iii) Por ii) tenemos que

dim(ā, b̄, c̄|A4) = dim(c̄|A4, ā, b̄) + dim(ā, b̄|A4) =

= 0 + 2n.

iv) Como b̄′2 es independiente de c̄′2 sobre A3 y c̄′2 = τ̄ ′2 ∗ b̄′2 entonces

dim(τ̄ ′2b̄
′
2|A3) = dim(τ̄ ′2, b̄

′
2, c̄
′
2|A3)− dim(c̄′2|A3, b̄

′
2, τ̄
′
2) =

= dim(τ̄ ′2|A3, b̄
′
2, c̄
′
2) + dim(c̄′2b̄

′
2|A3)− 0 =

= 0 + 2n = 2n,

de lo que deducimos que dim(τ̄ ′2|A3, b̄
′
2) = n.

v) Dado que aclD(ā, A4) ⊂ aclD(τ̄ ′, A4) y dim(ā|4) = dim(τ̄ ′|A4) = n,
tenemos que aclD(ā, A4) = aclD(τ̄ ′, A4).

vi) Como aclD(b̄, A4) ⊂ aclD(b̄, A4) ⊂ aclD(τ̄ ′1, A4) puesto que b̄1 = τ̄ ′1∗ b̄′2 y
dim(τ̄ ′1|A4) = dim(b̄1|A4) = n, tenemos que aclD(b̄, A4) = aclD(τ̄ ′1, A4).

vii) Como aclD(c̄, A4) ⊂ aclD(c̄′2, A4) ⊂ aclD(τ̄ ′2, A4) puesto que c̄′2 = τ̄ ′2∗b̄′2 y
dim(τ̄ ′2|A4) = dim(c̄′2|A4) = n, tenemos que aclD(c̄, A4) = aclD(τ̄ ′2, A4).

Para terminar la demostración, basta observar que es posible encontrar
en subconjunto finito A ⊂ A4 con el que podemos definir H y tal que las
igualdades anteriores se satisfacen, es decir, tales que
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- aclD(ā, A) = aclD(τ̄ ′, A), aclD(b̄, A) = aclD(τ̄ ′1, A), aclD(c̄, A) =
aclD(τ̄ ′2, A),

- τ̄ ′ y τ̄ ′1 son puntos A-genéricos de H y τ̄ ′ es independiente de b̄ sobre
A,

Como por definición τ̄ ′2 = τ̄ ′τ̄ ′1 y τ̄ ′, τ̄ ′1, τ̄
′
2 ∈ H(F ), renombrando τ̄ ′ por ā1,

τ̄ ′1 por b̄1 y τ̄ ′2 por c̄1 terminamos la demostración.

Demostración de la proposición 3.26. Sea F un cuerpo geométrico satisfa-
ciendo la hipótesis B) del comienzo de la sección y sea G un grupo definible
sobre un subconjunto finito A0. Por la proposición 3.25 existe un subcon-
junto finito A de F sobre el cual G está definido, un grupo definiblemente
conexo H definible sin cuantificadores sobre A en F , elementos ā, b̄, c̄ ∈ G y
elementos ā′, b̄′, c̄′ ∈ H(F ) tales que se satisfacen las condiciones i),ii),iii) y
iv) de dicha proposición. Por la proposición 3.23 existe un grupo algebraico

conexo H1 sobre F y un isomorfismo f̃ definible entre H y H1. En el caso
de que char(F ) = 0, dicho teorema nos asegura que tanto H1 como f̃ son
definibles sobre F0(A) puesto que H es definible sobre A. En particular, como

dclF (F ) = F , tenemos que para todo x̄ ∈ F , f̃(x̄) ∈ dclF (A, x̄) ⊂ F , es decir,

f̃(H(F )) = H1(F ), y por tanto basta que sustituyamos H por H1 y ā′, b̄′

y c̄′ por f̃(ā′), f̃(b̄′) y f̃(c̄′) respectivamente. Obsérvese que puesto que f̃ es

isomorfismo tenemos que f̃(c̄′) = f̃(ā′b̄′) = f̃(ā′)f̃(b̄′). En el caso de carac-
teŕıstica positiva, repasando la demostración del teorema 3.23 bajo nuestras
hipótesis, es decir, en el caso de que F sea la clausura algebraica de un cuerpo
geométrico F , se puede comprobar que tanto H1 como f son definibles sobre
F . Sea A1 un subconjunto finito de F conteniendo a A y tal que f y H1 están
definidos sobre A1. Por la hipótesis B) del comienzo de la sección podemos
tomar ā0 y b̄0 independientes sobre A1. La demostración de la proposición
3.25 seŕıa exactamente la misma para ā0 y b̄0 que para ā y b̄, es decir, que ob-
tendŕıamos los mismos tipos q1, q2, s y r y las mismas funciones parciales µ,
ν, ν̃, µ̃ y f y por tanto obtendŕıamos el mismo grupo H y la misma acción ∗
definidos sobre A. En los últimos pasos de la demostración de la proposición
3.25, es decir, en lo que probamos justo antes de esta demostración, basta
añadir la condición de que todos las uplas sean independientes sobre A1 y no
sólo sobre A. Finalmente, como f̃(H(F )) = H1(F ), debemos sustituir A por

A1, H por H1, ā′, b̄′ y c̄′ por f̃(ā′), f̃(b̄′) y f̃(c̄′) respectivamente.
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4. Variedades de Nash y las demostraciones

del teorema A y del teorema B

4.1. Variedades de Nash

En esta sección denotaremos con F a los cuerpos R y Qp. Obsérvese
que dichos cuerpos están dotados de las topoloǵıas inducidas por la norma
Eucĺıdea y por la norma p-ádica respectivamente. La dimensión para estos
cuerpos tiene una interpretación topológica.

Proposición 4.1. Sea X un subconjunto definible de F n. Entonces

dim(X) = max{k ≤ n : alguna proyección de X sobre F k contiene un abierto}.

Demostración. El resultado es cierto para estructuras O-minimales en gene-
ral y la demostración puede encontrarse en el lema 1.4 de [P1]. Para el cuerpo
Qp véase el corolario 3.1 de [D-Sc].

Observación 4.2. En particular, dado un conjunto X ⊂ F n definible sobre
A tal que dim(X) = n tenemos que int(X), el cual también es definible
sobre A, es distinto del vaćıo. Obsérvese también que dim(X \ int(X)) <
n. Efectivamente, si dim(X \ int(X)) = n entonces por la proposición 4.1
tenemos que int(X \ int(X)) 6= ∅, lo cual es absurdo.

Recuérdese que decimos que una función f : U → R, donde U es un
abierto de Rn, es anaĺıtica si para todo punto x̄ ∈ U existe un entorno
Ux̄ ⊂ U tal que f en Ux̄ se puede escribir como una serie de potencias. De
igual manera se define un función anaĺıtica en el caso del cuerpo Qp.

Definición 4.3. Decimos que una función f : X → F , donde X es un
abierto definible de F n, es una función de Nash si es una función definible
y anaĺıtica. Una aplicación f : X → F n , donde X es un abierto definible de
F n, es una aplicación de Nash si cada función coordenada es una función
de Nash.

Proposición 4.4. i) Sea X un abierto definible de F n y sea f : X → F una
función definible. Entonces existe un abierto Y de X denso en X tal que f |Y
es anaĺıtica, y por tanto, una función de Nash.

ii) Sea k un subcuerpo de F y sea a ∈ acl(k). Entonces a ∈ dcl(k).
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Demostración. La demostración para R se puede encontrar en [B*]. Para Qp

véase el lema 1.3 de [D-Sc].

Definición 4.5. Un conjunto X es una variedad de Nash de dimensión
n si existen subconjuntos V1, . . . , Vk de X y aplicaciones fi tales que

i) X es un espacio topológico Hausdorff,

ii) cada Vi es un abierto de X y X = ∪ki=1Vi,

iii) fi es un homeomorfismo de Vi con un abierto definible Ui de F n,

iv) para cada 1 ≤ i, j ≤ k el homeomorfismo fi ◦ f−1
j |fj(Vi∩Vj) entre fj(Vi ∩

Vj) y fi(Vi ∩ Vj) es una aplicación de Nash.

Denotaremos con (X, V1, . . . , Vk, f1, . . . , fk) a las variedades de Nash o sim-
plemente con X, si las cartas y los cambios de coordenadas se sobreentienden.
Si F = R entonces diremos que X es una variedad de Nash real. Si F = Qp

entonces diremos que X es una variedad de Nash p-ádica.

Definición 4.6. Sea (X, V1, . . . , Vk, f1, . . . , fk) una variedad de Nash sobre
F . Un subconjunto Y de X es definible si para todo i = 1, . . . , k tenemos que
fi(Y ∩ Vi) es definible. Un subconjunto definible Y de X es definiblemente
conexo si no existen dos abiertos definibles disjuntos U1 y U2 de X tales
Y ⊂ U1 ∪ U2. Dado x ∈ X definimos la componente definiblemente conexa
de x como la unión de todos los subconjuntos definiblemente conexos que
contienen a x.

Observación 4.7. Sea (X, V1, . . . , Vk, f1, . . . , fk) una variedad de Nash real.
Dado que las componentes definiblemente conexas de los conjuntos definibles
de R forman una partición finita( véase proposición 2.18 de [D]) y puesto X es
la unión de un número finito de abiertos homeomorfos a abiertos definibles de
R, tenemos que las componentes definiblementes conexas de X son definibles
y también forman una partición finita. Es más, dado que las componentes
definiblemente conexas de un conjunto definible de R son las componentes
conexas( véase ejercicio 2.19.7 de [D]), tenemos que las componentes defini-
blementes conexas de X son sus componentes conexas.

Definición 4.8. Una aplicación de Nash entre dos variedades de Nash
(X, V1, . . . , Vk, f1, . . . , fk) y (Y,W1, . . . ,Wm, g1, . . . , gm) reales o p-ádicas es
una aplicación f : X → Y continua tal que para cualesquiera 1 ≤ i ≤ k
y 1 ≤ j ≤ m, el subconjunto Uij = fi(f

−1(Wj) ∩ Vi) es un subconjunto
definible de Vi y la aplicación gj ◦ f ◦ f−1

i |Uij
es una función de Nash. Si la

aplicación es además inyectiva y la diferencial de la aplicación gj ◦f ◦f−1
i |Uij
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para cualesquiera 1 ≤ i ≤ k y 1 ≤ j ≤ m es inyectiva entonces diremos que
f es una inmersión inyectiva de Nash. A una aplicación de Nash tal
que posee una aplicación de Nash inversa la llamaremos isomorfismo de
Nash.

Ejemplo 4.9. 1) Los conjuntos Rn y Qn
p son variedades de Nash reales y

p-ádicas respectivamente para cualquier n ≥ 1.
2) Sea el subconjunto X = [0, 1) de R dotado con la topoloǵıa procedente

de identificar el 0 y el 1. Sean V1 = (0, 1) y V2 = [0, 1/2) ∪ (1/2, 1). Sean
las funciones f1 = id : V1 → (0, 1) y f2 : V2 → (1/2, 3/2), con f2(x) = x si
x ∈ (1/2, 1) y f2(x) = x+ 1 si x ∈ [0, 1/2). Resulta trivial comprobar que X
es una variedad de Nash real ya que las funciones f1 y f2 son homeomorfismos
y la función f1 ◦f−1

2 : (1/2, 1)∪(1/2, 3/2)→ (0, 1/2)∪(1/2, 1) es una función
de Nash. En adelante, cuando escribamos [0, 1) estaremos haciendo referencia
al intervalo [0, 1) con la estructura de variedad de Nash antes descrita.

3) Consideremos ahora el conjunto X = {(x, y) : x2 + y2 = 1} dotado con
la topoloǵıa inducida de R2. Sean V1 = X \ {(1, 0)} y V2 = X \ {(−1, 0)}
y las funciones f−1

1 : (0, 2π) 3 θ → (cos(θ), sen(θ)) ∈ V1 y f−1
2 : (−π, π) 3

θ → (cos(θ), sen(θ)) ∈ V2. De nuevo es inmediato comprobar que X es una
variedad de Nash real ya que las funciones f1 y f2 son homeomorfismos y
la función f1 ◦ f−1

2 : (−π, 0) ∪ (0, π) 3 θ → θ + π ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) es una
función de Nash. Observamos que para el conjunto SO2(R), es decir, el grupo
multiplicativo de números complejos de norma 1, podemos hacer un estudio
parecido y definir un isomorfismo de Nash entre ellas.

4) Sin embargo, las variedades [0, 1) y SO2(R), a pesar de que son ho-
meomorfas, no son isomorfas Nash. Esto último lo probaremos más ade-
lante, aunque de forma intuitiva podemos decir que la aplicación natural
f(θ) = (cos(2πθ), sen(2πθ)), la cual es un homeomorfismo entre ellas y es
anaĺıtica, no es un isomorfismo de Nash porque no es definible.

Observación 4.10. i) Al igual que se hizo en 1.81, podemos interpretar
las variedades de Nash en F eq. Es más, en el caso de una variedad de Nash
real, por la eliminación de imaginarios de R, existe una biyección entre dicha
interpretación y un subconjunto definible de Rm para algún m.

ii) Dadas dos variedades de Nash X e Y , el conjunto X × Y también es
una variedad de Nash de forma natural.

Definición 4.11. Decimos que una variedad de Nash G es un grupo de
Nash si está dotada de una operación de grupo que es una aplicación de
Nash entre G×G y G de forma que la operación inversión sea también una
aplicación de Nash de G en śı misma.
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Proposición 4.12. Sea G un grupo definible en F . Entonces G es defini-
blemente isomorfo a un grupo de Nash. Por tanto G puede ser dotado de
una estructura de grupo de Nash. Esta estructura de Nash es única salvo iso-
morfismos de Nash y la componente definiblemente conexa de la unidad de
G respecto de su topoloǵıa de Nash es el menor subgrupo definible de ı́ndice
finito.

Demostración. El resultado para R puede encontrarse en la proposición 2.5
[P1]. Para el cuerpo Qp véase el lema 3.8 de [P].

Definición 4.13. Decimos que una aplicación f entre dos variedades de
Nash (X, V1, . . . , Vk, f1, . . . , fk) y (Y,W1, . . . ,Wm, g1, . . . , gm) reales o p-ádi-
cas es una aplicación de Nash local si es continua y para todo a ∈ Vi,
1 ≤ i ≤ k, existe un entorno abierto Va ⊂ Vi de a tal que para algún
1 ≤ i ≤ m tenemos que f(Va) ⊂ Wj, fi(Va) es una abierto definible y
gj ◦ f ◦ f−1

i |fi(Va) es una aplicación de Nash.

Observación 4.14. Toda aplicación de Nash es localmente una aplicación
de Nash de forma evidente. Sin embargo, el rećıproco no es cierto. Sea π :
R 3 x → x − [x] ∈ [0, 1) la aplicación recubridora natural. La aplicación
π es una aplicación localmente de Nash. Para comprobarlo usaremos las
cartas que definimos en el ejemplo 4.9.π es una aplicación continua de forma
trivial. Dado x ∈ R \ Z existe ε > 0 tal que π((x − ε, x + ε)) = ([x] − x −
ε, [x] − x + ε) ⊂ V1. Denotando con V = (x − ε, x + ε), es evidente que V
es definible y f1 ◦ π ◦ id−1|V es Nash. Para x ∈ Z es similar. Sin embargo
la aplicación π no es una aplicación de Nash. Si lo fuera, entonces el abierto
id(π−1(V1) ∩ R) = ∪n∈Z(n, n + 1) seŕıa definible, lo cual no puede ser cierto
dada la eliminación de cuantificadores en Lor.

Definición 4.15. Una variedad de Nash X es una variedad de Nash
af́ın si existe una inmersión inyectiva de Nash de X en algún F n. Si F =
R entonces diremos que X es una variedad de Nash af́ın real. Si F = Qp

entonces diremos que X es una variedad de Nash af́ın p-ádica.

Ejemplo 4.16. 1) Las variedades Rn y Qp son variedades de Nash afines
real y p-ádica respectivamente.

2) La variedad de Nash SO2(R) es una variedad de Nash af́ın real.

La siguiente proposición es útil para comprobar si una aplicación no es
af́ın.

Proposición 4.17. Sea X una variedad de Nash y sea X ′ una variedad de
Nash af́ın. Entonces cualquier aplicación localmente de Nash de X en X ′ es
una aplicación de Nash.
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Demostración. Véase [S].

Observación 4.18. Por la proposición 4.17 y siguiendo la notación de la
observación 4.14, tenemos que si [0, 1) fuera af́ın entonces π seŕıa una apli-
cación de Nash, lo cual ya hemos visto que no es posible. Por tanto [0, 1) no
es una variedad de Nash af́ın.

Definición 4.19. Un conjunto X es una variedad de Nash local de
dimensión n si existen subconjuntos Vi de X, i < ω, y aplicaciones fi tales
que

i) X es un espacio topológico Hausdorff,

ii) cada Vi es un abierto de X y X = ∪i<ωVi,

iii) fi es un homeomorfismo de Vi con un abierto definible Ui de F n, y

iv) para cada i, j < ω el homeomorfismo fi ◦ f−1
j |fj(Vi∩Vj) entre fj(Vi ∩ Vj)

y fi(Vi ∩ Vj) es una aplicación de Nash.

Definición 4.20. Un subconjunto Y de una variedad de Nash local (X, Vi, fi)
es localmente definible si para todo i < ω tenemos que fi(Y ∩Vi) es definible.
Un conjunto Y de X localmente definible es definiblemente conexo si no
existen dos abiertos localmente definibles disjuntos U1 y U2 de X tales Y ⊂
U1 ∪ U2. Dado x ∈ X definimos la componente definiblemente conexa de x
como la unión de todos los subconjuntos definiblemente conexos que contienen
a x.

Observación 4.21. Sea (X, Vi, fi) una variedad de Nash local y sea C una
componente definiblemente conexa. Veamos que C es localmente definible.
Efectivamente, para todo i < ω tenemos que fi(C ∩ Vi) es una componente
definiblemente conexa de fi(Vi) y por tanto es definible. De hecho, por la
proposición 2.18 de [D] tenemos que fi(C ∩ Vi) es un abierto y cerrado de
fi(Vi) y por tanto C es un abierto y cerrado de X. Observamos también que
por el ejercicio 2.19.7 de [D], fi(C ∩ Vi) es una componente conexa de fi(Vi)
y por tanto C es una componente conexa de X.

Definición 4.22. Decimos que una aplicación f entre dos variedades de
Nash locales (X, {Vi}) y (Y, {Wi}) reales o p-ádicas es una aplicación de
Nash local si es continua y para todo a ∈ Vi, i ≤ ω, existe un entorno
abierto Va ⊂ Vi de a tal que para algún j ≤ ω tenemos que f(Va) ⊂ Wj,
fi(Va) es una abierto definible en Ui y gj ◦ f ◦ f−1

i |fi(Va) es una aplicación de
Nash.
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Observación 4.23. En general, como ya veremos, los espacios recubrido-
res universales de las variedades de Nash tendrán estructura de variedad de
Nash local. De hecho, el espacio recubridor universal del grupo SO2(R) es R
considerado con una cierta estructura de variedad de Nash local. De hecho,
por la proposición 4.17 tenemos que R como variedad de Nash no puede ser
el espacio recubridor de SO2(R).

Definición 4.24. Decimos que una variedad de Nash local G es un grupo de
Nash local si está dotada de una operación de grupo que es una aplicación
de Nash local entre G × G y G de forma que la operación inversión sea
también una aplicación de Nash local de G en si misma.

Proposición 4.25. Sea G un grupo de Nash local conexo. Sea (G′, π) su
espacio recubridor universal. Entonces G′ puede ser dotado de una estructura
de grupo de Nash local de forma que π sea una aplicación de Nash local y
homomorfismo.

Demostración. Véase el teorema B.4. Siguiendo el esquema de la demostra-
ción, lo único que le falta a M ′ para que sea variedad de Nash local es que
los cambios de carta sean Nash. Ello se debe a que los cambios de carta de
M ′ son básicamente los cambios de carta de M , los cuales son Nash.

Proposición 4.26. Sea G un grupo topológico conexo y sea H un subgrupo
discreto y normal de G. Entonces H es central, es decir, H < Z(G).

Demostración. Sea h ∈ H y sea la función continua f : G 3 g → g−1hg ∈ G.
Observamos que f(e) = h. Puesto que H es un subgrupo normal, la imagen
de f está incluida en H. Como H es discreto, f−1(h) es abierto y cerrado
y por tanto, dado que G es conexo, tenemos que f−1(h) = G. Es decir,
h ∈ Z(G).

Proposición 4.27. Sea G un grupo de Nash local conexo y Z un subgrupo
normal y discreto de G. Entonces se puede dotar a G/Z de una estructura
de grupo de Nash local de forma que la aplicación natural π : G → G/Z es
una aplicación localmente de Nash y homomorfismo.

Demostración. Denotemos con (G, Vi, fi), fi : Vi
≈
−→Ui, i < ω, la estructura

de grupo de Nash local de G.

i) Veamos que podemos suponer que los abiertos Vi son tales que para
todo i < ω, V −1

i Vi ∩ Z = {e}. Fijemos un Vi. Puesto que Z es discreto
existe un entorno abierto Ue de e tal que Ue ∩ Z = {e}. Sea el abierto
H−1(Ue), donde H es la aplicación continua H(x, y) = x−1y. Sea x ∈ Vi.
Como (Vi × Vi) ∩H−1(Ue) es abierto, existe un entorno abierto Wx de
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x tal que Wx ×Wx ⊂ (Vi × Vi) ∩H−1(Ue). Aśı pues para todo x ∈ Vi
existe un entorno abierto Wx tal que (W−1

x Wx) ∩ Z = {e}. Puesto que
Vi es homeomorfo a una abierto de Rn, existe una familia numerable
de abiertos Wx, x ∈ Vi, como los anteriores que cubren Vi.

ii) Definamos una topoloǵıa en G/Z. Un subconjunto Ṽ ⊂ G/Z es abierto

si y solo si π−1(Ṽ ) es abierto en G. Dada esta topoloǵıa, veamos que
si V ⊂ G es un abierto de G entonces π(V ) es un abierto de G/Z.
Efectivamente, tenemos que

π−1(π(V )) = {g ∈ G : g ∈ π(V )} =
⋃
g∈V

gZ = V Z =
⋃
g∈Z

V g.

Puesto que V g es abierto para todo g ∈ Z, tenemos que π−1(π(V )) es
la union arbitraria de abiertos y por tanto es abierto.

iv) Comprobemos que la topoloǵıa que hemos definido es Hausdorff. Sean
π(g1), π(g2) ∈ G/Z , π(g1) 6= π(g2). Consideremos de nuevo la función
continua H(x, y) = x−1y. Observamos que puesto que π(g1) 6= π(g2)
tenemos que H(g1, g2) = g−1

1 g2 /∈ Z. Como Z es cerrado en G, existe un
entorno V de g−1

1 g2 tal que V ∩ Z = ∅. Puesto que H−1(V ) es abierto
existen unos entornos abiertos Vg1 y Vg2 de g1 y g2 respectivamente tales

que Vg1 × Vg2 ⊂ H−1(V ). Denotemos por Ṽ1 = π(Vg1) y Ṽ2 = π(Vg2).

Observamos que π(g1) ∈ Ṽ1, π(g2) ∈ Ṽ2 y que por el punto ii) tenemos

que tanto Ṽ1 como Ṽ2 son abiertos. Comprobemos que Ṽ1 ∩ Ṽ2 = ∅.
Supongamos que existe x ∈ Ṽ1∩Ṽ2. Entonces existen y1 ∈ Vg1 y y2 ∈ Vg2
tales que π(y1) = π(y2) = x. Por tanto y−1

1 y2 ∈ Z ∩ V = ∅, lo cual es
absurdo.

Puesto que ya hemos definido una topoloǵıa Hausdorff tan solo nos falta
cubrir G/Z con unas cartas adecuadas. Sean Ṽi = π(Vi) y f̃i : Ṽi 3 π(g) −→
fi(g) ∈ Ui, i < ω. Las funciones f̃i están bien definidas por lo dicho en el
punto i).

v) Veamos que las funciones f̃i son homeomorfismos. La inyectividad y
sobreyectividad se deduce de la inyectividad y sobreyectividad de los
homeomorfismos fi. f̃i es continua ya que dado un abierto U ⊂ Ui
tenemos que f̃−1

i (U) = π(f−1
i )(U)) es abierto por lo dicho en el punto ii)

y ya que f−1
i )(U) es abierto. f̃−1

i es continua ya que dado un abierto Ṽ ⊂
Ṽi tenemos que π−1(Ṽ )∩Vi es abierto y por tanto f̃i(Ṽ ) = fi(π

−1(Ṽ )∩
Vi) también lo es.
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vi) Comprobemos que las aplicaciones f̃i ◦ f̃−1
j | efj(eVi∩eVj), i, j < ω, son Nash.

Puesto que fi ◦ fj|fj(Vi∩Vj) son aplicaciones Nash, deducimos que

f̃i ◦ f̃−1
j (fj(g)) = (fi ◦ fj)−1(fj(g)),

donde g ∈ Vi ∩ Vj, también lo son.

Probar que la operación de grupo de G/Z y el recubrimiento π son aplica-
ciones de Nash locales es inmediato.

Proposición 4.28. Sea G un grupo de Nash y sea Z un subgrupo infinito,
normal y discreto de G. Entonces G/Z no es un grupo de Nash af́ın.

Demostración. Sea la aplicación natural π : G → G/Z, que por la propo-
sición 4.27 es una aplicación localmente de Nash y homomorfismo. Supon-
gamos que G/Z es af́ın. Entonces por la proposición 4.17 tenemos que π es
una aplicación de Nash. Aśı pues, Ker(π) = Z es definible. Sin embargo, por
la eliminación de cuantificadores de R y Qp en los lenguajes Lor y Lpo res-
pectivamente, ningún subconjunto infinito y discreto puede ser definible.

Los grupos de Nash más t́ıpicos son de la forma G(F ), donde G es un
grupo algebraico definido sobre F .

Proposición 4.29. Sea G ⊂ F un grupo algebraico conexo definido sobre F .
Entonces G(F ) es un grupo de Nash af́ın.

Demostración. Véase Fact 4.4, pag. 234, de [Hr-P].

4.2. Demostración del Teorema A

Al igual que en la sección anterior, F denotará o bien el cuerpo R o bien
el cuerpo Qp. Obsérvese que por la proposición 2.13 y por la proposición 2.18,
F es un cuerpo geométrico que satisface la propiedad B) del comienzo de la
sección 3.3. Sea G un grupo definible en Fde dimensión n. Por la proposición
4.12, es posible dotar a G de una estructura de grupo de Nash única salvo
isomorfismos de Nash de forma definible. Por la proposición 3.26 existe un
subcuerpo k de F sobre el cual G está definido y existe un grupo algebraico
conexo H definido sobre k, unas uplas ā, b̄ y c̄ de G y unas uplas ā′, b̄′ y
c̄′ de H(F ) satisfaciendo las propiedades i), ii), iii) y iv) del enunciado de
dicha proposición. Puesto que H(F ) es definible sobre F también es posible
dotarla de una estructura de grupo de Nash única salvo isomorfismos de Nash
de forma definible. Denotemos con (G, V1, . . . , Vs, f1, . . . , fs) la estructura de
grupo de Nash de G. Obsérvese que tanto los abiertos Vi como las funciones
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fi son definibles. Denotemos con Ui ⊂ Fm los abiertos definibles que son
homeomorfos a Vi mediante las funciones fi. Obsérvese que puesto que las
fi son definibles tenemos que dim(Vi) = dim(Ui). Por la proposición 4.1,
tenemos que dim(Ui) = m y por tanto m = n. En realidad, estas conclusiones
las hemos deducido del enunciado de la proposición 4.12, aunque son propias
de la construcción de la estructura de grupo de Nash para el grupo G que se
realiza en la demostración de dicha proposición. De forma similar, denotando
con (H(F ),W1, . . . ,Wr, g1, . . . , gr) la estructura de grupo de Nash de H(F )
obtenemos que su dimensión también es n y que para todo 1 ≤ i ≤ r,
dim(Wi) = n. Recuérdese que por 4.4 en F la clausura algebraica es igual a
la clausura definible.

Lema 4.30. Siguiendo la notación del párrafo anterior, existen entornos
abiertos k-definibles U , V y W de ā, b̄ y c̄ respectivamente en G, entornos
abiertos k-definibles U ′, V ′ y W ′ de ā′, b̄′ y c̄′ respectivamente en H(F ) y
funciones k-definibles f , g y h tales que

i) f(ā) = ā′ y f es un homeomorfismo entre U y U ′, g(b̄) = b̄′ y g es
un homeomorfismo entre V y V ′ y h(c̄) = c̄′ y h es un homeomorfismo
entre W y W ′,

ii) para cualesquiera ā′′ ∈ U y b̄′′ ∈ V , f(ā′′)g(b̄′′) = h(ā′′b̄′′),

iii) para cualesquiera x̄, z̄ ∈ U , x̄−1c̄ ∈ V y z̄x̄−1c̄ ∈ W .

Demostración. Denotemos con Vi1 , Vi2 y Vi3 a aquellas cartas de G que con-
tienen a ā, b̄ y c̄ respectivamente y con Wi1 , Wi2 y Wi3 a aquellas cartas de
H(F ) que contienen a ā′, b̄′ y c̄′ respectivamente.

i) Como aclF (k, ā) = aclF (k, ā′) tenemos que ā y ā′ son interdefinibles
sobre k. Por tanto existe una fórmula ψ(x̄, ȳ) con parámetros en k tal que F |=
ψ(ā, ā′), F |= ∃!x̄ψ(x̄, ā′) y F |= ∃!ȳψ(ā, ȳ). Consideremos el subconjunto
X = {x̄′ ∈ fi1(Vi1) : F |= ∃!ȳψ(f−1

i1
x̄′, ȳ)}. Puesto que fi1(ā) ∈ X tenemos

que dim(X) = n y por tanto, por la observación 4.2, int(X) 6= ∅ y fi1(ā) ∈
int(X). Denotemos con U1 = int(X). Aśı pues existe una función parcial f
definible sobre k tal que para todo x̄′ ∈ U1, f(x̄′) es la única upla tal que
F |= ψ(f−1

i1
(x̄′), f(x̄′)). En particular f(fi1(ā)) = ā′. Puesto que la función

gi1 ◦ f es una función definible sobre k y U1 es un abierto definible sobre k
(de hecho, definible sobre el vaćıo), por la proposición 4.4 existe un abierto
denso U2 de U1 definible sobre k tal que gi1 ◦ f |U2 es anaĺıtica. Obsérvese
que puesto que U2 es denso tenemos que fi1(ā) ∈ U2. De forma similar se
prueba que existe un entorno abierto U ′2 de gi1(ā

′) definible sobre k y una
función parcial f ′ definible sobre k tal que para todo ȳ′ ∈ U ′2, f ′(ȳ′) es
la única upla tal que F |= ψ(f ′(ȳ′), g−1

i1
(ȳ′)) y fi1 ◦ f ′|U ′2 es anaĺıtica. Sea

92



U = f−1
i1

(U2 ∩ (gi1 ◦ f)−1(U ′2)) el cual es un entorno abierto definible sobre
k de ā. Si renombramos f como f ◦ fi1|U basta observar que f ′ ◦ gi1 es su
inversa y que por tanto U ′ = f(U) = (f ′ ◦ gi1)−1(U) es un entorno abierto
definible sobre k de ā′ y en particular f es un homeomorfismo entre U y U ′

definible sobre k.
De forma similar se prueba la existencia de los entornos V y V ′ y la

función g para las uplas b̄ y b̄′ y los entornos W y W ′ y la función h para las
uplas c̄ y c̄′.

ii) Utilizando las funciones del apartado i) tenemos que

f(ā)g(b̄) = ā′b̄′ = c̄′ = h(c̄).

Consideremos el subconjunto

Y = {(x̄′, ȳ′) ∈ fi1(U)× fi2(V ) : f(f−1
i1

(x̄′))g(f−1
i2

(ȳ′)) = h(f−1
i1

(x̄′))f−1
i2

(ȳ′))}.

Como (fi1(ā), fi2(b̄)) ∈ Y tenemos que dim(Y ) = 2n y por la observación
4.2, el interior de Y es no vaćıo y (fi1(ā), fi2(b̄)) ∈ int(Y ). Aśı pues, podemos

encontrar entornos abiertos Ũ1 y Ṽ2 definibles sobre k (de hecho, definibles

sobre el vaćıo) de ā y b̄ respectivamente tales que (fi1(ā), fi2(b̄)) ∈ Ũ1× Ṽ2 ⊂
int(Y ) y por tanto basta renombrar U por f−1

i1
(Ũ1) y V por f−1

i2
(Ṽ2).

iii) Puesto que la operación de grupo es continua el conjunto Z = {(x̄, ȳ) ∈
G×G : x̄ȳ ∈ W} es abierto. Dado que (ā, b̄) ∈ Z, podemos tomar los abier-
tos U y V suficientemente pequeños de forma que U × V ⊂ Z, es decir,
UV ⊂ W . Consideremos la función continua ρ : G 3 x̄ → c̄x̄ ∈ G. Obsérve-
se que ρ−1(V ) es abierto y ā−1 ∈ ρ−1(V ) ya que ā−1c̄ = b̄ ∈ V . Tomemos
U1 = (ρ−1(V ))−1 ∩ U , el cual es un entorno abierto de ā definible sobre k
incluido en U y tal que U−1

1 ⊂ ρ−1(V ). Por definición ρ(U1) ⊂ V , es de-
cir, U−1

1 c̄ ⊂ V . Sean x̄, z̄ ∈ U1. Entonces, como z̄ ∈ U1 ⊂ U , x̄−1c̄ ∈ V y
UV ⊂ W , tenemos que z̄x̄−1c̄ ∈ W . Por tanto basta renombrar U por U1.

Demostración del Teorema A. Denotemos con U1 = U−1ā y U2 = (U ′)−1ā′.
Puesto que la función χ : U−1ā 3 x̄−1ā→ f(x̄)−1ā′ ∈ (U ′)−1ā′ es un homeo-
morfismo entre U1 y U2 de forma evidente, basta comprobar que χ(x̄ȳ) =
χ(x̄)χ(ȳ) para cualesquiera x̄, ȳ ∈ U1 tales que x̄ȳ ∈ U1. Probemos que
para cualesquiera x̄, ȳ, z̄ ∈ U tales que x̄z̄−1ȳ = ā tenemos que f(ā) =
f(x̄)f(z̄)−1f(ȳ). Denotemos con b̄1 = x̄−1c̄ y c̄1 = z̄b̄1. Obsérvese que ȳb̄ =
z̄x̄−1āb̄ = z̄x̄−1c̄ = c̄1. Por el lema 4.30 tenemos que b̄1 ∈ V y c̄1 = z̄x̄−1c̄ ∈ W .
También por el lema 4.30 tenemos que

- f(ȳ)g(b̄) = h(ȳb̄) = h(c̄1),

- f(z̄)g(b̄1) = h(z̄b̄1) = h(c̄1),
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- f(x̄)g(b̄1) = h(x̄b̄1) = h(c̄).

Aśı pues,

f(x̄)f(z̄)−1f(ȳ)g(b̄) = f(x̄)g(b̄1)h(c̄1)−1f(ȳ)g(b̄) =

= f(x̄)g(b̄1) = h(c̄) =

= f(ā)g(b̄),

y por tanto f(ā) = f(x̄)f(z̄)−1f(ȳ).
Finalmente, sean x̄−1ā ∈ U1 e ȳ−1ā ∈ U1 tales que x̄−1āȳ−1ā ∈ U1, donde

x̄ ∈ U y ȳ ∈ U . Sea z̄ ∈ U tal que x̄−1āȳ−1ā = z̄−1ā. En particular observamos
que x̄−1āȳ−1 = z̄−1. Por definición tenemos que

χ(x̄−1āȳ−1ā) = χ(z̄−1ā) = f(z̄)−1ā′ = f(z̄)−1f(ā) =

= f(x̄)−1f(ā)f(ȳ)−1f(ā) = χ(x̄−1ā)χ(ȳ−1ā).

Observación 4.31. Veamos que en general, el isomorfismo local que nos
proporciona el Teorema A no puede ser extendido a una aplicación de Nash
isógena. Consideremos las variedades de Nash [0, 1) y R y comprobemos
que no existen aplicaciones de Nash entre [0, 1) y R no constantes. Sea π :
R → [0, 1) el recubrimiento natural. Supongamos que g : [0, 1) → R es una
aplicación de Nash no constante. Puesto que [0, 1) es compacto existe un
máximo a ∈ R de la función g. Entonces g ◦ π : R→ R es una aplicación de
Nash local tal que X = (g ◦π)−1(a) es un subconjunto infinito discreto de R.
Como g ◦ π es Nash local, g ◦ π es definible en un entorno y por tanto existe
un abierto U ⊂ R y un polinomio P (x, y) ∈ R[x, y] tal que P (x, g ◦π(x)) = 0
para todo x ∈ U . Como g ◦ π es anaĺıtica y R conexo, P (x, g ◦ π(x)) = 0
para todo x ∈ R. Por tanto g ◦ π es Nash, de lo que deducimos que X es
definible, lo cual es una contradicción. Sin embargo, los puntos racionales
H(R) de cualquier grupo algebraico H es una variedad de Nash af́ın, y por
tanto śı que existen aplicaciones no constantes entre H(R) y R. Aśı pues, no
puede existir un aplicación de Nash isógena entre [0, 1) y los puntos racionales
de un grupo algebraico.

Como ya vimos en la observación 4.18, [0, 1) no es af́ın. El teorema B esta-
blece que ese es el único impedimento para no poder extender el isomorfismo
local del teorema A a una aplicación de Nash isógena global.

4.3. Demostración del Teorema B

El siguiente lema es un conocido resultado sobre grupos de Lie que será de
especial importancia para la demostración del teorema B.
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Lema 4.32. Sea G la componente conexa de los puntos reales de un grupo
algebraico conexo y conmutativo definido sobre R. Entonces G = G1×G2×G3,
donde G1 es racionalmente isomorfo a un producto de copias de (R,+), G2

es racionalmente isomorfo a un producto de copias de (R>0, ·) y G3 es un
grupo cerrado y compacto.

Demostración. Véase el lema 4.10 de [Hr-P].

Observación 4.33. Siguiendo la notación del lema anterior, G1 y G2 son
semi-algebraicos pero G3 no tiene por qué serlo. De hecho, G1 y G2 son grupos
de Nash afines.

Demostración del teorema B. Sea G un grupo de Nash af́ın conexo. Por el
teorema A, existe un grupo algebraico conexo H y un isomorfismo f de Nash
entre un entorno U1 de la identidad de G y un entorno U2 de la identidad
de H(R). Denotemos con H ′ la componente conexa de los puntos reales de
H, es decir, H ′ = H(R)0, la cual es también grupo de Nash. Obsérvese que
sigue existiendo un isomorfismo de Nash entre un entorno de la identidad de
G y un entorno de la identidad de H ′ ya que podemos reducir el isomorfis-
mo anterior a un entorno conexo. Sean (G̃, p1) y (H̃ ′, p2) los recubrimientos
universales de G y H ′ respectivamente y denotemos con D1 = Ker(p1) y
D2 = Ker(p2). Por el teorema 13.3 de [Bu], podemos levantar el isomorfismo

local f a un isomorfismo f̃ : G̃ → H̃ ′ de forma que p2 ◦ f̃ = f ◦ p1 en la
componente conexa de la identidad de la preimagen de p−1

1 (U1). Sean Z(G)0

y Z(H ′)0 las componentes conexas de los centros de G y H respecto de su
topoloǵıa de Nash. Obsérvese que Z(H ′)0 es la componente conexa de los
puntos racionales de un grupo algebraico conexo definido sobre R. Efectiva-
mente, como Z(H ′)0 es un subgrupo definible de H(R) entonces su clausura
Zariski Z(H ′)0 es un subgrupo de H cuya dimensión es dim(Z(H ′)0). Deno-
temos con H4 = Z(H ′)0, el cual es un subgrupo conmutativo de H ya que
Z(H ′)0 es un subgrupo conmutativo de H. Veamos que H4(R)0 = Z(H ′)0.
La inclusión Z(H ′)0 ⊂ H4(R)0 es inmediata, y por tanto Z(H ′)0 < H4(R)0.
Por la propiedad (E) de R y puesto que dim(H4(R)0) = dim(Z(H ′)0), de-
ducimos que Z(H ′)0 es un subgrupo de ı́ndice finito de H4(R)0. Por tanto,
H4(R)0 = Z(H ′)0.

Veamos que p2 : Z(H̃ ′)0 → Z(H ′)0 es un recubrimiento. En primer lu-

gar, demostremos que p2|Z(fH′)0 es sobreyectiva. Puesto que p2(Z(H̃ ′)0) 3 e
es conexo y p2 continua tenemos que p2(Z(H̃ ′)0) ⊂ Z(H ′)0. Siguiendo la de-
mostración del teorema B.4, dado q ∈ Z(H ′)0 sea γ(t) una curva en Z(H ′)

tal que γ(0) = e y γ(1) = q. Entonces [γ] ∈ H̃ ′ es tal que [γ] ∈ Z(H̃ ′).

Como la curva γ̃(t) = [γ|[0,t]] de Z(H̃ ′) satisface que γ̃(0) = [e] y γ̃(1) = [γ],
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tenemos que [γ] ∈ Z(H̃ ′)0 y por tanto p2(Z(H̃ ′)0) = Z(H ′)0. En segundo
lugar, veamos que dado un entorno abierto U de Z(H ′)0 de la unidad tal
que p−1

2 (U) =
⋃
i Ui, Ui abierto de p−1

2 (U), p2|Ui
homeomorfismo entre Ui

y U , tenemos que si Z(H̃ ′)0 ∩ Ui 6= ∅ entonces Ui ⊂ Z(H̃ ′)0. Siguiendo la

demostración del teorema B.4, sea [γ0] ∈ Ui ∩ Z(H̃ ′)0, γ0(1) = x0 ∈ U y sea
[γ1] ∈ Ui, γ1(1) = x1 ∈ U . Puesto que x0, x1 ∈ U y que podemos suponer que
U es simplemente conexo, existe una curva γ(t) en Z(H ′)0 tal que γ(0) = x0

y γ(1) = x1. Aśı pues la curva γ0 ∗ γ es tal que [γ1] = [γ0 ∗ γ] ∈ Z(H ′)0.
Por el lema 4.32, Z(H ′)0 = H1 × H2 × H3 donde H1 es racionalmen-

te isomorfo a un producto de (R,+), H2 es racionalmente isomorfo a un
producto de (R>0, ·) y H3 es cerrado y compacto. Por el Teorema B.4 te-

nemos que p2∗(π1(Z(H̃ ′)0)) < π1(Z(H ′)0) = π1(H1) × π1(H2) × π1(H3) =

0×0×π1(H3). De nuevo por el Teorema B.4, existe un recubrimiento (H̃3, p3)

tal que p3∗(π1(H̃3)) ∼= p2∗(π1(Z(H̃ ′)0)). Por el teorema 53.3 de [Mu*] tenemos

que (H1×H2× H̃3, id× id×p3) es un recubrimiento de H1×H2×H3. Como
Ker(id × id × p3) ∼= Ker(id) ×Ker(id) ×Ker(p3) ∼= Ker(p2|Z(fH′)0), por la

Observación B.5 y el Teorema B.4 tenemos que Z(H̃ ′)0 ∼= H1 × H2 × H̃3.

Obsérvese que entonces D2 ∩Z(H̃ ′)0 ∼= Ker(p3) y por tanto, por la observa-

ción B.5.2), es un subgrupo discreto y normal de H̃3.

Sean G̃1, G̃2 y G̃3 las preimagenes de H̃1, H̃2 y H̃3 por f̃ . Como f̃ es un
isomorfismo tenemos que Z(G̃)0 = G̃1 × G̃2 × G̃3. Sea el homomorfismo

f1 : H1 ×H2 × 0 3 (x1, x2, 0) −→ p1 ◦ f̃−1 ◦ p−1
2 (x1, x2, 0) ∈ Z(G)0.

Por ser composición de funciones localmente Nash es localmente Nash. De-
finamos G1 = f1(H1 × H2 × 0) < Z(G)0 y comprobemos que es defini-
ble. En primer lugar, veamos que G1 =< f−1(U2 ∩ (H1 × H2 × 0)) >. Sea
x ∈ f−1(U2 ∩ (H1 × H2 × 0)), es decir, x = f−1(y1, y2, 0) para un cierto

(y1, y2, 0) ∈ U2 ∩ (H1 ×H2 × 0). Entonces, utilizando que f ◦ p1 = p2 ◦ f̃ en
la componente conexa de la identidad de la preimagen de p−1

1 (U1) deducimos
que

f1(y1, y2, 0) = p1 ◦ f̃−1 ◦ p−1
2 (y1, y2, 0) = p1 ◦ p−1

1 ◦ f−1(y1, y2, 0) =

= f−1(y1, y2, 0) = x ∈ G1.

Por tanto< f−1(U2∩(H1×H2×0)) >⊂ G1. Por último, puesto queH1×H2×0
es racionalmente isomorfo a un producto de copias de (R,+) y de (R>0, ·)
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tenemos que < U2 ∩ (H1 ×H2 × 0) >= H1 ×H2 × 0 y por tanto

G1 = f1(H1 ×H2 × 0) = f1(< U2 ∩ (H1 ×H2 × 0) >) =

= {f1(an1
1 · · · anm

m ) : ai ∈ U2 ∩ (H1 ×H2 × 0), ni ∈ Z} =

= {f1(a1)n1 · · · f1(am)nm : ai ∈ U2 ∩ (H1 ×H2 × 0), ni ∈ Z} =

= {f−1(a1)n1 · · · f−1(am)nm : ai ∈ U2 ∩ (H1 ×H2 × 0), ni ∈ Z} ⊂
⊂ < f−1(U2 ∩ (H1 ×H2 × 0)) > .

En segundo lugar, y puesto que la clausura Zariski de U2 ∩ (H1 × H2 × 0)
es H1 × H2 × 0 el cual es irreducible respecto de la topoloǵıa Zariski, por
el lema 3.1 de [P2] tenemos que G1 es un subgrupo definible de Z(G)0. En
particular, G1 es un grupo de Nash af́ın ya que es un subgrupo de Z(G)0, el
cual es af́ın.

Como f1 es localmente Nash, H1 × H2 × 0 es Nash y G1 es Nash af́ın,
por la proposición 4.17 la aplicación f1 es Nash. Supongamos que Ker(f1) es
infinito. Entonces, por la proposición 4.28 tenemos que H1×H2×0/Ker(f1)
no es af́ın, lo cual es una contradicción, puesto que H1 ×H2 × 0/Ker(f1) '
G1 es af́ın. Por tanto Ker(f1) es finito. Aśı pues, dado que H1 × H2 × 0
es racionalmente isomorfo a un producto de copias de (R,+) y de (R>0, ·)
tenemos que Ker(f1) es trivial, es decir, f1 es un isomorfismo.

Sea D3 = f̃(D1)D2/D2. Por la proposición 4.26 tenemos que D1 < Z(G̃)

y D2 < Z(H̃ ′) y por tanto

D3 < Z(H̃ ′)/D2 ' Z(H ′).

Veamos que D3 es finito. Puesto que Z(H ′)0 es un subgrupo de ı́ndice finito
de Z(H ′) basta probar que D4 = D3 ∩ Z(H ′)0 es finito. Consideremos la
aplicación natural h : Z(H ′)0 → Z(H ′)0/H1 ×H2 × 0. Obsérvese que

i) D4 = p2(f̃(D1) ∩ Z(H̃ ′)0D2). Efectivamente, es inmediato identificar

D3 con el subgrupo p2(f̃(D1)D2) = p2(f̃(D1)). Aśı pues, D4 = D3 ∩
Z(H ′)0 = p2(f̃(D1)) ∩ p2(Z(H̃ ′)0) = p2(f̃(D1) ∩ Z(H̃ ′)0D2).

ii) La aplicación h es inyectiva sobre D4. Sean ȳ1, ȳ2 ∈ D4 tales que h(ȳ1) =
h(ȳ2). Entonces ȳ1− ȳ2 ∈ H1×H2× 0 y por tanto es posible aplicar f1

a ȳ1 − ȳ2. Es más, puesto que por i) tenemos que ȳ1 − ȳ2 ∈ p2(f̃(D1)),

deducimos que f̃−1◦p−1
2 (ȳ1− ȳ2) ∈ D1. Aśı pues, f1(ȳ1− ȳ2) = p1◦ f̃−1◦

p−1
2 (ȳ1 − ȳ2) = 0. Como f1 es un isomorfismo, deducimos que ȳ1 = ȳ2.

iii) h(D4) es discreto, por ser h un función continua y D4 un grupo discreto.
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Por iii), h(D4) es un subgrupo discreto del grupo compacto h(Z(H ′)0) ' H3

y por tanto debe ser finito. Por ii), D4 también debe ser finito.
Consideremos la aplicación

g : G̃/D1 3 x̄→ f̃(x) ∈ H̃ ′/f̃(D1)D2,

la cual está bien definida de forma evidente. De hecho, puesto que G̃/D1 ≈
G y H̃ ′/f̃(D1)D2 ≈ (H̃ ′/D2)/(f̃(D1)D2/D2) ≈ H ′/D3, podemos escribir
g : G → H ′/D3. Como D3 es finito entonces es definible. Por tanto H/D3

es interpretable y por el teorema 1 de la introducción, H/D3 es un grupo
algebraico conexo. De hecho, por la proposición 4.29, (H/D3)(R)0 = H ′/D3

es un grupo de Nash af́ın. Por la proposición 4.28, Ker(g) es finito y por
la proposición 4.17 la aplicación g es Nash. Por tanto G es isógeno a la
componente conexa de los puntos racionales de un grupo algebraico definido
sobre R.
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A. Apéndice: Los cuerpos p-ádicamente ce-

rrados

La valoración p-ádica sobre el cuerpoQ se define como sigue: dado x ∈ Q∗,
x = pn a

b
, (a, b) = 1, νp(x) = n. Si x = 0, entonces νp(x) = ∞. La valora-

ción p-ádica es una valoración discreta en Q, es decir, satisface ν(xy) =
ν(x) + ν(y) y ν(x + y) ≥ min{νp(x), νp(y)}. La norma p-ádica se define
como ‖x‖p = p−νp(x). Definimos los números p-ádicos, Qp, como la comple-
tación de Q respecto de esta norma. Alternativamente, podemos definir los
números p-ádicos como el cuerpo de fracciones del anillo de enteros p-ádicos,
Zp = lim Z/pn+1. Los elementos de Zp pueden representarse formalmente
como

∑∞
n=0 αnp

n, con 0 ≤ αn < p. Siguiendo esta notación, la aplicación
ν(

∑∞
n=0 αnp

n) = mı́n{k ∈ N : αk = 0}, ν(0) =∞, es una valoración discreta.
Las definiciones que siguen van dirigidas a definir una axiomatización de la
teoŕıa de Qp.

Definición A.1. Decimos que un cuerpo K es un cuerpo de valoración
si es el cuerpo de fracciones de un dominio V que es un anillo de valoración
de K, es decir, tal que para todo x ∈ K∗ o bien x ∈ V o bien x−1 ∈ V .
Obsérvese que entonces V tiene un único ideal maximal m = V \U , donde U
es el conjunto formado por la unidades multiplicativas. Al cuerpo k = V/m
lo denominamos cuerpo residual. El grupo Γ = K∗/U , al cual llamaremos
grupo de valoración, es un grupo abeliano ordenado con aU ≤ bU ⇔ b

a
∈ V .

Observación A.2. Sea K un cuerpo de valoración y sea V su anillo de
valoración. Entonces la aplicación ν(a) = aU ∈ Γ, a ∈ K∗, ν(0) = ∞,
es una valoración, es decir, satisface ν(xy) = ν(x) + ν(y) y ν(x + y) ≥
mı́n{ν(x), ν(y)}.

Ejemplo A.3. El cuerpo Qp es un cuerpo de valoración y Zp es su anillo de
valoración. En este caso, k ≈ Fp y Γ ≈ Z.

Definición A.4. Un anillo de valoración es henseliano si todo polinomio
xn + a1x

n−1 + . . .+ an ∈ V [x] con an−1 /∈ m y an ∈ m tiene un cero en m.

Observación A.5. De acuerdo con la notación anterior, el cero del polinomio
debe ser el único cero en m. Supongamos que existan dos ceros a y b en m de
dicho polinomio. Entonces, (an− bn)+a1(an−1− bn−1)+ . . .+an−2(a2− b2) =
−an−1(a−b) y por tanto ν(−an−1(a−b)) = ν(−an−1)+ν(a−b) = ν(a−b) ≥
ν((an − bn) + a1(an−1 − bn−1) + . . . + an−2(a2 − b2)) ≥ ν(an−2(a2 − b2)) ≥
ν(an−2) + ν(a + b) + ν(a − b). Aśı pues, ν(a + b) = 0, de lo cual deducimos
que ν(a) = ν(b) = 0, lo cual es una contradicción.
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Ejemplo A.6. El anillo de valoración Zp es henseliano. Se debe al siguiente
teorema cuya demostración se puede encontrar en el teorema 7.3 de [E],

Lema de Hensel. Sea K un cuerpo de valoración y se V su ani-
llo de valoración. Sea ‖ · ‖ la norma inducida por la valoración
discreta. Sea P (x) ∈ V [x] un polinomio y sea a0 ∈ K tal que
‖P (a0)‖ < ‖P ′(a0)‖2. Entonces existe un único elemento a ∈ V
tal que P (a) = 0 y ‖a− a0‖ ≤ ‖ f(a0)

f ′(a0)
‖.

Sea entonces P (x) = xn + a1x
n−1 + . . . + an con an−1 /∈ m y an ∈ m.

Observamos que P (0) = an y P ′(0) = an−1 y por tanto ‖P (0)‖ < ‖P ′(0)‖2.
Por el lema de Hensel existe un único a ∈ V tal que P (a) = 0 y ‖a‖ ≤
‖ an

an−1
‖ ⇒ a ∈ m.

Definición A.7. Un cuerpo p-ádicamente cerrado es un cuerpo de va-
loración K tal que char(K) = 0, V es henseliano con m = pV , k ≈ Fp y
[Γ : nΓ] = n para cualquier n = 1, 2, 3, . . ..

Con las observaciones anteriores resulta trivial comprobar que Qp es un
cuerpo p-ádicamente cerrado. La definición anterior se puede expresar con
una serie de axiomas de primer orden en el lenguaje L = {0, 1,+,−, ·, V },
donde V es un śımbolo de relación 1-aria que se interpreta como el anillo de
valoración, y que de hecho son la axiomatización de Qp.

Teorema A.8. La teoŕıa de cuerpos p-ádicamente cerrados es completa y
modelo completa.

Demostración. Véase [A-K].

Teorema A.9. La teoŕıa de cuerpos p-ádicamente cerrados admite elimina-
ción de cuantificadores en el lenguaje extendido L = {0, 1,+,−, ·, V }∪ {Pn :
n = 2, . . .}, donde los śımbolos Pn son relaciones 1-arias que son interpreta-
das como las potencias n-ésimas.

Demostración. Véase el teorema 1 de [M].

Observación A.10. En la página 20 de [Ma*] se prueba que para p 6= 2
tenemos que Zp es definible en Qp mediante la fórmula ∃z(z2 = px2 + 1). Por
tanto por el teorema A.8 para todo cuerpo p-ádicamente cerrado se satisface
que V (x) ↔ ∃z(z2 = px2 + 1). En particular, si disponemos de los śımbolos
Pn tenemos que V (x)↔ ∃P2(px2+1) y por tanto en el teorema A.9 es posible
eliminar el śımbolo V del lenguaje. De hecho, dados x, y ∈ Qp tenemos que
ν(x) ≤ ν(y)⇔ ν(yx−1) = 0⇔ P2(p(yx−1)2+1)⇔ P2(py2+x2) y por tanto la
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valoración ν es definible. En el caso p = 2 el estudio es similar pero utilizando
la fórmula ∃z(z2 = 8x2 + 1). Denotaremos LMac = {0, 1,+,−, ·} ∪ {Pn : n =
2, . . .}.
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B. Apéndice: Espacios recubridores

Definición B.1. Dado un espacio topológico M decimos que una aplicación
π : M ′ → M es recubridora si para todo a ∈ M existe un entorno abierto
Ua conexo tal que π−1(Ua) =

⋃
i Ui, donde Ui son abiertos disjuntos tales que

f |Ui
es un homeomorfismo entre Ui y Ua. En ese caso, se dice que M ′ es un

espacio recubridor. Si además M ′ es simplemente conexo entonces decimos
que es un espacio recubridor universal.

Lema B.2. Sea M un espacio topológico y sea π : M ′ → M una aplicación
recubridora. Entonces para todo x ∈M el subconjunto π−1(M) tiene el mismo
número de elementos.

Demostración. Para todo n ∈ N el conjunto En = {x ∈M : #{π−1(x)} = n}
es abierto y cerrado. Como M es conexo, existe n ∈ N tal que En = M .

Definición B.3. Sean π1 : M1 → M y π2 : M2 → M dos recubrimientos.
Decimos que ambos recubrimientos son equivalentes si existe un homeomor-
fismo π21 : M2 →M1 tal que π2 = π1 ◦ π21.

El espacio topológico M va a ser en lo que sigue una variedad topológica
conexa. Nuestra intención ahora es probar la existencia de espacios recubri-
dores y en concreto la existencia de espacios recubridores universales para
variedades topológicas conexas.

Teorema B.4. Sea M una variedad topológica conexa. Entonces existe una
biyección entre clases de equivalencia de recubrimientos de M y clases de
equivalencia de conjugados de subgrupos de π1(M), es decir, las clases de
equivalencia de la relación que identifica dos subgrupos H1 y H2 de π1(M) si
existe un elemento g ∈ π1(M) tal que gH1g

−1 = H2.

Demostración (Teorema 1.3.2, pag. 10,[J*]). Consideremos la aplicación que
manda la clase de un espacio recubridor p′ : M ′ → M a la clase de con-
jugación del subgrupo p′∗(π1(M ′)). No es dif́ıcil probar que esta aplicación
está bien definida y es inyectiva, es decir, que dos recubrimientos p′ : M ′ →M
y p′′ : M ′′ → M son equivalentes si y sólo si p′∗(π1(M ′)) y p′′∗(π1(M ′′)) son
conjugados (véase el Teorema 79.4 en [Mu*]). A continuación presentamos
las ideas necesarias para probar que dicha aplicación es sobreyectiva (véase
[J*] para más detalles). En concreto nos centramos en la construción del
espacio recubridor cuya imagen por la aplicación anteriormente descrita es
la clase de conjugación del subgrupo trivial, es decir, el espacio recubridor
universal (el proceso es similar para cualquier otra clase de conjugación).
Denotaremos con ∗ a la ”unión” de dos curvas. Fijemos un punto p0 ∈ M
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y consideremos el conjunto formado por las curvas continuas γ : [0, 1] → M
tales que γ(0) = p0. En dicho conjunto decimos que dos curvas γ1 y γ2 son
equivalentes si γ1(1) = γ2(1) y γ1 ∗ γ−1

2 es homótopa a la curva constante
γ0(t) = p0. Definimos M ′ como el conjunto de clases de equivalencia y la
aplicación π : M ′ 3 [γ] → γ(1) ∈ M . Definamos la estructura de variedad
topológica conexa de M ’. Sean (Ui, fi) las cartas y los cambios de coorde-
nadas de M los cuales podemos suponer tales que f(Ui) es homeomorfo a
una bola abierta de Rn. Sea q′0 = [γ0] ∈ π−1(q0), con q0 ∈ Ui0 , y conside-
remos cualquier elemento q1 ∈ Ui0 . Puesto que Ui0 es homeomorfo a una
bola podemos encontrar una curva γ en Ui0 tal que γ(0) = q0 y γ(1) = q1.
De hecho, como las bolas abiertas son simplemente conexas, dada cualquier
otra curva β que satisfaga lo mismo tenemos que [γ ∗ γ0] = [β ∗ γ0]. Sea
U ′i(q

′
0) = {[γ ∗ γ0] : γ(t) ∈ Ui, γ(0) = q0}. Observamos que la aplicación

f ′i = fi ◦ π|U ′i(q′0) es una biyección con fi(Ui). En la referencia anterior se
demuestra que estableciendo estos conjuntos y estas aplicaciones como las
cartas y los cambios de coordenadas dotamos a M ′ de estructura de variedad
topológica simplemente conexa.

Observación B.5. 1) Por el teorema B.4 el espacio recubridor universal es
único salvo homeomorfismo.

2) Si M está dotada de una operación de grupo continua entonces el
espacio recubridor (M ′, π) también puede ser dotado de una operación de
grupo continua de tal forma que π sea un homomorfismo de grupos. De he-
cho, tendremos que Ker(π) es isomorfo a π1(M)/π∗(π1(M ′)). Efectivamen-
te, siguiendo la construcción de la demostración del teorema B.4 y fijando
p0 = e, dados dos puntos [γ1], [γ2] de M ′ donde γ1 y γ2 son dos curvas
tales que γ1(0) = γ2(0) = e, podemos definir [γ1][γ2] como la clase de equi-
valencia de la curva γ3(t) = γ1(t)γ2(t), la cual es un punto de M ′ porque
γ3(0) = e y porque es una curva continua por serlo la operación de grupo.
Observamos que de hecho Ker(π) = π−1(e) = π1(M, e) = π1(M). Como
Ker(π) = π−1(e), Ker(π) es un subgrupo discreto de M ′. Dado [γ] ∈M ′ te-
nemos que [γ]Ker(π)[γ−1] ⊂ Ker(π) y por tanto [γ]Ker(π)[γ−1] = Ker(π),
es decir, Ker(π) es un subgrupo normal de M ′. Por la proposición 4.26,
Ker(π) es central, es decir, Ker(π) ⊂ Z(M ′).
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