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TEMA 1: REPASO DE GEOMETRIA AFIN

1. EL ESPACIO AFIN

., Qué es un espacio afin? Antes de dar una definicién formal, damos una idea intuitiva.
El plano afin es... la pizarra (que se prolonga hacia el infinito en dos direcciones). ;Qué
es el espacio afin (tridimensional)? El aula (que se prolonga hacia el infinito en tres
direcciones). La pizarra o el aula estan formadas por puntos. Dada una pareja ordenada
de puntos podemos trazar el segmento orientado limitado por dichos puntos. Es lo que
llamamos un vector fijo, que tiene un principio y un fin. Si consideramos todos los vectores
fijos que se “originan” a partir de los puntos del plano (la pizarra) o del espacio (el aula) e
identificamos entre si todos aquellos que tienen la misma direccion (es decir, son paralelos),
longztud y sentido (de forma “practica” esto se puede hacer asi identificamos los vectores

p1p2 y qFjQ si y solo si al trasladar paralelamente a si mismo q1q2 de forma que ¢; coincida

con pi, g2 coincide con ps), obtenemos un espacio vectorial (de dimensién 2 en el caso del

plano y de dimensién 3 en el caso del espacio tridimensional; a los elementos de este espacio

se les denomina vectores libres). Por ejemplo, la suma de dos vectores libres representados
_>

respectivamente por los vectores fijos pﬁg y q1g2 seria un vector libre representado por el
H

vector fijo piqg, donde ¢ es el fin del vector fijo que se obtiene al trasladar paralelamente
el vector qﬁg a un vector que comience en po.

Por tanto, cuando defininamos de forma rigurosa lo que es un espacio afin parece claro
que tendremos que hablar por una parte de un conjunto de puntos, por otra parte de un

espacio vectorial asociado a ese conjunto de puntos y por tltimo de cémo se relaciona el
conjunto de puntos y el espacio vectorial.

Definicién 1.1. (Definicion formal de espacio afin). Un espacio afin sobre un cuerpo k
es una terna (A, V, ) donde A es un conjunto no vacio, V' es un espacio vectorial sobre k
y ¢ es una aplicacién
p: AXA — V
o

(p,a) = ep,q) :=pg
tal que,
(1) para cada p € A, la aplicacién
op: A —
q —

B[L<

es una biyeccion, y
(2) para cualesquiera p,q,r € A, se tiene pq + qr = pr.
A los elementos de A les llamaremos puntos del espacio afin y a V' lo llamaremos espacio
vectorial asociado al espacio afin. A veces abreviaremos y hablaremos solo de A al referirnos
al espacio afin, pero siempre entendiendo que el espacio afin no es solamente A sino la terna
(A,V,p). Decimos que (A, V,¢) (o simplemente A) tiene dimensién n si n = dimV. A
los espacios afines de dimensién 1 les llamaremos rectas afines y a los espacios afines de
dimensién 2 les llamaremos planos afines.

Observacion 1.2. (sobre el cuerpo base): En la definicién anterior hemos hablado de es-
pacios afines sobre un cuerpo k. Desde un punto de vista geométrico, el cuerpo “natural”
sobre el que modelar nuestros espacios afines es desde luego el cuerpo R de los niimeros
reales (piensa por ejemplo que R se suele representar como la “recta real”). A lo largo del
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curso veremos que otro cuerpo interesante con el que trabajar es el cuerpo C de los niimeros
complejos. Al trabajar sobre C perderemos intuicion geométrica pero obtendremos ven-
tajas que de momento resumimos diciendo que los resultados tendran enunciados més
simples y homogéneos. Aun asi, casi todos los resultados y nociones que iremos viendo
tienen sentido sobre cualquier cuerpo (incluso cuando el cuerpo sea un cuerpo finito; otra
cosa es que dar en esta situacién el calificativo de geométrico a estos resultados lo tengamos
que justificar usando una analogia). Por eso, aunque en el fondo estemos pensando que
el cuerpo sobre el que trabajamos es R o C, siempre que nos sea posible enunciaremos
los resultados para un cuerpo arbitrario k (y, cuando no sea posible, especificaremos qué
propiedades debe satisfacer k en cada caso).

Observacién 1.3. La propiedad (1) de la definicién anterior nos dice que si tenemos
un espacio afin y fijamos un punto, lo “convertimos” en un espacio vectorial (ese punto
se convierte en nuestro cero, en nuestro origen; jpiensa en cémo se representa un plano
vectorial en la pizarral). Por otra parte, la propiedad (2) captura la forma en que se define
la suma de vectores libres.

Notacién 1.4. A veces usaremos la siguiente notacién: dado un espacio afin (A, V, ¢), dos
puntos p,q € A y un vector v € V', escribimos ¢ = p+v si y solo si ﬁq =wv. jCuidado! Hay
que tener claro que esto es una notacién y que el signo 4+ no representa ninguna operacion
(en otras palabras, no tiene sentido hablar de una operacion, en el sentido algebraico, que
nos permita sumar puntos y vectores), aunque en ciertos ejemplos (véase el ejercicio
y el ejemplo de espacios afines si podriamos entender el signo + como una operacion
desde un punto de vista algebraico.

_>
Ejercicio 1.5. (1) Sean p,q € A. Demuestra que p = ¢ si y solo si p_()] =0.
(2) Demuestra que dados p € Ay v E Vv existe un tnico g € A tal que ¢ = p + v.

3) Demuestra que dados p,q € A, qp = —pq

5 Demuestra la ley del paralelogramo: dados p,q,p’,q € A, pq p ¢ es equivalente

_)

app =qq.

(3)

_
(4) Demuestra que dados p,g € Ay v,w eV, (p+v)(q+w)= pq+w—v
(5)

Ejercicio 1.6. Demuestra que A tiene dimension 0 si y solo si A esta formando por un
solo punto.

Ejercicio 1.7. Demuestra que a k™ se le puede dotar de estructura de espacio afin de
dimensiéon n de la forma obvia. Lo llamamos espacio afin estindar de dimension n 'y
lo denotaremos por A} (reservando en general la notacién k™ para el espacio vectorial

estdndar de dimensién n). Indicacion: si p = (z1,...,2,) y ¢ = (Y1, - .,Yy,) definimos p_(}
como (Y1 — T, ..., Yn — Tp)-

Contemplar k™ de esta forma como espacio afin es relativamente sencillo e intuitivo. La
unica dificultad reside en que tenemos que pensar un mismo conjunto k™ a la vez como
el conjunto de puntos del espacio afin estandar y como el espacio vectorial asociado al
espacio afin estandar. Es decir, dependiendo de la situaciéon, un elemento de k™ sera un
punto o serd un vector y conviene tener claro cémo lo estamos considerando en cada caso.

El ejercicio [1.7] puede generalizarse como sigue:
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Ejemplo 1.8. Sea V un espacio vectorial sobre k. Se puede dotar a V' de estructura de
espacio afin considerando (V,V, ), donde

p: VXV — Vv
(111,7)2) = U — Uy
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2. SUBESPACIOS AFINES

En la asignatura de Algebra Lineal, casi desde el comienzo, ya os habéis encontrado con
espacios afines. En efecto, imaginemos en el espacio vectorial estandar A} el conjunto de
soluciones de un sistema compatible de ecuaciones lineales

a1 +a199 +- -+ A1nTn = bl

a91T1 +a92To2 + -+ Aoy = b2
(2.0.1) . . . .

Am1T1 F0maZTs + -+ QppTy, = bm

Si el sistema de ecuaciones es homogéneo, su conjunto de soluciones tiene estructura
de espacio vectorial sobre k (es un subespacio vectorial de k™). En cambio, si el sistema
no es homogéneo, el conjunto de soluciones no es un subespacio vectorial (por ejemplo,
no contiene al vector (0,...,0), que es una condicién necesaria para que sea subespacio
vectorial). Entonces cabe preguntarse qué estructura tiene el espacio de soluciones de un
sistema no homogéneo, ya que parece claro que algun tipo de estructura tiene. Por ejem-
plo parece bastante intuitivo hablar de su dimensién, que de manera informal podriamos
definir como el niimero minimo de parametros que nos hacen falta para expresar de manera
explicita dicho conjunto (el nimero minimo de pardmetros que aparecen cuando resolve-
mos el sistema). La respuesta a nuestra pregunta de qué estructura tiene el conjunto de
soluciones . de es, como vemos en el ejercicio siguiente, que . es un espacio
afin cuyo espacio vectorial asociado es el espacio de soluciones de su sistema homogéneo
asociado, que es

a1 +ai2xre + -+ ATy 0

92121 +a99ro + -+ Qopk, = 0
(2.0.2) .

Am1T1  +amaTe + -+ Appr, = 0

Ejercicio 2.1. Demuestra usando la definicién de espacio afin que, si (2.0.1]) es un sistema
compatible, el conjunto de soluciones de (2.0.1)) es en efecto un espacio afin. Indicacion:
usa la aplicacién ¢ del espacio afin estdandar (k™ k™, o).

Recordemos que k™ no es solo un espacio vectorial, sino que también se le puede dotar
de estructura de espacio afin. Si nos paramos a pensarlo un poco nos daremos cuenta de
que la estructura de espacio afin que hemos dado al conjunto de soluciones de es la
“heredada” de la estructura de espacio afin de k™. Es decir, el conjunto de soluciones de
es un subconjunto del espacio afin k™ que tiene a su vez una estructura de espacio
afin, compatible con la estructura de espacio afin de k™. Por otra parte, recuerda que, dada
una solucién particular p = (z1,...,2,) de (2.0.1)), un elemento ¢ de k™ es una solucién
de si y solo si existe una solucién w tal que ¢ = p + w. Por tanto, una
manera de describir geométricamente el conjunto de soluciones de es la siguiente:
si W es el conjunto de soluciones de (2.0.2)) y p es una solucién particular de (2.0.1)), el
conjunto de soluciones de (2.0.1) es p+W := {p+w | w € W}, es decir, el subconjunto de
k™ que obtenemos al “trasladar paralelamente a si mismo” el subespacio vectorial W de
(0,...,0) (que pertenece a W) a p (como al hacer esto (0,...,0) se convierte en p, p+ W
no tiene por qué contener a (0,...,0)). Todo esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.2. Sea (A, V, ) un espacio afin, sea p un punto de A y sea W un subespacio
vectorial de V. Llamamos subespacio afin paralelo o con direccion W que pasa por p y lo
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denotamos como p+ W al subconjunto de puntos g de A para los que existe algin w € W
tal que ¢ = p + w, o lo que es lo mismo, para los que existe algiin w € W tal que ﬁq = w.

Ejercicio 2.3. Sea (A, V, ) un espacio afin. Consideramos un punto p € A y un subes-
pacio vectorial W de V.

(1) Demuestra que existe un tnico subespacio afin por p paralelo a W.
(2) Sigep+ W, entonces g+ W =p+ W.
(3) Sig,r € p+ W, entonces qr e W (indicacién: comprueba que qr = pr — ];&)

Ejercicio 2.4. (1) Demuestra que un subespacio afin p+W de un espacio afin (A, V, )
tiene a su vez estructura de espacio afin (indicacién: considera (p+W, W, ¢’), donde

¢’ es la restriccion de ¢ a (p+ W) x (p+ W).
(2) Demuestra que el conjunto de soluciones de es un subespacio afin de A}
cuya direccion es el subespacio vectorial de k™ formado por las soluciones de su

sistema homogéneo asociado ([2.0.2)).

Teniendo en cuenta el ejercicio 2.4 definimos la dimensidn de una subvariedad afin como
su dimensién como espacio afin. Es facil ver que los subespacios afines de A de dimension
0 son los puntos de A. Los subespacios afines de A de dimensién 1 y 2 son, como dijimos
antes, rectas y planos (de A). Si A tiene dimensién n, sus subespacios afines de dimensién
n — 1 se llaman hiperplanos afines de A.

Ejercicio 2.5. Sean A; C A, dos subespacios afines.

(1) Demuestra que dimA; < dimA,.
(2) Demuestra que A; = Ay siy solo si dimA; = dimA,.

Definicién 2.6. Decimos que dos subespacios afines p + W y p’ + W’ de un espacio afin
son paralelos si W Cc W o W' C W.

Proposicion 2.7. Sean A; y As dos subespacios afines paralelos de A. Entonces ocurre
una de las tres cosas siguientes:

(1) A C Ay;

(2) Ay C Ay

(3) Ain Ay =0.

Demostracion. Si se da (1) o (2) ya hemos terminado. Supongamos que no se da ni (1)
ni (2) y que A; N Ay # () para llegar a una contradiccién. Sean Wi y W las direcciones
de A; y Ay y sea p € Ay N Ay. Supongamos que Wy C Wy (si Wy € W5 el argumento es
andlogo). Entonces A; = p+ W; C p+ Wy = Ay y en efecto llegamos a una contradiccién.
O

Vemos a continuacién qué “operaciones” podemos realizar con subespacios afines.

Proposicién 2.8. La interseccion de (una coleccion arbitraria de) subespacios afines, si
no es vacia, es un subespacio afin.

Demostracion. Hacemos la demostracion en el caso de dos subespacios y dejamos como

ejercicio el caso general. Sean A; y A, dos subespacios afines no disjuntos de un espacio

afin A y sea p € A; N Ay. Podemos escribir Ay = p+ Vi y Ay = p+ Vo, En ese caso

AN Ay =p+ (Vi NV;). En efecto, sea g € Ay N Ay y sea v :p_&. Entonces v :p—Z] eV
— .

yv=pq € Vy, porloqueveViNVyyq=p+wv. Porotra parte, si ¢ € p+ (V1 N Va),

entonces ¢ € (p+ Vi) N (p+ V2) = A1 N As. O

La union de dos subespacios afines no es en general un subespacio afin, como se puede ver
después de resolver el siguiente ejercicio:
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Ejercicio 2.9. (1) Demuestra, por medio de algiin ejemplo, que la unién de dos subes-
pacios afines no es en general un subespacio afin.
(2) Sea A un espacio afin sobre un cuerpo k # Z,. Demuestra, que la condicién
necesaria y suficiente para que la uniéon de dos subespacios afines A; y Ay sea un
subespacio afin es que A; C Ay 0 Ay C Aj.

Como acabamos de ver en el ejercicio anterior la unién de dos subespacios afines A; y As
no es en general un subespacio afin. Lo que si tiene sentido es considerar el subespacio
afin “més pequeno” que contiene a A; y a Ay (0 lo que es lo mismo, a la unién de ambos):

Proposicion 2.10. Sean Ay = p1 + Wi y Ay = po + Ws dos subespacios afines de un
espacio afin A. El subespacio afin A" = py + (W1 + Wy + L(prpg)) es el subespacio afin
“mas pequeno” que contiene a Ay U Ay, en el sentido de que si A” es otro subespacio afin
que contiene a A1 U Ay, se tiene que A" C A”.

Demostracion. Vemos que A U Ay C A’. En efecto, es claro que A; € A’. Por otra
parte, si ¢ € As, ¢ se puede escribir como ¢ = ps + ws, para algin wy € Ws. En ese caso
q = p1+pips+ws € p1+ (W +L(p392)) C A’. Vemos ahora que si A{UA; C A", entonces
A" C A”. Es claro que py,ps € A”, por lo que podemos escribir A” = p; + W" = py + W,
donde W es la direccion de A”. Como A; C A”, W7 C W" y como Ay C A", W, C W”.
Ademés, como py, py € A", pips € W”. Porello A’ = p1+(W1+W2+L(p392)) Cp+W" =
A", O

La proposicion anterior motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.11. Sean A; = p; + Wy v Ay = po + Ws dos subespacios afines de un espacio
afin A. Entonces A" = p; + (W + Wy + L(pl_fog)) se llama el subespacio afin generado por
Ay y Ay v se denota < Ay, Ay >. En general, si S es un subconjunto no vacio de A, < .S >
es el subespacio afin mas pequeno entre los que contienen a S, que llamamos el subespacio
afin generado por S.

Ejercicio 2.12. Demuestra que el subespacio afin mas pequeno entre los que contienen a
un subconjunto S de A existe y es tinico (indicacién: considera la interseccién de todos los
subespacios afines de A que contienen a S.)

Observacion 2.13. Consideramos dos subespacios afines A; = p; + Wy v Ay = py + Wh.
(1) Del ejercicio se sigue que < Ay, Ay >=p+ (W) +Wo + L(p?pg)) para cualquier
pE A1 U AQ.
(2) Es claro que < Ay, Ay >=< A; U Ay >.

Ejercicio 2.14. Sean pq, - -, p, puntos de un espacio afin A.

(1) Demuestra que si p; y pe son puntos distintos, entonces < pi, po > es una recta afin
de A.

(2) Demuestra que si py,pe y p3 son puntos no alineados (es decir, no contenidos en
nunguna recta), < pi, ps, p3 > es un plano afin de A.

(3) Demuestra que el subespacio generado por pi,pa,...,D €8 < P1,P2y-. ., Dk >=

_>
p1+ L(p1pz, - .. 7]91_}%)-

Definicién 2.15. Decimos que los puntos p1, ps, ..., pr de un espacio afin A son puntos
afinmente independientes si el subespacio afin < py,ps,...,pr > generado por ellos tiene
dimensién k — 1.

Ejercicio 2.16. Sea (A, V, ) un espacio afin.
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(1) Sean py,pa,...,pr € A. Demuestra que pq, pa, . . ., px son afinmente independientes
si y solo si los vectores pl_f)g, ceey pl_]gk de V son linealmente independientes.

(2) Si (A,V,p) tiene dimension n, demuestra que existen conjuntos {p1,ps,...,pr} de
puntos (distintos) afinmente independientes si y solo si 1 < k <n+ 1.

Ejercicio 2.17. Estudia si los siguientes puntos de A} son afinmente independientes:

(1) {(1,-1,2),(2,0,2),(2,-2,2),(1,—-1,3) };
(2) {(1,2,3),(-1,3,1),(7,-1,9),(0,1,1) };
(3) {(0,1,1),(1,1,2),(1,1,0),(0,2,1)}.

Para finalizar esta seccién vemos como podemos describir usando ecuaciones los subespa-
cios afines de A}.. En realidad, todo subespacio afin A’ de A} es el conjunto de soluciones
de un sistema compatible de ecuaciones lineales como . Decimos que las ecuaciones
de dicho sistema son unas ecuaciones implicitas de A’. Por otra parte, si describimos de
forma explicita los puntos de A’ como el conjunto de soluciones de un sistema compatible de
ecuaciones lineales como , expresado de forma paramétrica, diremos que esas ecua-
ciones son unas ecuaciones paramétricas de A’. La descripcién de los subespacios afines
por medio de ecuaciones facilita su manejo; nos permite por ejemplo ver mas facilmente
si un punto pertenece a un subespacio o expresar mas facilmente la interseccion de subes-
pacios o describir el subespacio generado por un subconjunto. En el siguiente ejercicio
vemos con un ejemplo concreto cémo se obtienen ecuaciones implicitas y paramétricas de
un subespacio afin. También vemos que las ecuaciones de un subespacio afin no son unicas.

Ejercicio 2.18. Consideramos en el espacio afin estdndar Aj el subespacio afin generado
por los puntos (1,0,1,0), (1,-1,2,0) y (0,1,1,1).

(1) 4Cuadl es la dimensién de A’?

(2) Encuentra al menos dos conjuntos de ecuaciones paramétricas de A’.

(3) Encuentra al menos dos conjuntos de ecuaciones implicitas de A’.
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3. APLICACIONES AFINES

Al igual que se hace en algebra lineal, en geometria afin estudiaremos aquellas aplicaciones
entre espacios afines que preserven la estructura afin. jQué queremos decir con eso? Son
aplicaciones que conservan las propiedades geométricas de las que hemos estado hablando
en los temas anteriores: la “linealidad” (es decir, la propiedad de ser subespacio afin), el
paralelismo vy, si es posible, la dimensién de un subespacio afin. Para esto parece sensato
que, dada una aplicacion entre los conjuntos de puntos A; y A, de dos espacios afines,
consideremos también qué pasa con las direcciones V; y V5 de dichos espacios y con las
aplicaciones ¢1 y 2.

Definicién, primeras propiedades y ejemplos

Definicién 3.1. Una aplicacion afin entre dos espacios afines (Ay, Vi, ¢1) y (Az, Va, ©2)
es una aplicacion

f : Al — A2
junto con una aplicacién lineal

_>

fVi—V

— N

N
tal que para cualesquiera p,q € Ay, f(ﬁ;) = f(p)f(q). A f la llamamos aplicacion lineal
asociada a f.

Observacion 3.2. Otra forma de expresar la definicion [3.1] es la siguiente: una aplicacion
—

f: A; — As es una aplicacién afin si y solo si existe una aplicacion lineal f : V; — V4

tal que el diagrama

A1XA1ﬁ>A2XA2

| |

Vi Va

!

—

es conmutativo (i.e, oo (f X f) = f o 1), donde, para todo p,q € Ay, (f x f)(p,q) =
(f(p), f(q))-

Ejemplo 3.3. Vemos unos primeros ejemplos triviales de aplicaciones afines:

(1) Una aplicacién constante entre dos espacios afines es una aplicacién afin; su apli-
cacién lineal asociada es la aplicacion lineal nula.

(2) Sea (A,V,p) un espacio afin. La aplicacién id4 es una aplicacion afin de A en A
cuya aplicacion lineal asociada es idy .

Ejemplo 3.4. La aplicacién de A} a A} dada por
flz,y,2)=(y+z2,—-1+2x4+2y,24+z—21+2—y+ 32)

o
es una aplicacién afin y su aplicacién lineal asociada f (que va del espacio vectorial k? al
espacio vectorial k*) viene dada por

_>

fr,y,2) = (y+ 2,2x 4+ 2y, x — z,x —y + 32).
Proposicién 3.5. Sean (A1, V1, 1) y (As, Vi, ¢2) dos espacios afines.
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(1) Sea f una aplicacion entre Ay y As. Si existe o € Ay tal que la aplicacion
e — W
b = FO) )

es lineal, entonces f es una aplicacion afin y f' es su aplicacion lineal asociada.
(2) Sea f una aplicacion afin entre Ay y As, sea ? su aplicacion lineal asociada 1y sea

o € Ay. Para todo p € Ay se tiene que f(p) = f(o) + 7(0_13) De igual forma, para

todo v € V1, f(o —l—_}v) = f(o) + ?(v) Por tanto, f queda determinada de forma

unica si se conoce [ y la imagen por [ de un punto de A;.

(3) Sea p1 € A1, p2 € Ay y sea f': Vi — Vi una aplicacion lineal. Existe una dnica

aplicacion afin f : Ay — As tal que
(i) f(p1) =p2s y .
(ii) la aplicacion lineal asociada de f sea f = f'.

(4) Sea p; + Wy un subespacio afin de (A1, Vi,¢1), sea f una aplicacion afin entre Ay
y Ay y sea 7 su aplicacion lineal asociada. Entonces f(p1+ Wh) = f(p1) + ?(Wl)
Por ello,

(a) las aplicaciones afines transforman subespacios afines en subespacios afines;
(b) las aplicaciones afines transforman subespacios afines paralelos en subespacios

afines paralelos;
(¢) las aplicaciones afines transforman puntos alineados en puntos alineados.

Demostracion. Dejamos la demostracion de (1) como un ejercicio tedrico sencillo. (2) es
—

5
simplemente la igualdad f(op) = f(0)f(p) expresada de otro modo. En (3), para demostrar
la existencia consideramos la aplicacién f : Ay — Ay deﬁnlda asi: para cualquier p € Aq,

flp) = P2 + f’(plp) En ese caso, si p,q € Aj, f(p)f(q) es el vector que comienza en
po+ f/(pip) vy termina en ps + f'(p1q), es decir, el vector paps + f'(p1q) — f'(pip) v, como
f' es lineal, este ultimo es igual a f’(p?q — p?p) = f’(pzl —i—p?q) = f’(ﬁg). Por tanto f es
una aplicacién afin y su aplicacion lineal asociada es f’. Ademas f(p1) = pa + f’ (pl_]zl) =
po + f’(H) = po. La unicidad se sigue de (2). (4) se sigue de manera inmediata de (2). En
cuanto a (a), (b) y (c), son corolarios inmediatos de (4). O

Ejemplos 3.6. En A% consideramos los puntos p; = (0,0),p» = (1,0),p3 = (1,1) y
by = (271)7 los puntos pll = (070)7p/2 = (170)727?3 = (07_1) y pﬁl = (27_1) y los puntos
=(2,0)y ¢ =(2,4).

(1) La aplicacién f de A% en A% tal que f(p;) = p para todo ¢ = 1,...,4 no es
una aplicacién afin porque si lo fuera transformaria la recta < p;,p3 > en la recta
< pi,ps >y larecta < py,py > en la recta < pjy, pjy >, pero las rectas < pa,py >y
< ph, py > no son paralelas.

(2) La aplicacién g de A% en A% que cumple f((z,y)) = (z,2?) no es una aplicacién
afin pues transforma los puntos py, ps y ¢, que estan alineados, en los puntos pi, ps
y ¢, que no lo estan.

Investigamos ahora cémo se comporta la composicion de aplicaciones afines:

Proposicién 3.7. Sean Ay, As y A3 tres espacios afines, sean g : Ay — Ay y h: Ay —»

As dos aplicaciones afines y sean g Y h sus aplicaciones lineales asociadas respectivas. La
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composicion ho g : Ay — Az es una aplicacion afin cuya aplicacion lineal asociada es
- S
hog.

Demostracion. Se sigue de forma directa de la definicion de aplicacién afin, aplicacion
lineal asociada y del hecho de que g y h sean aplicaciones afines. 0

Traslaciones

Vemos a continuacién un ejemplo importante de aplicaciones afines de un espacio en si
mismo, las traslaciones:

Ejemplo 3.8. (traslacion) Sea (A, V, ) un espacio afin y sea v € V. La aplicacion

t,: A — A
p = p+v

es una aplicacién afin y su aplicacion lineal asociada es la identidad. A ¢, la llamamos la
traslacion de vector v.

Observacién 3.9. Se tiene t,0t,, = t,,,. En particular una traslacion ¢, es una aplicacion
biyectiva (de forma mds precisa, un isomorfismo afin; véase la definicién vi;l=t_,.
Esto implica que el conjunto formado por las traslaciones de un espacio afin (A, V, ¢) es
un grupo abeliano isomorfo a (V, +)

La proposicion sugiere que la aplicacién lineal asociada proporciona mucha informacion
sobre la aplicacién afin. Un ejemplo de esto es el siguiente resultado, donde se caracteriza
a las traslaciones a partir de su aplicacién lineal asociada.

Proposicion 3.10. Una aplicacion afin de un espacio en si mismo es una traslacion si y
solo si su aplicacion lineal asociada es la identidad.

Demostracion. Que la aplicacion lineal asociada a una traslacion es la identidad es claro
(v ademés es necesario comprobarlo para demostrar que una traslaciéon es una aplicacién
afin). En efecto, basta comprobar que, para todo p,q € A, el vector que comienza en t,(p)

y termina en tv(q) es pg. Por la definicién de t,, el vector que comienza en t, (p) y termina

en t,(q) es (p + v)(q + v) y este ultimo es, segun el eJer0101o (4), igual a pg+v—v = pq.
Para ver el reciproco, consideremos un espacio afln (A,V,p) y una aplicacién afin f de

A en A, tal que su aplicacién lineal asociada sea f =1idy. Seap € Ay sea v = pf( ).

Entonces la proposicién (2) implica que para todo ¢ € A, f(q) = f(p) + pg. La ley del
paralelogramo implica que f(q) = q + v. O

Observacion 3.11. (estructura de una aplicacion afin) Sean (A, V,¢) y (A, V', ¢") dos
espacios afines y sea f : A — A’ una aplicacién afin. El objetivo de esta observacion es
mostrar cémo podemos “interpretar” f como la composicion de una aplicacién lineal de V'
a V' y una traslacién de A’ (hemos puesto interpretar entre comillas porque realmente no
es correcto o, mas bien, no tiene sentido, componer una aplicacién lineal de V' a V' con
una aplicacién afin de A" en A’).

Para ello, fijamos un punto o € A y un punto o’ € A’. Esto nos permite “ver” Ay A’
como espacios vectoriales, ya que ¢, y gp’o . nos proporcionan sendas biyecciones de A y A’

H
a V' y V' respectivamente (recuerda la observacién . Definimos el vector v = o' f(0).
Definimos ¢ = t_, o f, que es una aplicacién afin por la proposicién En ese caso
f =t,0g. Estudiamos ahora como es g. Usando las identificaciones de A con V' 'y de A’
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con V' que nos proporcionan ¢, y <p: ., podemos interpretar g como una aplicacion lineal.

5
De hecho podemos identificar g con la aplicacién lineal asociada f de f. En efecto, si
denotamos por 5 a la aplicacién lineal asociada de g, es facil ver que el siguiente diagrama

ALy

©o ©l
—

V=V

— —
es conmutativo, ya que ¢(op) = g(0)g(p) = o'g(p). Por tanto, via las identificaciones de
Ay A con V y V' respectivamente, dadas por ¢, y ¢/, podemos identificar g con la

aplicacion lineal 3 Finalmente las proposiciones y nos permiten identificar g con

la aplicacién lineal asociada a f. Esto nos permite “ver” f como la composicién de f
seguida de t,.

Vemos qué nos dice la construccion anterior en el caso en que A = A}, A" = Al’, o =
(0,...,0) e Al y o =(0,...,0) € Al”. En este caso las aplicaciones ¢, y ¢!, se convierten
en la identidad en k™ y la identidad en k™. En este sentido, recuerda que, en la definicion
de espacio afin estandar de dimensién n, k™ juega a la vez el papel de conjunto de puntos
del espacio afin y el papel de espacio vectorial asociado, por lo que la biyeccién ¢, = id :
k" — k" (y andlogamente 90: . =1id : k™ — k™) es otra forma de decir que los elementos
del conjunto k™ de la izquierda los vamos a ver como puntos del espacio afin estdndar
mientras que los elementos del conjunto k™ de la derecha los vamos a ver como vectores
del espacio vectorial estandar. En esta situacion, el diagrama conmutativo del parrafo
anterior es entonces

k" —> k™

-

Kkt —L s m
y una aplicacién afin f de A} a A}’ se puede entender como la composiciéon de una

aplicacién lineal de k™ a k™ (la aplicacién lineal asociada a f) seguida de una traslacién
H

de k™ (de vector v = o' f(0)). Asi, para cualquier punto p = (xy,...,2,) de A}, el punto

f(p) = (y1,...,Ym) cumple
M-X+B=Y,

N
donde M es la matriz de f respecto de las bases candnicas de k™ y k™, X = (zy,...,2,),
B = (by,....bn)", f(0) =(b1,...,bn) €Y = (y1,...,ym)". Asi pues, las aplicaciones afines
entre Al y A} tienen el aspecto de la aplicacién afin del ejemplo en el sentido de que
cada coordenada de una aplicacién afin es una combinacion lineal de las coordenadas de
k™ mas una constante.

Observacion 3.12. Tanto la observacién [3.11]como la proposicién |3.5|nos dicen que, entre
todas las aplicaciones que existen entre dos espacios afines, las aplicaciones afines forman
una clase muy especial. Por ejemplo una aplicacién que transforme un paralelogramo en
un cuadrilatero que no lo sea (tal y como ocurre en el ejemplo (1)) no podria ser una
aplicacién afin (jpiensa por qué!). De igual forma, la aplicacién

AR — A%
(ZL’,y) = (xQ_y2+17$_3)
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tampoco es una aplicacién afin (jpiensa por qué!). En general, si se nos da una aplicacién
entre dos espacios afines lo més probable es que esta no sea una aplicacién afin.

Isomorfismos afines

Una aplicacion afin no conserva necesariamente la dimensién de los subespacios afines. El
ejemplo mas sencillo de esto es si consideramos una aplicacion constante desde un espacio
afin de dimensién positiva. De la proposicién (3) se deduce que una condicién necesaria
y sugciente para que una aplicacion afin conserve la dimension de los subespacios afines es

que f sea inyectiva (piénsalo, es solo algebra lineal). Como comentamos antes, la aplicacién

— —
lineal asociada f de una aplicacién afin f nos dice mucho sobre f. Veremos ahora que f
es inyectiva si y solo si f es inyectiva; no solo eso, se da también el resultado analogo para
aplicaciones sobreyectivas y biyectivas:

Proposiciéon 3.13. Sea f wuna aplicacion afin entre dos espacios afines (A1, Vi,¢1) y
(A, Vo, 2) ¥y sea 7 su aplicacion lineal asociada.

(1) f es inyectiva si y solo si 7 es inyectiva;

(2) f es sobreyectiva si y solo si ? es sobreyectiva;

(3) f es biyectiva si y solo si ? es biyectiva;

(4) si Ay y As tienen la misma dimension (por ejemplo, si Ay = As), f es inyectiva si

y solo si f es biyectiva si y solo si f es sobreyectiva.

Demostracion. Demostramos primero (1). Supongamos primero que f es inyectiva y
probemos que en ese caso }} también lo es. Sean vy y v} dos vectores de V;, sea p € A,
y sean p; = p+ vy y pj = p + v}. Supongamos que 7(1}1) = ?(vi) Entonces f(p1) =
f(p) + ?(vl) = f(p) + ?(v{) = f(p}) y como f es inyectiva, p; = p’l.ﬁComo (¢1)p €s una
biyeccién entre A; y Vi, se sigue que v, = ’Ui;) Ahora squnemos _(>1ue_> f es inyectiva. Sean
%,qi €A taleique i(ql) = f(q}). Entonces 0y, = f(ql)ﬁ]’l) = f(q14}), por lo que, al ser
f inyectiva, ¢1q; = 0y,. Entonces, se sigue del ejercicio (1) que ¢1 = q;.
La afirmacién (2) se sigue de la proposicién (4).
La afirmacién (3) se sigue de (1) y (2).
La afirmacién (4) se sigue de (1), (2) y (3) y del resultado anédlogo de dlgebra lineal. [

Corolario 3.14. Una aplicacion afin inyectiva transforma puntos afinmente independi-
entes en puntos afinmente independientes.

Demostracion. Sea f una aplicacién afin entre dos espacios afines (A1, Vi, ¢1) v (Asg, Va, ¢2).
Sean pi,...,pr puntos de A; afinmente independientes. En ese caso se sigue del ejerci-
cio , (1) que los vectores p?pQ, e pﬁ)k de V; son linealmente independientes. Si f es

— —
inyectiva, se sigue de la proposicién [3.13} (1) que f es inyectiva, por lo que f (pl_fog), ceey
— —

H

f(pl_]))k), o lo que es lo mismo, f(p1)f(p2),---, f(p1)f(pr), son linealmente independientes.
De nuevo el ejercicio 2.16] (1) implica que f(p1),..., f(px) son puntos afinmente indepen-
dientes de A,. O
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Definicién 3.15. (1) A una aplicacién afin biyectiva la llamamos isomorfismo afin.
(2) Si existe un isomorfismo afin entre dos espacios afines A; y Ay, decimos que A; y
As son isomorfos.

Observacion 3.16. Es un resultado conocido de dlgebra lineal que dos espacios vectoriales
son isomorfos (es decir, existe un isomorfismo de espacios vectoriales entre ellos) si y solo
si tienen la misma dimension. Esto y las proposiciones (3)y nos dicen que dos
espacios afines son isomorfos si y solo si tienen la misma dimensién.

Investigamos ahora como se comportan las inversas de las aplicaciones afines biyectivas:

Proposicién 3.17. (1) El inverso de un isomorfismo afin es una aplicacion afin, de
hecho, es de nuevo un isomorfismo afin. En particular, la inversa de una isomor-
fismo afin es de nuevo una isomorfismo afin.

(2) El conjunto de los isomorfismos afines de un espacio afin en si mismo es un grupo,
en general no abeliano, con respecto a la composicion de aplicaciones.

Demostracion. La dejamos como un (sencillo) ejercicio tedrico. UJ
Mas ejemplos

De los ejemplos que hemos visto hasta ahora, es claro que la identidad y las traslaciones
son ejemplos de isomorfismos afines de un espacio afin en si mismo. Obviamente, una
aplicacién constante no es inyectiva salvo que el espacio de partida sea un punto (ya lo
vimos antes cuando observamos que en general las aplicaciones afines no conservaban las
dimensiones). Vemos a continuaciéon mas ejemplos de aplicaciones afines y de isomorfismos
afines.

Ejemplo 3.18. Sean V; y V5 dos espacios vectoriales y sea f una aplicacién lineal de V;
a V5. Entonces f da lugar de manera obvia a una aplicacién afin entre los espacios afines
que asociamos a Vi y Va (véase el ejemplo [1.8)).

Ejemplo 3.19. (homotecia) Sea (A, V, ) un espacio afin, sea A € k. {0,1} y sea o € A.
La aplicacién f de A en A que deja o fijo (es decir, f(0o) = 0) y que tiene por aplicacién
lineal asociada una homotecia vectorial de razon A es un isomorfismo afin de A en si mismo
que llamamos homotecia afin de razon \ y centro o. Equivalentemente, h es una homotecia
de de razén A y centro o si, para todo p € A, h(p) =0+ A - o_f).

Proposicién 3.20. (1) Una homotecia tiene un unico punto fijo (el punto al que
hemos llamado centro).
(2) Una aplicacion afin de un espacio afin en si mismo es una homotecia afin si y solo
st su aplicacion lineal asociada es una homotecia vectorial.

Demostracion. (1) Sea h una homotecia de razén A, sea o € A tal que h(o) = oy sea
p € A. Supongamos que h(p) = p Entonces p = h(p) = h(o)+ A op = 0+ \-op, de donde
(1=2X)- op— 0 Como \ # 1, op— O que equivale a 0 = p.

(2) La aplicacién lineal asociada de una homotecia es una homotecia vectorial por la

—

definicion de homotecia. Reciprocamente, si la aplicacién lineal asociada h de una apli-
cacién afin h es una homotecia vectorial (de razén A # 0, 1) solo nos falta comprobar que
h tiene algin punto fijo (que, por (1), a posteriori serd tinico y el centro de h). Esto lo

veremos en el ejercicio [£.16] (2), cuando hayamos ya hablado de la matriz asociada a una
aplicacion afin. 0
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Observacién 3.21. Una homotecia h de centro o de razén M\ es un isomorfismo afin.

Esto se sigue de la proposicién [3.13[ (3), ya que h es una homotecia vectorial, que es
un isomorfismo vectorial. Concretamente, la proposicién implica que h~! es una
homotecia de centro 0 y razén A~

Corolario 3.22. El conjunto formado por las homotecias y las traslaciones de un espacio
afin A forma un grupo respecto de la composicion. Dicho grupo no es abeliano si A tiene
dimension positiva.

Demostracion. El conjunto formado por las homotecias y las traslaciones de A es un

subgrupo del grupo de isomorfismos afines de A (recuerda la proposicién (2)). Esto se

sigue de las proposiciones y (2) y la observaciones 3.9y [3.21} Para demostrar
la segunda afirmacién del enunciado, observa que una homotecia y una traslacién de vector

no nulo no conmutan. O

Ejercicio 3.23. Sea f una aplicacién afin de A} a A} no constante. Demuestra que f es
una traslacién o una homotecia. Esto quiere decir que en el caso de A} el subgrupo del
grupo de isomorfismos afines de A;. formado por las homotecias y las traslaciones es todo
el grupo de isomorfismos afines de Aj.

Antes de ver el siguiente ejemplo demostramos un lema sobre intersecciones de subespacios
afines con direcciones complementarias:

Lema 3.24. Dos subespacios afines de un espacio afin (A, V,p) cuyas direcciones son
subespacios vectoriales complementarios de V' se cortan en un solo punto.

Demostracion. Sean Ly = p+ Wy y Ly = g + W5 dos subespacios afines de (A, V, ) tales
que Wy @ W, = V. Vemos primero que Ly N Ly # (. Sean wy € Wy y wy € W tales que
pq = wy —I—wg Sea p; = p4w; (por tanto, p; estd en Ly). Entoncesp_(} = witwe = pf))l—l—p?q,
por lo que plq = wy € Wy, Por ello, qzl € Wy, por lo que py € Ly y p1 € Ly N Ly.
Vemos ahora que L; N Ly contiene un solo punto. Como p; € L; N L, sabemos que

.
LinLy=pi+WinWy) =p1+{0} = {p1}. [

Proposicién 3.25. En un espacio afin (A,V,p) consideramos un subespacio afin L con
direccion Wy un subespacio U de V', complementario de W. Consideramos la aplicacion
7 que envia cada p € A al unico punto en (p+ U) N L. La aplicacién 7 es una aplicacion
afin y su aplicacion lineal asociada es la proyeccion vectorial sobre W con direccion U (o
paralelamente a U ).

Demostracion. Sea o € L. Dado v € V seap=o0+vy sea p = m(p) (que estd en

(p+U)NL). Entonces v = = op = Op —i—pp Como p' € L, op e W. Como p' € p+ U,

— —

p'p = —pp € U. Entonces v = op + pp es la descomposicién (la tnica que existe) de
%

v como suma de un vector de W y otro de U. Por tanto, op’ es la proyeccién vectorial
de v sobre W paralelamente a U. Por iltimo, para que 7 sea una aplicacién afin basta
H

ver que para todo v € V, la aplicacién que manda v a m(o)7(p), donde p = o + v, es una

aplicacién lineal (que a posteriori concidird con la aplicacién lineal asociada de 7). Como
— —

o€ L, m(o) =0y m(o)m(p) = op', por lo que la aplicacién

—

v = op > 7(0)m(p)
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es la proyeccion vectorial sobre W paralelamente a U, que es una aplicacion lineal. Por
tanto, 7 es en efecto una aplicacion afin y la aplicacién lineal asociada a 7 es la proyeccién
vectorial sobre W paralelamente a U. 0

Definicién 3.26. (proyeccion) A la aplicaciéon 7 de la proposicién la llamamos
proyeccion (afin) sobre L con direccion U (o paralelamente a U ).

Proposicion 3.27. Una aplicacion afin m de un espacio afin en si mismo es una proyeccion

si y solo si w2 = 7.

Demostracion. Ejercicio. 0

Proposicién 3.28. Sea (A,V,¢) un espacio afin sobre un cuerpo k de caracteristica dis-
tinta de 2. Consideramos un subespacio afin L de A con direccion W y un subespacio U

de V' complementario de W. Consideramos la aplicacion o
—)
o :pr 7(p) + pr(p)
— —

donde 7 es la proyeccidon sobre L paralelamente a U (observa que w(p)+pm(p) = p+2pm(p) ).
La aplicacion o es una aplicacion afin y su aplicacion lineal asociada es la simetria vectorial
respecto de W con direccion U (o paralelamente a U ).

Demostracion. Damos un esbozo del argumento. Fijamos o € L. Razonando como en el

caso de las proyecciones, vemos que dado p € A, el vector 070 se escribe como
N — —
op = om(p) + 7(p)p-

— —

Como orm(p) € Wy w(p)p € U, la imagen de 0—]3 por la simetria vectorial respecto de W
— — —
con direccién U es om(p) — 7(p)p. Por otra parte, o(0)o(p) se escribe como

— — — — — —
o(0)o(p) = oo(p) = om(p) + pr(p) = om(p) — 7(p)p,
es decir, la aplicaciéon
.

_>
op — o(0)o(p)
es la simetria vectorial respecto de W con direccion U. 0

Definicién 3.29. (simetria) A la aplicacién o de la proposicién la llamamos simetria
(afin) respecto de L con direccion U (o paralelamente a U). A L lo llamamos base de o.

Si la base de o es un punto decimos que o es una simetria central.
Si la base de o es una recta decimos que o es una simetria axial.
Si la base de ¢ es un plano decimos que o es una simetria especular.

Proposicion 3.30. Una aplicacion afin o de un espacio afin A en si mismo es una
simetria si y solo si 0% = idy.

Demostracion. Ejercicio. O

Asociada a una proyeccion y generalizando a una simetria (y también a las homotecias)
tenemos otro ejemplo interesante de aplicacion afin:

Ejercicio 3.31. (dilatacion) Sea f : A — A una proyeccién de base L y direccion W'y
—).
sea A € k \ {0}. Definimos la aplicacién g : A — A como g(p) = f(p) — Apf(p).

(1) Demuestra que g es una aplicacién afin y halla su aplicacién lineal asociada.
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Decimos que g es una dilatacién de base L, direccion W y razén A (el nombre es
autoexplicativo desde un punto de vista geométrico, yaque sik =R y A > 1, ¢g
“dilata” el espacio afin desde L en la direccion W.

(2) Demuestra que toda simetria es una dilatacién. ;De qué razoén?

(3) Demuestra que toda homotecia es una dilatacién. ;De qué razén?

En los ultimos ejemplos hemos visto que, para varios tipos de aplicaciones afines f de un
espacio afin A en si mismo, existen puntos p € A que cumplen f(p) = p. También es
facil ver en dichos ejemplos la existencia de subespacios afines L tales que f(L) C L. Esto
motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.32. (1) Decimos que un punto p de un espacio afin A es un punto fijo
por una aplicacién afin f de A en A si f(p) = p.
(2) Decimos que un subespacio afin L de A es invariante por una aplicacién afin de A
en Asi f(L) C L.

Proposicién 3.33. Sea (A, V, ) un espacio afin y sea f una aplicacion afin de A en A.

(1) Si el conjunto de puntos fijos de f no es vacio, es un subespacio afin de A.

(2) Un subespacio afin p + W de A es invariante por f si y solo si W es invariante
H

- -
por [ (es decir, f(W) CW ) ypf(p) e W.
(3) Una recta afin p+ L(v) de A es invariante por f si y solo siv es un vector propio
- —

de f ypf(p) es un miltiplo de v.

Demostracion. Ejercicio (indicacién para (1): demuestra que si p es un punto fijo de f, el
— —

conjunto de puntos fijos de f es p+ ker(f —Idy ), donde f es la aplicacién lineal asociada
a f). O

Observacion 3.34. Ya vimos que el inico punto fijo de una homotecia es su centro. Una
—

traslacién de vector v no tiene puntos fijos salvo si v = 0, en cuyo caso la traslacion es la
aplicacion identidad y el conjunto de puntos fijos es todo es espacio afin. El subespacio de
puntos fijos de una proyeccién sobre L es L (jdemuéstralo!). El subespacio de puntos fijos
de una simetria y, en general, de una dilatacién, de base L es L (jdemuéstralo!).

Ejercicio 3.35. Consideramos la aplicacion afin
I Ak N 1,1 3 A% 3
(I’,y,Z) —> (§+§x+y—§z,—§y+§z,—y+22) .
Demuestra que f es una dilatacion y halla su base, su direccién y su razén.

Observacién 3.36. Los subespacios que contienen al centro de una homotecia A son in-
variantes por h. Los subespacios cuya direccion contiene al vector de una traslacion t son
invariantes por t. Los subespacios contenidos en la base de una proyeccién 7 (respectiva-
mente de una simetria o; respectivamente de una dilatacién g) son, obviamente, invariantes
por 7 (respectivamente por o; respectivamente por g).

Ejercicio 3.37. Demuestra que si la direccién de un subespacio L’ contiene la direccién
de una proyeccién 7 (idem de una simetria o; idem de una dilatacién g), L' es invariante
por o.

Observacion 3.38. jCuidado! En general existen otros espacios invariantes por las proyec-
ciones, simetrias y dilataciones ademas de la base de las mismas y los que se describen en
el ejercicio [3.37 ;Puedes dar algin ejemplo més?
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Definimos otro ejemplo interesante de isomorfismo afin especificando entre otras cosas su
conjunto de puntos fijos:

Definicién 3.39. Sea f un isomorfismo afin de un espacio afin (A, V,¢) en si mismo.
Decimos que f es una transveccion de eje L si su conjunto de puntos fijos es un hiperplano
—

afin L de A y f no tiene mas vectores propios que los vectores de la direccion de L.

Ejercicio 3.40. Sea f un isomorfismo afin de un espacio afin (A, V, ) en si mismo que
tiene un hiperplano afin L de A como conjunto de puntos fijos. Demuestra que f es una
transveccion de eje L o una dilatacién con base L.

Observacion 3.41. Los ejemplos de aplicaciones afines de un espacio en si mismo que
hemos visto hasta ahora (traslaciones, homotecias, proyecciones, simetrias, dilataciones
y transvecciones) son muy interesantes desde el punto de vista geométrico pero no son
representativos, en el sentido de que son ejemplos de aplicaciones afines especiales (en
contraposicion a aplicaciones afines generales). Salvo las homotecias (que incluyen a las
simetrias centrales) y las proyecciones sobre un punto (que no son sino las aplicaciones con-
stantes), el conjunto de puntos fijos en los demdas ejemplos mencionados es vacio o tiene
dimensién positiva. Sin embargo, una aplicacién afin general tiene un tnico punto fijo
(dicho de forma intuitiva, esto quiere decir que la gran “mayoria” de las aplicaciones afines
tienen un Unico punto fijo o que si elegimos “al azar” una aplicacién afin, es muy, muy
“probable” que esta tenga un tinico punto fijo). Aunque no disponemos de los conocimien-
tos necesarios para definir de manera rigurosa lo que quiere decir general ni para demostrar
la afirmacién anterior, esta se basa en el analisis de los polinomios caracteristicos de las
aplicaciones lineales asociadas a las aplicaciones afines. Un polinomio general no tiene a 1
como raiz. Esto se traduce en que una aplicacion lineal general no tiene vectores fijos no
nulos. Como veremos un poco mas adelante (en el eJerc1<31o [1.16] (1)) si la aplicacién lineal

asociada f de una aplicacion afin f tiene al vector O como unico vector fijo, entonces f
tiene un unico punto fijo. Esto tiene como consecuencia que una aplicacion afin general
tenga un y solo un punto fijo.

No debemos creer tampoco que las aplicaciones constantes y las homotecias, al tener un
unico punto fijo, son aplicaciones afines generales. Las primeras son obviamente aplica-
ciones muy particulares. En cuanto a las homotecias, estas también son especiales porque
sus aplicaciones lineales asociadas, que son las homotecias vectoriales, lo son.

Tampoco cabe pensar que las traslaciones son generales entre las aplicaciones afines sin
puntos fijos, ya que la aplicacién lineal asociada a una traslacion es muy especial: es la
aplicacion identidad.

Si quieres hacerte una idea de la variedad de aplicaciones afines existentes, por ejemplo
en un plano afin, puedes consultar la seccion X.9 de “Algebra Lineal y Geometria”, de
M. Castellet e I. Llerena, donde puedes encontrar su clasificacién (ten cuidado con la
nomenclatura usada alli que es diferente a la de estas notas; asi, lo que alli se llaman
homologias generales son para nosotros dilataciones y lo que alli se llaman homologias
especiales son para nosotros transvecciones).

Aplicaciones afines y razén simple

Definimos la razén simple de tres puntos alineados:

Definicién 3.42. Sea A un espacio afin sobre k. Dados tres puntos alineados p1,ps v p3
de A tales que p; # po, definimos su razén simple (p; pa p3) como el elemento A € k tal
N

ﬁ.
que pips = Ap1Da.
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Observacion 3.43. Sean pq,py v p3 tres puntos alineados tales que p; # ps.

(1) (p1p2p3) =0siysolosips=p;y (p1p2p3) =1siy solosips = ps.
(2) Si k =R, la razén simple nos dice la posicién del punto ps respecto de p; y pa:

(a) (p1p2ps3) < 0siy solo sips estd fuera del segmento pip; y “mads cerca” de py
que de ps.
(b) (p1p2p3) = 0 siy solo si ps = py.
(¢) 0 < (p1p2ap3) < 1siy solosips estd en el interior del segmento pips.
(d) (pip2ps) = 1 siy solo si ps = po.
(e) (p1p2ps) > 1 siy solo si ps estd fuera del segmento pip; y “més cerca” de py
que de p;.

Las aplicaciones afines conservan la razén simple como veremos en la siguiente proposicion.
De hecho, aunque no veremos la demostracion, las aplicaciones afines se caracterizan,
cuando la caracteristica de k no es 2, por llevar puntos alineados a puntos alineados y
conservar la razén simple (vedse, por ejemplo, la proposiciéon X.3.7 de “Algebra Lineal y
Geometria”, de M. Castellet e I. Llerena o el teorema 1.41 de “Geometria”, de S. Xambd).
Si k = R, algo més fuerte (y més sorprendente) es cierto: una biyeccién entre dos espacios
afines de dimensién mayor que 1 que transforma rectas en rectas es una aplicacién afin (es
decir, en el caso real no hace falta comprobar que se conserva la razén simple, aunque asi
ocurra a posteriori). Este resultado recibe a veces el nombre de teorema fundamental de

la geometria afin (véase por ejemplo el teorema 1.42 y el corolario 1.43 de “Geometria”,
de S. Xambo).

Proposicion 3.44. Sea f : A — A’ una aplicacion afin y sean py,pa, p3 tres puntos
alineados de A tales que py # po. Entonces, cuando (f(p1) f(p2) f(ps)) tenga sentido,

(p1p2p3) = (f(p1) f(p2) f(p3)) (recuerda que, segin la pmposz’cién (4¢), f lleva puntos
alineados a puntos alineados, por lo que (f(p1) f(p2) f(ps)) tiene sentido salvo cuando

f(p1) = f(p2))-

Demostmcwn Sea (p1 p2 p3) = \. Entonces p1p3 = )\plpg Por otra parte f(pl)f( 3) =

F(pibs) = Af (pips), por ser f una aplicacion lineal. Como [ (pips) = f(pr)f(pa), se tiene
el resultado. O

Como aplicacién de la proposicién demostramos la siguiente formulacién del teorema
de Tales:

Proposicion 3.45. Sea A un plano afin sobre k. Sean 11,79 y 13 tres rectas paralelas
distintas de A y sean | y ' dos rectas no paralelas a 1,79 y r3. Sea p; el punto de
interseccion de r; y I y sea pl el punto de interseccion de r; y l'. Entonces (p1p2ps) =
(P} Po 13).-

Demostracion. El resultado se sigue de aplicar la proposicién a la proyeccién sobre [’
paralelamente a la direccién de r;. 0
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4. SISTEMAS DE REFERENCIA CARTESIANOS Y COORDENADAS

Aunque hemos estado hablando de espacios afines con toda generalidad, lo cierto es que,
hasta ahora, en la mayoria de ejemplos y ejercicios solo hemos trabajado con el espacio
afin estandar y con sus subespacios afines. Podemos justificar que estos ejemplos de espa-
cios afines son los ejemplos mas importantes y que no estamos perdiendo generalidad al
referirnos casi exclusivamente a ellos por el hecho de que cualquier espacio afin sobre k de
dimensién n es isomorfo al espacio afin estandar Ay, como se sigue de la observacién [3.16]
Sin embargo, para problemas concretos necesitamos dar isomorfismos explicitos entre un
espacio afin y Aj. ;Como lo haremos? Inspirandonos en la cuestién analoga para espacios
vectoriales. En ese caso, dado un espacio vectorial V' de dimension n sobre k, podemos dar
isomorfismos explicitos entre V' y el espacio vectorial estandar k™ gracias a la existencia
de bases en V. En efecto, una vez fijada una base B de V', podemos asignar a cada vector
v € V, de forma tunica, una n—upla de k™: las coordenadas de v con respecto a B. Esa
asignacion es un isomorfismo (no canénico) entre V' y k™. Via ese isomorfismo, podemos
tratar los vectores de V' “como si fueran” n—uplas del espacio vectorial k™. En este tema
vamos a realizar el proceso andlogo para espacios afines. Nuestro objetivo serd, dado un
espacio afin A de dimensiéon n, encontrar una manera de asignar a cada punto p € A
una n—upla de coordenadas, de manera que esa asignacion sea un isomorfismo afin entre
A y el espacio afin estandar A}. Recordemos que en la observacion ya vimos que si
fijabamos un punto o en A, A se “transformaba” en un espacio vectorial. Como en un
espacio vectorial ya sabemos cémo asignar coordenadas a cada vector, a saber, mediante
la eleccion de una base, lo que haremos en el espacio afin (A, V, ¢) es fijar un punto de A
(un origen) y una base de V. Esto motiva la definicién que daremos a continuacion.

Referencias cartesianas, coordenadas y cambios de coordenadas

Definicién 4.1. Sea (A,V,p) un espacio afin de dimensién n sobre k. Un sistema de
referencia cartesiano de (A, V, p) o, simplemente, una referencia cartesiana es un conjunto
% = {o0; B} donde 0 es un punto de Ay B ={vy,...,v,} es una base de V. Dado p € A,

. —
sus coordenadas cartesianas respecto de Z son las coordenadas del vector op respecto de
B.

Proposicién 4.2. Sea (A, V,p) un espacio afin sobre k, de dimension n y sea % una
referencia cartesiana de A. La aplicacion

v, A— Ay,
que envia cada punto p € A a las coordenadas de p respecto de Z es un isomorfismo afin.

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 4.3. (referencia candénica) La referencia cartesiana candnica del espacio afin
estandar A} es Z. = {(0,...,0); B.}, donde B. es la base canonica del espacio vectorial
estandar k™. Las coordenadas del punto (x1,...,z,) € A} con respecto a la referencia
cartesiana candnica son (1, ..., 2,).

Ejemplo 4.4. (1) 2 = {(1,0);(1,1),(1,—1)} es una referencia cartesiana de A%. El
punto (2,3) tiene coordenadas (2, —1) respecto de Z.
(2) # = {(1,1,1);(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)} es una referencia cartesiana de A}. El
punto (0,0,0) tiene coordenadas (0,0, —1) respecto de Z#’.
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(3) Z ={(1,0,0);(1,—1,0), (1,0, —1)} es una referencia cartesiana del plano afin L de
A% de ecuacién x +y + z = 1. Las coordenadas del punto p = (1/3,1/3,1/3) € L
respecto de #Z son (—1/3,—1/3) (quizd en un primer momento te sorprenda que
asignemos a p, que es un punto de A%, solamente dos coordenadas, pero observa

que estamos considerando a p como punto L, que es un espacio afin de dimensién
2).

Una vez introducidos los sistemas de referencia cartesianos y las coordenadas cartesianas
surge la cuestién (que también surgia con las bases y las coordenadas en un espacio vecto-
rial) de, cuando tenemos dos sistemas de referencia distintos #Z = {o; B} y #' = {0’; B},
cémo hallar las coordenadas de p respecto a #’ a partir de las coordenadas de p respecto

aZz.

Proposicién 4.5. (Cambio de coordenadas cartesianas) Sea (A, V, @) un espacio afin de

dimension n y sean £ = {o; B} y #' = {0'; B'} dos referencias cartesianas de A. Sea
p € A, sean (z1,...,x,) las coordenadas de p respecto de Z, sean (x},...,x!) las coor-
denadas de p respecto de %', sean (cq,...,c,) las coordenadas de o respecto de X', sea
X = (21,...,2,)", sea X' = (afy,...,2))", sea C = (c1,...,¢c,)" y sea M = Mg g la matriz
de cambio de base de B a B'. Entonces se tiene

(4.5.1) M- X+C=X"

A las ecuaciones que resultan de (4.5.1)) las llamamos ecuaciones de cambio de coordenadas

de # a %'

.. —
Demostracion. Como (x1,...,x,) son las coordenadas de p respecto de Z, el vector op
tiene coordenadas (z1, ..., x,) respecto de la base B. Andlogamente, como (2}, ..., ) son

—
las coordenadas de p respecto de %', el vector op tiene coordenadas (7, ..., z}) respecto
—
de la base B’. Asimismo, el vector oo tiene coordenadas (cy, ..., ¢,
— — —
B’. Por otra parte o'p = o'o + op, por lo que las coordenadas de o'p en B’ son la suma de
—

) respecto de la base

las coordenadas de oo en B’ y las coordenadas de @ en B’ (recuerda que la asignacién
de coordenadas con respecto a una base es un isomorfismo, en particular una aplicacion
lineal). Finalmente las coordenadas de @ en B’ se obtienen de las coordenadas de @ en
B usando la matriz de cambio de base M. U

Observacién 4.6. La ecuacién (4.5.1) se puede escribir de forma méas compacta:

(11 (e ) (x) - (%)

(en (4.6.1)), O representa la matriz nula de tamatio 1 x n (0,...,0) y 1, la matriz 1 x 1 cuyo
é, ]\04 la llamamos matriz de cambio del sistema de
referencia Z# al sistema de referencia %’ y la denotamos por My 4. La matriz My 4 es
una matriz (n+ 1) x (n + 1).

Observacion 4.7. Sea (A, V, ) un espacio afin y sean Z = {o; B} y # = {0’; B'} dos
referencias cartesianas de A. Si desarrollamos el determinante de Mg 4 por la primera
fila vemos que este es igual al determinante de Mp p/, que es no nulo ya que Mp p' es una
matriz invertible. Por tanto My 4 es una matriz invertible. Aunque se puede ver también
directamente, posponemos hasta el corolario m, (4) ver que la inversa de My 4 es la
matriz Mgy 4.

unico elemento es 1). A la matriz
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Aplicaciones afines y sistemas de referencia

Al igual que pasa en dlgebra lineal con las aplicaciones lineales, es posible “resumir” toda la
informacion sobre una aplicacion afin en un conjunto finito de datos, que podemos expresar
mediante una matriz. Esto se basa en el siguiente resultado:

Proposicién 4.8. Sean (A, V,p) y (A", V', ¢') dos espacios afines, sea # = {o;v1,...,v,}
una referencia cartesiana de (A, V, ), sea 6 un punto cualquiera de A’ y sean {vy,... v

’r e n

n vectores cualesquiera de V. Exzste una unica aplzcaczon afin f tal que f(o) = 0 y cuya

aplicacion lineal asociada cumple f(vl) vy, f(vn) =,

Demostracion. La El resultado se sigue del teorema anédlogo para espacios vectoriales y
%
de la proposicién (3). En efecto, existe una unica aplicacién lineal f entre V' 'y V’ que
— —

cumple f(vy) = v},..., f(vn) = v/, (véase por ejemplo la proposicién V.2.1 de “Algebra
lineal y geometria”, de M. Castellet e I. Llerena) y por la proposicién (3) existe una
—

unica aplicacién afin f tal que f(0o) = 0 y cuya aplicacién lineal asociada es f. O
La proposicién tiene su analogo para conjuntos de puntos afinmente independientes:

Corolario 4.9. Sean (A, V, @) y (A, V', ¢') dos espacios afines, sea {po,p1,--.,Pn} un con-
Junto de puntos de A afinmente independientes y sea {pf, py,...,p,} un conjunto de pun-
tos cualesquiera de A'. Existe una unica aplicacion afin f que cumple f(po) = py, f(p1) =

pllj"wf(pn) :p/n'
Demostracion. Definimos f como la (tinica) phcamon afin f de la proposmlon cuando

~ —
hacemos 0 = po, 6 = Py, V1 = PoP1, - - - » Un = PoPn ¥ U, = popl, S, popn O

Observacion 4.10. El corolario nos da idea de lo “rigidas” y especiales que son las
aplicaciones afines. En efecto, una aplicacion afin f de un espacio afin A de dimension
n a un espacio afin A’ viene determinada por la imagen de n + 1 puntos afinmente in-
dependientes pg, p1,...,p, de A, es decir, para cualquier otro punto p € A, f(p) viene
determinada por f(po), f(p1), ..., f(pn). Asi pues, si alguien nos da una aplicacién arbi-

traria g de A a A" tal que g(po) = £(po), 9(p1) = F(r); - - 9(pn) = (pn), lo més probable
es que g(p) # f(p), con lo cual g no serd una aplicacién afin (compara con el ejemplo

(1))

Podemos caracterizar los isomorfismos afines por la forma en que actian sobre los sis-
temas de referencia cartesianos y sobre los conjuntos de puntos afinmente independientes.
Vemos esto en la siguiente proposicion, cuya demostracién, que no daremos, es una conse-
cuencia sencilla del resultado andlogo para isomorfismos entre espacios vectoriales y de la

proposicién [3.13] (3).

Proposicién 4.11. Sean (A,V, ) y (A, V', @) dos espacios afines de dimension n y sea
f una aplicacion afin de A a A’. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f es un isomorfismo afin,
(2) existe una referencia cartesiana {o; B} de A que f transforma en una referencia
cartesiana de A" (es decir, la aplicacion lineal asociada de f transforma B en una
base de V');

(3) f transforma cualquier referencia cartesiana de A en una referencia cartesiana de

A
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(4) existe un conjunto de n+1 puntos afinmente independientes de A que f transforma
en un conjunto de n+ 1 puntos afinmente independientes de A’;

(5) f transforma cualquier conjunto de n+ 1 puntos afinmente independientes de A en
un conjunto de n + 1 puntos afinmente independientes de A’.

De la proposicion se deduce que, para determinar una aplicaciéon afin f, basta con
conocer la imagen del origen o de un sistema de referencia cartesiano Z = {o; B} y la
imagen, por la aplicacién lineal asociada a f, de los vectores de B. Esto nos va a permitir
expresar f en forma matricial:

Proposicién 4.12. Sea (A,V,p) un espacio afin de dimension n y sea (A, V' ') un
espacio afin de dimension m. Sea % = {o; B} una referencia cartesiana de A y sea
%’ = {0'; B'} una referencia cartesiana de A’. Sea, f:A— A una aplicacion afin y sea

f su aplicacion lineal asociada. Sea M = Mpg B/f la matriz de f respecto de las bases B
y B'. Sea p un punto de A. Si las coordenadas de p respecto de Z son (z1,...,2T,) y las
coordenadas de f(p) respecto de A" son (y1,...,Ym), Se tiene

(4.12.1) M-X+D=Y,

donde X = (x1,...,2,), Y = (y1,...,ym)" y D es la traspuesta de la matriz fila formada
por las coordenadas de f(o) respecto de Z'. A las ecuaciones que se obtienen de (4.12.1)
las llamamos ecuaciones de f respecto de # y X#'.

Demostracion. La demostracion es similar a la demostracion de la proposicién [4.5| Basta
darse cuenta de que

/_> / S /_> s
o f(p) = o F(0) + F(0)f(p) = 0'f(0) + (o),
de que las coordenadas de o' f ( ) en B’ son las coordenadas de f(p) en %', de que las

coordenadas de o f ( ) en B’ son las coordenadas de f(o) en &', de que las coordenadas

-
de 0_]3 en B son las coordenadas de p en #Z y de que las coordenadas de f(o_f)) en B’ se
obtienen multiplicando las coordenadas de 070 en B por la matriz M. U

Observaciéon 4.13. La ecuaciéon (4.12.1)) se puede escribir de manera mas compacta,
obteniendo

1 0 1 1
(1131 (D M) . (X) - (Y) |
donde 0 es la matriz nula 1 x n y 1 es la matriz 1 X 1 cuyo dnico elemento es 1. A la

matriz < 11) ]\04) la llamamos My 4 (f), la matriz de la aplicacion afin f respecto de los

sistemas de referencia Z y #'. La matriz My 4 (f) es una matriz (m + 1) x (n + 1).

Si f es una aplicacién afin de un espacio afin A en si mismo es posible expresar la matriz
de f con respecto a dos referencias cartesianas distintas de A o con respecto a una sola
referencia cartesiana # de A. En este ultimo caso escribimos

Mz(f) == Maa(f)
y llamaremos a My(f) la matriz de f respecto de Z.
Ejemplo 4.14. Sea f la aplicacién afin de A a A} que cumple

(1) £((0,0)) = (1,3),
(ii) f((l,())) = (27 1)a y
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(iii) f£((0,1)) = (L, =1).

La matriz de f respecto de la referencia canénica de A es

1 0 O
11 0
3 =2 -4

Observacion 4.15. Dadas dos referencias cartesianas Z y #’ del espacio afin (A, V, p),
la matriz Mgy 4 de cambio de referencia de # a %' definida en 10 es sino Moy 5 (id4).

Poder expresar una aplicacién afin en forma matricial usando referencias cartesianas nos
permite abordar muchas cuestiones reduciéndolas a argumentos de algebra lineal. Por
ejemplo, el calculo de los puntos fijos de una aplicacién afin de un espacio afin en si mismo
se traduce en la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales. Como consecuencia vemos
en el siguiente ejercicio una caracterizacion de las aplicaciones afines con un tnico punto
fijo en términos de su aplicacion lineal asociada.

Ejercicio 4.16. Sea f es una aplicaciéon afin de un espacio afin (A, V,¢) de dimensién n

5
en si mismo y sea f su aplicacion lineal asociada.
— — —
(1) Demuestra que si ker(f —Idy) = 0 (es decir, si f no tiene mds vector fijo que

el vector nulo), entonces f tiene un dnico punto fijo (indicacién: traduce la igual-
_>

dad ker(f — Idy) = 6 en un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, expresa
el conjunto de puntos fijos de f como el conjunto de soluciones de otro sistema
de ecuaciones lineales relacionado con el anterior y usa el teorema de Rouché-
Frobenius).

N

(2) Concluye que, en particular, si f es una homotecia vectorial de razén A(# 0, 1),
entonces f es una homotecia de razén A (esto completa la demostracién de la
proposicién (2)).

(3) Expresa la condicién que han de cumplir los coeficientes de un polinomio ménico de
grado n para que 1 sea raiz suya. Deduce que la “gran mayoria” de los polinomios
monicos de grado n no tienen a 1 como raiz (dicho de forma precisa, un polinomio
monico general de grado m no tiene a 1 como raiz). Eso implica (recuerda la
observaciéon que la aplicacion afin general de A en A tiene un tunico punto
fijo.

— —
(4) Observa que si ker(f — Idy) # 0, entonces f puede no tener puntos fijos (de

hecho, es lo mas “probable”; es decir, si consideramos el conjunto de todas las
aplicaciones afines que tienen como aplicacion lineal asociada una misma aplicaciéon

H
¥ que cumple ker(y) — Idy) # 0, la “gran mayoria” de esas aplicaciones afines no
tendrian puntos fijos... jeres capaz de explicar por qué?).

Proposicién 4.17. Sean (A1, Vi, ¢1), (A2, Vo, 0a) y (As, Vi, @3) tres espacios afines. Sea
1 una referencia cartesiana de Ay, sea %o una referencia cartesiana de As y sea X3 una
referencia cartesiana de As. Sean h: Ay — Ay y g : Ay —> As dos aplicaciones afines y
sea f=goh. Entonces

Mg, 2,(f) = M, 2,(9) - M, 2,(h).

Demostracion. Dado un punto p de A; sea X la matriz traspuesta de la matriz fila formada
por sus coordenadas respecto a %, y sea Z la matriz traspuesta de la matriz formada por las
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coordenadas de f(p) respecto de 5. Observa que la matriz My, »,(f) estd caracterizada
por ser la Unica matriz que cumple, para todo p de Ay,

et (1) = (1)

(jpiénsalo!). Asi pues, basta comprobar usando la observacién que para todo p € A;

se cumple
1 1
(Z) = Mf/zﬂ% (g) : Mﬁl,‘%2(h) : (X) .

O
Como consecuencia de la proposicién obtenemos las férmulas siguientes:

Corolario 4.18. (1) Sean (A, V @) y (A, V', ¢') dos espacios afines, sean %y y Hs
dos referencias cartesianas de A y sean Xy y XY dos referencias cartesianas de A’.
Sea f: A— A" una aplicacion afin. Entonces

Moy, (f) = Mg g, - M, 2 (f) - Mgy 0, -

(2) Sean (A, V,@) y (A, V' @) dos espacios afines de la misma dimension, sea X
una referencia cartesiana de A y sea X' una referencia cartesiana de A'. Sea
f:A— A" un isomorfismo afin. Entonces My 4/(f) es invertible y

Mara(f71) = (Maa ()7
(3) Sea (A,V, @) un espacio afin y sean %y, %o y X3 tres referencias cartesianas de
A. Entonces
Mo, 725 = Mz, 25 - Mo, 22, -
(4) Sea (A,V,p) un espacio afin y sean %y y % dos referencias cartesianas de A.
Entonces Mg, %, es invertible y

Mgz,ﬁl = (Mﬂ’l,gz)il :

Demostracién. Para ver (1) aplicamos la proposicién a f=1ida o foidy. Para ver (2)
aplicamos la proposicion atida = f~1o f. Para ver (3) aplicamos la proposicién a
idg = idgoidy. Para ver (4) aplicamos (3) a las referencias %, %>, %1 y a las referencias

'@27 ‘%17 ‘%2' L]

Observacion 4.19. Una matriz cuadrada invertible .# de orden (n+1) tal que su primer
elemento es 1 y el resto de los elementos de la primera fila son 0 se puede interpretar
bien como la matriz de cambio de coordenadas entre dos referencias cartesianas de un
espacio afin de dimensiéon n, bien como la matriz de un isomorfismo afin entre espacios
afines de dimension n. Reciprocamente, tanto la matriz de cambio de coordenadas entre dos
referencias cartesianas de un espacio afin de dimensién n como la matriz de un isomorfismo
afin entre espacios afines de dimensién n es una matriz cuadrada invertible .Z de orden
(n + 1) tal que su primer elemento es 1 y el resto de los elementos de la primera fila son
0. También son ciertas las afirmaciones andlogas referentes a las ecuaciones de cambio de
coordenadas de dos referencias cartesianas y a las ecuaciones de un isomorfismo afin.

En efecto, dada una matriz cuadrada .# de orden (n + 1), con su primer elemento 1 y el
resto de los elementos de la primera fila 0 y dada una referencia cartesiana #Z = {o; B} de
un espacio afin (A, V, ) de dimensién n, existe una (tnica) referencia cartesiana %' tal
que My g = A . Para definivr Z' = {0/;v],...,v,} consideramos .Z~!, que es también
una matriz cuadrada .# de orden (n + 1), con su primer elemento 1 y el resto de los
elementos de la primera fila 0 (jpiénsalo!). Tomamos entonces como o el punto de A que
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tiene por coordenadas respecto de & los ultimos n elementos de la primera columna de
A~y como v, el vector de V que tiene por coordenadas respecto de B los tltimos n
elementos de la columna (i + 1)-ésima de .Z .

Por otra parte, dados dos espacios afines (A, Vi, 1) v (Aa, V2, p2) de dimensién n, dada
una referencia cartesiana %, = {o;vy,...,v,} de (A1, Vi, ¢1) y dada una referencia carte-
siana #y = {0; By} de (As, Va2, ¢2), existe un tinico isomorfismo afin de f tal que My, #,(f)
= /. En efecto, para construir f primero fijamos como imagen de o por f aquel punto
de As que tenga como coordenadas respecto de % los ultimos n elementos de la primera
columna de .. Luego fijamos como imagen del vector v; por la aplicacion lineal asociada
a f aquel vector de V5 cuyas coordenadas respecto de By sean los tltimos n elementos de
la columna (i + 1)—ésima de .#. Finalmente definimos f usando la proposicién

Por otro lado, el hecho de que tanto la matriz de cambio de coordenadas entre dos referen-
cias cartesianas de un espacio afin de dimension n como la matriz de un isomorfismo afin
entre espacios afines de dimensién n sean matrices cuadradas invertibles de orden (n + 1)
con su primer elemento 1 y el resto de los elementos de la primera fila 0 se sigue de las

observaciones [4.6] 1.7 y y del corolario [4.18]

Acabamos esta seccién usando coordenadas para revisar los distintos ejemplos de aplica-
ciones afines vistos en la seccién Bl

Ejemplo 4.20. La matriz de la aplicacion afin f del ejemplo [3.4] respecto de las bases
canénicas de Aj y Al es

1 0 0 O
0 0 1 1
-1 2 2 0
2 1 0 -1
1 1 -1 3

En el ejemplo anterior hemos dado la matriz de una aplicacién afin respecto de las refe-
rencias candnicas. Sin embargo en muchas situaciones serd tutil elegir sistemas referencia
adecuados que nos permitan expresar una aplicacion afin de forma que la podamos entender
mejor. En los resultados siguientes vemos que las proyecciones, simetrias, traslaciones,
homotecias y dilataciones se pueden caracterizar por tener una matriz de aspecto muy
sencillo con respecto a una referencia cartesiana adecuada.

Proposicién 4.21. Sea (A, V, ) un espacio afin de dimension n. Una aplicacion afin de
A en A es una proyeccion sobre un subespacio afin de A de dimension | si y solo si existe
una referencia Z de A tal que la matriz de f con respecto a % es una matriz con todos
sus elementos nulos excepto los | + 1 primeros de la diagonal, que son iguales a 1.

Demostracion. Si f es una proyeccion sobre un subespacio afin de A de dimension [,

elegimos Z = {o;v1,...,v, U141, ...,0,} de forma que o sea un punto de la base de f, que
{v1,...,u} sea una base de la direccion de la base de f y que {v;11,...,v,} sea una base
de la direccién de f (con esta eleccién {vy,...,v,} es una base de V; jpiénsalo!). En ese

caso My(f) es una matriz como la descrita en el enunciado.

Reciprocamente, si f es una aplicacién afin cuya matriz respecto de cierta referencia carte-
siana Z = {o;v1,...,0,041,...,0,} de (A, V ) es como la descrita en el enunciado,
entonces f es una proyeccién sobre el subespacio afin o+ L(vy, ..., v;), que tiene dimensién
[, con direccién L(viyq, ..., v,). O
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Proposicién 4.22. Sea (A,V, ) un espacio afin de dimension n. Una aplicacion afin f
de A en A es una simetria respecto de un subespacio afin de A de dimension | si y solo
si existe una referencia Z de A tal que la matriz de f con respecto a % es una matriz
diagonal tal que los | + 1 primeros elementos de la diagonal son iguales a 1 y los n — 1
ultimos elementos de la diagonal son iquales a —1.

Demostracion. Ejercicio (indicacién: razona como en la demostracién de la proposicién
anterior). O

Proposicién 4.23. Sea (A,V, @) un espacio afin de dimensién n y sea f una aplicacion
afin de A en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f es una homotecia de razén \;
(ii) existe un punto o de A tal que para cualquier base B de V' la matriz de f con
respecto de la referencia cartesiana % = {o; B} es

10 e 0
0 X0 - 0
o0 Ax 0 --- 0
00 A0
00 e 00 A
(iii) eziste una referencia cartesiana % de A tal que la matriz de f con respecto de %
es
1 0 0
0 X0 0
00 X O 0
00 A0
00 e 0 A
Demostracion. Ejercicio (indicacién: toma como o el centro de la homotecia). O

Proposicién 4.24. Sea (A,V, ) un espacio afin de dimension n y sea f una aplicacion
afin de A en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es una traslacion (de vector no nulo);

(i) eziste una referencia cartesiana % de A tal que la matriz de f respecto de % es

1 0 )
1 10 0
001 O 0
0 0 10
0 0 e 001

Demostracion. Ejercicio (indicacién: recuerda que una traslacién estd caracterizada por el
hecho de que su aplicacion lineal asociada es la identidad y elige el vector de la traslacion
como primer vector de la base de Z). O

Proposicién 4.25. Sea (A,V, @) un espacio afin de dimensién n y sea f una aplicacion
afin de A en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f es una dilatacion de razon \ y base un subespacio afin de A de dimension l;
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(2) existe una referencia cartesiana respecto de la cual la matriz de f es una matriz
diagonal tal que los | + 1 primeros elementos de la diagonal son iguales a 1 y los
n — [ ultimos elementos de la diagonal son iguales a .

Demostracion. Ejercicio (indicacién: razona como para demostrar la proposicion y
usa la descripcion, pedida en el ejercicio m (1), de la aplicacién lineal asociada a una
dilatacion). ]

Ejercicio 4.26. Sea f un isomorfismo afin de un espacio afin (A, V, ) en si mismo que
tiene un hiperplano afin L de A como conjunto de puntos fijos. Recuerda que, segun el
ejercicio [3.40], f es una transveccién o una dilatacion.

(1) Si f es una transveccién demuestra que existe una referencia cartesiana de A res-
pecto de la cual la matriz de f es

10 e 0
010 0
011 0 0
00 - 1 0
00 - 0 1

(2) Si f es una dilatacién de razén A, demuestra que existe una referencia cartesiana
de A respecto de la cual la matriz de f es

1 0 e 0
0 A0 0
001 O 0
0 0 - 10
0 0 e 001

N

(3) Concluye que existe un vector v de V' no nulo tal que, para todo p € A~ L, pf(p)
es multiplo de v.

(4) Si f es una transveccién, demuestra que v pertenece a la direccién de L y que si [
es una recta afin de A con vector director v, entonces [ es invariante por fy f|; es
una traslacion de .

(5) Si f es una dilatacion de razén A, demuestra que v no pertenece a la direccién de
L sino a la direccion de f y que si [ es una recta afin de A con vector director v,
entonces [ es invariante por fy f|; es una homotecia de [ de centro [N L y razén .

Proposicién 4.27. Sea (A,V, @) un espacio afin de dimensién n y sea f una aplicacion
afin de A en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f es la identidad;
(2) para toda referencia cartesiana Z de A la matriz de f respecto de Z es la matriz
identidad.
(3) existe alguna referencia cartesiana #Z de A tal que la matriz de f respecto de Z es
la matriz identidad.

Demostracion. Trivial. O
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5. ESPACIOS AFINES EUCLIDEOS

Hasta ahora solo hemos hablado de rectas, planos, subespacios afines, de sus dimensiones,
de sus posiciones relativas... Sin embargo, cuando uno piensa en geometria, se le vienen
también a la cabeza formas, distancias (longitudes), angulos o conceptos como el de per-
pendicularidad. Para incluir estas nociones en nuestro estudio introducimos un nuevo
objeto, el espacio afin euclideo, que es un concepto con el que en un caso, particular pero
significativo, habéis trabajado ya. En efecto, en R", que ya sabemos que podemos verlo
como el espacio afin estdndar de dimension n sobre R, conocemos cémo medir la distancia
entre dos puntos y también como medir el angulo entre dos rectas coplanarias: usando el
producto escalar estandar. Esto lo podemos generalizar en la siguiente definicion:

Definicién 5.1. Un espacio afin euclideo es una cuaterna (A, V, p, <, >), donde (A, V, p)
es un espacio afin real y (V, <,>) es un espacio vectorial euclideo (es decir, <,> es un
producto escalar o, dicho de otra manera, una forma bilineal simétrica definida positiva de
V). La dimensién de (A, V), <,>) es la dimensién de (A, V, ) como espacio afin sobre
R (o0 lo que es lo mismo, la dimensién de V' como espacio vectorial sobre R).

Usaremos las propiedades (conocidas de dlgebra lineal) de un producto escalar y de la
norma asociada a un producto escalar (recordemos que en un espacio vectorial euclideo
(V,<,>) la norma de un vector v € V' es ||v]| = /< v,v >).

Ejemplo 5.2. El ejemplo més importante de espacio afin euclideo de dimensién n (veremos
enseguida que todo espacio afin euclideo de dimensién n es isométrico, aunque no de
forma canédnica, a él) es (R™, R™, p, <, >), donde (R™, R"™, ) es el espacio afin estandar y
(R™, <, >) es el espacio vectorial euclideo estdandar (es decir, <,> es el producto escalar
estdndar en R™). Llamaremos a (R",R", p, <,>) el espacio afin euclideo estindar de
dimensiéon n.

En el espacio afin euclideo estdandar de dimension n el coseno del angulo de dos vectores de
R™ y la distancia entre dos puntos de R" se define de la manera usual. Estas definiciones se
generalizan sin problemas a un espacio afin euclideo arbitrario. Comenzamos recordando
la generalizacién de la nocién de angulo.

Definicién 5.3. (dngulo no orientado entre dos vectores de un espacio vectorial euclideo)

Sea (V,<,>) un espacio vectorial euclideo y sean v; y vy dos vectores no nulos de V.

Definimos el dngulo no orientado entre v y v como el arco coseno entre 0 y 7 de
<1,V >

[or]] - [[va]]

(recuerda que, por la desigualdad de Cauchy—Schwarz, | < vy, vy > | < [|v1]] - [|ve]])-

De la misma forma que el producto escalar de un espacio vectorial euclideo V' nos ha
permitido generalizar la nociéon de angulo de dos vectores de R", también nos permitira
generalizar la nocién de perpendicularidad, tanto de vectores de V' como de subespacios
afines de un espacio afin euclideo.

Definicién 5.4. Sea (A,V,p,<,>) un espacio afin euclideo de dimensién n, sean v; y
vy dos vectores de V' y sean L; y Lo dos subespacios afines de A con direccion Wy y Wy
respectivamente.

(1) Decimos que vy y vg son perpendiculares u ortogonales si < vy, vy >= 0 (es decir,
si el angulo no orientado entre v y vy es /2 0 si v1 0 vy es nulo).

(2) Decimos que Ly y Lo son perpendiculares u ortogonales si ocurre una de estas dos
cosas:
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(2.1) cualquier vector de W; es ortogonal a cualquier vector de Ws (es decir, el
complemento ortogonal W3- de W, cumple W, C Wi equivalentemente, Wy C
W),

(2.2) Wit C W, (equivalentemente W3- C W), si dimL;+ dimLy > n.

Observacion 5.5. La condicién Wy C I/V2L implica que dimL;+ dimL, < n. Esa es la
razén de dar otra definicion de ortogonalidad para cuando dimZL;+ dimZLy > n. Observa
que las condiciones (2.1) y (2.2) son equivalentes cuando dimZL;+ dimLs = n.

Igual que el dotar a un espacio vectorial real V' de un producto escalar nos permite ele-
gir, para cada subespacio vectorial W, un subespacio complementario de W distinguido,
a saber, su complemento ortogonal W+, dado un subespacio afin L, de direccién W y
dimensién m, de un espacio afin euclideo (A, V, ¢, <, >) de dimensién n y un punto p € A,
existe un subespacio afin por p de dimensién n — m distinguido, a saber, p + W+. De
la misma manera, como en un espacio vectorial euclideo existe una direccién distinguida
para proyectar sobre un subespacio W (la direccién dada por W), esto permite que en un
espacio afin euclideo exista también una proyeccion distinguida sobre un subespacio afin
L, a saber, la dada por la direccion ortogonal a L. Lo vemos en la siguiente proposiciéon:

Proposicién 5.6. Sea (A,V, @, <,>) un espacio afin euclideo de dimension n. Sea L un
subespacio afin de A de dimension m y direccion W.

(1) Para cada p € A, eziste un unico subespacio afin L' de A por p, ortogonal a L y
con dimension n —m. Este subespacio es L' = p+ W+,

(2) La aplicacion

™ A — A
p = w(p)

donde 7(p) es el unico punto del conjunto LNL', es una proyeccion (como se definio
en la definicion . De hecho, 7 es la proyeccion sobre L con direccion W+ y su
aplicacion lineal asociada es la proyeccién vectorial ortogonal sobre W (es decir,
la proyeccién vectorial sobre W con direccion W+ ).

Demostracion. Demostramos primero (1). Si L' es ortogonal a L y tiene dimensiéon n —m,
la direccién W’ de L' cumple W’ C W+, Como dimW+ =n —m, W = Wt y L es
necesariamente p + W+, Por otra parte (2) se sigue de forma inmediata del lema [3.24} de
la proposicién y de la definicién [3.26 O

Definicién 5.7. A la proyeccion 7 de la proposicion anterior la llamamos proyeccion
ortogonal sobre L.

Observacion 5.8. Seguramente al oir hablar de proyeccion lo primero que te viene a la
cabeza es la proyeccién ortogonal que acabamos de definir y no el concepto més general
de proyeccion que, en un contexto puramente afin, aparece en la definicion [3.26, En un
espacio afin euclideo podemos elegir hacer cualquiera de las dos cosas: podemos elegir
proyectar sobre un subespacio L paralelamente a su direccién ortogonal (y en ese caso
tendremos una proyeccién ortogonal como hemos definido en la definicién o podemos
elegir proyectar sobre L paralelamente a una direcciéon complementaria a L que no sea
ortogonal (y en ese caso tendremos una proyecciéon que no es ortogonal pero que si es
una proyeccion segun la definicion . Para entenderlo més intuitivamente hacemos el
simil siguiente. Imaginemos que estamos en la calle en un dia soleado y nos fijamos en
la sombra que proyectamos sobre el suelo (que serfa nuestro subespacio L sobre el cual se
proyecta). Como la sombra la producen los rayos del sol, que estd muy lejos, al incidir
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sobre nosotros, convendremos en que dichos rayos son paralelos. Si estamos en el Ecuador
al mediodia, esta proyeccion dada por los rayos del sol serd una proyeccion ortogonal. En
caso contrario los rayos del sol no nos dan una proyecciéon ortogonal, pero ciertamente lo
que hacen lo podemos describir como una proyeccién, y en efecto, seria una proyeccion
segun la definicién [3.26] Volveremos a usar este simil cuando comparemos la geometria
afin y la geometria proyectiva.

Damos ahora la definicion de distancia en un espacio afin euclideo arbitrario generalizando
la nocién de distancia que conocemos en R".

Definicién 5.9. (distancia entre dos puntos de un espacio afin euclideo) Sea
(A, V,p,<,>) un espacio afin euclideo y sean p,q € A. La distancia entre p y ¢, que

abreviaremos como d(p, ¢), es la norma de g, es decir, d(p,q) = HﬁqH =4/< Pq,pq >

Observacion 5.10. La distancia entre dos puntos de un espacio afin euclideo es un ntimero
real no negativo, siendo nula si y solo si los puntos son iguales.

Proposicién 5.11. (desigualdad triangular) Sean pi,ps y ps tres puntos de un espacio
afin euclideo. Entonces:

(1) d(p1,p3) < d(p1, p2)+ d(p2,p3);
(2) d(p1,p3) = d(p1,p2)+ d(p2,p3) si y solo si p1,p2 y ps estan alineados y la razén
simple de py,p2, p3 cumple (p1p2p3) > 1.

Demostracion. Ejercicio (indicacién: se sigue de la desigualdad de Cauchy—Schwarz y de
la desigualdad triangular para la norma). 0

Proposicién 5.12. (distancia minima desde un punto a un subespacio afin). Sea
(A, V,p,<,>) un espacio afin euclideo, sea p € A, sea L un subespacio afin de A, sea
7 la proyeccion ortogonal sobre L y sea p' = w(p). Para todo q € L, d(p,p’) < d(p,q) v la
igualdad se da solo si p' = q. En particular, d(p,p’) = min{d(p,q)|q € L}.

— — —
Demostracion. Para todo q € L, ﬁ] = pp’ + p'q. El vector pp’ esté en la direccién de la
ﬁ
proyeccién 7 mientras que el vector p/q estd en la direccién de L. Como 7 es una proyeccién
— —

ortogonal, pp’ v p'q son ortogonales. En ese caso el cuadrado de d(p, q) es

a% - = - = aa

<pqpq> <pp,pp > +2 <pp g >+ <pq,pq>=<pp,pp >+<pqpq>
por lo que d(p p) es menor o igual que d(p, ¢)?. Por otra parte, d(p, p’)? es igual a d(p, q)?
S
81y801081<pq,pq> 0 y eso equivale a p'q = 0, es decir, a p’ = q. O

Sistemas de referencia cartesianos rectangulares

Al igual que hicimos para los espacios afines, queremos encontrar un modo de trabajar en
un espacio afin euclideo arbitrario como si se tratara del espacio afin euclideo estandar. Ya
vimos que, dado un espacio afin real A de dimensién n, si fijamos una referencia cartesiana
2, podemos asignar a cada punto de A una n—upla en R™ (sus coordenadas respecto de %)
y esto nos permite trabajar en el espacio afin estdndar R™ (que nos resulta mas familiar)
en vez de trabajar en A. Con el siguiente ejemplo vemos que, en el caso de que estemos
trabajando en un espacio afin euclideo, elegir una referencia cartesiana cualquiera no es
general suficiente:



32 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO

Ejemplo 5.13. En el plano afin euclideo estdndar R? consideramos los vectores v; = (1,0)
y v = (0,1) y los puntos p = (2,2) y ¢ = (3,3). El angulo entre v; y vy es 7/2. La
distancia entre p y q es /2. Consideremos ahora la referencia cartesiana #Z = {(2,2); B},
con B ={(1,0),(1,1)} base de R*. Las coordenadas de v; y v, en B son respectivamente
(1,0) y (—1,1) y las coordenadas de p y q en #Z son respectivamente (0,0) y (0,1). Si
tratamos ahora las coordenadas de v; y vy como si fueran vectores del plano vectorial
euclideo estandar y calculdramos el dngulo que forman este seria 7/4, que no es el dngulo
que forman vy y v9. De igual manera, si tratamos las coordenadas de p y ¢ como si fueran
puntos del plano afin euclideo estandar, la distancia entre dichas coordenadas seria 1, que
tampoco es la distancia entre p y q. En resumen, al dar coordenadas en la referencia & se
nos “estropean” los angulos y las distancias.

Entonces, dado un espacio afin euclideo (A,V, ¢, <,>) (de dimensién n), ;qué tipo de
referencia cartesiana #Z = {o0; B} deberemos usar para que no se nos estropeen los dngulos
y las distancias, como nos pasaba en el ejemplo anterior? Para que la referencia que
tomemos sea “buena”, esta debe cumplir dos cosas:

(i) que calcular el dngulo de dos vectores de V' sea lo mismo que calcular el dngulo
de sus coordenadas respecto a B, consideradas como vectores del espacio vectorial
euclideo estandar (es decir, usando para ello el producto escalar estandar de R");

(ii) que calcular la distancia entre dos puntos de A sea lo mismo que calcular la distan-
cia de sus coordenadas respecto de #, consideradas como puntos del espacio afin
euclideo estandar (es decir, usando para ello la distancia estandar de R™).

Como el angulo y la distancia dependen del producto escalar, bastara con que la base B
sea ortonormal (es decir, tal que sus vectores sean ortogonales dos a dos y tengan norma
1). Esto justifica esta definicién:

Definicién 5.14. (sistema de referencia cartesiano rectangular) Sea (A,V, ¢, <,>) un
espacio afin euclideo y sea # = {o; B} un sistema de referencia cartesiano de (A, V, ¢).
Decimos que Z es rectangular si B es una base ortonormal de (V, <, >).

Una vez que definamos el concepto de isometria entre espacios afines euclideos, podremos
afirmar que la aplicacion que asigna a cada punto de un espacio afin euclideo A de di-
mension n sus coordenadas en una determinada referencia cartesiana rectangular de A es
una isometria entre A y el espacio afin euclideo estandar R".

Orientacién

En los parrafos anteriores hemos hablado del angulo entre dos vectores de un espacio
vectorial euclideo. Sin embargo, la nocién de angulo que hemos definido no contempla en
qué “sentido de giro” medimos el angulo. Para abordar esta cuestion con precision y para
describir y clasificar las isometrias de un espacio afin euclideo en si mismo (aplicaciones
afines que conservaran angulos y distancias), necesitaremos “orientar” dichos espacios,
o mas bien, sus espacios vectoriales asociados. Sin embargo, observa que la siguiente
definicién de orientacion tiene sentido para un espacio vectorial real sin més (sin necesidad
del anadido de una estructura euclidea). Por ello podriamos haber hablado de orientacién
antes, a saber, en el momento en que hablamos de espacios afines, eso si, restringiéndonos
al cuerpo R (ve también la observacién [5.20)).

Definicién 5.15. (Orientacion) Una orientacion en un espacio vectorial real es una (de
las dos) clases de equivalencia de bases, respecto de la siguiente relacién de equivalencia:
B’ es equivalente a B si la matriz de cambio de base de B a B’ tiene determinante positivo.
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Un espacio vectorial real orientado es un espacio vectorial real en el que hemos elegido
una de las dos orientaciones posibles. Un espacio afin real orientado es un espacio afin real
cuyo espacio vectorial asociado esta orientado. A las bases de la clase que da la orientacion
de un espacio vectorial real orientado las llamamos bases positivas.

Ejercicio 5.16. Comprueba que, en efecto, la relaciéon descrita en la definiciéon anterior
es una relacion de equivalencia y que el conjunto cociente tiene exactamente dos clases de
equivalencia.

Ejemplo 5.17. En el plano vectorial estandar las dos orientaciones corresponden a girar
en contra de las agujas del reloj (esta se considera la orientacién positiva) y a girar a favor
de las agujas del reloj (esta se considera la orientacién negativa). En el espacio vectorial
estandar de dimension n se toma por convenio que la orientacién positiva es la dada por
la clase de la base candnica.

Vemos ahora cémo definir el angulo orientado entre dos vectores v; y vs de un plano
vectorial euclideo orientado.

Definicién 5.18. (angulo orientado) Sea (V, <,>) un plano vectorial euclideo orientado
y sean v; y vy dos vectores no nulos de V. Recordemos que el angulo no orientado formado
por vy y vy es el arco coseno, en [0, 7], de

o < V1,V >
[vr[[[oa]]

(1) Si vy y vg son linealmente dependientes, entonces a es 1 o —1, por lo que el angulo
no orientado entre ellos es 0 o . En este caso, definimos el dngulo orientado entre
v1 ¥ v2 como su angulo no orientado.

(2) Silos vectores vy y vq son linealmente independientes definimos su dngulo orientado
como

(i) su dngulo no orientado si la base (jordenadal) {v;,vs} define la orientacién
positiva de V;

«

(ii) el opuesto de su dngulo no orientado si la base (jordenadal) {vy,vs} define la
orientacién negativa.

Observacion 5.19. Observa que el angulo orientado que acabamos de definir es un valor
del intervalo (—m,7]. Alternativamente, se puede definir d4ngulo orientado de forma que
este sea un valor en el intervalo [0,27). En realidad se puede definir el dngulo orientado
de forma que tome valores en cualquier intervalo de longitud 27 de la recta real, con uno
de sus extremos abierto y el otro cerrado.

Observacion 5.20. jAclaracién! Aunque hayamos hablado de orientacién en este tema,
recalcamos que se puede orientar cualquier espacio vectorial real y cualquier espacio afin
real, es decir, para hablar de orientacion no hace falta tener ninguna estructura euclidea.
Por tanto, dado un espacio vectorial V' real orientado, tiene sentido hablar de automorfis-
mos de V' que conservan la orientacion, que son aquellos automorfismos de V' que tienen
determinante positivo (o equivalentemente, transforman bases positivas en bases positi-
vas como veremos en la proposicién siguiente), o de automorfismos de V' que invierten la
orientacion, que son aquellos automorfismos de V' que tienen determinante negativo (o
equivalentemente, transforman bases positivas en bases negativas). Igualmente, dado un
espacio afin real orientado (A, V), tiene sentido hablar de isomorfismos afines de A en
A directos, que son aquellos isomorfismos afines cuyo automorfismo asociado conserva la
orientacién, y de isomorfismos afines de A en A inversos, que son aquellos isomorfismos
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afines cuyo automorfismo asociado invierte la orientacién. Sin embargo, para otros concep-
tos como el de dngulo orientado, obviamente si necesitamos una estructura euclidea, pues
primero precisamos definir angulo no orientado, y para eso usamos el producto escalar.

Proposicién 5.21. Sea V' un espacio vectorial real orientado y sea ¢ un automorfismo de
V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢ tiene determinante positivo;
(2) ¢ transforma alguna base positiva de V' en otra base positiva;
(3) ¢ transforma cualquier base positiva de V' en otra base positiva.

Demostracion. Ejercicio. 0

Proposicion 5.22. Sea V' un espacio vectorial real orientado y sea ¢ un automorfismo de
V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢ tiene determinante negativo;
(2) ¢ transforma alguna base positiva de V' en una base negativa;
(3) ¢ transforma cualquier base positiva de V' en una base negativa.

Demostracion. El enunciado de esta proposicion es equivalente al enunciado de la anterior.

O

Observacion 5.23. Quiza te hayas preguntado por qué, si empezamos estos apuntes
enunciando los resultados para un cuerpo k lo més general posible (aunque en el fondo
y desde un punto de vista geométrico lo que nos importara es que k fuera R o C), en
este tema hemos pasado de pronto a trabajar solo sobre R. Una primera respuesta “facil”
seria decir que estamos trabajando con productos escalares y estos se definen en espacios
vectoriales reales. Sin embargo existe una nocién analoga de producto escalar para un
espacio vectorial complejo V', el producto hermitico (véase la secciéon XI.1 de “Algebra
lineal y geometria”, de M. Castellet e I. Llerena). Un producto hermitico es en particular
una forma definida positiva, por lo que nos sirve para medir vectores de V', es decir, para
definir su norma, que sera un numero real no negativo como lo es la norma de los vectores
de un espacio euclideo. Sin embargo, si queremos usar el producto hermitico para definir
el angulo entre dos vectores v y w de V', observamos que en general < v, w > es un nimero
complejo. El analogo de la desigualdad de Cauchy—Schwartz nos dice el médulo de m
es menor o igual que 1, por lo que tendria sentido hablar de un ntimero cuyo coseno sea
@ﬁjﬁ’;", lo que pasa es que ahora este nimero seria en general complejo. Dicho de otra
forma, estariamos definiendo como angulo entre v y w un nimero complejo en general no
real, lo que no tiene demasiado sentido geométrico.

Otra razon por la que ahora estamos trabajando sobre R es la orientacion. Recuerda que
para hablar de orientaciéon hemos necesitado ver si el determinante de una matriz invertible
es positivo o negativo. Eso lo podemos hacer en R, que es un cuerpo ordenado y en el
que podemos decidir si un elemento no nulo es mayor o menor que 0, pero no lo podemos
hacer en C.
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6. ISOMETRIAS

Al igual que en algebra lineal se estudian las aplicaciones lineales, que son aquellas apli-
caciones que conservan la estructura de espacio vectorial, y en geometria afin se estudian
las aplicaciones afines, que son aquellas aplicaciones que conservan la estructura afin, en
la geometria afin euclidea queremos estudiar aquellas aplicaciones que preserven la estruc-
tura afin euclidea, es decir, que conserven por una parte las propiedades afines y, por otra,
los angulos y las distancias. Para lo primero ya sabemos que las aplicaciones que debe-
mos considerar son las aplicaciones afines. Para lo segundo, como angulos y distancias se
definen a partir del producto escalar, es claro que la condicién necesaria y suficiente que
precisaremos es que la aplicacion lineal asociada a la aplicacién afin sea una aplicacion
ortogonal (recuerda que una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales euclideos se
dice ortogonal si respeta el producto escalar). Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 6.1. Sean (A, Vi, @1, <,>1) v (Ag, Va, o, <, >2) dos espacios afines euclideos.
Decimos que una aplicaciéon afin f : Ay — A, es una isometria si la aplicacién lineal
_>
asociada f de f es una aplicacién ortogonal entre (V;, <, >1) v (Va, <, >5), es decir, para
— —
todo vy, w; € V] se tiene que < f(v1), f(wy) >o=< vy, w; >1.
Proposiciéon 6.2. La aplicacion que asigna a cada punto de un espacio afin euclideo A

de dimension n sus coordenadas en una determinada referencia cartesiana rectangular %
de A es una isometria entre A y el espacio afin euclideo estdndar R™.

Demostracion. Ejercicio. 0

Anélogamente a las aplicaciones afines en el caso afin (véase la proposicion [.11)), las
isometrias se caracterizan por cémo actian sobre los sistemas de referencia cartesianos
rectangulares:

Proposicién 6.3. Sean (A, V,p,<,>) y (A, V', ¢, <,>") dos espacios afines euclideos
de dimension n y sea f la aplicacion afin de A a A’. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) La aplicacion [ es una isometria.
(b) La aplicacion f transforma cualquier referencia cartesiana rectangular Z = {o; u,

— -
.., Uy} de A en una referencia cartesiana rectangular ' = { f(o); f(u1),..., f(un)}
de A’
(¢) La aplicacion f transforma una referencia cartesiana rectangular # = {o;uy, ..., up}
= —
de A en una referencia cartesiana rectangular ' = {f(0); f(u1), ..., f(u,)} de A’.

Demostracion. La proposiciéon se sigue del resultado andlogo de dlgebra lineal que carac-
teriza a las aplicaciones ortogonales como aquellas aplicaciones lineales que transforman
bases ortonormales en bases ortonormales. 0

Proposicién 6.4. Sean (A1, Vi, p1,<,>1) y (A2, Vo, pa, <, >3) dos espacios afines eucli-
deos y sea f : A1 —> A una isometria entre ambos espacios. Entonces f es inyectiva v,
en particular, dimA; < dim Ay. Ademds, si dimAy; = dim As, f es un isomorfismo afin.

Demostracion. Es un sencillo resultado de algebra lineal el hecho de que una aplicacién
ortogonal es inyectiva. Por otra parte, sabemos que f es inyectiva si y solo si lo es su

— — —
aplicacion lineal asociada f. Entonces dimA; = dimV} = dim im f (por ser f inyectiva),
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ﬁ
y dim im f < dimV5 = dimA,. Por dltimo, si dimA; = dim Ay como f es inyectiva, f es

biyectiva por la proposicion m (4). O
Proposicién 6.5. (1) La composicion de isometrias es una isometria.

(2) La inversa de una isometria sobreyectiva es una isometria.

Demostracion. La afirmacién (1) se sigue de la proposicién y de que la composicién
de aplicaciones ortogonales es una aplicacién ortogonal. La afirmacién (2) se sigue de las
proposiciones (2), B17, (1) y de que la inversa de una aplicacién ortogonal
sobreyectiva es ortogonal. O

Al igual que las aplicaciones afines podian caracterizarse como las aplicaciones que preser-
vaban ciertas nociones puramente afines (son las aplicaciones que llevan puntos alineados
a puntos alineados y conservan la razén simple), las isometrias también se pueden carac-
terizar como como aquellas aplicaciones entre espacios afines euclideos que conservan la
distancia, que es una nocién puramente métrica o euclidea. Esto es hasta cierto punto
sorprendente y da idea de que la condicion de conservar distancias es una condicién muy

fuerte: piensa que con solo imponer a una aplicacién f que conserve las distancias nos
—

aseguramos por una parte que f sea aplicacién afin y, por otra parte, que f sea una
aplicacion ortogonal, es decir que f no solo conserve las distancias sino también los angulos
(no orientados). Vemos todo esto en la siguiente proposicién:

Proposicién 6.6. Sean (A, V,p,<,>) y (A, V' ¢, <,>") dos espacios afines euclideos
y sea [ : A — A" una aplicacion. La aplicacion f es una isometria (y en particular,
una aplicacion afin) si y solo si f conserva las distancias (es decir, para todo p,q € A,
d(f(p), f(q)) =d(p,q), donde d y d" son las distancias definidas en A y A’ respectivamente
a partir de <,> y <,>').

Demostracion. Si f es una isometria,

L), @) = 1F@F@I = 1T =\ < Fon). Fo) > =

— = —
\/ < pg,pg > = ||pql| = d(p, q).

Supongamos ahora que f es una aplicacion que conserva las distancias. Fijamos un punto
o de A. Definimos la aplicacion
fle v — Vv’
—>

v = f0)f(o+0).

Para todo v € V,

—

7@ = 117 0)f0+ v = d(F(0), f(o+v)) = d(0,0 +v) = [lo(o + v)]| = [Jo]]

es decir, [’ conserva la norma. Recuerda que dados u,w € V/,
1
< ww>= (0l wlP  fle—wlP),

por lo que tenemos que si f’ conserva la norma, también conserva el producto escalar. Por
otra parte, toda aplicacién que conserve el producto escalar es lineal (véase por ejemplo la
proposicion XII.1.1 de “Algebra lineal y geometria”, de M. Castellet e 1. Llerena), asi que
f"lo es y de la proposicion (1) se sigue que f es una aplicacién afin y y su aplicacién
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— —
lineal asociada es f = f’. Por ltimo, como f es una aplicacion lineal que conserva el
producto escalar, es decir, es una aplicacién ortogonal, f es una isometria. O

Teniendo en cuenta la proposicion [6.4] que nos dice que las isometrias son inyectivas, es
légico centrarnos en las isometrias entre espacios de la misma dimensién. Dentro de las
isometrias entre espacios de la misma dimensién, nos centraremos en las isometrias de un
espacio afin euclideo en si mismo (que, en particular, son isomorfismos afines de dicho
espacio en si mismo).

En la observacion [5.20] vimos que, en un espacio afin real orientado, podiamos hablar de
isomorfismos afines directos o inversos segun sus automorfimos asociados conservaran o
invirtieran la orientacion. En la siguiente definicién repetimos estos conceptos en el caso
especial de las isometrias de un espacio afin euclideo orientado:

Definicién 6.7. Sea (A, V, ¢, <,>) un espacio afin euclideo orientado.

%
(1) Una isometria f de A cuya aplicacién (ortogonal) lineal asociada f conserva la
—

orientacion (es decir, tal que det f = 1) se dice que es una isometria directa.
(2) Una isometria f de A que no es directa se dice que es una isometria inversa (por
tanto, una isometria inversa es una isometria cuya aplicacién (ortogonal) lineal

— —
asociada f invierte la orientacidn, es decir, tal que det f = —1).

Observacion 6.8. El hecho que se afirma en la definicion anterior, a saber, que una
aplicacion ortogonal conserva la orientacion si y solo si su determinante es 1 y la invierte
si y solo si su determinante es —1 se sigue de las proposiciones y y de que el
determinante de una aplicacién ortogonal es 1 o —1.

Proposicién 6.9. Sea (A,V, @, <,>) un espacio afin euclideo.

(1) Las isometrias de A forman un grupo, Iso(A), con respecto a la composicion. De
hecho, forman un subgrupo del grupo Af(A) de isomorfismos afines de A en A.

(2) La composicion de dos isometrias directas de A es de nuevo una isometria directa
de A.

(3) La composicion de dos isometrias inversas de A es una isometria directa de A.

(4) La composicion de una isometria directa y de una isometria inversa de A es una
isometria inversa de A.

(5) La inversa de una isometria directa de A es de nuevo una isometria directa de A.

(6) La inversa de una isometria inversa de A es de nuevo una isometria inversa de A.

(7) Las isometrias directas de A forman un subgrupo, Isot(A), del grupo IsoA. En
realidad, los isomorfismos afines directos de A en A también forman un grupo,
Aft(A), con respecto a la composicion e Isot(A) es un subgrupo de AfT(A); de
hecho, Iso™(A) =Iso(A) N Aft(A).

Demostracidn. La afirmacion (1) se sigue de la proposicién [6.5] Las afirmaciones (2), (3)
y (4) se siguen de que el determinante de una composicién de aplicaciones lineales es el
producto de los determinantes. Las afirmaciones (5) y (6) se siguen de que el determinante
del inverso de un isomorfismo de espacios vectoriales es el inverso del determinante del
isomorfismo. La afirmacion (7) se sigue de (2) y (5). O

Observacion 6.10. Si (A,V, ) es un espacio afin real, las afirmaciones andlogas a (2),
(3), (4), (5) y (6) son también ciertas para isomorfismos afines de A en A.

Vemos a continuacion unos cuantos ejemplos de isometrias de un espacio afin euclideo

(A, V,p, <, >):
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Ejemplo 6.11. (identidad) Obviamente la identidad es una isometria directa; el conjunto
de puntos fijos de la identidad es todo A y su aplicacién lineal asociada es idy .

Ejemplo 6.12. (traslaciones) Es claro que una traslacién de vector no nulo es una
isometria directa, ya que la aplicacion lineal asociada a una traslacion es la identidad.
Una traslacion de vector no nulo no tiene puntos fijos.

Proposicién 6.13. (simetrias euclideas) Sea L un subespacio afin de A con direccion W
y sea U el complemento ortogonal de W. La simetria (afin) con base L y direccion U es
una isometria y la llamamos simetria euclidea con base L o respecto de L. Una simetria
euclidea es directa si la codimension de L en A es par y es inversa si la codimension de
L en A es impar. Recordemos asimismo que el conjunto de puntos fijos de una simetria
es su base L y que su aplicacion lineal asociada es una simetria vectorial, en este caso
ortogonal, con base la direccion de L.

Demostracion. Como la aplicacién lineal asociada a una simetria euclidea es una simetria
(vectorial) ortogonal, una simetria euclidea es una isometria. Una simetria vectorial or-
togonal se puede representar, en una base adecuada (que en este caso puede tomarse
ortonormal) como una matriz diagonal de manera que cada entrada de la diagonal sea 1
o —1. Ademas, la diagonal tiene tantas entradas que son —1 como la dimensién de U,
que es la codimension de L. En realidad, segin la observacién [5.20, una simetria afin
de un espacio a fin real (no necesariamente euclidea) cumple lo mismo: es directa si la
codimensién de L es par y es inversa si la codimension de L es impar. O

Observacion 6.14. Una simetria central es siempre una simetria euclidea.

Observacion 6.15. Vimos en la observacion que una aplicacién afin f podia enten-
derse como la composicién de una “aplicacién lineal” (que identificibamos con la aplicacién
lineal asociada a f) seguida de una traslacién. Si trasladamos el contenido de la obser-
vacion al estudio de las isometrias de un espacio afin euclideo, podemos decir que
una isometria es la composicién de una isometria que deja un punto fijo o (que, usando la
identificacién dada por ¢, entre el espacio afin y su espacio vectorial asociado, podemos
“entender” en este caso como una aplicacién lineal ortogonal) seguida de una traslacién.

Isometrias de un plano afin euclideo

Vemos unos cuantos ejemplos de isometrias de un plano afin euclideo orientado
(A, V,p,<,>). Ademaés de la identidad y las traslaciones, que aparecen en los ejem-

plos y 6.12, tenemos estos otros:

Ejemplo 6.16. (giros en el plano) Sea p un punto de A. Diremos que f es un giro de
angulo 0 € (0,27) alrededor de p o con centro p si p es un punto fijo de f y la aplicacién
lineal asociada a f es un giro vectorial de angulo . Un giro es una isometria directa y se
sigue del ejercicio [4.16] (1) que su centro es su tnico punto fijo.

Proposicion 6.17. Una isometria de A es un giro si y solo si su aplicacion lineal asociada
es un giro vectorial de dngulo 6 € (0, 2).

Demostracidn. De nuevo, se sigue del ejercicio [£.16] (1). O

Ejemplo 6.18. (simetrias aziales euclideas) Las simetrias euclideas respecto a una recta
de A son isometrias (inversas) de A (véase la proposicion |6.13]).
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Ejemplo 6.19. (simetrias aziales deslizantes euclideas) Dada una simetria euclidea o
respecto a una recta [ de A y una traslacién t, de vector v no nulo y paralelo a [, t, 0 o es
una isometria (inversa) de A, que llamamos simetria axial deslizante euclidea con eje [y
vector de traslacion v.

Observacion 6.20. Este ejemplo se puede generalizar de la manera obvia a un espacio
afin euclideo de dimensién arbitraria, considerando la composicién de una simetria euclidea
o (véase la proposicién seguida de una traslaciéon ¢, de vector no nulo v paralelo a
la base de la simetria. Incluso podriamos haber dado un ejemplo andlogo (y més general)
cuando presentamos ejemplos de isomorfismos afines: tal ejemplo serfa la composicion de
una simetria afin (no necesariamente euclidea) seguida de una traslacién de vector no nulo
paralelo a la base de la simetria (véase por ejemplo el ejercicio 1.15 de “Geometry” de M.
Audin).

Ejercicio 6.21. Sean o y t, como en la observacién [6.20]

(1) Demuestra que t, o 0 no tiene puntos fijos.

(2) Demuestra que la descomposicién f = ¢, o o es tnica respecto de f.

(3) Demuestra que la descomposicién del apartado anterior conmuta, es decir, t, 00 =
0 0O 1y.

De la clasificacién de las aplicaciones ortogonales de un plano vectorial euclideo se deduce
el siguiente teorema:

Teorema 6.22. (Clasificacion de las isometrias del plano). Una isometria de un plano
afin euclideo orientado (A, V, ¢, <,>) es de uno (y solo uno) de los cinco tipos siguientes,
cada uno con las propiedades que se indican en este cuadro:

Tipo de . Directa Conjunto de Aplicacion
isometria o inversa? puntos fijos lineal asociada
Identidad directa A Idy

Traslacién (de
vector no nulo) directa 0 Idy
Giro (de éng. giro vectorial
0 € (0,2m)) directa un punto)) | (de dng. 0 € (0,27))
Simetria simetria axial
axial euclidea inversa una recta® | vectorial ortogonal
Simetria axial simetria axial
deslizante euclidea inversa 0 vectorial ortogonal

((1) el centro del giro; (2) el eje de la simetria).

Cada uno de los tipos de isometria anteriores estd caracterizado por el tipo de su aplicacion
ortogonal asociada y por su conjunto de puntos fijos.

Demostracion. No damos aqui la demostracion detallada del teorema sino que la dejamos
como un ejercicio (avanzado) que el alumno puede resolver siguiendo los pasos que se
proponen a continuacién (también puede encontrarse una demostracion en la seccién XI11.6

de “Algebra Lineal y Geometria” de M. Castellet e I. Llerena):

%
Paso 1: Sea f una isometria de A. Si detf = 1, usa la clasificacién de las aplicaciones
ortogonales del plano vectorial euclideo (V,<,>) que conservan la orientacién, que dice
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ﬁ
que, en cualquier base ortonormal B de V', la matriz de f es
cosf —senf
senf  cosf

—
para algun 6 € [0,27) (en ese caso, f es un giro vectorial de angulo 6).

o
Paso 2: Sien el paso 1 se tiene § = 0, entonces f = idy. En ese caso, por la proposicién|3.10
sabemos que f es una traslacion de vector v € V. Si v = 0, entonces f es la identidad y
si v # 0, entonces f es una traslacion de vector no nulo.

%
Paso 3: Sien el paso 1, 8 # 0, recuerda que f es un giro vectorial de angulo 6 no nulo. En
este caso, segun la observacién [6.17], f es un giro de dngulo € no nulo, con un dnico punto
fijo, que es su centro.

ﬁ
Paso 4: Si detf = —1, usa la clasificacion de las aplicaciones ortogonales del plano vecto-
rial euclideo (V, <,>) que invierten la orientacién, que dice que, en una base ortonormal

—
adecuada B = {uy,us} de V, la matriz de f es

1 0
0 —-1/°
—
En este caso f es una simetria vectorial ortogonal respecto de la recta L(uy).

Paso 5: Si en el paso 4 la isometria f tiene algin punto fijo p € A, concluye a partir de la
demostracién de la proposicién que Fij(f) = p+ L(uy). En este caso f es una simetria
(axial) euclidea respecto de la recta p + L(uy).

Paso 6: Si en el paso 4 la isometria f no tiene ningin punto fijo, elige un punto p € A,
—
sea p' = f(p), sea v = pp’ y sean t, y t_, respectivamente las traslaciones de vector v y
—

—v. Entonces p es un punto fijo de la isometria g = t_, o f, que ademas tiene a f por
aplicacion lineal asociada. Por el paso 5, ¢ es una simetria (axial) euclidea respecto de la
recta p+ L(u) y f=t,0g.

Paso 7: Demuestra que si v fuera ortogonal a u;, entonces t, o g seria de nuevo una simetria
(axial) euclidea respecto a una recta paralela a p + L(u;). Como estamos en el caso en
que f no tiene puntos fijos, se sigue que v no es ortogonal a u; y que existe v' € L(u,) tal
que f =t, og (de hecho, v" es la proyeccién ortogonal de v sobre L(u;)), donde ¢’ es una
simetria (axial) euclidea respecto a una recta paralela a p+ L(u). Tal composicion ¢,/ o ¢/
es lo que hemos llamado una simetria axial euclidea deslizante.

Paso 8: Las propiedades que se enuncian para cada uno de los tipos las vimos en los
ejemplos [6.11] [6.12] [6.16], en la proposicién [6.13]y en el ejercicio [6.21] (1).

Paso 9: Por 1ltimo, es obvio que una isometria f no puede ser a la vez de dos tipos distintos
de la lista, puesto que el conjunto de puntos fijos y la aplicacion ortogonal asociada a una
isometria de un tipo determainado tienen propiedades diferentes a las del conjunto de
puntos fijos y la aplicacion ortogonal asociada a una isometria de otro de los tipos. [
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El teorema [6.22| nos da una clasificacion de las isometrias del plano. Es posible dar una
clasificacién més “fina”: podemos decir que dos isometrias o1 y 05 estan en la misma clase
si existe una isometria o tal que 09 = 0! 00y 0 0. En ese caso:

— obviamente, la identidad constituye ella sola una clase;

— existen tantas clases de traslaciones como niimeros reales positivos (que se corres-
ponden con las posibles normas de vectores no nulos);

— existen tantas clases de giros como nimeros reales en (0, 7] (que corresponden a
los dngulos no orientados de los giros);

— existe una unica clase de simetrias axiales;

— existen tantas clases de simetrias deslizantes como nimeros reales positivos (que se
corresponden a las posibles normas de vectores no nulos de la traslacién asociada
a la simetria deslizante).

Atn es posible dar una clasificacién un poco mas fina de las isometrias del plano: podemos
decir que dos isometrias 0 y 02 estan en la misma clase si existe una isometria directa o
tal que 09 = 071 00y 0 0. En ese caso lo tinico que cambia con respecto a la lista anterior
es que habra tantas clases de giros como nimeros reales en (0, 27) (que corresponden a los
angulos orientados de los giros).

Ejercicio 6.23. Sea A un plano afin euclideo. Estudia qué tipo de isometria de A es la
composicion, en el orden en que se nombran y en el orden inverso, de dos isometrias de A
de los siguientes tipos:

(1) giro y traslacién;

(2) giro y simetria axial (indicacién: distingue dos casos segun el eje de la simetria
pase o no por el centro del giro);

(3) simetria axial y traslacién (indicacién: distingue los casos en que el vector de la
traslacion es paralelo al eje de la simetria, perpendicular al eje de la simetria, y el
caso general);

(4) dos giros;

(5) dos simetrias axiales (indicacion: distingue si los ejes son secantes, paralelos dis-
tintos, o el mismo).

Isometrias de un espacio afin euclideo tridimensional

Vemos a continuacién ejemplos de isometrias de un espacio afin euclideo orientado tridi-
mensional (A, V,p, <,>). Ademés de la identidad y las traslaciones de vector no nulo,
tenemos estos otros ejemplos (para entenderlos mejor debes recordar la clasificacion de las
aplicaciones ortogonales de un espacio euclideo tridimensional):

Ejemplo 6.24. (giros en el espacio) Sea | una recta afin de A. Diremos que f es un giro
de angulo 6 € (0, 7] alrededor de [ o con eje [ si los puntos de [ son puntos fijos de fy
la aplicacién lineal asociada a f es un giro (vectorial) de dngulo 6 alrededor de la (recta
vectorial que es la) direccién de [. Un giro es una isometria directa y de la demostracién
de la proposicién se deduce que sus tnicos puntos fijos son los de [.

Observacion 6.25. De la demostracién de la proposicion se sigue también que una
isometria f es un giro si y solo si su aplicacion lineal asociada es un giro vectorial y f tiene
algin punto fijo.

Ejemplo 6.26. (movimiento helicoidal) Sea | una recta afin de A, sea 6 € (0, 7] y sea v
un vector no nulo paralelo a [. Diremos que f es un movimiento helicoidal de eje [, angulo
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0 € (0, 7] y vector de traslacion v, si f es la composicién de un giro g de dngulo 6 alrededor
de [ seguido de una traslaciéon t, de vector v. Un movimiento helicoidal es una isometria
directa (pues su aplicacién lineal asociada es un giro vectorial).

Ejercicio 6.27. Demuestra que una isometria f de A es un movimiento helicoidal si y
solo si su aplicacién lineal asociada es un giro vectorial y f no tiene ningiin punto fijo.

Ejercicio 6.28. Sea f un movimiento helicoidal.

(1) Demuestra que f no tiene puntos fijos.

(2) Demuestra que la descomposicién f = t, 0 g con giro g y traslacién ¢, como los que
aparecen en el ejemplo [6.26 es tinica respecto de f.

(3) Demuestra para la descomposicién del apartado anterior conmuta, es decir, que

tyog=got,.

Ejemplo 6.29. (simetrias especulares euclideas) Las simetrias euclideas respecto a un
plano de A son isometrias (inversas) de A (véase la proposicién [6.13)).

Ejemplo 6.30. (simetrias especulares deslizantes euclideas) Las simetrias euclideas res-
pecto a un plano Il de A seguidas de una traslacion de vector no nulo y paralelo a II son
isometrias (inversas) de A sin puntos fijos (recuerda la observacién [6.20)).

Ejemplo 6.31. (simetrias especulares euclideas compuestas con un giro de eje pependicu-
lar) La composicién f de una simetria euclidea o respecto a un plano II de A seguida de
un giro g alrededor de una recta [ perpendicular a I es una isometria (inversa) de A.

Ejercicio 6.32. Sean f, g, o, [ y II como en el ejemplo [6.31]

(1) Demuestra que g tiene un unico punto fijo, que es la interseccién de [ y II.

(2) Demuestra que, excepto en el caso en que f sea una simetria central, la descom-
posicién f = g o o es Unica con respecto a f.

(3) Demuestra que la descomposicién del apartado anterior conmuta, es decir, go o =
gog.

Al igual que en el caso de las simetrias del plano, los ejemplos que hemos visto nos dan
todos los tipos de isometrias del espacio:

Teorema 6.33. (Clasificacion de las isometrias del espacio) Una isometria de un espacio
afin euclideo orientado tridimensional (A,V, @, <,>) es de uno (y solo uno) de los siete
tipos siguientes, cada uno con las propiedades que se indican en estos cuadros:

Isometrias directas

Tipo de Conjunto de Aplicacion
isometria puntos fijos lineal asociada
Identidad A Idy
Traslacion (de
vector no nulo) 0 Idy
Giro (de ang. 0 € (0, 7)) giro vectorial (de dng. 6 € (0, 7))
alrededor de una recta®™ | una recta® alrededor de una recta(®
Movimiento giro vectorial
helicoidal 0 alrededor de una recta

((1) el eje del giro; (2) la direccion del eje del giro).
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Isometrias inversas

Tipo de Conjunto de Aplicacion
isometria puntos fijos lineal asociada
Simetria simetria especular
especular euclidea un plano® vectorial ortogonal
Simetria especular simetria especular
deslizante euclidea 0 vectorial ortogonal
Compos. de una simetria compos. de una simetria vect.
especular eucl. y un giro de un punto® | especular ortog. y un giro vect. de
eje perp. al plano de la simetria eje ortog. al plano de la simetria

((3) el plano de la simetria; (4) la interseccion del plano de la simetria con el eje del giro).

Ademas, cada uno de los tipos anteriores estd caracterizado por las propiedades de la
aplicacion ortogonal asociada y del conjunto de puntos fijos.

Demostracion. La demostracién se puede hacer usando la clasificacion de las aplicaciones
ortogonales de un espacio afin euclideo tridimensional e imitando los pasos de la de-
mostracién del teorema[6.22] También puedes encontrar una demostracion completa en la
seccién XIII.7 de “Algebra Lineal y Geometria”, de M. Castellet e I. Llerena. 0

Semejanzas

En un espacio afin euclideo (A, V, p, <, >), si relajamos un poco los requisitos que le pe-
dimos a los isomorfismos afines (para ser isometrias) y solo exigimos que conserven las
formas pero no los tamanos, obtenemos una clase mas general de isomorfismos afines (que
engloba a las isometrias): las semejanzas. Las semejanzas son aquellos isomorfismos afines
cuya aplicacién lineal asociada es una semejanza vectorial. Una semejanza vectorial es un
isomorfismo de V' en V' que no conserva necesariamente el producto escalar sino que lo
multiplica por una constante positiva, i.e., ¢ es una semejanza si existe un ntmero real
A # 0 tal que para todo vy, ve € V., < ¢(v1), ¢(v2) >= A2 < vy, v5 >. Por eso, si A2 # 1, la
semejanza vectorial correspondiente conserva los angulos no orientados pero no conserva
las distancias, sino que las multiplica por |A| (recuerda las definiciones y p.9). No es
dificil demostrar que una semejanza vectorial es la composicién de una aplicacion ortogonal
y una homotecia vectorial de razén A (donde permitimos que A € R~ {0}).

Una semejanza (afin) puede verse como la composicién de una semejanza que deja fijo
un punto o (que podemos interpretar como una semejanza vectorial, por la identificacién
entre Ay V via ¢,) seguida de una traslaciéon. Como una semejanza vectorial es la
composicion de una aplicacién ortogonal seguida de una homotecia vectorial, tenemos que
una semejanza (afin) es la composicién de una isometria seguida de una homotecia. Las
semejanzas volveran a aparecer en el estudio de la geometria proyectiva.
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TEMA 2: GEOMETRIA PROYECTIVA

7. ESPACIOS Y SUBESPACIOS PROYECTIVOS

El origen de la geometria proyectiva lo podemos atisbar en el descubrimiento de la per-
spectiva en el Renacimiento. Hasta entonces no se sabia como realizar representaciones
planas realistas de escenas tridimensionales. Con el descubrimiento de la perspectiva en
la pintura se logra representar en el plano escenas tridimensionales de forma realista. Los
objetos y las distancias mas lejanas se representan mas pequenas. Asi, rectas que sabemos
son paralelas, si se alejan hacia el horizonte, las representamos como coincidentes (por
ejemplo, las vias de un tren: a medida que se alejan hacia el horizonte, las traviesas pare-
cen cada vez més pequenas y los dos rieles confluyen en un mismo punto). Si quieres saber
mas sobre el origen y la historia de la geometria proyectiva, puedes ver la exposicion que
encontraras en http://www.mat.ucm.es/~jesusr/expogp/expogp.html.

La ciudad ideal “de Berlin”, anénima, aprox. 1477 (Gemaldegalerie, Berlin).

Sin embargo hasta ahora nosotros habiamos hecho geometria plana en el plano afin (o en
el plano afin euclideo si consideramos angulos y distancias, es decir, formas y medidas).
Introduciremos el plano proyectivo a partir del plano afin, como complecion del mismo.
Tomemos el plano afin estdndar A% y fijémonos en las rectas del plano. Si tomamos
un par de rectas distintas pueden ocurrir dos cosas: que se corten o que no (en este
segundo caso, son rectas paralelas). Intentemos imitar en el plano afin lo que nos dice
la perspectiva. Consideramos como modelo del plano un papel sobre nuestra mesa, que
imaginamos se prolonga en todas direcciones. Dibujemos ahora dos rectas paralelas en el
papel. Imaginemos cémo se alejan las rectas al salir del papel y de la mesa; desde el lugar
desde el que miramos nos pareceria que las rectas, en la lejania, se juntan en un punto
del “horizonte”, en el “infinito”. Para expresar esto matematicamente lo que tenemos que
hacer es anadir al plano afin més puntos, los puntos del infinito y “decretar” que dos rectas
paralelas se cortan en uno de esos nuevos puntos. Al anadir al plano afin esos puntos del
infinito obtendremos el plano proyectivo.

Otra ejemplo de en qué sentido queremos cambiar (y quizd mejorar) las cosas con respecto
a la geometria afin es el caso de una hipérbola (por ejemplo, la de ecuacién zy = 1) y sus
asintotas: da la impresion de que si pudiéramos prolongar el dibujo “hasta el infinito” la
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rama de la hipérbola y la asintota se encontrarian. Pues bien, una vez que “completemos”
la hipérbola y sus asintotas con sus “puntos del infinito” respectivos, eso es precisamente
lo que ocurrira. Asi pues, la pregunta es: jcomo anadimos todos esos puntos del infinito
al plano afin de forma que la construccién tenga sentido y que las cosas funcionen como
queremos en los dos ejemplos anteriores?

Definicién de plano proyectivo

Definicién 7.1. (primera definicion plano proyectivo estindar) El plano proyectivo es-
téandar PZ sobre un cuerpo k es el conjunto de todas las rectas de k* que pasan por el
origen (0,0,0) o lo que es lo mismo, considerando k® como un espacio vectorial, el plano
proyectivo es el conjunto de todas las rectas vectoriales de k3.

. Por qué esto es un plano? Para ello podemos pensar en como funciona una camara oscura,
que quiza hayas fabricado alguna vez haciendo un pequeno agujero en un lado de una caja
y sustituyendo el lado opuesto por un papel traslicido. Las imédgenes se proyectan en el
papel traslicido, que es una parte de un plano. Los “rayos” de luz entran por el agujero,
que podemos pensar como el (0,0,0) de R®. Los puntos del espacio (que una vez fijado
el origen podemos identificar como vectores de R?) que estéan en el mismo rayo dan lugar
a un unico punto en la representacion plana que hacemos del espacio tridimensional en
el papel traslicido; asi, cada rayo se identifica con un punto del “plano”. De acuerdo
a este mismo principio funciona nuestro ojo, en el que nuestra pupila jugaria el papel
del agujero de la camara oscura y nuestra retina jugaria el papel de la pantalla de papel
traslicido. Piensa que si cerramos un ojo y miramos solo con el otro perdemos la sensacién
de profundidad, es decir, nuestro cerebro se queda con una representacion plana del espacio.
De hecho, la geometria proyectiva nos puede explicar por qué viendo con los dos ojos se
puede reconstruir, a partir de dos representaciones planas, una imagen tridimensional.

Imitemos la construccién de la cdmara oscura en nuestro modelo matematico. En k3, con
coordenadas x, y, z consideramos el subconjunto de puntos que satisfacen la ecuacion z = 1.
Este subconjunto es un subespacio afin de dimension 2, o sea, un plano afin Il dentro de
k3. Cada recta vectorial, cada “rayo” corta en un unico punto al plano II. En realidad, eso
no es del todo cierto; lo que si es cierto es que si unimos un punto del plano II y el origen
determinamos una tnica recta vectorial, por lo que podemos interpretar el plano afin como
un subconjunto del plano proyectivo. {Qué puntos se han anadido (recordemos que, con
esta definicién, los elementos, los puntos del plano proyectivo, son rectas vectoriales)? Los
que corresponden a rectas que no cortan al plano II; es decir, las rectas vectoriales paralelas
al plano II; es decir, las rectas vectoriales contenidas en la direccién de II; es decir, las
rectas vectoriales contenidas en el plano vectorial de ecuacién z = 0.

Vemos lo que le ocurre en este modelo a un par de rectas distintas. En primer lugar vemos
que una recta [ del plano afin I se corresponde con un plano vectorial (el formado por
todos los rayos que pasan por (0,0,0) y por cada uno de los puntos de [, a los que anadimos
la recta vectorial direccién de [). Dos rectas Iy y lo secantes en II corresponden a dos planos
vectoriales que se cortan en la recta vectorial que corresponde al punto de corte de [y y .
Dos rectas paralelas l; y Iy corresponden a dos planos vectoriales que se cortan en la recta
vectorial que es la direccién comun de [; y lo, por tanto podemos decir que [; y Iy (0 mas
bien, sus completados) se cortan en uno de los puntos que hemos anadido a II para obtener
el plano proyectivo. Como las rectas paralelas se supone que se cortan cuando nos alejamos
mucho, en el “horizonte”, en el “infinito”, llamamos a los puntos que anadimos al plano
afin los puntos del infinito. Veremos luego que estos puntos también forman una recta, lo
cual es logico, porque si a cada recta de II le haciamos corresponder un plano vectorial
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y asi obtenfamos todos los planos vectoriales de k® menos uno, a ese plano vectorial que
falta, que no es otro que el plano de ecuacién z = 0, le haremos corresponder la recta de
los puntos del infinito.

Como las rectas vectoriales solo se cortan en el (0,0,0), si consideramos k® \. {(0,0,0)},
entonces las rectas vectoriales de k? sin el (0,0,0) nos proporcionan una particién de
k3~ {(0,0,0)}. Por eso también podemos definir el plano proyectivo estandar sobre k
como el cociente de k? . {(0,0,0)} por la relacién de equivalencia asociada a esa particién:

Definicién 7.2. (sequnda definicién de plano proyectivo estdndar) En k3 ~ {(0,0,0)}
consideramos la relacion de equivalencia ~, definida asi: (x1,y1, 21) ~ (22, Y2, 22) si y solo
si existe A € k* tal que (29, ¥z, 22) = A(x1, 41, 21). Definimos el plano proyectivo estdndar
P2 sobre el cuerpo k como el conjunto cociente de k? . {(0,0,0)} por la relacién ~.

Lo que estamos haciendo simplemente es decir que dos vectores no nulos (x1,y1,21) y
(79,92, 20) de k? son equivalentes si y solo si estdn en el mismo “rayo”, es decir, en la
misma recta vectorial. Para cada clase de equivalencia tomamos como representante (para
visualizar el conjunto cociente como un plano) el punto del rayo que estd en el plano II. Si
el rayo no corta al plano II, pensamos esa clase de equivalencia como un punto del infinito.

La primera “mejora” que ofrece la geometria proyectiva sobre la geometria afin es el hecho
de que dos rectas distintas del plano proyectivo siempre se cortan en un (y solo un) punto.
Aunque no hayamos dado atun la definicién formal de recta del plano proyectivo, por el
momento aceptaremos que las rectas de P son

— los “completados” [ de las rectas [ del plano afin II, que obtenemos afiadiendo a
cada [ un punto del infinito (a saber, la clase en PZ de un vector director de [); y
— la recta del infinito (formada por todos los puntos del infinito).

Ya vimos antes que dos rectas [; y ls que provienen de rectas afines secantes distintas 4
y Iy de II se cortan en un punto de Il y, como [; y l5 no son paralelas, sus direcciones son
distintas, y también lo son sus puntos del infinito respectivos. Por ello I; y [5 se cortan en
un tnico punto de P, que es el punto de interseccién de [y y I en II. También hemos visto
que dos rectas 1 y I, que provienen de rectas paralelas distintas l; y I de II, se cortan
en su punto del infinito (y en ningin otro punto més, ya que [ y I no se cortan en II al
ser paralelas). Por tltimo una recta [ comparte con la recta del infinito un tnico punto, el
punto del infinito de . Estos argumentos demuestran el siguiente teorema:

Teorema 7.3. Dos rectas distintas de Pi se cortan en un punto y solo uno.

El teorema anterior tiene un enunciado “mejor”, en el sentido de que es més simple y més
“elegante” que el teorema afin analogo. El teorema afin seria: dos rectas distintas del
plano afin se cortan en un punto (y solo uno) si no son paralelas y no se cortan si son
paralelas. Como ves, tenemos que distinguir casos en el enunciado o, visto de otra forma,
en el plano afin no todos los pares de rectas se comportan igual. La demostracion que
hemos hecho del teorema anterior si distingue casos porque es una demostracién que usa
argumentos afines, es decir, no ha sido una demostracion puramente proyectiva. Un poco
mas adelante, cuando definamos de forma precisa lo que es una recta proyectiva, haremos
una demostracién proyectiva, mas elegante, de este resultado.

Otra “mejora” o simplificacion que ofrece la geometria proyectiva con respecto a la geo-
metria afin y euclidea es que estudiar las conicas es mas simple. En lo que queda de curso
veremos que, desde un punto de vista proyectivo una elipse, una parabola o una hipérbola
de A% corresponden a una misma cénica (dicho de otra forma, ser elipse, pardbola o
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hipérbola son conceptos afines, no proyectivos). Igual que, de forma natural, a una recta
de I le hemos anadido un punto en el infinito, a las cénicas no degeneradas de II (elipses,
hipérbolas o pardbolas) les anadiremos también sus puntos en el infinito, dando lugar a
conicas proyectivas que seran indistinguibles desde un punto de vista proyectivo (haciendo
esto conseguiremos también que las ramas de una hipérbola se corten con sus asintotas).
An asi, seremos capaces de usar la geometria proyectiva para decidir si una determinada
coHnica afin no degenerada es una elipse, una hipérbola o una pardbola.

Definicién de espacio proyectivo estandar

Una vez vista la definicion de plano proyectivo estandar, es sencillo generalizarla a cualquier
dimensién:

Definicién 7.4. En k" \ {0} consideramos la relacién de equivalencia ~, definida asf:
(o, Z1,. - xn) ~ (Yo,Y1,---,Yn) Si y solo si existe A\ € k* tal que (yo,v1,...,Yn) =
Az, 21,...,2,). El espacio proyectivo estandar P} de dimensién n sobre un cuerpo k
es el conjunto cociente k"' \ {0}/ ~. Denotaremos a la clase de equivalencia del vector
(o, @1, ..., @y) cOmo (g : Ty @+ Ty).

Igual que en el caso del plano, las clases de equivalencia de ~ son las rectas vectoriales de
k"t a las que se les ha quitado el origen. Por ello podemos identificar P{ con el conjunto
de rectas vectoriales de k™*!.

Como en el caso plano, hay una forma sencilla de sumergir el espacio afin estandar Ay de
dimensién n sobre k dentro de P}: Dentro de (el espacio vectorial) k"™, con coordenadas

Lo, X1, .- .,2Tn), identificamos A con el hiperplano afin de ecuacién xg = 1, mediante la
( 0 ) ; n)a k perp 0 )
biyeccién
(X1, oy ) = (L g, .. xy).

De esta forma identificamos el punto (xq,...,z,) de A} con el punto (1:zy:---:x,) de
P}, por lo que “sumergimos” A} en P} mediante la aplicacién inyectiva

A} — Py
(7.4.1) . k k

i (z1,.mn) = (Limp:eeixy).

Asi A} queda identificado con el subconjunto {(1 : zy : -+ : 2,) | x1,..., 2, € k} de PLL.

Segun esta identificacion, los puntos que hemos anadido a A} para obtener P} son los
puntos del subconjunto

(7.4.2) Ho={0:zy:-:zy)| (029 :---:x,) € PL}
de P} (;ves por qué? jqué pasa, por ejemplo, con un punto de la forma (2 : zq : -+ : 2,)7).
Los puntos de la forma (0 : zy : -+ : x,) serdn los puntos del infinito de P}, aunque para

ser precisos deberiamos decir que son los puntos del infinito de P} respecto a esta inmersién
de A} (iremos viendo esto en més detalle y nos daremos cuenta de que, en realidad, un
espacio proyectivo mo tiene puntos del infinito; el que “tiene” puntos del infinito es el
espacio afin).

Llegados aqui es claro cémo hacer una construccion mas general, mas intrinseca:

Definicién 7.5. Sea V un espacio vectorial de dimension n + 1 sobre un cuerpo k. Defi-
nimos el proyectivizado P(V') de V' como el conjunto cociente de V'~ {0} por la relacién
de equivalencia ~, definida asi: v ~ w si y solo si existe A\ € k* tal que w = Av. Los
puntos de P(V') los denotaremos como [v]. Diremos que P(V') es un espacio proyectivo de
dimension n.
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Ejemplo 7.6. (1) Si V = k™! entonces P(V) es el espacio proyectivo estdndar de
dimensién n sobre k, que habiamos denotado antes como Py.
(2) En particular, el plano proyectivo estandar sobre k es P(k?) y la recta proyectiva
estandar sobre k es P(k?).
(3) Si V es un espacio vectorial de dimension 1, entonces P(V') esta formado por un
solo punto.

Dado un espacio afin A (no necesariamente A}; recuerda la definicién de espacio afin
“abstracto”) de dimensién n, es posible sumergirlo en un espacio proyectivo de dimensién
n, de forma parecida a como sumergimos A} en P} (véase la pagina 149 de “Geometry”, de
M. Audin o las paginas 35-36 de “Lecciones de Geometria Proyectiva”, de J.M. Rodriguez
Sanjurjo y J.M. Ruiz (sin embargo, estas inmersiones no son candnicas, en el sentido de
que no son intrinsecas, al depender de una serie de elecciones)). En cualquier caso no
nos preocuparemos de este tema ya que para familiarizarnos con la geometria proyectiva y
para explorar su relacién con la geometria afin nos basta usar la inmersién (no canénica),
que hemos presentado en , del espacio afin estandar dentro del espacio proyectivo
estdndar, u otras similares (véase la observacién[9.14). En cambio, sf es interesante usar el
concepto de proyectivizacion de un espacio vectorial arbitrario porque, aunque trabajemos
en P}, vamos a estudiar sus subespacios proyectivos que, como veremos a continuacion,
son los proyectivizados de subespacios vectoriales de k™1,

Subespacios proyectivos

Definicién 7.7. Dado un espacio proyectivo P(V') de dimensién n, se llama subespacio
proyectivo o subespacio lineal de P(V') de dimension 7 a un subconjunto de la forma P (W),
donde W es un subespacio vectorial de V' dimension r + 1. A los subespacios proyectivos
de dimensién 1 se les llama rectas proyectivas de P(V'), a los de dimensién 2 se les llama
planos proyectivos de P(V') y a los de dimensién n — 1 se les llama hiperplanos proyectivos
de P(V).

Observacion 7.8. Por la definicion anterior,

(1) los subespacios proyectivos de dimensién 0 son los puntos de P(V);

(2) el conjunto vacio es un subespacio proyectivo de P(V), ya que es el proyectivizado
del subespacio vectorial nulo, y tiene dimensién —1.

(3) El conjunto H,., definido en es un hiperplano proyectivo de Py. Lo lla-
maremos hiperplano del infinito (de A}, sumergido en P} mediante la inmersion
(7.4.1))). En el caso n = 2, H,, es una recta proyectiva, la recta del infinito (de A,
sumergido en P mediante la inmersién ((7.4.1))

Proposicién 7.9. Sean A y A’ dos subespacios proyectivos de un espacio proyectivo P(V')
tales que A C A'. Entonces

(1) dimA < dimA’.
(2) dimA = dimA’ si y solo si A =N'.

Demostracion. Se sigue del enunciado correspondiente para subespacios vectoriales. [

Observacién 7.10. Dados subespacios P(W;), ..., P(W;) de un espacio proyectivo P(V),
se pueden hacer las siguientes operaciones:
(1) La interseccion de todos ellos, que coincide con los puntos [v] tales que v estd en
cada W;. Por tanto, se tiene que P(W1)N---NP(W,) = P(WiN---NWj), que es un
subespacio proyectivo (recuerda que el vacio también es un subespacio proyectivo).
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En general, la intersecciéon de una coleccion arbitraria, no necesariamente finita,
de subespacios proyectivos es otro subespacio proyectivo, ya que la interseccién
arbitaria de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.

(2) El minimo subespacio proyectivo P(W) que los contiene (la definicién de subespacio
proyectivo minimo o més pequeno es analoga a la dada para subespacios afines en
la proposicion . En este caso es claro que W ha de ser el minimo subespacio
vectorial que contiene a Wy, ..., Wy, es decir, W =Wy 4+ --- 4+ W,.

Definicién—proposicién 7.11. Sea P(V') un espacio proyectivo.

(1) Se llama subespacio generado por los subespacios P(W;),..., P(Wy) de P(V) y lo
denotaremos por < P(WW;), ..., P(Wy) >, al minimo subespacio proyectivo que los
contiene. Como hemos visto en la observacion anterior, < P(W;),...,P(W;) >=
P(W, + -+ W,).

(2) Dado un subconjunto S de P(V'), se llama subespacio generado por S y lo denota-
mos por < S > al minimo subespacio proyectivo que contiene a S. El subespacio
< § > es la interseccién de todos los subespacios proyectivos de P (V') que contienen

as.

Definicién 7.12. (puntos proyectivamente independientes) Decimos que k + 1 puntos
Do, P1, - - -, Pr de P(V') son puntos proyectivamente independientes si el subespacio proyec-
tivo < po, p1, - .., Pk > que generan tiene dimensién k.
Proposicién 7.13. Sea P(V') un espacio proyectivo de dimension n.
(1) Los puntos po = [vo|,p1 = [v1], ..., pr = [vk] de P(V') son proyectivamente indepen-
dientes si y solo si los vectores vy, vy, ..., v, de V' son linealmente independientes.
(2) Dado un nimero natural k, existen k puntos proyectivamente independientes en
P(V) siysolosil<k<n+1.

Demostracion. Ejercicio. O

Como consecuencia de la férmula de Grassmann para subespacios vectoriales, tenemos la
formula de Grassmann para subespacios proyectivos:

Proposicién 7.14. (férmula de Grassmann) Sea P(V) un espacio proyectivo y sean
P(Wy) y P(Ws) dos subespacios proyectivos de P(V'). Entonces

dim < P(Wy), P(W3) >= dim P(W;) + dim P(W,) — dim (P(W;) N P(Wy)).
Demostracion. Recordemos la formula de Grassmann vectorial
dim(Wy + Wy) = dimW; + dimWy — dim (W, N Wa)
y que < P(W,), P(Wy) > = P(W; + W,). Entonces
dim < P(W),P(W3) >=dim P(W; + W) = dim(W; + W) — 1 = (dimW; — 1) +
(dimWy — 1) — (dim(W; N W3) — 1) = dim P(W;) + dim P(Ws) — dim(P(W;) N P(W3)).
O

Observacién 7.15. La férmula de Grassmann es otro ejemplo de que los resultados proyec-
tivos son mas sencillos y elegantes de enunciar que los resultados afines. En efecto, la
version afin de la férmula de Grassmann dice lo siguiente:

Sea (A, V, @) un espacio afin y sean Ly = p1 + Wi y Ly = py + Wy subespacios afines de A
(donde p1,ps € A y Wy y Wy son subespacios vectoriales de V). Entonces

(1) st L N Loy 7é @, dim < Ll, Ly >=dim/L; + dimL, — d1m(L1 N Lg), Y
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(2) 81 Ll N LQ = (Z), dim < L17 L2 >= dlle + dlmL2 — dlm(W1 N Wz) + 1.

Como se ve, en el enunciado afin debemos distinguir casos. Puedes consultar la de-
mostracion de la versién afin de la féormula de Grassmann en la proposicién 1X.4.4 de
“Algebra Lineal y Geometria”, de M. Castellet e I. Llerena o en la proposiciéon 1.20 de
“Geometria”, de S. Xambo6. También puedes deducir, como ejercicio, la versién afin de
la féormula de Grassmann a partir de la version proyectiva, considerando los completados
proyectivos de Ly y Lo (véase pdgina siguiente).

Corolario 7.16. Sean A y A’ dos subespacios proyectivos de dimensiones respectivas r
r’ en un espacio proyectivo de dimension n. Entonces, sir+ 1" > n, la interseccion de A
y N tiene dimension al menos r + ' —n (que es mayor o igual que 0), por lo que no es
vacia. En particular dos rectas de un plano proyectivo siempre se cortan.

Demostracion. Por la férmula de Grassmann, dim(ANA’) = r+7'—dim < A, A’ >. Como

la dimensién de < A, A’ > es menor o igual que n, el resultado se sigue inmediatamente.
O

Ecuaciones paramétricas e implicitas

Para hacer cdlculos (encontrar la interseccién, hallar el subespacio generado...) con subes-
pacios proyectivos de P}, podemos dar ecuaciones implicitas y parametrizaciones de los
mismos. En cuanto a las ecuaciones implicitas observamos primero que dar las ecuaciones
implicitas de un subespacio W de k™*! es expresar W como el conjunto de soluciones
de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Recordemos que un polinomio F' en las
variables xg, Ty, ..., 2, se dice homogéneo si cada término czfoz .. zk» (¢ € k*) de F
tiene el mismo grado total ko +k; +- - - +k,. Por ejemplo X?Y —2XY2+3Y? es homogéneo
pero X?Y —2XY?+3Y no lo es. No tiene sentido evaluar un polinomio homogéneo (lineal
o de grado mayor) en un punto p de P} puesto que en principio va a tomar valores
diferentes en cada representante de p. Sin embargo, si el polinomio homogéneo se anula
en un representante v de p, se anula en todos los representantes de p (porque estos son
multiplos no nulos de v). Por ello, si tiene sentido hablar de los ceros o soluciones en P}
de un polinomio homogéneo en n + 1 variables g, x1,...,z,. Por la misma razoén tiene
sentido hablar de las soluciones en P} de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales en
n + 1 variables zg, x1, ..., 2, (los polinomios que aparecen en un sistema homogéneo de
ecuaciones lineales son polinomios homogéneos de grado 1). En definitiva, podemos decir
que las ecuaciones implicitas de un subespacio vectorial W de k™! son las ecuaciones
implicitas de P(W), ya que el conjunto de las soluciones en P} de esas ecuaciones implicitas
es justamente P (V). En efecto, si v es un representante de un punto p, v es una solucién
de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo si y solo si cualquier otro representante
w de p lo es. Por otra parte, es claro que el conjunto de soluciones en P} de cualquier
sistema de ecuaciones lineales homogéneo en n + 1 variables es un subespacio proyectivo
de Py.

Por otra parte y argumentando de manera parecida, unas ecuaciones paramétricas de
W nos proporcionan una parametrizacion de P(W). Si P(W) tiene dimensién r, una
parametrizacién de P(WW) se puede ver como una aplicacién biyectiva de P}, a P(W) con
ciertas caracteristicas, como veremos mas adelante (sera lo que llamaremos una aplicacion
proyectiva biyectiva o una proyectividad de P, a P(WW)).
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Complecién de subespacios afines

Queremos ahora generalizar la construcciéon, que hicimos en la introduccién de este tema,
por la cual completdbamos una recta afin I de A2 para obtener una recta proyectiva [ en
el plano proyectivo PZ. Dijimos entonces que obtenfamos [ sumergiendo [ en P2 mediante
la inmersién ¢ de y anadiendo a i(l) el punto del infinito de [. Si la direccién de [
era L(v) (“viendo” [ como una recta del plano afin de ecuacién xy = 1 en k?), este punto
del infinito no era sino [v]. Vamos a imitar esto para un subespacio afin arbitrario de A}

Definicion—proposicion 7.17. Sea L un subespacio afin de A}, sea W la direcciéon de
L, sea W' la imagen de W en k™*! por la inmersién
k" — kntt
(X1, 2n) = (0,21,...,2,)
y sea i la inmersién de A} en P} definida en (7.4.1)). El subconjunto L = i(L) UP(W’) es
un subespacio proyectivo de P}l. Ademas, si
T by
(7.17.1) Al 1 ] =
Tn by,
son unas ecuaciones implicitas de L, entonces
x1 by 0
(7.17.2) Al = zo=1:
T, b, 0

son unas ecuaciones implicitas de L. A L le llamamos el completado proyectivo de L. Al
proceso de pasar de (7.17.1]) a (7.17.2)) lo llamamos homogeneizar.

Demostracion. Observamos que las soluciones (zg : 1 : -+ : x,) en P} con zg # 0 del
sistema ([7.17.2)) son el conjunto i¢(L). Por otra parte, como W es el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo

Ty 0
(7.17.3) Al =111,

Tn 0
las soluciones (zg : x; : -+ : x,) en P} con zg = 0 del sistema son el conjunto
P(W’). Por tanto L es un subespacio proyectivo de P} y (7.17.2)) son unas ecuaciones
implicitas suyas. 0]

Observacién 7.18. El hecho de que L = i(L) U P(W') podemos interpretarlo como que,
para pasar de L a su completado proyectivo, lo que hacemos es anadir los puntos de P}
que corresponden a las direcciones de todas las rectas de L.

Ejercicio 7.19. Demuestra que las dimensiones de L y de L son iguales.

Ejercicio 7.20. Sea L un subespacio afin de A} y sea W el subespacio vectorial de k™!
generado por L. Demuestra que

(1) L=PW);

(2) L es el subespacio proyectivo generado por i(L).
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8. APLICACIONES PROYECTIVAS. SISTEMAS DE REFERENCIA

Aplicaciones proyectivas.

Al igual que hemos hecho en otros casos (espacios afines, espacios afines euclideos), quere-
mos estudiar ahora las aplicaciones que respeten la estructura que estamos estudiando en
este momento, los espacios proyectivos. Como dos espacios proyectivos P(V') y P(V’) se
construyen a partir de espacios vectoriales V' y V'’ mediante la relacién de equivalencia ~
dada en la definicién [7.5, podrfamos construir las aplicaciones de P(V') a P(V’) partiendo
de aplicaciones adecuadas de V a V’. Necesitariamos por una parte que estas aplicaciones
dieran lugar a aplicaciones bien definidas en P(V). En segundo lugar querriamos que
nuestras aplicaciones de P(V') a P(V') conservaran “propiedades proyectivas”, por ejemplo,
que convirtieran subespacios proyectivos de P(V') en subespacios proyectivos de P(V’) o
que transformaran puntos alineados de P(V') en puntos alineados en P(V’). Lo més natural
es mirar a las aplicaciones lineales de V' a V', que parece que nos permiten dar aplicaciones

bien definidas entre P(V') y P(V'):

Observacion 8.1. Sea ¢ : V — V'’ una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales
V y V'. Dado p € P(V), sean vy, vy vectores no nulos de V' tales que p = [v1] = [vg]. Si

&(v1) # Ov (0 1o que es lo mismo, si ¢(un) # Oy (zpor qué?)), [B(v)] = [6(i2)] € P(V").

Demostracion. Sabemos que [v1] = [vs] equivale a que v; ~ vy, y esto quiere decir que

existe A € k* tal que vy = Avy. Como ¢(v1) y ¢(v2) son distintos de 0_‘;, tiene sentido hablar
tanto de [¢(v1)] como de [¢(v2)], que son puntos de P(V”). Como ¢ es una aplicacién lineal,

tenemos ¢(vy) = Ao (v1), por lo que ¢(v1) ~ ¢(v), es decir, [p(v1)] = [p(v2)] € P(V'). O

La observacion sugiere definir, a partir de una aplicacién lineal ¢ : V. — V' una
aplicacion entre P(V) y P(V”’), de la siguiente forma:

PV) — PV

= ()]

Implicito en la observacion esta que no podemos esperar que ¢ induzca una aplicacién
entre P(V) y P(V’), bien definida en todos los puntos de P(V'), puesto que bien pueden
existir vectores no nulos v € V', que dan por tanto lugar a puntos [v] de P(V), tales que
¢(v) = 0 (esto pasa si ker¢g es no trivial, es decir, si ¢ no es inyectiva), con lo cual [¢(v)]
no tendria sentido. Podriamos entonces elegir estudiar solo aquellas aplicaciones entre
P(V) y P(V’) inducidas por aplicaciones lineales inyectivas. Sin embargo, no serd esto
lo que hagamos, ya que en ese caso dejariamos de estudiar aplicaciones, que aunque no
estén definidas en todo P(V), son interesantes desde un punto de vista geométrico. Lo

que haremos sera aceptar que ¢ no induce en general una aplicacion bien definida en todo
P (V) pero si en P(V) \ P(ker¢):

Definicién 8.2. (aplicacion proyectiva) Sean V' y V' dos espacios vectoriales sobre k,
sean P(V) y P(V’) sus proyectivizados, sea ¢ una aplicacién lineal no nula de V a V’. La
aplicacion
f: P(V)NP(kerg) — P(V')
[v] = [o(v)]
es una aplicacién bien definida y diremos que es la aplicacion proyectiva de P(V') a P(V')
inducida por ¢. También la denotaremos como

f: P(V) - PV,

Llamaremos a P(ker ¢) el centro de f.



APUNTES DE GEOMETRIA LINEAL 53

Observacion 8.3. En la definicién anterior, como ¢ no es nula, el centro de una aplicacion
proyectiva es un subespacio proyectivo propio de P(V).

Tal como queriamos, una aplicacién proyectiva transforma subespacios proyectivos en
subespacios proyectivos y puntos alineados en puntos alineados:

Proposicion 8.4. Sean V' y V' dos espacios vectoriales, sea ¢ una aplicacion lineal no
nula entre V. y V' y sea f la aplicacion proyectiva entre P(V) y P(V') inducida por ¢.

(1) La imagen de f es P(im¢), que es un subespacio proyectivo de P(V’).

(2) St W es un subespacio vectorial de V, f(P(W)) =P (a¢(W)).

(3) La aplicacion f transforma puntos alineados no contenidos en el centro de f en
puntos alineados.

(4) La imagen inversa de un subespacio proyectivo de P(V') por f es A \ P(ker¢),
donde A = P(¢p7'W’), que es un subespacio proyectivo de P(V) (que contiene al
centro de f, P(kero)).

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 8.5. Sean P(V), P(V') y P(V") tres espacios proyectivos, sea f una apli-
cacion proyectiva entre P(V) y P(V') y sea g una aplicacion proyectiva entre P(V') y
P(V") tal que la imagen de f no estd contenida en el centro de g, que llamaremos A'.
Asimismo, llamaremos A al centro de f. Entonces go f es una aplicacion proyectiva entre
P(V) yP(V") y su centro es f~1(N)UA. Ademds, si f viene inducida por una aplicacidn
lineal ¢ -V — V' y g viene inducida por una aplicacion lineal i - V' — V" go f viene
inducida por 1 o ¢@.

Demostracion. Ejercicio. 0

Corolario 8.6. Sea f una aplicacion proyectiva entre P(V') y P(V') de centro A, y sea
L =P(W) un subespacio proyectivo de P(V') no contenido en A. La restriccion de f a L

f|L L--» P(V/)
es una aplicacion proyectiva de centro AN L.

Demostracion. La inclusion
i:L—P(V)

es una aplicacién proyectiva inducida por la inclusién de W en V. La restriccién f|; es
igual a la composiciéon f oi. Como la imagen de 7 es L y L no esta contenido en A, el
resultado se sigue de la proposicién Observa ademas que si f estd inducida por una
aplicacién lineal ¢, f|., estd inducida por ¢y . 0

Acabamos de ver que una aplicacion lineal da lugar a una (tnica) aplicacién proyectiva.
Ahora bien, si nos dan una aplicacién proyectiva, ;viene esta inducida por una tnica
aplicacion lineal? La respuesta es no, lo cual no es muy sorprendente, tratandose como se
trata de la relacién entre un concepto proyectivo y otro vectorial (recuerda por ejemplo
que un punto del espacio proyectivo P(V') no corresponde a un tnico vector de V):

Proposicion 8.7. Sean V, V' dos espacios vectoriales y sean ¢1 y ¢o dos aplicaciones
lineales entre V y V'. En ese caso, ¢1 y @2 inducen la misma aplicacion proyectiva f entre

P(V) y P(V') si y solo si existe A € k* tal que ¢o = Ay
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Demostracion. Si existe A € k* tal que ¢; = A\¢y es claro que ¢; y ¢o inducen la misma
aplicacion proyectiva. En efecto, ker¢; = kergs, por lo que las aplicaciones proyectivas
inducidas por ¢; y ¢ tendrian el mismo centro A = P(ker¢;) = P(ker¢,). Por otra parte,
dado [v] € P(V) N A, [¢a(v)] = [Ag1(v)] = [d1(v)].

Supongamos ahora que ¢; y ¢y inducen la misma aplicacién proyectiva f. Entonces el
conjunto donde esta definida f es por una parte P(V) \ P(ker¢,) y por otra parte P(V) ~
P(kerg,), por lo que P(kerg;) = P(kergy) y ker¢y = kergy. Consideramos una base
{v1,...,u} de ker¢; = kergo que completamos hasta una base {vy,..., v, v141,...0,} de

V. Tenemos entonces que ¢o(vy) = 0?// = ¢1(v1),...,Pa(vy) = O?// = ¢1(v) y, como
para todo i = [+ 1,...,n se tiene [¢1(v;)] = [p2(v;)], existen A\jyq,..., A, € k* tales que
G2(vir1) = MN1d1(vig1), - -5 P2(vn) = Andi(vy). Sea ahora w = vpq + -+ + v,. Como
[01(w)] = [pa(w)], existe A € k* tal que ¢o(w) = A1 (w), por lo que

Ap1(Vig1) + -+ XD (Vn) = A1 (Vi + - Fvn) =
Ap1(w) = go(w) = Po(Vigr + -+ +Vp) = N1P1(Vigr) + -+ + A (vp).

Como wv;11,...,v, son los vectores que hemos anadido a la base del ntcleo de ¢, para
obtener una base de V', ¢1(vj11), ..., ¢1(v,) son vectores linealmente independientes de V'’
y se tiene que A = \; para todo i = [+ 1,...,n. Sea ahora v un vector cualquiera de V.
En ese caso existen ay, ..., q, € k tales que v = ayv; + - - - + @, v, por lo que

P2(v) = a1 ga(v1) + - - + uda(vr) + arp1a(vigr) + - -+ and2(vn) = A1 (Vi) + -+
Fan A1 (V) = Maagr(v1) + - - + i (v) + a1 (vigr) + - - + and1(vy)) = A (v),
es decir, g = A\¢y. O

Si recuerdas la estructura de k—espacio vectorial del conjunto de aplicaciones lineales
Homy (V, V') entre V' y V', puedes reinterpretar la proposicién de forma mads con-
ceptual:

Corolario 8.8. El conjunto de aplicaciones proyectivas de P(V') a P(V’) tiene estructura
de espacio proyectivo, ya que se le puede identificar con P(Homy(V,V")).

Acabamos esta subseccion dando un ejemplo muy importante de aplicaciones proyectivas,
las proyecciones. Estas aplicaciones justificarian por si solas nuestra decisién de estudiar
aplicaciones proyectivas a las que hemos permitido no estar definidas en todo el espacio
proyectivo.

Definicién 8.9. (proyeccion). Sean Ly = P(W;) y Ly = P(W,) dos subespacios proyec-
tivos no vacios de un espacio proyectivo P(V") sobre k con las siguientes propiedades:

(a) L1 N L2 == @

(b) dimL;+ dimLs = dimP(V) — 1.
Definimos la proyeccion m desde Ly, o con centro Ly, sobre Lo a la aplicacion proyectiva
inducida por la proyeccién vectorial de V' sobre Wy con direcciéon Wy (los subespacios Wy
y W5 son complementarios como se ve en el ejercicio siguiente, por eso podemos hablar de
proyeccién vectorial sobre Wy con direccién Wi). Observa que, de hecho, L; es el centro
de la aplicacién proyectiva 7, por lo que 7 no esta definida en todo P(V)).

Ejercicio 8.10. (1) Demuestra que la condicion V' = W; @ W, es equivalente a las
condiciones (a) y (b) de la definicién de proyeccién . Demuestra que la condicién
V = W1®&W,; es también equivalente a LiyNLy = 0y < Ly, Ly >= P(V) (indicacién:
usa la férmula de Grassmann).
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(2) Sean L, y Lo subespacios proyectivos que cumplen (1) y (2) de la definicién [8.9]y
sea p € P(V)~ L;. Demuestra que la interseccién < L1, p > N Ly es no vacia y que
consiste en un solo punto p’ (indicacién: usa la férmula de Grassmann proyectiva).

Demuestra que m(p) = p'.

Observacion 8.11. La definicion de 7 es muy algebraica. El ejercicio m (2) nos da
una definicién mucho més geométrica de .

Ejemplo 8.12. En P% consideramos L; = {(0: 0: 0: 1)} y Lo el plano proyectivo de
ecuacion implicita zg + x1 + z2 + x5 = 0. La proyeccién 7 desde L; (o, simplemente, desde
el punto (0:0:0:1)) sobre Ly es la aplicacién proyectiva
P3R --3 P%{
(ro:xy:wo:x3) +— (To:xy:To: —Tp— T — T3)

Proyectividades.

Las aplicaciones proyectivas definidas en todo el espacio proyectivo, es decir, las que tienen
centro vacio, vienen con una propiedad anadida:

Proposicién 8.13. Sea f : P(V) --» P(V’) una aplicacion proyectiva. Entonces f estd
definida en todo P(V') (es decir, tiene centro vacio) si y solo si f es inyectiva.

Demostracion. Sea ¢ una aplicacién lineal no nula de V en V' y sea f la aplicacion
proyectiva inducida por ¢. Entonces f tiene centro vacio si y solo si ker¢p = 0 y esto es
equivalente a que ¢ sea inyectiva.

Veamos ahora que f es inyectiva si y solo si ¢ es inyectiva. Sean [v1] y [vs] dos puntos
de P(V). Entonces f([v1]) = f([v2]) si y solo si [¢p(v1)] = [¢(v2)], es decir, si y solo si
o(ve) = Ap(v1) para algin A € k*; o lo que es lo mismo, si y solo si ¢(ve) = ¢(Avy). Por
tanto, si ¢ es inyectiva, vy = Avy, con lo que [v1] = [vs] ¥ [ es inyectiva.

Supongamos ahora que ¢ no es inyectiva. Sea w un vector no nulo del nicleo de ¢, sea
v; un vector de V' \ ker¢ (tal vector v existe porque ¢ no es nula) y sea vy = vy + w.
Entonces [v1] # [v2] pues en caso contrario existiria A € k* tal que vy +w = Av; o, lo que
es lo mismo w = (A — 1)vy, pero como vy no estd en el nicleo de ¢ y w si, A = 1. En ese
caso v; +w = vy por lo que w = 0, contradiciendo nuestra eleccién de w. Por otra parte,

como ¢(w) =0, f([v1]) = [p(v1)] = [¢(v2)] = f([v2]), por lo que f no es inyectiva. O

Ya hemos visto que una aplicacién proyectiva es inyectiva si y solo si esta definida en todo
el espacio de partida. Si ademas de ser inyectiva es biyectiva, diremos que tal aplicacion
proyectiva es una proyectividad o una homografia. Las siguientes dos proposiciones carac-
terizan a las proyectividades entre las aplicaciones proyectivas y nos dicen que sus inversas
también son proyectividades. Dejamos las demostraciones como ejercicio.

Proposicion 8.14. Sea ¢ : V. — V' wuna aplicacion lineal entre dos espacios vectoria-
les y sea f : P(V) --» P(V') la aplicacion proyectiva inducida por ¢. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) La aplicacion proyectiva f es una proyectividad.

(b) La aplicacion proyectiva f es sobreyectiva y su centro es vacio.

(c) El centro de f es vacio y la dimension de P(V') es igual que la dimension de P(V").

(d) La aplicacion lineal ¢ es un isomorfismo entre espacios vectoriales.

Proposicién 8.15. Sea f : P(V) — P(V’) una proyectividad entre espacios proyectivos
inducida por un isomorfismo ¢ entre los espacios vectoriales V' y V'. La aplicacion in-
versa f~1 : P(V') — P(V) de f es también una proyectividad y estd inducida por el
isomorfismo ¢~ 1.
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Definicién 8.16. Decimos que dos espacios proyectivos son isomorfos si existe una proyec-
tividad entre ellos.

Observacién 8.17. Es claro (se deduce del resultado andlogo para espacios vectoriales
y de la proposicién [8.14) que dos espacios proyectivos son isomorfos si y solo si tienen la
misma dimension.

Vemos a continuaciéon algunos ejemplos de de proyectividades:

Ejemplo 8.18. La aplicacion proyectiva
f: P?l’;L -—» P?ﬁ
(o a1 :mg:x3) — (To+o+x3:2) —T3: 20+ X2 To+ 1)

es una proyectividad. Para verlo, basta tomar una aplicacién lineal ¢ de R* a R* tal que
f sea la aplicacién proyectiva inducida por ¢, por ejemplo,
o R* — R?
(w0, 71,29, 23) > (zo + 21 + T3, 71 — T3, To + T2, To + T1),

y comprobar que ¢ es un isomorfimo.

Ejemplo 8.19. En un espacio proyectivo P(V') consideramos un punto p y dos hiperplanos
proyectivos Hy y Hy que no contienen a p. Sea 7 la proyeccién desde p sobre Hy. Entonces
la restriccién de m a H;

™ | Hy: H 1 — H 2
es una proyectividad entre H; yv Hs. En efecto, el corolario implica que 7|y, es una
aplicacién proyectiva que tiene centro vacfo, ya que p ¢ H;. Entonces la proposicién [8.14]
(c) implica que 7|y, es una proyectividad.

Puntos fijos de una aplicaciéon proyectiva.

Investigamos ahora los puntos fijos de una aplicacién proyectiva de un espacio proyectivo
en si mismo. Es claro que las proyecciones tienen puntos fijos (los puntos del subespacio
proyectivo sobre el que se proyecta). En general, dada una aplicacién proyectiva f, inducida
por una aplicacién lineal asociada ¢, de un espacio proyectivo P(V') en si mismo, ;cémo
encontramos sus puntos fijos? Ingenuamente pensarfamos que [v] es un punto fijo de f
si y solo si v es un vector fijo de ¢. Sin embargo, como un punto [v] de P(V) no estd
representado por un unico vector no nulo v € V sino que cualquier vector no nulo v’
multiplo de v cumple [v'] = [v], se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 8.20. Sea f : P(V) --» P(V) una aplicacion proyectiva inducida por una
aplicacion lineal ¢ -V — V.
(1) Un punto [v] de P(V) es un punto fijo de f si y solo siv es un vector propio de ¢
de valor propio no nulo.
(2) Un punto [v] de P(V') pertenece al centro de f siy solo siv es un vector propio de
¢ de valor propio 0.

Demostracion. Que [v] sea un punto fijo de f es equivalente a que [¢(v)] = f([v]) = [v]
y esto equivale a que exista un A € k* tal que ¢(v) = Av. Esto demuestra (1). Por otra
parte, que [v] esté en el centro de f equivale a que v € ker ¢, es decir, a que ¢(v) =0 - v.
U

Asi pues, para hallar los puntos fijos de una aplicacion proyectiva de un espacio proyectivo
P(V) en si mismo, inducida por una aplicacién lineal ¢, debemos calcular los valores
propios y los vectores propios de ¢.
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Ejemplo 8.21. Sea V' un espacio vectorial de dimensién 3 sobre un cuerpo k y sean A
y X dos escalares distintos no nulos de k. Sean ¢ y ¢, aplicaciones lineales de V en V'
cuyas matrices canonicas de Jordan son respectivamente

A0 0 A0 0
oA 1| v [0 x o0
00 A 00 X

Sean f1 y fo las aplicaciones proyectivas de P(V) en P(V) (en este caso P(V) es un
plano proyectivo sobre k) inducidas respectivamente por ¢; y ¢o. Entonces f; y fo son
proyectividades. El conjunto de puntos fijos de f; es una recta proyectiva. El conjunto de
puntos fijos de fy es una recta proyectiva y un punto fuera de esa recta.

Ejercicio 8.22. Halla todas las configuraciones posibles para el conjunto de puntos fijos
de una proyectividad f de P a P cuando k = R y cuando k = C (indicacién: considera
todas las matrices canénicas de Jordan que puede tener un automorfismo de k?).

Sistemas de referencias proyectivos y coordenadas homogéneas.

Al hablar de puntos de P} y al hacer calculos (intersecciones, subespacios proyectivos gene-
rados) con subespacios proyectivos de P} usamos, sin mencionarlo de forma muy explicita,
coordenadas (homogéneas, es decir, determinadas de forma tnica salvo producto por un es-
calar no nulo). Esas coordenadas aparecian “inducidas” por las coordenadas (canénicas) de
k"t Nos interesa ahora ver esas coordenadas homogéneas de P} de una forma no ad-hoc
sino mucho mas conceptual e “intrinsecamente proyectiva”. Esto nos permitira dos cosas.
Por una parte nos permitird usar coordenadas no solo en P} sino en un espacio proyectivo
arbitrario P(V'). Asi, al igual que hemos hecho para espacios vectoriales y espacios afines,
donde el ser capaces de dar coordenadas nos permite dar isomorfismos concretos de un
espacio vectorial o afin arbitrario al espacio vectorial o al espacio afin estandar, veremos
que el dar coordenadas en un espacio proyectivo arbitrario nos permite dar proyectividades
concretas entre dicho espacio proyectivo y el espacio proyectivo estandar. Por otra parte
podremos considerar varios sistemas de coordenadas en P} mismo, elegiendo el que més
convenga para resolver un problema concreto. Dado un espacio proyectivo P(V') de di-
mensién n, queremos definir algin tipo de sistema de referencia que nos permita asignar
n + 1 coordenadas a cada punto de P(V). Como las coordenadas ad-hoc con las que
hemos trabajado en P} vienen de las coordenadas de k™! respecto de la base canénica,
parece 16gico fijar una base B de V para dar coordenadas (homogéneas) en P(V). Es
claro que estas coordenadas homogéneas estaran determinadas salvo multiplicacion por un
escalar no nulo. Por otra parte, querriamos describir el sistema de referencia que vamos a
usar en términos puramente proyectivos. La primera tentacién es, si B = {vg, v1,...,0,},
considerar el conjunto {[vg], [v1],...,[va]}. El problema es que si nos dan un conjunto
{[vo], [v1], .., [vn]} no somos capaces de recuperar la base B, es decir, existen muchas
bases B’ = {vy, v}, ..., v} tales que {[vy], [v1], ..., [v,]} = {[vo], [v1],- ., [va]}. Silos vec-
tores de B’ se obtuvieran a partir de los de B multiplicando por la misma constante no
nula no habria problema, ya que las coordenadas de un mismo vector de V' en una y otra
base serian proporcionales, que es una cuestién con la que ya contabamos y que de todas
formas no ibamos a poder evitar si trabajamos en un espacio proyectivo. El problema es
que, aunque los vectores de B’ son miiltiplos de los de B, no tienen por qué obtenerse de

los B multiplicando por la misma constante. Lo vemos mejor en un ejemplo sencillo en
P2,
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Ejemplo 8.23. Consideramos los puntos pp = (1:0:0),p1 =(0:1:0) y po=(0:0:1)
de P} y el punto p=(1:1:1). ;Cémo podriamos asignar a p unas coordenadas respecto
del conjunto {pg, p1,p2}? Podriamos tomar un representante de p en k*, por ejemplo, el
vector v = (1,1, 1) e, ingenuamente, escribir las coordenadas de v en una base formada por
representantes de pg, p1 y p2, por ejemplo, la base canénica B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)}.
En ese caso, las coordenadas de v son (1,1,1) y las coordenadas de p serfan (1 : 1 : 1).
Pero de igual forma, podriamos haber elegido otra base distinta pero también formada
por representantes de po,p1 v p2, por ejemplo, la base B' = {(1,0,0),(0,2,0),(0,0,3)}.
En este caso, las coordenadas de v respecto de B’ son (1,1/2,1/3) y las coordenadas de p
serfan (1:1/2:1/3) o, si se quiere, (3 :2:1). En cualquier caso, no somos capaces de
asignar a p unas coordenadas tnicas.

Entonces, en un espacio proyectivo P(V) de dimensién n, si tenemos una base B =
{vo,v1,...,v,} de V y el conjunto de puntos proyectivamente independientes al que B
da lugar, necesitamos algtin dato mas para poder recuperar B a partir de dichos puntos,
aunque no recuperemos B del todo de forma tinica sino de forma tnica salvo producto por
un escalar A # 0. Dada una base B = {vg, v1,...,v,} de V lo que haremos serd considerar
no n + 1 puntos, sino n + 2 puntos, que serdn py = [vo],p1 = [v1],- -, Pn = [Un], Pyt =
[vo +v1 + - - + v,]. Puedes comprobar como ejercicio (consulta el ejercicio que estos
puntos pg, p1,- - ,Pnir1 tienen la propiedad de que cualquier subconjunto formado n + 1
puntos de entre ellos es un conjunto de puntos proyectivamente independientes (o lo que
es lo mismo, no estdn contenidos en un hiperplano de P(V'); jves por qué?). Esta es la
propiedad que usaremos en la siguiente proposicion:

Proposicién 8.24. Consideramos n+2 puntos po, .. .,pnt1 de un espacio proyectivo P(V')
de dimension n, tales que no haya ningin hiperplano de P(V') que contenga a n + 1 de
ellos. Entonces existe una base {vo,...v,} de V tal que

(8.24.1) Po = [Vol,-yPn = [Un] ¥ Prt1 = [vo + ... +vn].

Ademds, cualquier otra conjunto de n+ 1 vectores de V' que verifique (8.24.1)) es una base
de V de la forma {Avg, ..., \v,}, para algin \ € k*.

Demostracion. Sean wo, ..., w,41 € V tales que py = [wol,...,Pns1 = [Wpy1]. Como
Do, - - -, Pn 1O estan en ningun hiperplano de P(V'), wy, ..., w, no estan en ningin hiper-
plano de V', es decir, son vectores linealmente independientes, por lo que, al ser n + 1,
forman una base de V. Tendremos entonces una relacién w, 1 = Aowy + - -+ + AWy,
donde ademds Ao, ..., A, son todos no nulos (si fuera \; = 0, entonces los vectores
Wo, -« -y Wi—1, Wiy1, - - - , Wyt serian linealmente dependientes, con lo que estarian contenidos
en un hiperplano, luego los puntos pg,...,0i—1,Pit1,---,Pn+1 estarian en un hiperplano,
en contra de nuestra hipdtesis). Basta tomar entonces vg = Agwy, - - ., Uy = ApWy,.

Supongamos ahora que tenemos vy, ..., v, € V tales que pg = [vg], ..., Pn = [VL] ¥ Pri1 =
[y + -+ +v)]. Entonces extistirdn po, .. ., i1 no nulos tales que

/ _
Yo = Moo

U’;L = HnUn
vyt vL = pirr(vo A+ 4 o).
Sumando las n 4+ 1 primeras igualdades y sustituyendo en la tltima, obtenemos

HoUp + - -+ + [pUp = Hp+1U0 + -+ + [nt1Un
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Como vy, ..., v, forman una base (en particular son linealmente independientes) se tiene
Ho ="+ = [in = Hnt1, que es lo que querfamos demostrar (llamamos X a pg =+ = p, =
:un—i-l)' ]

Definicién 8.25. (referencia proyectiva) Sea P(V') un espacio proyectivo de dimension n.

(1) Decimos que n + 2 puntos de P(V') estan en posicidn general si no existe ningun
hiperplano de P(V') que contenga a n + 1 de ellos.

(2) Decimos que un conjunto #Z = {po,P1,---,Pn;Pns1} €S un sistema de referencia
proyectivo o, simplemente, una referencia proyectiva de P(V') si po, p1, - -, Pns Prt1
estan en posicion general. A p,.; lo llamamos punto unidad de Z.

(3) Dada una referencia proyectiva Z = {po, p1,---,Pn;Pnt1} de P(V) decimos que

B = {wvg,v1,...,v,} es una base asociada a X si py = [vo],p1 = [v1],- -, Pn = V)
Y Pn+1 = [UO+ +Un+vn+1}'

(4) Dado un punto p = [v] de P(V), decimos que (zg : x1 : -+ : x,) son las coor-
denadas homogéneas de p con respecto a una referencia proyectiva R de P(V') si
(zg,1,...,x,) son las coordenadas de v respecto a una base B asociada a Z.

Ejercicio 8.26. Sea B = {vy,...,v,} una base de un espacio vectorial V' de dimensién
n+1. Demuestra que los puntos pg = [vo], . - ., Pn = [Un], Pnt1 = [Vo+- - -+v,] de P(V) estan
en posicién general. Concluye que Z = {po, ..., DPn;Pns1} €8 una referencia proyectiva de

P(V) y que B es una base asociada a Z.

Observacion 8.27. Sea P(V') un espacio proyectivo de dimension n, sea Z una referencia
proyectiva de P(V') y sea p un punto de P(V).

(1) Sean v,v" € V tales que p = [v] = [v/] y sea B una base asociada a Z. Entonces
las coordenadas (zo, ..., 2,) de v y las coordenadas (zj,...,x,) de v’ respecto de
B cumplen (z,...,z) = a(zo,...,z,), para algin a € k*. Por tanto (x¢ : --- :
va) = (2 e 2l

(2) Sean B y B’ dos bases asociadas de #Z y sea p = [v]. Si (zg,...,z,) son las
coordenadas de v respecto de By (yo,---,¥s) son las coordenadas de v respecto
de B’, entonces existe § € k* tal que (yo,...,yn) = B(zo,...,x,). Por tanto,
(o - xn)=(Yo:-:Yn)

Asi pues, dada una referencia cartesiana # de P(V') y un punto p de P(V), las coordenadas
homogéneas de p respecto #Z que aparecen en el apartado (d) de la definicién estan
bien definidas.

Damos a continuacion algunos ejemplos de referencias proyectivas:

Ejemplo 8.28. (referencia proyectiva candnica) La referencia proyectiva canénica de P}

es#={1:0:---:0,0:1:0:---:0),...,0:---:0:1);(1:1:---:1)}. La
base candnica de k"*! es una base asociada a .. Las coordenadas homogéneas del punto
(xo:ay:---:xy,) de P} respecto de Z son (zg: @y : -+ xp).

Ejemplo 8.29. El conjunto Z = {(1:0),(1:1);(1: —1)} es una referencia de Py, y la
base {(2,0),(—1,—1)} de k? es una base asociada a Z.

Observacion 8.30. (1) Si cambiamos el punto unidad de una referencia Z, la base
asociada de la nueva referencia no es en general proporcional a la base asociada
de #Z. Por ejemplo, una base asociada de la referencia Z = {(1 : 0 : --- :
0,0:1:0:--:0,....,0:--:0:1);(L:1:---: —=1)} de P} es
{(1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0),(0,...,0,—1)} y las coordenadas homogéneas del
punto (zg:xy : -+ : x,) respecto de Z son (Tg: -+ : Ty 1: —Tp).
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(2) Si permutamos los puntos de una referencia proyectiva Z, entonces una base
asociada a la referencia proyectiva resultante no es en general proporcional a la
base asociada de Z. Por ejemplo, una base asociada a la referencia proyectiva

ZX={1:1:---:1),(1:0:--:0),...,0:---:1:0;0¢:---:0:1)}es
{(1,1,---,1),(=1,0,---,0),...,(0,--- ,0,—1,0)} y las coordenadas homogéneas
del punto (zg : zy : -+ : x,) respecto de Z son (T, : —xg+ Tp -+ —Tp_1 + Tp).

Ejemplo 8.31. Sea [ la recta proyectiva de P% de ecuacién implicita zg — 1 + 2 = 0
y sea W el subespacio vectorial de R? de ecuacién implicita zy — xy + 22 = 0 (por tanto,
[ =P(WV)). Enesecaso Z = {(1 : 1:0),(1 :0: —1);(0:1:1)} es una referencia
proyectiva de [. La base B = {(1,1,0),(—1,0,1)} de W es una base asociada a Z y un
punto cualquiera (a —b:a:b) del ((a,b) # (0,0)) tiene coordenadas homogéneas (a : b)
respecto de Z.

Como en el caso de un sistema de referencia cartesiano, que nos permite dar un isomorfismo
afin entre un espacio afin cualquiera de dimensién n y el espacio afin estdndar A} (véase
la proposicion , o en el caso de un sistema de referencia cartesiano rectangular, que
nos permite dar una isometria entre un espacio afin euclideo cualquiera de dimensiéon n y
el espacio afin euclideo estandar A} (véase la proposicién , un sistema de referencia
proyectivo nos permite (aunque, como en los dos casos que acabamos de mencionar, de
forma no candnica) dar una proyectividad entre un espacio proyectivo P(V) cualquiera
de dimensién n y el espacio proyectivo estandar P} (esto justifica que la mayoria de
nuestros ejemplos y ejercicios sean en PJ). Lo enunciamos en la siguiente proposicion,
cuya demostracion dejamos como ejercicio:

Proposicién 8.32. Sea P(V') un espacio proyectivo de dimension n sobre un cuerpo k y
sea X una referencia proyectiva de P(V'). Entonces la aplicacion g4 : P(V) — P} que
asocia a cada punto p de P(V') sus coordenadas (xg : --- : x,) con respecto a % es una
proyectividad.

Igual que los isomorfismos afines, que se caracterizan por como actiian sobre las referencias
cartesianas (véase la proposicion , y las isometrias, que se caracterizan por cémo
actian sobre las referencias cartesianas rectangulares, las proyectividades se caracterizan
por como actian sobre las referencias proyectivas:

Proposicion 8.33. Sean P(V) y P(V’) dos espacios vectoriales de dimension n sobre un
cuerpo k y sea f la aplicacion proyectiva de P(V') a P(V'). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) La aplicacion f es una proyectividad.

(b) La aplicacion f transforma cualquier referencia proyectiva Z = {po, - - ., Pn; Pn+1}
de P(V') en una referencia proyectiva Z' = {f(po),- -, f(pn); [(Pns1)} de P(V").

(¢) La aplicacion f transforma una referencia proyectiva Z = {po,...,Pn;Pns1} de

P(V') en una referencia proyectiva ' = {f(po), .-, f(on); f(Pns1)} de P(V").

Demostracion. Sea ¢ una aplicacion lineal de V' a V' tal que f es la aplicacién proyectiva
inducida por ¢. Vemos (a) implica (b), (b) implica (c) y (c) implica (a).

(a) implica (b): Como f es una proyectividad, ¢ es un isomorfismo por la proposicién [8.14]
Sea B = {vy,...,v,} una base asociada a #Z. Entonces ¢(B) = {¢(vp), ..., d(v,)} es una
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base de V' y, por linealidad, ¢(vg + -+ + v,) = ¢(vg) + - - - + ¢(v,,). Como

o) = fw) = 6(v0)]
(8.33.1) o) = fw) = 6(vn)
fPnt1) = fllwo+--+w)) = [o(vg)+ -+ o(vn)],

el ejercicio implica que %’ es una referencia proyectiva de P(V”), siendo ¢(B) una
base asociada de Z’.

(b) implica (c): trivial.

(c) implica (a): Dada una referencia proyectiva Z = {po, ..., Pn;Pni1} de P(V) y una
base asociada suya B = {vy, ..., v,}, supongamos que {f(po),..., f(pn); f(Pns1)} es una
referencia proyectiva de P(V”). En ese caso la proposicién[8.24]y (8.33.1) implican que ¢(B)
es una base de V’. Por tanto ¢ es un isomorfismo entre V' y V' y, por la proposicién [8.14,
f es una proyectividad. O

Igual que en el caso lineal o en el caso afin, las proyectividades son muy rigidas ya que,
como veremos a continuacién, una proyectividad viene determinada por la imagen de una
referencia proyectiva:

Teorema 8.34. Sean P(V) y P(V') dos espacios proyectivos de dimension n y sean % =
{po, - onsPua} Yy Z' = {ph, .., PV} referencias proyectivas de P(V') y de P(V')
respectivamente. FEziste una unica proyectividad f : P(V) — P(V') tal que f(p;) = p,
para todo i =0,...,n+ 1.

Demostracion. Existencia: Sean B y B’ bases asociadas a Z y a #' respectivamente y sea
¢ la unica aplicacién lineal de V' a V' tal que ¢(B) = B’. Como ¢ transforma una base de
V en una base de V', ¢ es un isomorfismo. Consideramos entonces la aplicacién proyectiva
f inducida por ¢, que serd una proyectividad por la proposicion [8.14

Unicidad: Sean f; y fo dos proyectividades entre P(V) y P(V’) tales que fi(p;) = p|
y fao(p;) = pl, para todo i = 0,...,n + 1, y supongamos que f; y f» vienen inducidas
por las aplicaciones lineales ¢; y ¢2 de V a V', que son de hecho isomorfimos por la
proposicién [8.14] Sea B una base asociada a Z. De la demostracién de la proposicién [3.33
se deduce que ¢1(B) y ¢2(B) son bases asociadas a %', por lo que, por la proposicién [8.24]
los vectores de ¢o(B) se obtienen de los de ¢;(B) multiplicando estos ultimos por un escalar
no nulo A. De esto se deduce que ¢o = Ap;. Entonces la proposicién implica que ¢ y
¢o inducen la misma aplicacién proyectiva, por lo que f; = fs. 0

Matriz de una aplicacién proyectiva

Como las aplicaciones proyectivas vienen inducidas por aplicaciones lineales y estas pueden
expresarse en forma de matriz, es logico pensar que también las aplicaciones proyectivas
se podran expresar por medio de una matriz.

Definicién 8.35. (matriz de una aplicacion proyectiva). Sean P(V') y P(V') dos espacios
proyectivos de dimensiones n y m respectivamente, sea f : P(V) --» P(V’) una aplicacién
proyectiva entre ellos, inducida por una aplicacién lineal f : V. — V’'. Sean Z y %’
referencias proyectivas de P(V') y de P(V') y sean B y B’ bases asociadas a Z y a %'
respectivamente. Entonces decimos que la matriz M e (¢) de ¢ respecto de By B’ es una
matriz de f respecto de Z y #’'.

Observacion 8.36. Aunque fijemos #Z y Z#’, no existe una tnica matriz de f respecto
aZy . Poruna parte f no estd inducida por una tnica aplicacion lineal y, por otra
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parte, tampoco existe una tunica base asociada a % ni una tUnica base asociada a #’. Lo
que si podemos asegurar es que la matriz de f respecto de Z y %’ es tnica salvo producto
por una constante no nula (jpiensa por quél!).

Aun siendo conscientes de esta ambigiiedad (a la que ya deberiamos estar acostumbrados
cuando relacionamos conceptos proyectivos y conceptos vectoriales), llamaremos con fre-
cuencia a la matriz M, ,(¢) “la” matriz de f respecto de Z y %' y la denotaremos por
M, ,.(f). Si f es una aplicacién proyectiva de un espacio proyectivo P(V) en sf mismo
y # es una referencia proyectiva de P(V'), generalmente escribiremos M, (f) en vez de

Mg 5 (f)-
La matriz M_ _,(f) es de tamano (m + 1) x (n + 1) y cumple lo siguiente: Sea p €

R, R

P(V) N\ P(Ker(¢)) y sean (z¢ : x1 : -+ : x,) las coordenadas de p respecto de Z. Si
xg) T
RSN
o, -

entonces (z(, : x} : -+ : 2 ) son las coordenadas de f(p) respecto de Z'.

Proposicién 8.37. Sea f : P(V) --» P(V') una aplicacion proyectiva entre dos espa-
cios proyectivos P(V)) y P(V') de la misma dimension. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

s’
3

Demostracion. Ejercicio. 0

Definicién 8.38. (matriz de cambio de referencia proyectiva). Sea P(V) un espacio
proyectivo de dimensién n y sean Z y %' dos referencias proyectivas de P(V'). La ma-
triz de cambio de referencia proyectiva My 4 entre Z y %' es la matriz (de tamano
(n+1) x (n+1)) M, ,,id, o lo que es lo mismo, la matriz de cambio de base de B a B,
donde B es una base asociada a #Z y B’ es una base asociada a #’. Como en el caso de
la matriz de una aplicacién proyectiva, en realidad no existe una unica matriz de cambio
de referencia proyectiva entre Z y %’; dicha matriz es unica solo salvo producto por un
escalar no nulo.

En el siguiente resultado vemos la férmula que cumple la matriz de una composicion
de aplicaciones proyectivas (observa que la férmula es la misma que la que cumple una
composicién de aplicaciones lineales o de aplicaciones afines (véase la proposicién [4.17))):

Proposicién 8.39. Sean P(V), P(V') y P(V") tres espacios proyectivos y sean XZ, X' y
A" referencias proyectivas de P(V'), P(V') y P(V") respectivamente. Sea f una aplicacion
proyectiva entre P(V') y P(V') y sea g una aplicacion proyectiva entre P(V') y P(V") tal
que la tmagen de f no estd contenida en el centro de g. Entonces el producto de matrices

Mgz/’_%// (g) ’ M@’gg/ (f)

es una matriz M, _,(go f) de la aplicacion go f respecto de las referencias proyectivas Z
y R



APUNTES DE GEOMETRIA LINEAL 63

Demostracion. Sean B, B’ y B” bases de V, V' y V" respectivamente, asociadas a %, %’
y Z". Si fy g vienen inducidas por las aplicaciones lineales ¢ y v respectivamente, la
proposicion nos dice que g o f viene inducida por ¥ o ¢, por lo que MB’B,, (Y o @) es
una matriz de g o f respecto de las referencias Z y #”. Asimismo M 55 (¢) es una matriz
de f respecto de las referencias Z y #' y M B/7B,/(w) es una matriz de g respecto de las
referencias Z' y #”. Como

MB,B” (1/} © (b) = MB/,B// (w) ’ MB’B/ (¢)7

tenemos el resultado. O

Corolario 8.40. Sean P(V) y P(V') dos espacios proyectivos.

(1) Supongamos que P(V') y P(V") tienen la misma dimension y sean Z y %' referen-
cias proyectivas de P(V') y P(V') respectivamente. Sea f : P(V) — P(V’) una
proyectividad. Entonces la matriz Mﬂ,%,(f)’1 es una matriz de f~1 respecto de las
referencias X' y X .

(2) Sea f:P(V) --» P(V') una aplicacion proyectiva entre P(V') y P(V'), sean %y y
Ry dos referencias proyectivas de P(V') y sean Zy y XY dos referencias proyectivas
de P(V"). Entonces el producto de matrices

M@/l,@/z ’ Mﬂl,%/l (f> ) Mﬂfzﬂﬁ
es una matriz M%2 o () de la aplicacion f respecto de %y y Xy
T2
(3) Sean %1, B> y X5 tres referencias proyectivas de P(V). Entonces el producto de
matrices
M%,(@S ’ M@LA@Q
es una matriz M de cambio de la referencia %1 a la referencia Xs.

%1,%3

(4) Sean %1 y %o dos referencias proyectivas de P(V'). Entonces M,
invertible y M, , = M1

R, R

. €S UNA Matriz
2

Demostracion. El resultado se obtiene de la proposicion [8.39| razonando de manera analoga
a la demostracién del corolario 418 O

Terminamos esta subseccion viendo algunos ejemplos de matrices de aplicaciones proyec-
tivas y de cambio de referencia.

Ejemplo 8.41. La matriz

110 1
010 -1
101 O
110 O

es una matriz de la proyectividad f del ejemplo [8.18 respecto de la referencia proyectiva
canénica de P%. Asimismo, para todo A € R*, cada matriz

110 1
010 —1
A 1 01 0
110 O
es también una matriz de la proyectividad f del ejemplo [8.18] respecto de la referencia

. ’ . 3
proyectiva candnica de Pg.



64 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO

Ejercicio 8.42. Sean L; = P(WW)) y Ly = P(W5) dos subespacios proyectivos, el segundo
de ellos de dimensién [y, de un espacio proyectivo P(V') sobre un cuerpo k, que cumplen las
condiciones (1) y (2) de la definicién[8.9} Sea 7 la proyeccién desde Ly sobre Ly. Demuestra
que existe una referencia proyectiva Z de P(V') tal que las matrices de f respecto de Z
tienen todos los elementos nulos, excepto los ls + 1 primeros elementos de la diagonal,
que son iguales a un mismo escalar no nulo de k (indicacién: considera una base B de V
formada por una base de W5 y una base de W; y una referencia # de P(V') que tenga a
B como base asociada).

Ejemplo 8.43. Sea 7 la proyecciéon del ejemplo Para cada ntimero real A no nulo,
la matriz

10 0 O
0O 1 0 0
A 0O 0 1 0
-1 -1 -1 0

es una matriz de 7 respecto de la referencia candnica %, de P%. Para cada ntimero real A
no nulo, la matriz

OO O
oo = O
o= OO
o O OO

es una matriz de 7 respecto de la referencia Z = {(1 : =1 : 0 : 0),(1 : 0 : —1 : 0),
(1:0:0:—=1),(0:0:0:1);(1:—1:1:0)} de P (la referencia Z tiene a B =
{(1,-1,0,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,—1),(0,0,0,1)} como una base asociada).

Ejemplo 8.44. Sea % la referencia proyectiva de la observacion m, (2). Para cada
A € k¥, la matriz

1 -1 0 -+ 0
1 0 -1 0
Ao I
1 0 v - —1
1 0 -+ - 0

es una matriz de cambio de Z a la referencia candnica.

Complecién de una aplicacién afin.

Recordemos que una forma de entender el espacio proyectivo P} es como el completado
del espacio afin A}, anadiendo a A} sus puntos del infinito para obtener P}.. Esto nos da
una forma (no unica) de sumergir A} en P}, mediante

in: Ay — Py
(véase ([7.4.1))). Igual que, dado un subespacio afin L de A}, lo hemos completado en P}

obteniendo un subespacio proyectivo L (al que hemos llamado completado proyectivo de
L), veremos ahora que también se puede completar una aplicacion afin f entre A}y A}
a una aplicacion proyectiva entre P}l y P}*. Nuestro objetivo es encontrar una aplicacion
proyectiva f entre P} y PJ" que “extienda” a f, es decir, que haga el diagrama

Ap 5 A
(8.44.1) Yoo
pr L, pp
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conmutativo, o sea, que cumpla f o, = i, o f. Dicho de otra forma, queremos que la
restriccion f a los puntos “afines” de P} (los que vienen de A}) coincida con f.

Proposicion 8.45. Sea f una aplicacion afin entre Aj y Ay’ y sea
1 0
(o 1)
la matriz de f respecto de las referencias candnicas de Al y A" (véase (4.13.1); en parti-
—

cular, M es la matriz de f respecto de las bases candnicas de k" y k™). Sea f la aplicacion
proyectiva entre Py y Py’ que tiene a la matriz N como una matriz asociada respecto de las

referencias proyectivas candnicas de Py y PY. Entonces f es la unica aplicacién proyectiva
entre Py y P’ que hace conmutativo el diagrama (8.44.1]).

Demostracién. Vemos que f hace conmutativo el diagrama (8.44.1). Para eso basta ver

que dado (z1,...,2,) de AL, f(zy,...,2,) = (Y1,...,Ym) implica f(1 : 2y : ---: x,) =
(L:yy:--:ym). Esto se sigue trivialmente de las observaciones y [8.361

Veamos ahora que f es la tnica aplicacién proyectiva que hace conmutativo el diagrama
. Sea g otra aplicacién proyectiva que haga conmutativo el diagrama (8.44.1)) y
supongamos que f y g vienen inducidas respectivamente por aplicaciones lineales ¢ y
entre k"™ y k™*1, Supongamos primero que f es constante y que su imagen es un punto
p. En ese caso es facil ver que tanto la imagen de f como la imagen de g es i,,(p) y que
tanto el centro de f como el centro de § es el hiperplano del infinito, por lo que f y g son
la misma aplicacién proyectiva.

Supongamos ahora que f no es constante. Vamos a ver que 1) = \¢ para algin \ € k*.
Primero veremos que esto es cierto para la restriccion de ¢ y 1) al conjunto de los vectores
de k™! que son representantes de puntos de i,(A}). Sea v € k" tal que [v] = i,(p) €
in(A}). Como f(in(p)) = im(f(p)) = g(in(p)), existe A, € k* tal que (v) = A\,o(v).
Queremos comprobar que A, es el mismo para todo v. Si w es multiplo de v, A\, = A\, por
linealidad.

Sean ahora p,q € A}, p # ¢ tales que f(p) # f(q) y sea r un punto de la recta < p,q >,
distinto de p y ¢. Sean v,w € k™! tales que i,(p) = [v], in(q) = [W] € in(r) = [v + W]
(es decir, {v,w} es una base asociada a la referencia proyectiva {i,(p),i,(q);i,(r)} de la
recta proyectiva que se obtiene al completar la recta afin < p,q >). Veamos que A\, = A,
Tenemos

Aot ®(V) + Aprwd(W) = Apwd(v + w) = P(v + w) = P(v) + P(w) = Ayd(v) + Aywd(w).
Como f(p) # f(q), ¥(v) y ¥(w) son linealmente independientes por lo que A, = Ay = Ay
Ademas, por linealidad, si ', w’ son tales que p = [v/] y ¢ = [w/], entonces Ay = Ay
Sean ahora p,q € A}, p # q con f(p) = f(q) y sear € A} tal que f(p) # f(r) (tal r existe
porque f no es constante). Sean v, w,u € k" tales que i, (p) = [v],i,(q) = [w], i, (r) = [u].
Entonces, por el parrafo anterior, A\, = A, ¥ Ay = Ay, por lo que A\, = \,.

Por tanto, hemos visto que para cualquier pareja de vectores v, w de k"*!, representantes
de puntos de i,(A}), existe A € k* tal que ¥(v) = Ap(v) ¥y ¥(w) = Ap(w). Como entre
los representantes de puntos de i,(A}) podemos elegir una base de k"*! por ejemplo
v =(1,0,...,0), v1 = (1,1,0,...,0), ..., 001 = (1,0,...,1,0), v, = (1,0,...,0,1) y ¢ v
A¢ toman los mismos valores en {vy, ..., v,}, ¥ y A son iguales como aplicaciones lineales
entre k"' y k™+! por lo que f = 7. O

Definicién 8.46. Llamamos a f el completado proyectivo de f.
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La forma de obtener f a partir de la matriz de f es més bien algebraica, por lo que nos
gustaria entender el significado geométrico de la extensién de f a f:

Proposicién 8.47. Sea f : A} — AJ* una aplicacion afin y sea f : P} ——+ PP su
completado proyectivo. Sea v = (x1,...,x,) un vector de K" y seap=(0:x1: - :x,).

— _ —

(1) Si v no pertenece al nicleo de f, entonces f(p) = [w], donde f(v) = w =
(y17~"7ym) yﬁ] = (anla_;ym)

(2) Si v pertenece al nicleo de f, entonces p estd en el centro de f.

Demostracion. La proposicién se sigue de (4.12.1)) y de la proposicién O

., Cudl es el significado geométrico de la proposicién Para conocer la imagen de f
en cada punto de P} tenemos que tratar con dos tipos de puntos: aquellos que provienen
de A} (es decir, los de i,(A})) y aquellos que pertenecen al hiperplano del infinito Ho..
En cuanto a los primeros, ya sabemos por la proposicién que (identificando A} con
in(A}) mediante i,) f coincide con f en AL (por eso f es una “extensién” de f). Lo
que nos dice la proposicio’g es que el valor de f en los puntos del hiperplano del

infinito viene dictado por f. En efecto, si (0 : 23 : -+ : x,) es un punto del infinito y

?((ml, cosn)) = (Y1, Ym), entonces f((0:my:---:2,))=(0:91: - :ym). Es decig

geométricamente, la restriccién de f al hiperplano del infinito describe la forma en que f
transforma las direcciones de k"1

Corolario 8.48. Sea H, el hiperplano del infinito de (la inmersién i, de A} en) P}y
sea H el hiperplano del infinito de (la inmersion ¢, de A} en) P}?. Sea f una aplicacién
afin de A} en A} y sea f el completado proyectivo de f. Entonces

(1) Una aplicacién proyectiva g es el completado proyectivo de una aplicacién afin si'y
solo si
(i) el centro de g esta contenido en HZ ;
(i) Tin(A])) C in(AD): ¥
(if) g(HL) C HE.
(2) Si f es una aplicacién afin de Al en A}, f es una proyectividad si y solo si f es
un isomorfismo afin.

Demostracion. Veamos que si g es el completado proyectivo de una aplicacion afin, entonces
se cumplen (i), (ii) y (iii). La propiedad (i) se sigue de que g esté definida en i, (A}). Por
otra parte (ii) se sigue de la proposicién y (iii) de la proposicién m

Demostramos ahora la otra implicacién de (1). Sea g una aplicacién proyectiva que cumple
(i), (ii) y (iii). En ese caso la imagen de (1:0:---:0) por g esta bien definida y pertenece
a i, (A} por lo que el primer coeficiente de la primera fila de una matriz N de g respecto
de las referencias canodnicas de P} y P}J* es no nulo. Por otra parte, la imagen por g de
cada uno de los puntos (0:1:0:---:0),...,(0:0:---:0:1) o bien no estd definida
(porque alguno de esos puntos puede estar en el centro de §), o bien pertenece a HY. En
cualquiera de los casos eso implica que el resto de los coeficientes de la primera fila de N
han de ser nulos. De aqui se deduce que, multiplicando N por una constante no nula si es
necesario, g tiene una matriz con respecto de las referencias canénicas de P} y P} como la
matriz de la observacion [4.13| Entonces la proposicion [8.45| implica que ¢ es el completado
proyectivo de una aplicaciéon afin.

Por 1ltimo (2) es consecuencia del corolario y de las proposiciones y8.45 O
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Observacion 8.49. Aunque hemos escrito la matriz de f respecto de las referencias carte-
sianas candnicas y la de f respecto de las referencias proyectivas canénicas, podemos lle-
var a cabo los mismos argumentos para un par de referencias cartesianas cualesquiera
X =A{o;v1,...,u.} y Z = {d;v],...,v,} de A} y A}’ respectivamente y para sus refe-
rencias proyectivas “asociadas”, Z y %', donde Z es la referencia proyectiva que tiene a
la base {0;01,...,0,} como base asociada y ' es la referencia proyectiva que tiene a la
base {o/;%,,...,7} como base asociada (si 0 = (z1,...,2,), entonces definimos 6 como
(1,21,...,2,); 81 v; = (i1, . . ., Tin), entonces definimos 9; como (0, Ty, . .., Ti); 0y v} se
definen a partir de o' y v; de manera andloga).

A continuacién vemos varios ejemplos de completados de aplicaciones afines:

4>
Ejemplo 8.50. (traslaciones) Sea t, una traslacién de A} de vector v # 0. El completado
t, de t, es una proyectividad cuyo conjunto de puntos fijos es el hiperplano del infinito de

P}. Como la matriz de ¢, respecto de una referencia cartesiana #Z = {p;v, vy, ..., v,} €s
1 0 e 0
1 10 - 0
0oo1 0 --- 0
(8.50.1) N = : R
00 .- 10
0 0 e 001

existen referencias proyectivas de P}, por ejemplo #, respecto de las cuales ¢, tiene a N
como matriz asociada.

Ejemplo 8.51. (homotecias) Sea h una homotecia de centro o y razén A # 0,1 de A}.
El completado h de h es una proyectividad cuyo conjunto de puntos fijos es la unién
del hiperplano del infinito de P} y el punto i(0). Como la matriz de h respecto de una
referencia cartesiana #Z = {o; B} (donde B es una base cualquiera de k™) es

10 0 -~ 0
o x 0 --- 0
N =1: . :
0 --- A O
0 --- 0 )

existen referencias proyectivas de P}, por ejemplo Z, respecto de las cuales h tiene a N’
como matriz asociada.

Hemos visto que tanto el completado proyectivo de una traslacion como el completado
proyectivo de una homotecia tienen un hiperplano de puntos fijos (la complecién de la
traslacion no tiene mas puntos fijos y la compleciéon de la homotecia tiene un punto fijo
maés). Esto nos motiva a dar la siguiente definicién:

Definicién 8.52. Sea g una proyectividad de un espacio proyectivo P(V) de dimensién
n en si mismo, distinta de la identidad. Decimos que g es una homologia si g tiene un
hiperplano de puntos fijos.

Proposicién 8.53. Sea g una homologia de un espacio proyectivo P(V'). Entonces el
congunto de puntos fijos de g es

(1) un hiperplano de P(V'); o
(2) la union de un hiperplano de P(V') y otro punto fuera de ese hiperplano.
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En el primer caso, existe una referencia proyectiva de P(V') respecto de la cual la matriz
de g es

10 0
110 0
001 0 0
(8.53.1) .
0 0 1 0
0 0 0 1

En el sequndo caso, existe una referencia proyectiva de P(V') respecto de la cual la matriz
de g es

1 0 0 0

0 X 0 0
(8.53.2) : ‘. ]

0 A0

0 0 A

para algin X € k, A #0, 1.

Demostracion. Sea 1 un automorfismo de V' tal que g viene inducido por él. Segun la
proposicion |8.20] existe un hiperplano vectorial W de V formado por vectores propios de 1,
por lo que % tiene un valor propio A no nulo (porque v es un isomorfismo) de multiplicidad
algebraica como minimo n. Distinguimos dos casos: que la multiplicidad algebraica de A
sea n + 1 o que sea n.

En el primer caso la multiplicidad geométrica de \ ha de ser n porque de otra forma
serfa A - idy v ¢ serfa la identidad. Por tanto la forma candénica de Jordan de A=! - ) es
(8.53.1). Por tanto, existe una base B = {wvg, v1,...,v,} de V respecto de la cual la matriz
de A1) es y W = L(vy,...,v,) es el conjunto de todos los vectores propios de
. De ello se sigue que si Z es una referencia proyectiva de P(V') que tiene a B como base
asociada, la matriz de g respecto de Z es y P(W) es el conjunto de puntos fijos
de g.

En el segundo caso el polinomio caracteristico de ¥ es ¢(t — \)"(t — '), donde ¢, A € k*,
N #£ X. En ese caso la forma canénica de Jordan de ¢ = X' -4 es, después de renombrar
A/XN como A, la matriz (8.53.2). Por tanto, existe una base B = {vg,v1,...,v,} de V
respecto de la cual la matriz de ¢ es y el conjunto de vectores propios de 1 es
L(vg) UW (y W = L(vy,...,v,)). De ello se sigue que si #Z es una referencia proyectiva
de P(V) que tiene a B como base asociada, la matriz de g respecto de #Z es y el
conjunto de puntos fijos de g es P(IW) U [vy]. O

Continuamos ahora la definicién R.521

Definicién 8.54. Sea g una homologia de P(V').

(1) Si g es como en (1) de la proposicién decimos que g es una homologia especial.
Si H es el hiperplano de puntos fijos de g decimos que H es el eje de g. Si vy es el
segundo vector de la base B que aparece en la demostracion de la proposicién [8.53,
decimos que [v1] es el centro de g. A las homologias especiales también se las
denomina elaciones.

(2) Si g es como en (2) de la proposicién decimos que ¢ es una homologia general.
Si el conjunto de puntos fijos de g es H U {po}, donde H es un hiperplano y pg es
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un punto fuera de H, decimos que H es el eje de g y que pq es el centro de g. Si A
es el escalar que aparece en ([8.53.2]), decimos que A es la razon de g.

Observaciéon 8.55. jCuidado! El centro de una homologia tal como se ha definido en la
definicion no tiene nada que ver con el centro de una aplicacion proyectiva, tal como
se defini6 en la definicion [8.2] De hecho, una homologia es una proyectividad, por lo que,
vista como aplicacion proyectiva, tiene centro vacio.

Observacién 8.56. La forma en que hemos descrito las homologias en la demostracion
de la proposicion es bastante algebraica, pero existe una descripcién més geométrica
y sintética que puedes encontrar en el teorema 8.13 de los “Apuntes de Geometria Proyec-
tiva” de E. Arrondo (aunque tendrds que esperar a la siguiente seccién para poder en-
tenderla pues usa el concepto de razén doble). Esta descripcién incluye una caracteri-
zacién geométrica tanto del centro de una homologia especial (la definicién que hemos
dado nosotros de centro de una homologia especial no solo es algebraica sino que parece
bastante ad—hoc) como de la razén de una homologia general.

Hemos visto en los ejemplos y que el completado proyectivo de una traslacién es
una homologia especial mientras que el completado proyectivo de una homotecia es una
homologia general. Sin embargo, tal como veremos en el ejercicio[8.57, las traslaciones y las
homotecias no son los tnicos isomorfismos afines de A} cuyo completado proyectivo es una
homologia; también tienen esta propiedad las transvecciones y las dilataciones con base
un hiperplano (para la definicién de dilatacién y de transveccién consulta el ejercicio m

y la definicién [3.39)).

Ejercicio 8.57. Sea f un isomorfismo afin de A} en si mismo y sea f su completado
proyectivo.

(1) Demuestra que f es una homologia especial si y solo si f es una traslacién o una

transveccion. B
(2) Demuestra que si f es una traslacién de vector v entonces el eje de f es el hiper-
plano del infinito y el centro de f es [0] (donde, si v = (z1,...,x,), entonces

0= (0,21,...,2,)).

(3) Demuestra que si f es una transveccién de eje L y v es el vector del apartado (3)
del ejercicio @ entonces el eje de f es L y el centro de f es [0] (¥ se define como
en el apartado (2)).

(4) Demuestra que f es una homologia general si y solo si f es una homotecia o una
dilatacién con base un hiperplano.

(5) Demuestra que si f es una homotecia de centro o y razén A entonces el eje de f es
el hiperplano del infinito, el centro de f es i(0) y la razén de f es .

(6) Demuestra que si f es una dilatacién de base un hiperplano afin L, direccién L(v)
y razén p entonces el eje de f es L, el centro de f es [0] (donde © se define como
en el apartado (2)) y la razén de f es p~'.

Observacién 8.58. La proposicion [8.53| nos dice entre otras cosas que si elegimos para
cada homologia especial g una referencia proyectiva adecuada, la matriz de g respecto
a esa referencia sera la que aparece en (8.53.1)). Esto quiere decir que dos homologias
especiales son indistinguibles desde el punto de vista proyectivo. Sin embargo el completado
proyectivo de una traslacién y de una transveccién (que son isomorfismos afines cualita-
tivamente muy distintos, ya que el primero no tiene puntos fijos y el segundo tiene un
hiperplano de puntos fijos) es en ambos casos una homologia especial. ;Cdémo es esto
posible? La razon es la siguiente. Si f; es una traslacion, existe una referencia cartesiana
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%, de A} respecto de la cual la matriz de f; es

10 0

110 0

001 0 0
(8.58.1)

00 1 0

00 0 1

Por otro lado, si f> es una transveccion, existe una referencia cartesiana %, de A} respecto
de la cual la matriz de f5 es

10 0
010 0
011 0 0
(8.58.2)
00 -+ 1 0
00 - 0 1

Entonces la matriz de f; respecto de la referencia proyectiva %; de P} es y la
matriz de f, respecto de la referencia proyectiva %, de P} es . Es posible pasar de
(8.58.1)) a (8.58.2)) mediante un cambio de coordenadas homogéneas, por ejemplo, mediante
el cambio entre las referencias proyectivas %, y Z». Sin embargo, después de dicho cambio,
el hiperplano del infinito, que tenia ecuacién zy = 0, ya no tiene ecuaciéon z;, = 0. Eso
quiere decir que ese cambio de coordenadas homogéneas no es el completado proyectivo
de ningin cambio de coordenadas cartesianas. En efecto, no existe ningin cambio de
referencias cartesianas que transforme la matriz en la matriz . Sabemos
sin embargo por el ejercicio que si el completado proyectivo f de un isomorfismo afin
f es una homologia especial, f es necesariamente una traslacion o una transveccion y que
la forma de saber si es una cosa o la otra es el comportamiento de f en el hiperplano del
infinito: si el hiperplano del infinito es el eje de f (es decir, si todos los puntos del plano del
infinito son puntos fijos de f), entonces f es una traslacién y si el hiperplano del infinito
no es el eje de f (es decir, si no todos los puntos del plano del infinito son puntos fijos de
f), entonces f es una transvecciéon. Asi pues, completar el espacio afin afin nos hace ver
que, aunque desde el punto de vista afin una traslacion y una trasveccién son isomorfismos
afines distintos, si miramos “mas alld”, vemos que no lo son. Una trasveccién tiene un
hiperplano de puntos fijos. Una traslaciéon también “tiene” un hiperplano de puntos fijos:
el hiperplano del infinito.

De la proposicion se deduce también que dos homologias generales de la misma razén
son indistinguibles desde el punto de vista proyectivo. Sin embargo el completado proyec-
tivo de una homotecia de razon A\ y de una dilatacién con base un hiperplano y razén
A1 (que son isomorfismos afines cualitativamente muy distintos, ya que el primero tiene
solo un punto fijo y el segundo tiene un hiperplano de puntos fijos) es en ambos casos una
homologia general de razén . Los motivos de esta aparente paradoja son los mismos que
explicamos antes en el caso de traslaciones, transvecciones y homologias especiales. Igual
que entonces, una dilatacion con base un hiperplano tiene un hiperplano de puntos fijos
pero “tiene” un punto fijo mas en el infinito. Una homotecia tiene un punto fijo “afin” y
“tiene” ademds un hiperplano de puntos fijos: el hiperplano del infinito.
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Ejercicio 8.59. Describe el conjunto de puntos fijos y, eligiendo una referencia adecuada,
da la matriz més sencilla posible para el completado proyectivo de una dilatacion de A}
de base no necesariamente un hiperplano.

Terminamos esta subseccién viendo cémo son los completados proyectivos de proyecciones
y simetrias:

Ejemplo 8.60. (proyecciones) Sea m la proyeccién en A}, sobre un subespacio afin L
paralelamente a un subespacio vectorial U de k™ (recuerda que U y la direccién de L han
de ser subespacios vectoriales complementarios). El completado 7 de 7 es la proyeccién

— ~ ~ —
sobre L con centro P(U), donde U =i, (U) e
T N
(1, yxn) = (0,21,...,2,).

En particular, los puntos fijos de 7 son los puntos de L. Puedes comprobar todo esto
de manera geométrica o escribiendo la matriz de T respecto de una referencia proyectiva

adecuada, tal y como hemos hecho en los ejemplos y [8.51}

Observaciéon 8.61. Entendamos el ejemplo de una forma més intuitiva. En A} con-
sideramos una proyeccion 7 sobre un plano L, paralelamemte a una recta afin . Podemos
pensar que L es el suelo y las rectas paralelas a [, cuya direccién seguimos al proyectar,
son los rayos del sol, que en este modelo afin estd infinitamente lejos (por eso sus rayos
son paralelos). Es decir, en este caso el sol estarfa “fuera” de nuestro modelo. Cuando
completamos A} para obtener P}, el sol, que estaba fuera del modelo afin, se convierte en
un punto de P3 (es uno de los puntos del infinito que hemos afiadido), o sea, que ahora el
sol esta dentro de nuestro modelo proyectivo. De hecho el sol seria el punto del infinito p
de la recta [ y es el punto desde el cual proyectamos (es el centro de la proyeccién 7). Es
decir, que ahora los rayos sf salen desde un punto de nuestro espacio, el punto p de P}.

Ejemplo 8.62. (simetrias) Sea o la simetria en A}, respecto de un subespacio afin L de
dimensién [, paralelamente a un subespacio vectorial U de k™ de dimensién u (recuerda
que U y la direccion de L han de ser subespacios vectoriales complementarios, por lo que
| +u = n). El conjunto de puntos fijos del completado & de o es L U P(U), donde

U= ZL(U ) e ZZ se define como en el ejemplo [8.60, Puedes comprobar todo esto de forma
geométrica o desmostrando que, respecto de una referencia proyectiva adecuada, la matriz
de 7 es una matriz diagonal de orden n + 1 con [ 4+ 1 unos y v menos unos en la diagonal.
La proyectividad @ es una proyectividad involutiva, es decir, cumple 7> = idpp. Para las
propiedades de las proyectividades involutivas y para una descripcién y caracterizacion
geométrica de las mismas, puedes consultar el teorema 8.12 de los “Apuntes de Geometria
Proyectiva” de E. Arrondo (aunque para entender el enunciado y leer la demostracién de
dicho teorema deberas esperar a la siguiente subseccion ya que la razén doble juega un
papel protagonista en el teorema).

La razén doble.

Igual que en el caso afin el concepto de razén simple nos servia para caracterizar las
aplicaciones afines (ya que estas son las aplicaciones que llevan puntos alineados a puntos
alineados y conservan la razén simple de las ternas de puntos alineados), en geometria
proyectiva existe el concepto de razon doble de una cuaterna de puntos alineados y las
proyectividades se van a caracterizar por llevar puntos alineados a puntos alineados y por
conservar la razén doble.



72 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO

Definicién 8.63. (Razdn doble) Sea (a, b, ¢, d) una cuaterna ordenada de puntos alineados
de un espacio proyectivo sobre un cuerpo k, tales que a, b y ¢ son puntos distintos, y sea [
la recta que los contiene. Sea f la proyectividad de [ a Py que llevaa a (0:1),ba (1:0)y
ca (1:1). Entonces, si f(d) = (po : p1), lamamos razén doble de a,b,c,d y la denotamos

por [CL, b7 G, d] ap= Pl/ﬂo-

Observacion 8.64. La razén doble [a, b, ¢, d] de cuatro puntos alineados distintos a, b, ¢, d
es un nimero de k \ {0,1}. En efecto, como d # a,b,c y f es una biyeccion, (pg : p1) #
(1:0),(0:1),(1:1) por lo que el cociente p;/py es un nimero bien definido de k y no
puede ser ni 0 ni 1. Por otra parte, si p € k~ {0,1}, (p:1) # (1:0),(0:1),(1:1) ysi
definimos d := f~!(1 : p), es claro que [a,b, c,d] = p. Por tanto, todo p € k \ {0,1} se
realiza como la razén doble de cuatro puntos alineados distintos.

Observacién 8.65. Observa que, como a, b, ¢ son puntos distintos, #Z = {b,a;c} es una
referencia proyectiva de [. Entonces, (po : p1) son las coordenadas del punto d respecto de

X.

Observacién 8.66. Podemos definir la razén doble de una cuaterna ordenada (a, b, ¢, d)
de puntos alineados en el caso en que a,b, ¢ sean distintos y d sea igual a a,b o ¢ con el
siguiente convenio:

[a, b, c,a] = oo,

[a,b,c,b] =0,

[a,b,c,c] =1
(observa que este convenio es coherente con la definicién dada de razén doble de cuatro
puntos distintos).

Observacién 8.67. La definicién [8.63| que hemos dado de razén doble no es undnime. Para
algunos la razén doble es pg/p1, es decir, la inversa de la que hemos definidos nosotros.
Como ejercicio, comprueba que la definicién de razon doble coincide con las defini-
ciones de razén doble que puedes encontrar en el capitulo 3 de “Apuntes de geometria
proyectiva”, de E. Arrondo, en el capitulo V.6 de “Geometry”, de M. Audin, o en la
definicién V.1.1 de “Lecciones de Geometria Proyectiva”, de J.M. Rodriguez y J. M. Ruiz
(jpero ten cuidado con la notacién de estos textos, que puede ser diferente a la nuestral).
Comprueba que, por el contrario, lo que nosotros hemos definido como razén doble es la
inversa de la definida en la definicién 3.2.1 de “Nociones de Geometria Proyectiva”, de E.
Outerelo y J.M. Sanchez.

La propiedad mas importante de la razén doble es que es conservada por las proyectivi-
dades:

Proposicién 8.68. Sean P(V) y P(V') dos espacios proyectivos y sea g : P(V) — P(V")
una proyectividad. Entonces g

(1) lleva puntos alineados distintos a puntos alineados distintos y
(2) conserva la razon doble de cuaternas ordenadas de puntos alineados.

Demostracion. Sabemos que las aplicaciones proyectivas llevan puntos alineados a puntos
alineados. Por otra parte, como f es una proyectividad, f es inyectiva y lleva puntos
distintos a puntos distintos. Sean ahora a,b,c,d cuatro puntos alineados distintos de
P(V) y sea [ la recta de P(V) que los contiene. Como f es una proyectividad, I’ =
f(l) es una recta de P(V’). Consideramos la referencia proyectiva #Z = {b,a;c} de .
Como f(a), f(b), f(c) son puntos distintos de !’, forman una referencia proyectiva %' =
{f(), f(a); f(c)} de I". Sean ahora (py : p1) las coordenadas de d respecto de Z. Si
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B = {vg,v1} es una base asociada de Z y ¢ : V — V' es un isomorfismo que induce
f, B = {¢p(vg),¢(v1)} es una base asociada a #’. Entonces d = [povg + pr1] y f(d) =
[6(povo + p1v1)] = [pod(vo) + p1¢(v1)], por lo que las coordenadas de f(d) respecto de Z’
son también (pg : p1). El resultado se sigue de la observacién m 0

Al igual que la razén simple sirve para caracterizar las aplicaciones afines, la razon doble
sirve para caracterizar las proyectividades. Asi, el reciproco de la proposicién [8.68| es
cierto y tenemos el siguiente teorema cuya demostracién no daremos (puedes encontrarla
por ejemplo en el Teorema 7.9, “Apuntes de geometria proyectiva”, de E. Arrondo):

Teorema 8.69. Sea f : P(V) — P(V') una aplicacion biyectiva entre dos espacio proyec-
tivos P(V') y P(V'). Entonces f es una proyectividad si y solo si f lleva puntos alineados
a puntos alineados y conserva la razon doble de cuaternas ordenadas de puntos alineados.

Como en el caso afin, un resultado mas fuerte (y sorprendente) es cierto (puedes encon-
trar una demostracion del mismo en “Apuntes de Geometria Proyectiva’, de E. Arrondo,
teoremas 7.13 y 7.14):

Teorema 8.70. Sea f : P(V) — P(V') una aplicacion entre dos espacios proyectivos
reales de dimension mayor que 1. Entonces f es una proyectividad si y solo st f transforma
biyectivamente rectas en rectas.

A las aplicaciones entre espacios proyectivos de dimensién mayor que 1 que transforman
biyectivamente rectas en rectas las llamaremos colineaciones. El teorema[8.70dice entonces
que, para espacios proyectivos reales, los conceptos de proyectividad y colineaciéon son
equivalentes. Cuando el cuerpo k es arbitrario lo que se tiene es que una aplicacion
entre espacios proyectivos de dimensién mayor que 1 es una colineacién si y solo si es
una semiproyectividad. Una semiproyectividad es una aplicacién entre espacios proyectivos
inducida por un semi-isomorfismo de espacios vectoriales. Un semi-isomorfismo de espacios
vectoriales es una aplicacién biyectiva semilineal. Una aplicacién semilineal ¢ entre dos
espacios vectoriales V' y V' sobre k es una aplicaciéon que respeta la suma pero que no
respeta el producto por escalares sino médulo un automorfismo de k. De forma precisa,
¢ es semilineal si para cualesquiera vy,vy € V, ¢(v1 + v2) = ¢(v1) + @(ve) y existe un
automorfismo ¢ de k tal que, para todo A € k y para todo v € V, ¢(Av) = Jd(A)v.
Como R no tiene més automorfismos que la identidad (consulta “Apuntes de Geometria
Proyectiva”, de E. Arrondo, teorema 7.14 o “Geometria”’, de S. Xambdo, corolario 1.43),
una semiproyectividad entre espacios proyectivos reales de dimension mayor que 1 es una
proyectividad, de ahf la equivalencia enunciada en el teorema [8.70]

Vemos a continuacién cémo calcular la razén doble en la practica:

Proposicién 8.71. Sean a, b, c,d cuatro puntos distintos de una recta proyectiva | y sea
Z una referencia proyectiva de . Si las coordenadas de a, b, c,d respecto de Z son respec-
tivamente (ag : a1), (b : b1), (co : c1), (do : dy), entonces

det [ %0 0 . det bo do
a C b1 d1
la,b,c,d] =

Qo dg bo Co '
det (Ch dl)-det <b1 C1>

Demostracion. Ejercicio. O

La férmula de la proposicion [8.71| nos permite ver facilmente como cambia la razén doble
si permutamos los puntos a, b, c¢,d de una cuaterna ordenada. Por ejemplo, es claro que
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la,b,c,d] = [b,a,d,c] o que [b,a,c,d] es la inversa de [a,b,c,d] (esto también se puede
comprobar a partir de la definicién). Como ejercicio, puedes demostrar que si [a, b, ¢, d] = p,

los valores de la razén doble de las permutaciones de a,b, ¢, d son p, L, 1 — p, - £ 2=1
p 1=p? p=17 p

Vemos ahora el porqué del nombre “razén doble”. Como las proyectividades conservan
la razén doble y toda recta proyectiva es isomorfa Py, hacemos nuestro argumento para
la razén doble de cuatro puntos de Pj. Recordemos que Py = P(k?). Si imitamos,
para Py, la construccién del plano proyectivo estdndar como complecién del plano afin
estdndar (que sumergfamos en k® como el plano de ecuacién oy = 1), es claro que pode-
mos ver PL como la unién {(x¢ : z1) : g # 0} U {(0 : 1)}. Asi pues, identificamos el
conjunto {(xg : x1) : g # 0} de Py como la recta afin A}, identificando el punto de
coordenadas proyectivas (1 : £) con el punto de AL de coordenada afin . Consideramos
entonces a,b,c,d € PL, puntos distintos de (0 : 1). Dichos puntos serdn de la forma
a=(1:a),b=(1:8),c=(1:7),d=(1:4)y corresponden a los puntos «, 3,7, de A,..
Por la proposicion 8.71],

(y—a)(6 —B)
a,b,c,d| =
b ed =G0 n - )
y esto se puede reescribir como el siguiente cociente de razones simples de puntos de Aj.:
4]
la,b,c,d] = (B )
(av0)

Es decir, [a, b, ¢, d] es una razén de razones simples, o sea, una razén doble.

Si en argumento anterior consideramos a = (0:1),b=(1:8),c=(1:7),d=(1:0) (es
decir, a serfa el punto del infinito de A} ), obtenemos que [a, b, c,d] = (8 ). Recordemos
que S es el punto medio del segmento 4 si y solo si (3vd) = —1. Por tanto, dados cuatro
puntos a, b, ¢, d en una recta proyectiva [, [a,b,¢,d] = —1 si a es el punto del infinito y b
es el “punto medio” de cd (escribimos punto medio entre comillas porque, en geometria
proyectiva no tiene sentido hablar de punto medio de un segmento; si lo tiene cuando
fijamos un punto del infinito en [ y esto nos permite considerar un segmento de una recta
proyectiva como un segmento de una recta afin). Si [a, b, ¢, d] = —1 decimos que (a, b, ¢, d)
es una cuaterna armonica.

Hasta ahora hemos visto que, de forma natural, la geometria afin y la geometria proyectiva
estdn relacionadas (complecién de subespacios y aplicaciones afines). Sin embargo, no
parece tan claro qué relaciéon puede haber entre los conceptos métricos o euclideos y los
conceptos proyectivos. Pues bien, la razén doble nos permite hacer esta conexién. Primero
interpretamos los dngulos en el plano euclideo en términos de la razén doble de puntos del
infinito y después vemos que las semejanzas del plano afin euclideo se caracterizan por ser
aquellos isomorfismos afines cuyos completados proyectivos dejan invariantes los puntos
ciclicos (definidos en el ejercicio 3 de la lista de ejercicios de Geometria Proyectiva).

Proposicion 8.72. Sea A% el plano afin euclideo estdndar con la orientacién usual. Sean
v = (v,v2) y w = (wy,ws) dos vectores de R?, sean p; = (0 : vy : vy) y p2 = (0 : wy : wo)
los puntos del infinito correspondientes a L(v) y L(w) respectivamente y sean I = (0 : 1 : )
yJ =(0:1:—i) los puntos ciclicos. Entonces, [I,J,v,w] = cos20 + isen20, donde 0 es
el angulo que va de w a v en el sentido antihorario (es decir, el dngulo orientado entre
w yv). En particular, dos rectas afines Iy y lo de A} son perpendiculares si y solo si sus
puntos del infinito respectivos p1 y pe cumplen [I,J,p1,p2] = —1 o, lo que es lo mismo,
(I, J,p1,p2) sSon una cuaterna armdnica.
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Demostracion. Este resultado es la proposiciéon 5.9 de “Apuntes de geometria proyectiva”,
de E. Arrondo; puedes encontrar una demostracion alli. 0]

Proposicién 8.73. Una isomorfismo afin f del plano afin euclideo esindar A% en si
mismo es una semejanza si y solo si el completado proyectivo f de f, extendido a P%
de la forma natural, deja invariante el conjunto de puntos ciclicos {I,J} (es decir, si
FALJY ={1,J}). Ademds f es directa siy solo si I y J son puntos fijos de f e inversa si
y solo si f intercambia I y J. Por iltimo, una proyectividad g de P% que deje invariante
la recta del infinito (de la inmersién i de Ak a P&) cuya extension natural a P%, deje

invariante el conjunto de puntos fijos {1, J} es el completado proyectivo de una isometria
de A%.

Demostracion. Este resultado es la proposicion 5.8 de los “Apuntes de Geometria Proyec-
tiva”, de E. Arrondo (ten cuidado con una pequena discrepancia en la nomenclatura: lo
que alli se llama cambio de coordenadas en P% y cambio de coordenadas isométrico es lo
que en nuestro enunciado llamamos, respectivamente, proyectividad de P% e isometria ).
Puedes encontrar una demostracién del resultado en dichos apuntes. O

El significado de la proposicion [8.73] es el que exponemos a continuacion. Hemos visto
y continuaremos viendo (en la préxima seccién cuando veamos resultados geométricos
clésicos pero, sobre todo, cuando estudiemos cénicas en el tema 3) que podemos hacer
geometria afin con herramientas proyectivas, siguiendo este razonamiento tipo:

(1) tomamos un problema afin;

(2) lo “proyectivizamos” (anadiendo los puntos del infinito);

(3) resolvemos el problema proyectivo resultante;

(4) obtenemos de la solucién del problema proyectivo la informacién necesaria para
resolver el problema afin original (volvemos al espacio afin quitando los puntos del
infinito).

Siguiendo el mismo esquema intentaremos hacer geometria afin euclidea usando herramien-
tas proyectivas. Sin embargo, la proposicién|8.73|nos dice que usando herramientas proyec-
tivas podemos hacer geometria afin euclidea solo a medias. En efecto, mas que geometria
afin euclidea (que es la geometria que conserva las distancias, es decir, las formas y los
tamanos), la geometria que propiamente se puede hacer usando razonamientos proyec-
tivos es la geometria conforme (es decir, la geometria que conserva las formas, pero no
necesariamente los tamanos).
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9. RECTAS EN EL PLANO PROYECTIVO

En este tema vamos a explorar algunos aspectos de la geometria de las rectas de un plano
proyectivo. Como ya hemos visto, si tenemos un plano proyectivo arbitrario sobre un
cuerpo k y fijamos una referencia proyectiva, podemos establecer una biyeccién, que es de
hecho una proyectividad, entre dicho plano proyectivo y el plano proyectivo estdndar P3.
Esto justifica que en este tema trabajemos por simplicidad con rectas de P} principalmente,
yva que sabemos que asi no perdemos generalidad y capturamos toda la geometria del
problema que queremos abordar.

Parametrizacion de una recta proyectiva

Ejemplo 9.1. Consideramos la recta [ de P de ecuacién xq—z;+x9 = 0y consideramos la
referencia proyectiva Z = {(1:1:0),(0:1:1);(1:2:1)} de l (comprueba que en efecto
Z es una referencia proyectiva de [). ;jQué quiere decir que un punto p = (xg : 1 : x2)
de [ tiene coordenadas (homogéneas) (o : t;) con respecto a Z? Es decir, ;qué punto (de
P) es p? El punto p es el punto (ty : to + 1 : ¢1) (jcompruébalo!). Recordemos que este
proceso de asignar a cada valor (fg : t;) € Py, el punto de [ que tiene a (¢ : t;) como sus
coordenadas respecto de Z nos proporciona una proyectividad de Py, a [ (la inversa de la
proyectividad v, definida en la proposicién , que es concretamente

w; : Py — [
(to : tl) — (to to+ 1 tl)
Ademas, este proceso nos proporciona también unas ecuaciones paramétricas de l, ya que

estamos diciendo cémo tienen que ser los puntos (z¢ : 1 : x2) de [ en funcién de los valores
(to : t1) de los pardmetros:

rg = t()
(911) r1 = to + tl
To = tl .

Observamos que (9.1.1)) son también las ecuaciones de w;, pensada, en vez de como
proyectividad de P! a [, como aplicacién proyectiva de Py. a Pi, respecto de las referencias
canénicas de PL y P.

Ejercicio 9.2. Si consideramos la referencia ' = {(1:1:0),(0:1:1);(1: —=1:—-2)} de
la recta [ del ejemplo anterior, ;cudl es la proyectividad que obtenemos al asignar a cada

valor (to : t1) de Py el punto p de [ de coordenadas (¢, : t1) respecto de Z'? ;Cuédles son
las ecuaciones paramétricas correspondientes?

Recordemos que unas ecuactones paramétricas o una parametrizacion de una recta
[ =P(W) de P (W es un plano vectorial de k?) son unas ecuaciones

Trg = (lot() + bOtl
(921) ry = a1t0 + bltl
Ty = agly+ baty,

donde B = {(ap, a1, as3), (bo, by, b2)} son un sistema de generadores (y por tanto, una base)
de W. Observamos que la referencia proyectiva Z = {(ap : a1 : as2),(by : by : by);
(ap + bo : a3 + by : ag + bg)} de [ tiene a B como base asociada. Por tanto, la proyec-
tividad que asigna a cada (to : t1) el punto p € [ (vista [ como subespacio proyectivo de
P3) de coordenadas (t : ;) respecto de Z, tiene a como ecuaciones respecto a las
referencias canénicas de Pl y Pi. En vista de esto y del ejemplo podemos dar una
nueva definicién de parametrizacién de una recta de Pi:
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Definicién 9.3. Sea [ = P(V) una recta proyectiva de PZ. Una parametrizacién de [
es una proyectividad f de PL a [. La proyectividad f viene determinada por la imagen
de tres puntos distintos de P, por ejemplo, por la imagen de (1 : 0),(0: 1),(1: 1) (la
referencia candnica de PL). También podemos dar f de manera explicita como

(931) (to . tl) — (aoto -+ botl . alto + bltl . CLQtO + bgtl),
donde (ag, a1, as) y (bo, b1, bs) son vectores linealmente independientes de W.

Observacién 9.4. Por lo que hemos visto, una parametrizacion f de una recta proyectiva
[ de P nos da una forma de “recorrer” [, ya que para cada valor del pardmetro homogéneo
(to : t;) € P} obtenemos un tnico punto f(fy : ¢;) de I. Por ello, segiin movemos el
pardmetro homogéneo de P}, vamos recorriendo toda la recta [, pasando por todos sus
puntos una sola vez. Observamos también que para tener determinada de forma tinica una
parametrizacién f de [ necesitamos especificar las imégenes que toma f para (1:0),(0: 1)
y (1 : 1) o, en general, para tres valores distintos del pardmetro homogéneo (ty : t;)
(esto es as{ porque una proyectividad de P}, a [ viene determinada por la imagen de los
puntos de una referencia proyectiva de P} y una referencia de P} consiste en tres puntos
distintos de P}). Si, por el contrario, solo especificamos los valores py = (ag : a; : as)
y p1 = (bg : b1 : by) que una parametrizacién de [ ha de tomar en dos valores distintos
del pardmetro homogéneo, por ejemplo, en (1:0) y (0 : 1), habra varias (si k es infinito,
infinitas) parametrizaciones f tales que f(1:0) = (ag:ay :a2)y f(0:1) = (by : by : by).
Esto es porque {(1 : 0),(0 : 1)} no son una referencia de PL, por lo que especificar las
iméagenes que una proyectividad ha de tener en dichos puntos no determina la proyectividad
de forma tunica. Dicho de otro modo, hay muchas maneras distintas de parametrizar [ de
forma que pasemos por el punto py para el valor (1 : 0) del paramétro y por el punto p;
para el valor (0 : 1) del parametro. Simplemente, hay que escoger imagenes distintas para
(1 : 1) (el punto unidad de la referencia proyectiva canénica de PL); cada una de estas
elecciones dard lugar a una proyectividad de Py a [ distinta. Dicho de otra forma, las
distintas elecciones de imagen para (1 : 1) dardn lugar a distintas maneras de recorrer [
que solo tendrdn en comun entre ellas esto: todas pasan por py para el valor (1 : 0) del
pardmetro y por p; para el valor (0 : 1) del pardmetro. Otra forma de entender por qué
ocurre esto es fijarnos en las posibles parametrizaciones de W (recuerda que W es el plano
vectorial de k3 para el que [ = P(W)). Para que una parametrizaciéon de [ tome el valor
poen (1:0)y el valor p; en (0 : 1) basta considerar una parametrizacién de W que lleve el
valor (1,0) de los parametros a un miltiplo no nulo cualquiera del vector vy = (ag, a, az) y
el valor (0, 1) de los parametros a un multiplo no nulo cualquiera del vector vy = (b, by, ba).
Segun los miultiplos de vy y v; que elijamos, la imagen de (1, 1) por la parametrizacion de
W resultante generard distintos “rayos” vectoriales en WW.

Observacién 9.5. La definicién se puede extender de manera obvia a una recta
proyectiva de P} o incluso a una recta proyectiva de un espacio proyectivo arbitrario
P(V). La definicién también se extiende a subespacios A de dimensién m de P(V'): una
parametrizaciéon de A seria una proyectividad de P}’ a A.

Proyectividades y perspectividades de rectas

Ahora vamos a estudiar proyectividades entre dos rectas l1 y l» de PE, no necesariamente
distintas. Para determinar una proyectividad de [y en [; basta conocer las imagenes de tres
puntos (ordenados) distintos de /5. Estas imdgenes han de ser necesariamente tres puntos
distintos de Iy, ya que una proyectividad es una aplicacién biyectiva. Vemos un ejemplo
de proyectividad entre dos rectas 1 y I de Pi en el ejercicio siguiente:
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Ejercicio 9.6. Sean [ y Iy las rectas de Pi de ecuaciones zo+ 21+ 22 =0y 1 — 29 = 0.
Sea f la proyectividad de I; a [ que cumple

f(1:0:-1) = (1:0:0)
f(O:1:-1) = (1:1:1)
f(1:=2:1)) = (0:1:1).

(1) Calcula f((2:1:-3)).
(2) En general, dado un punto (¢ : t; : —tg — t1) de [y, calcula f((tg: ¢t : —to —t1)).

Si hemos sido capaces de resolver el ejercicio anterior, es claro que sabemos cémo de-
scribir, usando coordenadas, una proyectividad f entre dos rectas del plano. Sin embargo
nos gustaria también ser capaces de describir f de manera geométrica. Para hacer esto
comenzamos por estudiar un ejemplo muy importante de proyectividades entre dos rectas
de P, las perspectividades:

Definicién 9.7. Sean [; y Iy dos rectas proyectivas de Pf, no necesariamente distintas, y
sea 0o un punto de P§ no contenido ni en /; ni en ly. Una perspectividad de centro o entre
ly v Iy, o de [ sobre Iy, es la aplicacion proyectiva de l; a Iy que se obtiene al restringir a
[ la proyeccién 7 sobre [, con centro o.

Observacién 9.8. Una perspectividad entre dos rectas distintas [; y Iy de P} viene deter-
minada por su centro. Si f es una perspectividad de una recta [ sobre si misma, f = id;.

Ejercicio 9.9. Sean [; y l5 las rectas de Pi de ecuaciones g —x1 + 213 =0y 1 — 22 =0
y sea f la perspectividad que de [y sobre [y de centro (0 : 1 :0). Halla la parametrizacién
de Iy que resulta de componer la parametrizacion de [; del ejemplo con f.

Proposicion 9.10. La perspectividad f de una recta Iy sobre una recta lo con centro o es
una proyectividad entre ly y ly. La proyectividad inversa de [ es de nuevo una perspectivi-
dad, de ly sobre ly y centro o.

Demostracion. La proposiciéon es un caso particular del ejemplo [8.19, O

Teorema 9.11. (caracterizacion geométrica de las perspectividades) Sean | y I’ dos rectas
distintas de P y sea f : 1 — ' una proyectividad entre ellas. Sea p el (inico) punto de
interseccion de | y U'. Entonces, f es una perspectividad si y solo si f(p) = p.

Demostracion. Es claro que si f es una perspectividad de [ a I', entonces f(p) = p.
Supongamos ahora que f es una proyectividad de [ a I’ tal que f(p) = p. Sean a y b otros
dos puntos de [ distintos de p y denotemos a’ = f(a) y b’ = f(b). Consideramos el punto o
de interseccion de las rectas < a,a’ >y < b, b’ > (observa que a # o' y b # V'). Entonces, si
g es la perspectividad de [ sobre I’ de centro o, es claro que g(a) = d’, g(b) ="y g(p) = p.
Como f y g son dos proyectividades de [ a I’ que valen lo mismo en la referencia proyectiva
# = {a,b;p} de [, se tiene por el teorema[8.34 que f = g. O

Podemos ahora describir las proyectividades entre dos rectas del plano como composicion
de perspectividades:

Teorema 9.12. Toda proyectividad entre dos rectas L y L' de P, no necesariamente
distintas, se puede expresar como composicion de perspectividades.

Demostracion. Vemos en primer lugar que podemos suponer que L y L’ son distintas. En
efecto, si fueran iguales, tomando una recta L distinta de L y una perspectividad cualquiera
g de L sobre L se tendrfa, supuesto demostrado el teorema para rectas distintas, que fog™!
es una composicion de perspectividades, con lo que f también lo seria. Suponemos pues
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que Ly L’ son dos rectas distintas (a partir de aqui, para entender mejor la demostracién
conviene que vayas dibujando las rectas y puntos que se van introduciendo, con lo que
obtendras un dibujo anélogo al que aparece arriba). Elegimos tres puntos distintos a, b, ¢
de L de tal manera que si @’ = f(a),b = f(b) y ¢ = f(c) entonces ni ¢ ni ¢’ son el punto de
interseccién de L y L. Sea p un punto de la recta < ¢, ¢ > distinto de ¢ y ¢. Tomamos una
recta " que pase por ¢’ pero que no pase ni por ¢ ni por a’. Sean a” y 0" los respectivos
puntos de interseccion de L” con las rectas < p,a >y < p,b > y renombremos ¢ como
. Finalmente, sea ¢ el punto de interseccién de las rectas < a/,a” >y < 0,0 >. Si fy
es la perspectividad de L sobre L” de centro p y f, es la perspectividad de L” sobre L’ de
centro ¢ se tiene

14

a = a
b b=
c = = [,
por lo que (fzo f1)(a) = a’ = f(a), (fao f1)(0) =V = f(b) y (f20./1)(c) = ¢ = f(c). Como
{a,b; c} es una referencia proyectiva de L, se sigue del teorema que f= foo f;. O

L o B op
a
—

La eleccién del infinito

Al comienzo de la seccién 7 construimos el plano proyectivo Pi como complecién del
plano afin A%, incluyendo este dltimo en P mediante la aplicacién inyectiva (7.4.1]), que
en dimensién 2 queda

A — P:

(9.12.1) i (x,y) — (1 DX y)
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Para obtener ¢, primero incluimos A dentro de k® mediante

A — k3
g (my) = (Lz,y).

De esta forma estamos identificando A2 con el plano afin 11 de k3 de ecuacién zy = 1.
Luego componemos j con la proyeccién desde k? \ {(0,0,0)} a P3

k* < {(0,0,0)} — P
m:  (xo,x1,72) = (2o @1 x2).

Podemos asi identificar A% con el subconjunto i(Ai) de Pi. Los puntos que anadimos a
i(A) hasta completar PZ son las clases en Pi del plano vectorial 11" de k® de ecuacién
zo = 0, que es la direccién de II. Dichas clases son los puntos la recta P(11") de ecuacién
xo = 0, que llamamos por ese motivo recta del infinito para la inclusién i. Ilustramos esta
construcciéon en la figura siguiente, donde || aparece en rosa, |V aparece en azul claro y
dibujamos, en rojo, unas cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de i(A) vy,
en azul, unas cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de la recta del infinito

P(I1).
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Sin embargo 4 no es la tunica forma de incluir A dentro de Pi. Por ejemplo, en vez de
enviar el punto (x,y) de A al punto (1 : z : y) de Pi, lo podriamos haber enviado al
punto (z : y : 1) (observa que, en ese caso, los puntos “nuevos” de P2 con respecto a los
(que vienen) de A2 serfan los de la recta proyectiva de ecuacién x5 = 0, no los de la recta
proyectiva de ecuacién zo = 0). En general, podemos elegir cualquier plano afin II' (que
no pase por (0,0,0), para que después tenga sentido componer con 7) de k® y, en vez de
7, podemos considerar un isomorfismo afin j’ entre A2 y II'. Definimos entonces como i’
la composicién i’ = 7 o j'. Podemos asi identificar A como el subconjunto i'(A2) de Pi
y los puntos que anadimos para completar i'(A}) hasta P son en este caso las clases de
los vectores de la direccién W' de II'. Estos puntos forman la recta P(W’), que serd la
recta del infinito para la inclusién i’. Vemos un ejemplo concreto de '. Elegimos como [’
el plano de k? de ecuacién zy — x; + 23 = 1 y como j, por ejemplo,

A — k3
i (vy) = (r—y+12,9).

Con estas elecciones 7' sera

A — P
i (ryy) = (x—y+1l:z:y)

y la direccién 117/ de 11’ seré el plano vectorial de k? de ecuacién xyg— x4+ = 0. Por tanto,
la recta del infinito para ' serd en este caso P(117), es decir, la recta de Pi de ecuacién
xg — o1 + x5 = 0. ITlustramos esta construccion en la siguiente figura, donde [1" aparece
en rosa (dibujamos solo un tridngulo de 11"), 11" aparece en azul claro y dibujamos, en
rojo, unas cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de ¢/(A}) y, en azul, unas
cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de la recta del infinito P(117).
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Hemos visto pues que no hay una tnica forma de sumergir A en P y que la recta del
infinito depende de la inmersion elegida. Por otra parte, es claro que, dada una recta [’
cualquiera de P, existe una inmersién de A en P{ como las que acabamos de describir
para la que I’ es su recta del infinito. Dicho de otra forma, dada cualquier recta I’ de P,
podemos identificar P \ I’ con A, mediante la aplicacién inversa de una inmersién 7’
como las descritas més arriba. A esto le llamaremos elegir la recta del infinito.

Otra forma de entender las distintas maneras de sumergir A en P y de elegir la recta
del infinito es la siguiente. Dadas dos rectas proyectivas de P} existen proyectividades de
P que trasforman una en la otra:

Lema 9.13. Sean | y ' dos rectas de Pi. Existen proyectividades de P en Pi que
transforman [ en I'.

Demostracion. Una proyectividad f que cumpla f(I) = [’ se puede construir como sigue.
Elegimos dos puntos distintos pg,p; de [ y los completamos a una referencia proyectiva
R = {po,p1,p2; p3} de PL (para ello basta con escoger un punto py no contenido en [; en-
tonces pg, p1 vV p2 son proyectivamente independientes, por lo que si vy, v1 y v9 son vectores
de k3 tales que py = [vo],p1 = [v1] ¥ p2 = [va], vo,v1 ¥y vy forman una base de k? y, si
definimos p3 = [vg + v1 + v, Po, P1, P2 ¥ p3 forman una referencia de Pj). Andlogamente
escogemos dos puntos distintos p y p} de I’ y elegimos otros dos puntos de P de manera
que Z = {pi, P}, py; Py} sea una referencia proyectiva de PZ. Consideramos la proyectivi-
dad f que transforma &Z en #Z’. Entonces f(I) = f(< po,p1 >) = < f(po), f(p1) > =
< pp,py >= 1. Observa que con esta construcciéon podemos obtener muchas proyectivi-
dades que transforman [ en !, ya que, para fijar Z’, podemos elegir como p; y p| dos
puntos distintos de " cualesquiera; como p, podemos elegir un punto cualquiera fuera de I’
y como pj podemos elegir cualquier punto que no esté contenido en la unién de < pjy, pj >,
< pp.py >y < pi,phy >. Cada eleccién distinta de los puntos pj, p}, py v ps define una
proyectividad diferente que transforma [ en [’. O

El lema nos dice que dos rectas de P son indistinguibles desde un punto de vista
proyectivo. Otra forma de ver esto es que una recta de P puede adoptar cualquier ecuacién
siempre que la escribamos con respecto a una referencia proyectiva adecuada.

En particular, se sigue de todo esto que la recta de ecuacién zy = 0 (que denotamos a partir
de ahora como [) no tiene nada de especial y asi, cualquier recta de P tiene “derecho” a
ser elegida como recta del infinito. Como hemos identificado A con PE \ [ mediante la
biyeccién i de ((9.12.1)), tenemos la siguiente observacion:

Observacién 9.14. Sea [ la recta de P} de ecuacién zo = 0 y sea I’ otra recta de Pj.
Podemos identificar (no de manera tnica) A con Pi \ I de la siguiente forma. Sea i la
aplicacién de y sea f una proyectividad de P en P tal que f(I) = I’ (recuerda
el lema Entonces i/ = f o es una aplicacién inyectiva y su imagen es P [

En realidad, esta manera de elegir la recta del infinito tal como se describe en la obser-
vacién [0.14] es equivalente a la manera de elegir la recta del infinito que vimos antes en la
pagina 79. Dicho de forma mas precisa:

Proposiciéon 9.15. Sea i la aplicacion de (9.12.1) y sea m la proyeccion candénica de
k3~ {(0,0,0)} a P3.
(1) Si Il es un plano afin de k* que no contiene a (0,0,0), j' es una aplicacién afin
de A} a A} tal que j'(A2) =T1' e’ = woj', entonces existe una proyectividad f
de P en P tal que i’ = foi.
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(2) Si f es una proyectividad de P en Py e i = foi, entonces existe un plano afin 1T’
de k* que no contiene a (0,0,0) y una aplicacion afin 7' de A2 a A] que cumple
Y J k k
J'(A}) =10, tales que ' =o'

Demostracién. Para demostrar (1), definimos vy = (5 0 771)(1,0,0) (observa que vj, es un

punto de II'; para que la inversa de j tenga sentido entendemos j como una aplicacion
— -1 — -1

de A a II). Definimos también v = (5’0o j )(0,1,0) y v = (5 0 j )(0,0,1) (observa

que v} y vy son dos vectores linealmente independientes de la direccién de II'). Por tanto

vy, v} y vh forman una base de k®. Definimos ® como el automorfismo de k* que envia los

vectores de la base canénica de k* a v}, v} y v4. Entonces la proyectividad f que buscamos

es la proyectividad inducida por &.

Dejamos la demostracién de (2) como ejercicio. O

El lema se puede generalizar de la manera obvia a P} (dados dos hiperplanos H y H'
de P}, existe una proyectividad (no tnica) de P} en P} que transforma H en H'). De igual
manera podemos generalizar la observacion , por lo que también en P} podemos elegir
el hiperplano del infinito. Esto consistiria en fijar un hiperplano H de P} e identificar el
complementario de H con el espacio afin Aj.. Este proceso también lo podemos realizar
generalizando la construccién que hicimos en la pagina 79.

A continuaciéon vemos varios contextos que ilustran el proceso de elegir la recta del infinito
y nos muestran la utilidad del mismo (en el tema 3 veremos una situacion mas en que elegir
la recta del infinito serd muy importante: cuando relacionemos las cénicas proyectivas con
las cénicas afines).

Paralelismo.

Ya vimos en la seccién 7 que, al completar A} a P{ usando la aplicacién i de (9.12.1)),
dos rectas paralelas I} y Iy de A} se caracterizan por tener el mismo punto del infinito.
Esta propiedad se conserva si, en lugar de utilizar la inmersién i de A en P, usamos
una inmersién ¢’ como las de la pagina 79. Para ver esto tltimo, definimos el completado
proyectivo de una recta [ de A respecto de la complecién de A} dada por ¢ como la

— —

recta proyectiva ¢/(1) U m(5'(1)) de P, siendo m(5'(1)) el punto del infinito de [ para esta
complecién. En ese caso, si [} y I son dos rectas de A, como j' es una aplicacién afin
inyectiva, [ y Iy son paralelas si y solo si j'(l1) y j/(l2) son paralelas. Esto se traduce en
que l; y Il son paralelas si y solo si tienen el mismo punto del infinito para la complecion
de A dada por /. Entonces, si en P hemos elegido una recta proyectiva L como recta del
infinito e identificamos P \. L con A, y I, y I, son dos rectas proyectivas de P, tenemos
que I} \ Ly Iy . L son rectas paralelas de A7 = P2\ LsiysolosilyNL=1I,NL. Lo
ilustramos en los siguientes dos ejemplos:

Ejemplo 9.16. En P consideramos cuatro puntos pi, ps, p3, p4 en posicién general. ;jQué
recta L de Pi debemos elegir como recta del infinito para que los puntos pi, ps, p3, p4 sean
en P \ L vértices consecutivos de un paralelogramo? La recta L buscada es la recta que
pasa por los puntos < py,ps >N < p3,ps >V < p1,ps >N < po, p3 >. Por ejemplo, en las

figuras siguientes se ilustra el caso en que py = (0:1:1), pa=(1:1:1), p3=(1:1:0)
yps=(0:1:0): los puntos py,pa, p3, ps forman un paralelogramo en P% \ L si y solo
si L es la recta de P% de ecuacién z; = 0. Ten en cuenta que para el segundo dibujo
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identificamos P} ~\ L con A% mediante

=1, 2 2

(zo:aiia) — (5,2
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pP1= (Oa 1) D2 = (1?1)

ps = (0,0) p3 = (1,0)

El siguiente ejemplo es la demostracién de un resultado clésico sobre configuraciones de
rectas: el teorema de Pappus. Probaremos la version proyectiva del teorema de Pappus
(también hay una versién afin, la cual, como ya hemos observado en otras ocasiones, tiene
un enunciado mas complicado, con més casos: compara la versién afin del teorema de
Pappus que aparece en el teorema 1.3.4 y en el ejercicio 1.39 de “Geometry”, de M. Audin
con la version proyectiva enunciada en el teorema . La demostracion que veremos a
continuacion usa la idea de la eleccion de la recta del infinito para reducir la demostracion
del teorema a argumentos afines (en realidad, demostraremos las versiones afines
del teorema de Pappus a las que hemos hecho referencia y, usando el “truco” de elegir
adecuadamente la recta del infinito, probaremos, a partir de las versiones afines, la version
proyectiva).

Teorema 9.17. (Pappus) En Pi sean a,b,c tres puntos distintos alineados y sea
L =< a,b,c >; sean a',b',c otros tres puntos alineados, contenidos en la recta L' dis-
tinta de l. Si p es el punto de interseccion de < a,b' > y < a',b>, q es el punto de
interseccion de < a,c > y < ad',c > yr es el punto de interseccion de < b, >y <V, c >,
entonces los puntos p,q y r estdn alineados.



86 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO

Demostracion. Sea L” =< p,r >. Para demostrar el teorema basta ver que ¢ € L.
Tomamos L” como recta del infinito, es decir, identificamos Py ~ L” con A} segin la
construccién de la pagina 79 o la observacion A partir de ahora haremos un pequeno
abuso de notacién y, dada una recta de P con interseccién no vacia con Pi~ L”, daremos el
mismo nombre a la recta proyectiva y a la recta afin que resulta al intersecarla con P2~ L".
En ese caso las rectas < a,b0' >y < a/,b > se convierten en rectas de A paralelas (jpuesto
que sus completados proyectivos tienen el mismo punto en el infinito!). De igual forma las
rectas < b, ¢’ >y < U/, c > se convierten en rectas de A} paralelas. Por tanto habremos
demostrado que ¢ € L, si demostramos la siguiente versién afin (especial) del teorema de
Pappus:

En A%, sean a,b,c tres puntos distintos alineados y sea L =< a,b,c >; sean a',V/,c otros
tres puntos alineados, contenidos en la recta L' distinta de L. Si < a,b > y < a',b > son
paralelas y < b, > y < b, c > son paralelas, entonces < a,c > y < a',c > son paralelas.

Como las rectas L y L' en A pueden ser paralelas o concurrentes (dependerd de si el
punto de interseccién de L y L’ (de forma més precisa, el punto de interseccién de sus
completados proyectivos) en P% esté en L” o no; en la figura incluida en el enunciado del
teorema, no lo esta, que es la situacién mas probable), para demostrar la versién afin del
teorema de Pappus del parrafo anterior sera necesario distinguir esos dos casos:

Caso 1: Las rectas L y L' son concurrentes en A (el punto de intersecciéon de L y L'
en P no estd en L”). Sea o el punto de intersecciéon de L y L', sea hy la homotecia de
centro o que lleva a a b y sea hy la homotecia de centro o que lleva b a ¢. Como Ly L'
pasan por o, ambas rectas son invariantes tanto por h; como por hy. Como una homotecia
transforma una recta en una recta paralela, hy transforma < a,b" > en < b,a’ > (por lo que
hi(V') = d’) y hs transforma < b, ¢ > en < ¢, 0/ > (por lo que hy(c) = b'). Por otra parte es
facil ver que dos homotecias con el mismo centro conmutan centro sentido o en bien la y su
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composicién es o bien una homotecia con el mismo centro o bien la identidad (jpiénsalo!).
Por ello h = hyohy = hyohg, h(a) = (haohy)(a) = cy h(c') = (hiohy)(c') = @, de donde
se deduce que las rectas < a, >y < ¢,a’ > son paralelas, como queriamos demostrar.

Caso 2: Las rectas L y L’ son paralelas. El razonamiento es el mismo que el del caso 1
cambiando en el argumento homotecias por traslaciones (el que una traslacién transforme
una recta dada en una recta paralela a ella y el que la composiciéon de traslaciones sea
conmutativa son hechos inmediatos). UJ

Aunque hayamos demostrado el teorema de Pappus eligiendo hdbilmente la recta del in-
finito para asi poder usar argumentos afines, es posible dar otra demostraciéon utilizando
argumentos puramente proyectivos:

Ejercicio 9.18. Da una demostracién del teorema de Pappus, siguiendo los siguientes
pasos:

Paso 1: Llama m al punto de interseccion de las rectas < b,¢ >y < a’,¢c >y n al
punto de interseccién de las rectas < a, >y < a’,b >.

Paso 2: Considera la composicién f de la perspectividad de < b, ¢’ > a l’ con centro
¢ seguida de la perspectividad de I’ a < a’,b > de centro a.

Paso 3: Halla f(b), f(m), f(¢) v f(p).

Paso 4: Considera la perspectividad g de < b,¢ > a < a/,b > de centro q.

Paso 5: Halla ¢(b),g(m) y g(c’), deduce qué punto es g(p) y concluye la tesis del
teorema.
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Proyectividades e isomorfismos afines.

Vimos en la seccién 8, paginas 62—69, cémo completar aplicaciones afines y, en particular,
como completar isomorfismos afines de A} en Aj. Estudiamos ahora el proceso inverso.
Dada una proyectividad f de P} en P}, elegiremos un hiperplano H como hiperplano del
infinito y estudiaremos la restricciéon de f a P\ H, que identificaremos con Aj. jCuidado,
para que dicha restriccion esté bien definida en todo Aj no nos valdra elegir un hiperplano
H cualquiera (consulta el corolario [8.48)! Si H fue elegido correctamente, entonces la
restriccion de f a P}~ H sera un isomorfismo afin que tendra distintas propiedades segin
vayamos variando nuestra eleccion de H. Vemos todo esto en un ejemplo concreto:

Ejemplo 9.19. Sea f una homologia general de Pj de razén —1, eje L y centro o (que no
esta contenido en L; para la definicién de homologia, consulta las definiciones y .
Cuando veamos el concepto de dualidad, dispondremos de una manera sistemética de
hallar los subespacios invariantes por una proyectividad. En este caso, es facil encontrar
las rectas invariantes de f con un razonamiento geométrico directo, que presentamos a
continuacion. El eje L es una recta de puntos fijos, por lo que, obviamente, es una recta
invariante. Como una recta generada por dos puntos fijos de f es una recta invariante
por f y el centro o es un punto fijo de f, para todo p € L, la recta < o,p > es una recta
invariante por f. Por otra parte, no existen mas rectas invariantes. En efecto, supongamos
que L’ sea una recta invariante por f, distinta de las ya mencionadas. Como L' # L, L'y L'
se cortan en un unico punto, que sabemos que es fijo y llamaremos p’. Como L'y < o,p’ >
son distintas, L’ no contiene a o. Consideramos p” € L,p" # p/. Como L' #< o,p" >,
L' corta a < o,p” > es un unico punto, ¢”, que no es ni o ni p”. Como L'y < o,p” >
son rectas invariantes, ¢” es un punto fijo, pero ¢” es distinto de o y no estda en L. Esto
contradice el hecho de que los inicos puntos fijos de f son o y los puntos de L.

Una vez que tenemos identificadas todas las rectas invariantes por f, usamos el coro-
lario [8.48| para concluir que, si elegimos como recta del infinito una de esas rectas invarian-
tes, la restriccion de f al complementario de dicha recta del infinito serd un isomorfismo
afin (por contra, si elegimos como recta del infinito una recta no invariante por f, la
restriccion de f al complementario no estara definida en todos los puntos). Estudiamos
el comportamiento de la restriccion de f segiin cual sea la recta elegida para recta del
infinito. Si elegimos el eje L de f como recta del infinito, la restriccién de f a Pi \ L

es una homotecia de razon —1 y centro o. Para comprobarlo, no tienes mas que escribir
la matriz M = Mz f de f en una referencia proyectiva adecuada, concretamente, una
referencia % cuyo primer punto sea o y sus dos siguientes puntos sean puntos distintos de
L. Después debes comprobar que es posible elegir una inclusién i’ de A2 en P2 (como las
de la pagina 79 o la observacién de manera que, si #Z es una referencia cartesiana
de A} tal que su completado proyectivo respecto de i’ es %, la matriz de la restriccion de
f a P%~ L respecto de Z es M. Geométricamente comprobamos que al “quitarle” L a
P, la restriccién de f a P \ L se queda con un tinico punto fijo (el punto o), que serd
el centro de la homotecia. Por otra parte, como los puntos del infinito son puntos fijos de
f, la aplicacion lineal asociada a la restriccion de f transforma todo vector v en un vector
proporcional a v, siempre con el mismo factor de proporcionalidad (—1), tal como hace
una homotecia.

Si elegimos como recta del infinito una recta L, =< o,p >, donde p € L, usando un
razonamiento analogo se comprueba que la restriccién de f a PZ \ L, es una simetria
axial de eje L . L, y en la direccién correspondiente a un vector w, tal que m(j'(w)) = o.
Observa que este ejemplo es la construccién reciproca del ejercicio 8.57 (4), (5) y (6),
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E

para el caso particular en que n = 2 y la razén de las homotecias y las dilataciones es
—1. Alli se veia que la complecién tanto de una homotecia como de una dilatacién con eje
un hiperplano era una homologia general. Aqui acabamos de ver que si partimos de una
homologia general f , segin elijamos la recta del infinito, al restringir f al complementario
de la recta del infinito elegida obtenemos una homotecia o dilataciones (las simetris axiales
son dilataciones respecto de una recta y con razén —1).

Eleccion del punto del infinito y razon doble.

Finalizamos esta subseccion con una tercera ilustracion de la eleccion del infinito. En este
caso veremos qué consecuencias tiene elegir un punto del infinito de Pj. u otro. Recordemos
que la construccién de la pagina 79 y la de la observacién se pueden realizar para el
espacio proyectivo estandar de cualquier dimensién, en particular, se puede realizar para
P. Entonces, si en P} elegimos un punto a como punto del infinito, podemos identificar
P; \ {a} como la recta afin estdindar A]. Vamos a estudiar la razén doble de una cuaterna
ordenada de puntos en P} y la razén simple de una terna ordenada de puntos en A}. En
la pagina 72 vimos como se relacionaban ambos conceptos. En particular, vimos que si
consideramos los puntos a = (0 : 1),b = (1 : 8),c=(1:7) y d = (1:0) la razén doble
[a, b, c,d] era igual a la razén simple (5+4). Observa que, en este caso, a es el punto del
infinito para la inmersion
i: Al — Pi
xr = (l:x),

por lo que si identificamos Py \ {a} con A} mediante i~!, los puntos b,c y d se corres-
ponden con 3,7 y 0 y la razén doble de a, b, ¢, d es la razén simple de los puntos 3,7 y 9,
correspondientes a b, ¢,d en Aj.
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Supongamos ahora que a no es necesariamente igual a (0 : 1) sino que lo movemos en Py
pero seguimos considerdndolo como el punto del infinito. Para ello, identificamos P} con
A} componiendo una proyectividad g de Py, que trasforme a en (0 : 1), con i~*. Por
ejemplo, elegimos como g a la proyectividad que lleva a a (0: 1) y deja b y ¢ fijos. En ese
caso, los puntos correspondientes a b, c en Aj (la correspondencia viene dada por i ! o g)
son 3, v respectivamente, mientras que el punto correspondiente a d, que llamaremos ahora
¢, se va moviendo en A} a medida que movemos a en Py. La posicién de &', relativa a 3
y 7, viene expresada justamente por la razén simple (8 d’) v es, por la proposicién m,
igual a la razén doble [(0: 1), b, ¢, g(d)] = [g(a), g(b), g(c), g(d)] = |a, b, ¢, d]. Interpretamos
geométricamente la igualdad

(B70") = [a,b,c.d]
cuando k =R y parab=(1:0),c=(1:1),d=(1:2);seaa = (1: «a). En ese caso la
proposicion [8.65 nos da
200 — 2
a—2°
Si « tiende a infinito, entonces [a, b, ¢, d] tiende a 2 y, de hecho, sia = (0: 1), [a,b, ¢, d] = 2.
Eso quiere decir que, cuando a estd “infinitamente lejos” de b, ¢, d, el segmento B9 es
el doble del segmento (v, es decir, v es el punto medio de 36 o, en otras palabras, vy
equidista de §y ¢'. Ahora partimos de a infinitamente lejos (es decir, a = (0 : 1)) y vamos
“acercando” a a d. Si a es (1:10) (a ain estd bastante lejos de d), [a,b, ¢, d] = 2,25. Asi
pues ahora el segmento 36’ es algo més del doble del segmento 37, es decir, ¢’ se ha alejado
algo de 7, porque d estd més cerca del infinito. Si a = (1 : 4), el infinito se ha acercado
bastante a d. En ese caso [a, b, ¢,d] = 3, es decir, ¢’ se ha alejado mucho més de v, ya que
ahora el segmento 30 es el triple del segmento 3v. Sia = (1 : 3), el infinito se ha acercado
aun més a d. En ese caso [a, b, ¢,d] = 4, es decir, 0’ se alejado atin més de 7, ya que ahora
el segmento 3¢’ es el cuadruple del segmento 3. De hecho, cuando a tiende a d (es decir,
cuando « tiende a 2), el efecto que se produce es que ¢’ se aleja cada vez méas de v, porque
d’ se va al infinito. Esto lo vemos en que [a, b, ¢, d] tiende a infinito, es decir, la longitud
del segmento B9 es cada vez méas grande con respecto a la longitud del segmento v, que
es una cantidad finita. Dejamos como ejercicio la interpretacién geométrica de la razon
doble [a, b, ¢,d] cuando a sobrepasa a d y sigue moviéndose hacia la “izquierda” (es decir,
cuando a < 2).

[a,b,c,d] =

Todo esto tiene una interpretacion intuitiva en términos de perspectiva, ya que, si dibu-
jamos los puntos b, ¢ y d (alineados) en un papel, el punto a (alineado con b, ¢ y d) que
elegimos como punto del infinito determina cudl serd el “punto de fuga” de nuestro dibujo.
Cuando a = (0 : 1) (a estd “infinitamente lejos” de b, ¢, d), el punto del infinito ni siquiera
estd en nuestro dibujo (estd verdaderamente en el infinito) por lo que las distancias las
pintamos tal como son, es decir, no dibujamos con perspectiva. En cambio, cuando a es
un punto (1 : «), ubicamos a (el infinito, el punto de fuga), en nuestro dibujo y segun lo
pongamos mas cerca o mas lejos asi ird cambiando la perspectiva, siendo mas extrema a
medida que a se acerca a d. Los puntos b, ¢, d los seguimos pintando en el mismo lugar del
papel con lo cual la distancia entre ellos, medida sobre el papel, es siempre la misma, pero
segtin dibujemos el punto de fuga mas lejos 0 mas cerca, la longitud que nuestro cerebro
asigna al segmento bd con respecto al segmento bc disminuird o aumentara (es decir, la
ilusién oOptica es que el punto d se acerca o se aleja de los puntos b y ¢ y de nosotros).
Vemos todo esto ilustrado en los tres dibujos anteriores. En el primero, el punto del infinito
a no estd en el dibujo (estd, como decfamos, en el infinito). En el segundo y en el tercero,
el punto del infinito a si esta en el dibujo. El cuadrilatero representa una casa, limitada
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por los puntos by ¢ y en el punto d hay un arbol. ;En cual de los tres dibujos se percibe
que la distancia del arbol a la casa, con respecto al tamano de esta tltima, es mayor?

El espacio dual

Una recta [ de P2 viene dada por una ecuacion de la forma wyzg + w11 + ugwe = 0, donde
k )
ug, U1, Us son elementos de k no todos nulos. Dos ecuaciones como ugxg + w11 + usxs = 0
y ugro + uyry + ujry = 0 definen la misma recta si y solo si existe A € k* tal que
(ug, uy, ubh) = Mug, ut, ug). Esta observacién sugiere que al conjunto de todas las rectas de
P2 se le pueda dotar de estructura de plano proyectivo. Lo hacemos de forma intrinseca:
k

Proposicién 9.20. El conjunto de rectas de Pi estd en correspondencia biyectiva con
P(k*"), donde k*" es el espacio dual de k3, es decir, el espacio vectorial formado por todas
las formas lineales homogéneas (es decir, aplicaciones lineales a k) de k3.

Demostracién. Una recta de PZ es la proyectivizaciéon de un plano vectorial de k®. Por
otra parte, un plano vectorial de k? es el niicleo de una forma lineal homogénea no nula de
k3. Ahora bien, dos formas lineales homogéneas w; vy wy tienen el mismo ntcleo si y solo
si existe A € k* tal que wo = Aw;. Por tanto, por una parte, existe una biyeccién entre
el conjunto de rectas de Pf y el conjunto de planos vectoriales de k® y, por otra parte,
existe una biyeccién entre el conjunto de planos vectoriales de k3 y la proyectivizacién del
espacio dual k3" de k3. O

Es claro que la proposicion anterior puede generalizarse a Py, o incluso a cualquier espacio
proyectivo P(V'), sin méds que cambiar la palabra recta por la palabra hiperplano:

Proposicién 9.21. Sea V' un espacio vectorial sobre k de dimension n+1. El conjunto de
hiperplanos de P(V') estd en correspondencia biyectiva con P(V*), donde V* es el espacio
dual de V. Por otro lado P(V*) es un espacio proyectivo de dimension n que es por tanto
isomorfo (aungue no de forma candnica) a P(V).

Definicién 9.22. Dado un espacio proyectivo P(V'), llamaremos a P(V*) su espacio
proyectivo dual y lo denotaremos por P(V')*. Teniendo en cuenta la proposicién in-
terpretaremos los elementos (es decir, los puntos) de P(V)* como hiperplanos proyectivos
de P(V).

Ejemplo 9.23. En P" cada punto [ corresponde a una recta de PZ de ecuacién ugzy +
w1y + usre = 0, por lo que a dicho punto le podemos asignar de forma natural las
coordenadas (ug : uy : ug). En efecto, puedes comprobar que (ug : u; : uy) son las
coordenadas de [ respecto del sistema de referencia proyectivo de PE", Z* = {ly, l1,ls; I3}
donde [y es la recta de ecuacion zg = 0, [; es la recta de ecuacion z; = 0, l5 es la recta de
ecuacién o9 = 0 y [3 es la recta de ecuacién xg + x; + o = 0. Para comprobar que Z*
es un sistema de referencia proyectivo de P{", puedes demostrar que %Z* tiene como base

asociada a la base dual de la base canénica de k3. Recuerda que si B = {vp,v1,...,v,}
es una base de un espacio vectorial V', la base dual B* de B es la base de V* formada
por vg, vf, ..., vy, donde v} es la tnica aplicacién lineal de V' a k que cumple v} (v;) = 0 si

i#£jyvi(v) =1 SiV =Kk*y B={eg, e1,e} es la base candnica, es sencillo comprobar
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que las formas lineales v, v}, v; son las aplicaciones

(R k? — k
(o, x1,22) +— T
(A k3 — k
($0a1’17$2) = I
vy - k3 — k

(I0,$1,$2) — To.

De igual forma, en P} cada punto H corresponde a un hiperplano de P} de ecuacién
UpTog + u1xy + -+ + upx, = 0, por lo que a dicho punto le podemos asignar de forma

natural las coordenadas (ug : uy : -+ : u,), que son las coordenadas de H respecto del
sistema de referencia proyectivo Z* = {Hy, Hy, ..., Hp; Hyy1} de PE*, donde, para todo
t =0,...,n, H; es el hiperplano de ecuacién x; = 0 y H, .1 es el hiperplano de ecuacion

To+z1+ -+, = 0 (igual que en PZ*, Z* es un sistema de referencia proyectivo de Pp*
y tiene como base asociada a la base dual de la base canénica de k™).

Siguiendo con el caso de P observamos cierta “simetria”’ entre puntos y rectas. Por una
parte, dos puntos distintos de P} determinan una tinica recta de P%. Por otra parte, dos
rectas distintas de P} se cortan en un tnico punto de PZ. Con el concepto de plano dual
podemos expresar esta simetria, que llamaremos dualidad, de otra forma: dos puntos de
P determinan una tinica recta, es decir, un punto de PZ"; dos puntos del plano proyectivo
dual PZ" (que corresponden a dos rectas de PZ) determinan una tnica recta de P2" y esa
recta la vamos a poder identificar como un punto de P (que va a corresponder al punto
de interseccién de las rectas de P3). Lo vemos mds claramente en la siguiente proposicién:

Proposicién 9.24. (Dualidad en el plano proyectivo). Eziste una correspondencia biyec-
tiva entre los puntos de P} vy las rectas de PL". Existe una correspondencia biyectiva entre
las rectas de P} y los puntos de PZ". Estas correspondencias invierten las relaciones de
pertenencia.

Demostracion. La segunda afirmacién se sigue de forma directa de la definicién de P2".
Para la primera afirmacién, consideremos un punto p = (ag : a; : az) de Pi y todas las
rectas de P que pasan por p. Una recta de ecuacion uyzo+ui 1 +usrs = 0 pasa por p siy
solo si agug + ajuy + asus = 0. Por otra parte, recordemos que el conjunto de rectas de Pi
es el plano dual P2*. En ese caso, un punto [ de P2" corresponde a una recta de P2 que
pasa por p si y solo si las coordenadas (ug : uy : uz) de l cumplen agug + ayuy + asus = 0,
es decir, si y solo si [ pertenece a la recta de Pi* de ecuacion agUy + a1Uy + asUsy = 0.
Por tanto el punto p da lugar a una recta de Pi*, la de ecuacién agUy + a1Uq + axUs = 0.
Reciprocamente, una recta L de P" tiene, en coordenadas, ecuacién ayUy+ajU; +ayUs = 0
para alguna terna (af, a), ay) # (0,0,0). Por lo visto anteriormente, los puntos de PZ" que
pertenecen a L corresponden a rectas de Pi de ecuacion ugxrg + ui1xy + usre = 0 cuyos
coeficientes cumplen agug + aju; + abus = 0; es decir, los puntos de L corresponden a las
rectas de P que pasan por el punto (af, : @} : ay). Asf pues, una recta de PZ" da lugar a
un punto de P y es claro que los procesos que hemos descrito para obtener una recta P2
a partir de un punto de P y para obtener un punto de P2 a partir de una recta de P
son inversos uno del otro. Finalmente, si p es un punto Pj y [ es una recta de P tal que
p € [, por las correspondencias biyectivas que acabamos de describir entre puntos de P y
rectas de P{" y entre rectas de P y puntos de PZ", el punto p de PZ corresponde a una
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recta en P{" que contiene al punto de P%" correspondiente a [. Igualmente, si L es una
recta de P2" y ¢ es un punto de P2" tal que ¢ € L, ¢ corresponderd a una de las rectas de
P que pasa por el punto de P correspondiente a L. O

Definicién 9.25. Dado un punto p de P, al conjunto de rectas de P% que pasan por p
lo llamamos el haz de rectas por el punto p o con base el punto p.

Observacién 9.26. Un haz de rectas de P2 se corresponde por dualidad a una recta de
p2*.

He preferido describir la dualidad de una forma concreta en la demostracién de la propo-
sicién [0.24] pero esta puede obtenerse de manera mas “elegante” y conceptual del hecho
de que, si V' es un espacio vectorial de dimension finita (todos los espacios vectoriales con
los que estamos trabajando en este curso lo son), existe un isomorfismo candnico (es decir,
que se puede construir sin elegir bases) entre V' y su espacio bidual (V*)* (que denotamos
como V**). Por otra parte, la dualidad que hemos visto entre puntos y rectas de Pj se
puede generalizar a P} y mds ain, a un espacio proyectivo arbitrario P(V') pero, jcuidado!,
esta dualidad no sera en general entre puntos y rectas, sino entre puntos e hiperplanos:

Ejercicio 9.27. Sea P(V') un espacio proyectivo arbitrario.

(1) Enuncia y demuestra un resultado de dualidad para P(V) andlogo a la propo-
sicién describiendo explicitamente esta dualidad como se hace en la de-
mostracién de la proposicion (indicacién: para hacer esto ultimo deberas fijar
una base B de V' y usar la base dual B* de B y sus referencias proyectivas asocia-
das).

(2) Comprueba que la dualidad que has descrito en el apartado (1) se puede expresar
como una proyectividad entre P(V') y (P(V)*)*.

(3) Para el/la alumno/a que conozca el isomorfismo candnico entre V' y V** men-
cionado en el parrafo anterior: Comprueba que la proyectividad del apartado (2)
estd inducida por el isomorfismo canénico entre V' y V**.

La dualidad se puede generalizar aiin més en un espacio proyectivo de dimensién n,
obteniéndose biyecciones entre subespacios proyectivos de dimensiéon r y subespacios proyec-
tivos de dimensién n —r — 1:

Ejercicio 9.28. Sea A un subespacio proyectivo de dimensién m de un espacio proyectivo
P(V) de dimensién n.
(1) Demuestra que el conjunto Q(A) = {H € P(V)*|A C H} es un subespacio proyec-
tivo de P(V)* de dimensién n —m — 1.
(2) Observa que Q(0) =P(V)* y QP (V)) = 0.
(3) Observa que, en P}, a un punto p le corresponde Q(p) en Pi", que es un plano de
P3$" (cada punto de ese plano de P} " corresponde a un plano que pasa por p) v a
un plano II de P} le corresponde Q(I1), que es un punto de P}".
(4) Observa que, en P} los planos que contienen a una recta [ forman un haz de planos
(el haz de planos con base [) y a este haz de planos le corresponde la recta (1) de
P$" (cada punto de esa recta corresponde a un plano del haz).

Indicacién: si tienes dificultades para resolver este ejercicio, puedes consultar el teorema
6.11 de “Apuntes de Geometria Proyectiva”, de E. Arrondo.

Usamos ahora el principio de dualidad para demostrar otro teorema clasico sobre configu-
raciones de rectas en el plano, el teorema de Desargues:
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Teorema 9.29. (Desargues) Sean abc y a'b'c’ tres tridngulos de Pi tales que sus vértices
a,b,c y a',b,d cumplen a # a', b £V yc # ¢ y las rectas que contienen lados co-
rrespondientes son distintas, es decir, < a,b >#< d, b >, < a,¢c >#< d,d >y
< byc >F< UV, >. Sea p el punto de interseccion de < a,b > y < da',b/ >, sea q el
punto de interseccion de < a,c > y < a’,c > y sea r el punto de interseccion de < b,c >
y < b, >. Entonces, para que los puntos p,q y r estén alineados es condicion necesaria
y suficiente que las rectas < a,a’ >, < b, > y < ¢, > sean coincidentes.

Demostracion. (Condicién suficiente): Tienes un poco més adelante un dibujo que ilustra
el enunciado y la demostracion de la condicion suficiente del teorema, pero es aconsejable
que, a medida que vayas leyendo el argumento, vayas dibujando las rectas y puntos que
aparecen. Escribimos [, =< a,d’ >, [, =< b,b' > [3 =< ¢, >. Por hipétesis las rectas
[1,15 v [3 se cortan en un punto, que llamaremos o. Denotamos también t; = < p.r >N [y,
to=<p,r >Nl yts=<p,r>NIl;y definimos f, como la perspectividad de /; sobre [,
de centro p y f, como la perspectividad de [, sobre /3 de centro r. Tenemos entonces

PN RN
0O = 0 = o0
a +— b
a — b = c
t1 — to — 13

Observamos que la composicién f, o f, es una proyectividad de [; a /3 que deja fijo el punto
o, que es el punto de interseccién de [; y I3, por lo que, por el teorema frofpes
una perspectividad de /; sobre /3 y su centro es necesariamente el punto de interseccion
de < a,e >y < d,d >, o0sea, ¢. Como (f, o f,)(t1) = ts, se tiene que t1,t3 y ¢ estdn



96 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO

alineados, es decir, ¢ esta en la recta < t1,t3 >, que es la recta < p,r >, por lo que p,q y
r estan alineados, como queriamos demostrar.

Condicién necesaria: Para demostrar la condicion necesaria vamos a usar dualidad: una
vez que “traduzcamos” todas las rectas y todos los puntos del enunciado del teorema [9.29
en puntos y rectas de P2" respectivamente, asi como las relaciones entre esas rectas y
puntos en relaciones entre puntos y rectas en el dual (por ejemplo, puntos que en Pi
estén alineados dardn lugar a rectas concurrentes en P2"; rectas concurrentes en P2 daran
lugar a puntos alineados en P", etc.), serd claro que la condicién necesaria del teorema
de Desargues en Pj se convierte en la condicién suficiente del teorema de Desargues en
P%" (es decir, una implicacién es la “dual” de la otra). Como P:" es isomorfo a P% y ya
hemos demostrado la condicién suficiente del teorema de Desargues en P, obtenemos el
resultado (para mas detalles puedes consultar las pags. 154-155 de “Geometry”, de M.
Audin). O

Hemos dado una demostracion sintética del teorema de Desargues. En el siguiente ejercicio
se propone una demostracién usando coordenadas:

Ejercicio 9.30. Demuestra la condiciéon suficiente del teorema de Desargues siguiendo
estos pasos:

Paso 1: Considera la referencia % formada por los puntos a,b y ¢ y por el punto o
donde se cortan las rectas < a,a’ >, < b,b' >y < ¢,¢ > como punto unidad.
Paso 2: Calcula las coordenadas de los puntos p,q y r respecto de Z.

Paso 3: Deduce que p, g y r estan alineados.

Al igual que el teorema de Pappus, el teorema de Desargues también tiene versiones afines.
Podemos obtener estas a partir de la versiéon proyectiva, realizando una eleccion adecuada
de la recta del infinito:

Ejercicio 9.31. Usando el teorema de Desargues en el plano proyectivo, demuestra la
siguiente versién afin:

Se consideran dos tridngulos en el plano afin A; de vértices a,b,c y o', b, ¢, tales que los
lados ab y @c son paralelos, respectivamente, a los lados a'V/ y a/c’. El lado be es paralelo
a ' siy solo silas rectas < a,a’ >, < b, b > y < ¢, > son concurrentes.

Concluimos esta subseccién mostrando como utilizar la dualidad para hallar los subespacios
invariantes de una proyectividad. Primero definimos la aplicacion dual de una aplicacion
proyectiva:

Definicién 9.32. Sean V) y Vs dos espacios vectoriales sobre k y sean P(V]) y P(V%)
los espacios proyectivos correspondientes. Sea ¢ una aplicacién lineal de Vi a V, y sea f
la aplicacién proyectiva de P(V}) a P(V5) inducida por ¢. Recordemos que la aplicacion
lineal dual de ¢ es
oV — W
w = wog.

Llamamos aplicacion proyectiva dual de f y la denotamos por f* a la aplicacion proyectiva
de P(15)* a P(V}*) inducida por ¢*.

Observacion 9.33. Sean %, y %, referencias proyectivas de P(V}) y P(V,) y sean By
y By bases de V; y de V, asociadas a #; y X, respectivamente. Sean B; y Bj las bases
duales de By y de By y sean #Z; y X5 referencias proyectivas de P(V1)* y P(V,)* cuyas
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bases asociadas sean B y Bj respectivamente (decimos que Z; es la referencia dual de
K,y que X3 es la referencia dual de %#). Recuerda que

* t
Mp; p:¢* = (Mp, B,®)".
Por tanto, una matriz (Mg, 4, f)" es una matriz asociada a f* respecto a %5 y %;.

Ejercicio 9.34. (1) Sea H un hiperplano proyectivo de P(V3) que no contiene a la
imagen de f. Demuestra que f~'(H) es un hiperplano proyectivo de P(V}) y que
f*envia H a f~Y(H).

(2) Demuestra que Q(imf) es el centro de f*.

A continuacién usamos el concepto de aplicacién dual para calcular de manera sistemaética
los hiperplanos invariantes por una proyectividad:

Corolario 9.35. Sea P(V) un espacio proyectivo sobre k y sea f una proyectividad de
P(V) en si mismo. Un hiperplano H de P(V') es invariante por f si y solamente si
H € P(V)* es un punto fijo de f*. Por tanto, si f viene inducida por un automorfismo ¢ de
V', el problema de hallar los hiperplanos invariantes por f se reduce a hallar los autovalores
y autovectores (jestos ultimos son elementos de V*, es decir, son formas lineales!) de ¢*.

Demostracion. Sea H un hiperplano invariante por f. Esto quiere decir que f(H) = H,
lo que es equivalente a H = f~'(H). El ejercicio [9.34] (1) nos dice que en ese caso H
corresponde a un punto de P(V)* que es fijo por f*. 0

Ejercicio 9.36. Sea P(V') un espacio proyectivo sobre k y sea f una proyectividad de
P (V) en si mismo.
(1) Demuestra que el conjunto de puntos fijos de f se puede escribir, de forma tnica,
como una unién disjunta finita

Fij(f) = Ay IT-- - T1 A,

de subespacios proyectivos no vacios A; de P(V).

(2) Demuestra que el conjunto de los puntos de P(V')* correspondientes a los hiper-
planos invariantes por f se puede escribir, de forma tnica, como una unién disjunta
finita

QI1--- 1,
donde cada €; es un subespacio proyectivo de P(V')* isomorfo a A;.

(3) Concluye que, en particular, existe una biyeccién entre el conjunto de puntos fijos

de f y el conjunto de hiperplanos invariantes por f.

Indicacién: observa que si M es una matriz cuadrada de orden n + 1, el polinomio
caracteristico de M es el mismo que el polinomio caracteristico de M!. Observa
también que, para todo A € k, el rango de las matrices M — A\, .1 y M — X\,
coincide.

Finalmente usaremos el corolario [9.35| para dar un método sistemético para hallar todos
los subespacios invariantes por una proyectividad:

Ejercicio 9.37. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado (es decir, todo polinomio de
grado positivo en una variable con coeficientes en k tiene al menos una raiz; esto ocurre,
por ejemplo, si k = C). Sea P(V') un espacio proyectivo sobre k, sea f una proyectividad
de P(V) en si mismo y sea A un subespacio proyectivo de P (V') invariante por f.

(1) Demuestra que existe un punto fijo de f contenido en A.

(2) Demuestra que existe un hiperplano invariante por f que contiene a A.
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Indicacion: (2) es el enunciado dual de (1), por lo que puedes obtener (2) aplicando
(1) a f~.

Observacién 9.38. Dada una proyectividad f de un espacio proyectivo P(V) de di-
mensién n sobre k en si mismo, ya vimos, en la proposicion [8.20] cémo hallar sus puntos
fijos. El corolario y el ejercicio [9.37| nos proporcionan ademas un método sistematico
para hallar todos los subespacios invariantes de una proyectividad cuando el cuerpo k es
algebraicamente cerrado (por ejemplo, k = C).

En efecto, en este caso, comenzamos hallando todos los hiperplanos invariantes por f.
Para cada hiperplano invariante H por f, consideramos f|,,. Por el corolario y la
proposicion m, (3) sabemos que f|,, es una proyectividad de H en H. Hallamos entonces
todos los hiperplanos invariantes A por f|,,, que no seran sino los subespacios de P(V)
de codimension 2, contenidos en H e invariantes por f. Por ello, como este proceso lo
realizamos para todos los hiperplanos H invariantes por f y, segun el ejercicio W, (2),
todo subespacio A de codimensién 2, invariante por f, esta contenido en algtin hiperplano
H invariante por f, encontramos asi todos los subespacios de codimension 2 invariantes
por f. Repitiendo este argumento para todo subespacio invariante A de codimensién 2 (es
decir, hallando, para cada A, los hiperplanos invariantes de la proyectividad f|, de A en si
mismo), obtenemos todos los subespacios de codimension 3 invariantes por f. Continuamos
el argumento hasta encontrar todos los subespacios invariantes de codimensién n — 1,
es decir, hasta encontrar todas las rectas invariantes (aunque podriamos, no hace falta
encontrar de esta manera los puntos invariantes por f, ya que estos son los puntos fijos y
los podemos hallar directamente usando la proposicion .

Observacion 9.39. Si el cuerpo k no es algebraicamente cerrado (por ejemplo, si k = R),
también se puede usar el ejercicio para hallar todos los subespacios invariantes por
una proyectividad f de un espacio proyectivo P(V') de dimensién n en si mismo. En este
caso, lo que haremos es extender el cuerpo de escalares de k a k, donde k es la clausura
algebraica de k (si k = R, entonces k = C y a hacer esto lo denominamos complezificar
el problema). Vemos cémo se lleva a cabo esto en el caso concreto en que f es una
proyectividad de P% en P%. En este caso f estd representada por una matriz M respecto
de la referencia candnica de Pk. La matriz M es una matriz (n + 1) X (n 4+ 1) cuyos
elementos son nimeros reales, que son también niimeros complejos, pues R C C. Por
ello, M define una proyectividad fc de P en P (jla matriz M sigue siendo invertible
sobre C!). Aplicamos ahora a fc el método descrito en la observacién [9.38 De esta forma
encontraremos todos los subespacios invariantes por fc. Estos subespacios invariantes
son subespacios proyectivos de P¢. Aquellos de entre esos subespacios que sean ademés
subespacios proyectivos de P% serdn los subespacios invariantes por f que buscamos.

Si fijamos una referencia proyectiva, es relativamente sencillo generalizar la construccion
anterior al caso general en que P (V') sea un espacio proyectivo real. No nos detenemos en
el caso en que k es un cuerpo arbitrario, ya que para esto necesitamos definir la clausura
algebraica k de un cuerpo k (brevemente, k es el cuerpo “més pequefio” de entre aquellos
cuerpos F' que contienen a k y satisfacen la propiedad de que todo polinomio no constante
en una variable y con coeficientes en k tiene alguna raiz en F') y esto se escapa del &mbito
de este curso. De todas formas, si conociéramos k, el proceso serfa el mismo que hemos
visto, ya que, al igual que R y C, los cuerpos k y k cumplen k C k.
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TEMA 3: CONICAS.

Hasta ahora hemos estudiado los subconjuntos maés sencillos, desde un punto de vista
geométrico, definidos por ecuaciones polinémicas, de un espacio afin o de un espacio proyec-
tivo: las wariedades lineales (puntos, rectas, planos, etc.). A estos conjuntos les hemos
llamado subespacios afines en el caso afin y subespacios proyectivos en el caso proyectivo.
Estos subconjuntos son los mas simples porque vienen definidos como el conjunto de ceros
de una serie de polinomios lineales (homogéneos en el caso proyectivo), es decir, vienen
definidos por polinomios de grado 1. A su vez, dentro de estas variedades lineales, las
mas sencillas son aquellas definidas por una tnica ecuacién lineal, que son las que hemos
llamado hiperplanos (afines o proyectivos). Parece lgico pensar que los subconjuntos si-
guientes en cuanto a nivel de complejidad sean aquellos que se obtienen como conjunto
de ceros de un polinomio (homogéneo en el caso proyectivo) cuadrdtico o de grado 2. Es-
tos subconjuntos son las llamadas hipersuperficies cuddricas. Para abordarlas se pueden
usar las herramientas afines, euclideas y proyectivas que hemos ido desarrollando hasta
ahora, de forma que el estudio de las cuadricas desde una perspectiva proyectiva nos dé
informacion sobre las cuadricas afines y viceversa. De entre las hipersuperficies cuadricas
estudiaremos las mas sencillas, las del plano (afin y proyectivo). Estas serdn las curvas
del plano definidas por una ecuacién de grado 2. A estas curvas se les llama conicas. Las
cénicas son un tipo de curvas planas cuyo estudio se remonta a los antiguos griegos. Su
nombre se debe a que pueden obtenerse como secciones de un cono en el espacio afin cuando
lo cortamos con diferentes planos afines. Las cénicas estan presentes en disciplinas como la
astronomia y, en general, en la mecénica clasica, y tienen aplicaciones en 6ptica (espejos,
lentes), en ingenieria (radares, antenas) o en arquitectura (para disenar superficies con
propiedades interesantes desde un punto de vista estético, acustico...).

Las orbitas de los planetas del Sistema Solar son elipses,
una clase de cénicas (primera ley de Kepler).

10. CONICAS EN EL PLANO AFIN

Las cénicas como lugares geométricos en el plano afin euclideo

Quiza hayais visto ya como una cénica se puede definir a partir de sus propiedades métricas.
Nuestro primer objetivo es justificar por medio de ejemplos que, tal y como anuncidbamos
en la introduccion de este tema, estas cénicas definidas por propiedades métricas o como
secciones conicas son curvas que se pueden describir por medio de una ecuacién de segundo
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Ficura 1. Elipse C4

grado. Tomemos el ejemplo de una elipse real. Una elipse real es el lugar geométrico de
aquellos puntos del plano afin euclideo estdndar A% tales que la suma de sus distancias
a dos puntos dados, iguales o distintos, llamados focos de la elipse, es constante y mayor
que la distancia entre los focos. Esta definicion métrica proporciona un método sencillo
de dibujar una elipse en una hoja de papel, usando dos chinchetas (que se clavan en los
focos de la elipse), una cuerda (que se ata en las chinchetas) y un lapiz (con cuya punta
tensamos la cuerda), que deslizamos sobre el papel. A este método se le conoce como
método del jardinero, porque, usando estacas en vez de chinchetas y lapiz, también sirve
para dibujar elipses en un jardin, por ejemplo.

Si los dos focos son puntos distintos, la recta que los une se denomina eje principal o mayor
de la elipse y el punto medio del segmento que determinan los focos, centro de la elipse.
En este caso, la recta que pasa por el centro de la elipse y es perpendicular al eje mayor de
la misma se denomina eje secundario o menor de la elipse. Los puntos de interseccion de
los ejes con la elipse se denominan vértices de la elipse. Los segmentos que unen el centro
de la elipse con cada uno de sus cuatro vértices se llaman semiejes (mayores o menores
segin el eje en el que estén). Estudiamos a continuacién una elipse real concreta:

Ejemplo 10.1. En el plano afin A% con su estructura euclidea estdndar consideramos
los puntos p; = (—1,0) y po = (1,0). Sea C; el conjunto de puntos p de A% tales que
la suma de sus distancias d; = d(p,p1), do2 = d(p,p2) a p1y a py es d; +dy = 4. Por lo
dicho anteriormente la curva C es una elipse real, los puntos p; y ps son los focos de Cf,
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= 0, el centro de

los ejes mayor y menor de C] son las rectas de ecuaciones y = 0y x
(—2, 0), Ay — (2, 0), bl =

C1 es el punto o = (0,0), los vértices de C; son los puntos a; =
(0, —v/3), by = (0,/3) y los semiejes de C; miden 2 y /3.

Veamos ahora cémo se escribe en coordenadas la condicién d(p,p;)+ d(p,p2) = 4. Un
punto p = (z,y) de A% pertenece a C} si y solo si

Ve +12+2+ (e —1)2+y2 =4

Como ambos lados de la ecuacién aneterior son no negativos, esta es equivalente a

(z+ 12+ + (=1 +y* =16 = —2¢/(z + 1)2 + 2/ (z — 1)2 + 42

y esta a

4y —T=—(r+1)2+y2/(z — 1)2 + 42
La ultima ecuacion es equivalente a
(10.1.1) P+ =712 =((x+ 1) +y)((x - 1)* + %)
ya que no existen puntos (z,y) de A% que satisfagan
(x+ 124+ +(z— 12+ 92 =16 = 2¢/(z + 1)2 + 2/ (. — 1)2 + ¢2,

pues esto es equivalente a d(p,p;)— d(p,p2) = 4, que contradice la igualdad triangular.
Desarrollando y simplificando ([10.1.1]) obtenemos que C1 es el conjunto de puntos p = (x, y)
de A% tales que

327 +4y* —12=0
o0, equivalentemente, tales que
2 2
T )
10.1.2 —+==1
( ) 4 3
El ejemplo [10.1| nos muestra que podemos expresar C'; como el conjunto de ceros de un
2
polinomio de grado 2 en x e y (el polinomio %2 + % — 1 o el polinomio 322 + 4y* — 12) o,
lo que es lo mismo, como el conjunto de soluciones de una ecuacién de grado 2 en x,y (la
ecuacion % + %—2 —1 =0 o0 la ecuacién 3z +4y? — 12 = 0). Esto nos da otro enfoque para
acercarnos a las conicas: describirlas analiticamente, es decir, por medio de ecuaciones.
A continuacién generalizamos el ejemplo [10.1] considerando elipses reales que tienen como
centro el punto (0,0) y como eje mayor la recta de ecuacién y = 0:

Ejercicio 10.2. En el plano afin A% con su estructura euclidea esténdar consideramos la
elipse real E que tiene por vértices los puntos (—a,0), (a,0), (0, —b) y (0,b), donde a y b
son numeros reales que cumplen a > b > 0. Demuestra que

(a) los focos de E son los puntos p; = (—¢,0) y ps = (¢,0), donde ¢ = va? — b?;

(b) el eje mayor de E es la recta de ecuacién y = 0, el eje menor de E es la recta de
ecuacién x = 0, el centro de E es el punto (0,0) y los semiejes mayor y menor de
E miden a y b respectivamente;

(c) los puntos p de E son aquellos puntos de A% que cumplen d(p, p1)+ d(p, p2) = 2q;

(d) un punto p = (x,y) pertenece a E si y solo si

2?2
(10.2.1) ) + 2= 1
0, lo que es lo mismo,

va2? + a*y? — a®b® = 0.
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Ejercicio 10.3. En el plano afin A% con su estructura euclidea estdndar consideramos
la circunferencia S de centro o = (a, ) y radio r (siendo r un ntimero real positivo).
Demuestra que

(a) S es una elipse real en la que los focos son iguales a o (indicacién: observa que un
punto p de A% pertenece a S si y solo si cumple d(p, 0)+ d(p,0) = 2r);
(b) un punto p = (z,y) pertenece a S si y solo si

(10.3.1) (z—a)+(@y—B)>=r’
0, lo que es lo mismo,
2* +y? —2ax — 2By + (a* + B2 — 1) =0

(si 0 = (0,0), {puedes obtener a partir de ((10.3.1)) una ecuacién como ((10.2.1))?
,c6mo?).

Vemos ahora otro ejemplo de elipse en el que, al contrario del ejemplo y del ejerci-
cio m, el centro no es el (0,0) y el eje mayor no es la recta de ecuacién y = 0 (esto tendra
como consecuencia que, aun siendo de segundo grado, la ecuacion (|10.4.1)) que obtendremos

para esta elipse sera mas complicada que ((10.2.1)):

Ejemplo 10.4. En A% con su estructura euclidea estdndar consideramos los puntos

Py = (—‘/75 + 1,—‘/75 + 1)y phy = (\/75 + 1, ‘/75 + 1) y el conjunto C] de puntos p tales
que la suma de sus distancias a p| y a p es d(p, p})+ d(p, py) = 4. Intuitivamente parece
claro que C7] debe ser una curva muy similar a C'y, ya que en la definicién de C] solo hemos
cambiado, con respecto a la definicién de C}, los puntos p; y pe por los puntos p} y pj,
pero la distancia entre ellos se sigue conservando, es decir, d(py,p2) =d(p},p5) = 2. En
efecto, C] es una elipse real cuyos focos son p| y p, cuyos ejes mayor y menor son las
rectas L] y L, de ecuaciones z —y =0y x+y — 2 = 0, cuyo centro es el punto o’ = (1, 1)
y cuyos semiejes miden 2 y v/3 (mds adelante veremos que C es el resultado de aplicarle a
(1 la isometria que resulta de componer la traslacién de vector (1, 1) con un giro de centro
(1,1) y dngulo 7/4). Puedes comprobar, argumentando como en el ejemplo [10.1, que si
p = (z,y), la condicién d(p, p})+ d(p,p,) = 4 es equivalente a

(10.4.1) 7o+ Ty? — 22y — 120 — 12y — 12 = 0,

por lo que la elipse real C] es también el conjunto de ceros de un polinomio, en este caso,
el polinomio 72% + Ty* — 2xy — 12x — 12y — 12. Este polinomio no es tan sencillo como el
que nos servia para determinar los puntos de la elipse C del ejemplo [10.1, pero vuelve a
ser un polinomio de segundo grado.

Vemos mas ejemplos de conicas definidas como lugares geométricos:

Definicién 10.5. Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano afin euclideo
estdndar A% tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos dados distintos, llamados
focos de la hipérbola, tiene valor absoluto constante y menor que la distancia entre los focos.
La recta que une a los focos se denomina eje principal de la hipérbola y el punto medio
del segmento que determinan los focos se denomina centro de la hipérbola. La recta que
pasa por el centro de la hipérbola y es perpendicular a su eje principal se denomina eje
secundario de la hipérbola. Los puntos de interseccién del eje principal y la hipérbola se
denominan wvértices de la hipérbola.

Estudiamos a continuacion una hipérbola concreta:
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Ficura 2. Elipse C]

Ejemplo 10.6. Sea C5 el conjunto de puntos p tales que el valor absoluto de la diferencia
de sus distancias a (—v/2,0) v (v/2,0) es igual a 2 (segiin la definicién (—+v/2,0) y (v/2,0)
son los focos de Cy, el punto (0,0) es el centro de Cy y las rectas de ecuaciones y = 0y
x = 0 son los ejes principal y secundario de C5). Argumentando como en el ejemplo m,
vemos que Cy es la curva de A% formada por los puntos (z,y) que satisfacen la ecuaciéon

(10.6.1) 2t -yt =1

Asi pues vemos que de nuevo podemos describir la cénica Cy como el conjunto de ceros de
un polinomio de grado 2, concretamente, el polinomio 22 — > — 1. Como el eje principal
de C5 es la recta de ecuacion y = 0 de la ecuacién de Cy se deduce que los vértices de Cy
son los puntos (—1,0) y (1,0).

A continuacién generalizamos el ejemplo m (la correspondiente a la hipérbola Cs), con-
siderando hipérbolas que tienen como centro el punto (0,0) y como eje mayor la recta de
ecuacion y = 0:

Ejercicio 10.7. En el plano afin A% con su estructura euclidea estdndar consideramos
la hipérbola H que tiene por vértices los puntos (—a,0),(a,0) y por focos los puntos
p = (—¢,0) y po = (¢,0), donde a y ¢ son numeros reales que cumplen ¢ > a > 0.
Demuestra que

(a) el eje principal de H es la recta de ecuacién y = 0, el eje secundario de H es la
recta de ecuacién x = 0 y el centro de H es el punto (0,0);
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(b) los puntos p de H son aquellos puntos de A} que cumplen |d(p, p1)— d(p, p2)| = 2q;
(¢) un punto p = (x,y) pertenece a H siy solo si
2?2y
0, lo que es lo mismo,
bBa? — a%y? — a’b? = 0,

donde b = /2 — a?.

Al igual que pasaba en el ejemplo[10.4] si consideramos una hipérbola cuyo centro no sea el
(0,0) y cuyo eje principal no sea la recta de ecuacién y = 0, la ecuacién que obtendremos
serd mas complicada que (como puedes ver en el ejemplo [10.19)), pero seguira
siendo una ecuacién de segundo grado.

Observacién 10.8. Hay dos diferencias que saltan a la vista cuando comparamos una
elipse real y una hipérbola. La primera es que los puntos de una elipse real forman un
conjunto que esta acotado mientras que los puntos de una hipérbola forman un conjunto que
no lo esta. Otra diferencia es que mientras que una elipse real que no sea una circunferencia
tiene cuatro vértices, una hipérbola tiene solo dos. Esta diferencia se debe a que estamos
trabajando con el cuerpo de los nimeros reales. Si, aunque las ecuaciones que usemos
sigan teniendo coeficientes reales, nos permitimos considerar no solo sus soluciones reales
sino también sus soluciones imaginarias (es decir, extendemos el cuerpo con el que estamos
trabajando y pasamos de R a C), observaremos que la interseccién entre una hipérbola
y su eje secundario esta formada por dos puntos que tienen imaginaria al menos una de
sus dos coordenadas. Asi pues, podriamos decir que una hipérbola tiene cuatro vértices al
igual que una elipse real pero que, al contrario que esta, estos cuatro vértices son un par
de vértices reales y un par de vértices imaginarios.

La primera diferencia a la que hemos hecho referencia en esta observacién también estd mo-
tivada por trabajar sobre R pero la estudiaremos con més precision cuando introduzcamos
el concepto de equivalencia afin de cénicas (consulta la definicién [10.21] el teorema y
la observacién y la entenderemos mejor desde un punto de vista geométrico cuando
veamos qué es el completado proyectivo de una coénica.

Seguimos ahora con otros ejemplos de conicas, las pardbolas:

Definicién 10.9. Una parabola es el lugar geométrico de aquellos puntos del plano afin
euclideo estdndar A% que equidistan de un punto, llamado foco de la pardbola, y una recta
(que no contenga al foco), llamada directriz de la pardbola. La recta perpendicular a la
directriz por el foco de la pardbola se denomina eje de la pardbola y la interseccion del eje
con la parabola se llama vértice.

Consideramos ahora un ejemplo concreto de parabola:

Ejemplo 10.10. Sea (5 la curva formada por los puntos p que equidistan del punto
(1/4,0) y de la recta de ecuacion o = —1/4 (segtin la definicién que acabamos de dar
(1/4,0) es el foco de Cs, la recta de ecuacién x = —1/4 es su directriz, la recta de ecuacion
y = 0 es su eje y el punto (0,0) es su vértice). Argumentando como en el ejemplo m,
vemos que Cj es el conjunto de puntos p = (z,y) que satisfacen la ecuacién

(10.10.1) r =y’

Asi pues observamos que, de nuevo, podemos describir la cénica C3 como el conjunto de
ceros de un polinomio de grado 2, concretamente, el polinomio y? — x.
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Ficura 3. Pardbola de foco (p/2,0) y directriz la recta L de ecuacién x = —p/2.

“(p/2,0)

NO

-34

Ejercicio 10.11. Comprueba que el conjunto C4 de puntos p = (x,y) que cumplen x? —
20 —y — 1 =0 es una parabola. ;Cudl es el foco y la directriz de C4?

A continuacién generalizamos el ejemplo [10.10] considerando parabolas que tienen como
vértice el punto (0,0) y como eje la recta de ecuacién y = 0:

Ejercicio 10.12. En el plano afin A% con su estructura euclidea estdndar consideramos
la pardbola P que tiene como vértice el punto (0,0), como eje la recta de ecuacién y = 0
y como foco el punto (p/2,0), donde p es un niimero real positivo. Demuestra que

(a) la directriz L de P es la recta de ecuacién x = —p/2;
(b) un punto p = (z,y) pertenece a P si y solo si
(10.12.1) y* = 2px

o, lo que es lo mismo,
v — 2pxr = 0.

Al igual que pasaba en los ejemplos y10.19, si consideramos una parabola cuyo vértice
no sea el (0,0) y cuyo eje no sea la recta de ecuacién y = 0, la ecuacién que obtendremos
serd mas complicada que ((10.12.1]), pero seguira siendo una ecuacion de segundo grado.
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F1GURA 4. Interseccion de @ y Il,.

Secciones conicas

Otro enfoque para acercarnos a las conicas es verlas como secciones de un cono con base cir-
cular (de ahi viene precisamente el nombre de cénica). Consideramos un cono @) concreto:
el conjunto de puntos (z,y, z) de A% que satisfacen la ecuaciéon 2% +y* — 22 = 0. La seccién
que se obtiene al intersecar () con el plano II, de ecuaciéon z = r, donde r € R, # 0,
es una circunferencia contenida en II,, con centro (0,0,r) y radio |r|. Por otra parte, la
intersecciéon NIl consiste solamente en el punto (0, 0, 0) por lo que @ es efectivamente un
cono, cuyo vértice es el punto (0,0,0). Este como es por otra parte una superficie cuddrica
ya que esta definido por una ecuacién cuadrética en las variables z, ¥, z.

Si intersecamos () con diferentes planos vamos obteniendo diferentes tipos de cénicas. Ya
hemos comentado que si intersecamos () con planos horizontales II,., exceptuando el plano
[Ty de ecuacién z = 0, obtenemos circunferencias, que son un tipo especial de elipses. Por
ejemplo, si intersecamos () con el plano horizontal I, de ecuaciéon z = 2, obtenemos la
circunferencia, de centro (0,0, 2) y radio 2, contenida en Il, que aparece en la figura . Si
movemos II, un poco para que deje de ser un plano horizontal, la interseccién con ) que
obtendremos sera también una elipse aunque ya no sera una circunferencia. Si intersecamos
@ con el plano II de ecuacion x —y — z + 1 = 0 obtenemos una hipérbola como muestra
la figura [5} Si movemos un poco el plano II, la interseccién con @ seguird siendo una
hipérbola. En cambio, si intersecamos @) con el plano II' de ecuacién x + z +1 = 0, el
resultado es una parabola, como podemos ver en la figura [6]

Podemos describir las interesecciones anteriores con ecuaciones. Observa que todas ellas
son curvas en un plano (I, IT y IT'), asi que escribiremos sus puntos en coordenadas en el
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FiGura 5. Interseccion de @ y II.

—

plano correspondiente. Por ejemplo, en el caso del plano II de ecuacién z —y — z+1 =0,
si fijamos la referencia cartesiana Z = {(0,0,1);(1,0,1), (0,1, —1)}, las coordenadas de un
punto (z,y,2) = (z,y,2 —y + 1) de II respecto de Z son (x,y) (como II tiene dimensién
2 podemos expresar sus puntos con dos coordenadas). Entonces los puntos de @ N1I son
aquellos puntos de II cuyas coordenadas respecto de # cumplen la ecuacién 2xy —2x+ 2y —
1 = 0 (en la practica, lo que hemos hecho es despejar z en funcién de z e y y sustituir en la
ecuacién de Q). De igual forma, si fijamos la referencia %, = {(0,0,2);(1,0,0),(0,1,0)}
en el plano II, de ecuacion z = 2, la interseccion ) N II, son los puntos de Il, cuyas
coordenadas (z,y) respecto de Z cumplen la ecuaciéon 22 + y?> — 4 = 0. Finalmente,
si fijamos la referencia Z = {(0,0,—1);(1,0,—1),(0,1,0)} en el plano II' de ecuacién
r+ 241 =0, la interseccién @ NII" son los puntos de I1' cuyas coordenadas (x,y) respecto
de Z cumplen la ecuacién y?> —2x —1 = 0. En los tres caso vemos que las secciones cénicas
obtenidas estan definidas por una ecuacion de segundo grado en dos variables. De hecho
esto no es exclusivo de estos tres ejemplos ya que, como la ecuaciéon de ) es una ecuacion
cuadrdtica en tres variables x,y, 2, si intersecamos @) con cualquier plano de A%, al tener
este una ecuacion lineal en x,y, z, despejando por ejemplo z en dicha ecuacién en funcion
de z e y y sustituyendo en 22 + 9% — 22 = 0, obtendremos siempre una ecuacién cuadratica
en dos variables. Volvemos pues a la conclusién de la subseccién anterior: las cénicas (y, en
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FI1GURA 6. Interseccion de @ y IT'.

|
| -
I
I
|

este caso, podemos ciertamente decir, las secciones cénicas) son curvas planas que vienen
descritas por una ecuacion de grado 2.

Definicién de cénica en el plano afin estandar

Lo visto en las dos subsecciones anteriores sugiere que una forma de tratar todas las
cénicas de manera unificada es considerar las curvas de A% definidas como el conjunto o
lugar de ceros de un polinomio F' de R[z,y] de grado 2, que es una expresién de la forma
CL11£IZ'2 + G22y2 + a122Y + apg1x + an2y + aop, donde a11, A22, @12, Ao1, Ap2, Qoo € R (IOS nombres
que hemos dado a los coeficientes de F' parecen ahora bastante extranos; justificaremos
esta notacién mas adelante). Con la expresién lugar de ceros de F' nos queremos referir
al conjunto de puntos p = (z,y) de A% para los que el valor de F es 0 cuando evaluamos
F en p. Sin embargo, tomar esto como definiciéon de cénica tiene algunos inconvenientes,
que vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10.13. El lugar de ceros en A% del polinomio 22 + y*> + 1 o del polinomio
2 + y? + 2 es el conjunto vacfo. El lugar de ceros en A% del polinomio z? + y* es el
conjunto {(0,0)}.

El ejemplo nos muestra que hay polinomios de grado 2 de R[z,y] cuyo conjunto de
ceros en A% es un conjunto finito, posiblemente vacio. Calificar tales conjuntos como curvas
es contrario a la intuicién, por lo que, en un primer momento, sentiriamos la tentacion de
excluir estos polinomios y sus conjuntos de ceros de la definicién de conica. Sin embargo,
esto no es deseable pues romperia la manera uniforme con la que queremos estudiar las
cOnicas. Por otra parte, si consideramos los conjuntos de ceros de los polinomios del
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ejemplo no en A%{ sino en A%, vemos que, estos si, son conjuntos infinitos (y de
hecho, el conjunto de ceros de cualquier polinomio de grado 2 en dos variables lo es).
Vemos ademds que aunque en A% el conjunto de ceros de 2% + y* + 1 y de 22 + y? + 2
es el mismo (el conjunto vacio), no pasa lo mismo cuando consideramos los conjuntos de
ceros de 2 + y*> + 1 y de 2% + y* + 2 en A% (de hecho, dos polinomios F; y Fy de Rz, y]
de grado 2 tendrdn el mismo conjunto de ceros en A% si y solo si existe A € R* tal que
Fy, = A\F}). Esto motiva la definicién de cénica que daremos finalmente, que tiene sentido
no solo sobre R sino en el plano afin estandar sobre cualquier cuerpo k:

Definicién 10.14. Sea k un cuerpo. Definimos la siguiente relacién de equivalencia en el
conjunto de polinomios de grado 2 de k[z,y|: dos polinomios F; y Fy son equivalentes si
y solo si existe A € k* tal que Fy, = A\F}. Una cdnica de Aj es la clase de equivalencia [F]
de un polinomio F' de grado 2 de k|[x,y]. Si F' un polinomio de grado 2 de k|, y], diremos
que la conica [F] tiene ecuacion F' = 0.

Observaciéon 10.15. En la definicién estd implicito que estamos fijando unas coor-
denadas de AZ, las coordenadas en el sistema de referencia candnico; ya veremos al final
de este tema qué ocurre cuando cambiamos de coordenadas. Por otra parte, es claro que si
Fy y F5 son dos polinomios equivalentes, su lugar de ceros en A es el mismo. En muchas
ocasiones (como en los ejemplos [10.1] [10.4} [10.6] y [10.10| y, més en general, en A% cuando
el lugar de ceros de F sea un conjunto infinito, o en A%) el lugar de ceros de un polinomio
F de grado 2 determina la cénica [F] (es decir, si F’ tiene el mismo lugar de ceros que F
y dicho lugar de ceros es un conjunto infinito, entonces F'y F’ son equivalentes). En estos
casos podremos identificar la cénica [F] con su lugar de ceros.

Segin hemos visto, la ecuacién de una conica es un polinomio de grado 2, en dos variables,
igualado a 0. Vamos a expresar esta ecuacion en forma matricial.

Atencién: A partir de ahora los cuerpos con los que trabajaremos en este tema tendran
caracteristica distinta de 2 (la razdén es evidente a la vista de las matrices que aparecen en
la siguiente definicién).

Definicién 10.16. Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2, sea F' = a112% + agoy® +
a2y + ag1r + agey + ago un polinomio de grado 2 de k[z,y] y sea C' = [F] la cénica de
A correspondiente. La ecuacién de C

anxz + a22y2 4+ a2y + ag1x + agay + agy =0

se puede expresar como

1 1
Goo 3001 3002 1
1
(1 T y) %am aiq §CL12 T =0.
1
3002 3012 G22 Y

Denotamos
Qoo %%1 %%2
M(C) = %Gm ail 50G12
502 %am 22

y decimos que M(C') es una matriz asociada a la cénica C'. Asimismo, denotamos como

m(C') a la submatriz
wer- (i)
5Q@12  G22

de M(C) (observa que m(C') no es nula ya que el polinomio F es de grado 2).
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Observacién 10.17. La matriz M (C') de la definicién anterior es una matriz simétrica.
Dada una cénica C, su matriz asociada es unica salvo producto por un elemento de k*.

Clasificacion afin y métrica de las cénicas

Nos planteamos ahora una especie de problema inverso al que hemos abordado en los
ejemplos [10.1} {10.4] [10.6] y {10.10} En esos ejemplos describiamos primero las cénicas
C1,C}, Cy y C3 por medio de sus propiedades métricas (es decir, las describfamos de forma
geométrica) y después halldbamos la ecuacién que las caracterizaba. Posteriormente, en
la definicion dijimos que en general una conica es una clase de equivalencia de
polinomios de grado 2 o, si se quiere, una ecuacién de segundo grado. Por tanto, si
nos dan una cénica [F| de A%, donde F = a112% + agy? + a1oxy + ani® + agay + ago y
ai1, G292, A12, Ao1, o2, oo € R, nos gustaria ahora ser capaces de describirla geométricamente
o, hablando con més propiedad, de describir geométricamente su lugar de ceros, es decir,
decir cuéles son las propiedades métricas que cumplen los puntos del conjunto {(z,y) €
A% | a112% + agny® + a19ry + agi1 T + agey + ago = 0} o, al menos, decir qué aspecto tiene di-
cho conjunto. Supongamos ahora que nos dan las conicas de ecuaciones ((10.1.2)), (10.6.1))
y (10.10.1) pero que no hemos leido los ejemplos [10.1} [10.6] y [10.10, Como las ecua-
ciones ((10.1.2)), (10.6.1)) y (10.10.1) son muy sencillas podemos sin muchas dificultades
esbozar un dibujo de su lugar de ceros. Més atin, los ejercicios [10.2] y [10.12] nos
dicen que la conica dada por es una elipse real, la cénica dada por (10.6.1) es
una hipérbola y la cénica dada por es una parabola. FEsos ejercicios también
nos permiten hallar en cada caso los ejes, vértices, etc. de esas conicas a partir de sus
ecuaciones y decir qué condicién métrica han de cumplir los puntos que pertenecen a su
lugar de ceros.

Ejemplo 10.18. Imaginemos ahora que a alguien que no ha leido el ejemplo le piden
describir geométricamente o, al menos, esbozar un dibujo, del lugar de ceros dado por la
ecuacion sin darle més informacion que esa ecuacién. Seguramente le resultaria
una tarea dificil. A nosotros, que si hemos leido el ejemplo [10.4] nos resultara més facil ya
que sabemos c6mo se construye el lugar de ceros C] de la ecuacién : es el lugar de
los puntos tales que la suma de sus distancias a p| y p), es igual a 4. Observamos también
que la descripcién geométrica de Cf es muy similar a la descripcién geométrica de C en
el ejemplo [10.1], ya que C; es el lugar de los puntos tales que la suma de sus distancias
a p; y po es igual a 4 y la distancia entre p; y po y entre pj y ph es en ambos casos 2.
Finalmente nos damos cuenta de que si queremos transformar los focos p| y ph de C] en
los focos p; y pe de Cy mediante una isometria (como una isometria transforma rectas en
rectas y conserva las distancias, observa que en ese caso transformaremos también el eje
mayor de C] en el eje mayor de C] y el centro de C7, que es el punto (1,1), en el centro
de C1, que es el punto (0,0)) lo que podemos hacer es considerar la composicién f de la
traslacion ¢, de vector v = (—1,—1) seguida del giro g de centro (0,0) y angulo —m/4.
Como f es una isometria y por tanto conserva las distancias, f no solamante lleva p) a p;
y Py a pg sino que transforma un punto tal que la suma de sus distancias a p] y p, es 4 en
un punto tal que la suma de sus distancias a p; y py es 4. Es decir, f(C7) C C; y, como la
inversa de f es de nuevo una isometria, de hecho, f(C]) = C}. Poniéndonos de nuevo en el
lugar de esa persona a la que han pedido describir el lugar de ceros de la ecuacion ((10.4.1)
sin haber leido el ejemplo [10.4] si esta es capaz de dar con la isometria f, aplicandola a
1, obtendria la cénica C. Esta persona podria describir las propiedades métricas de C
usando el ejercicio y, deshaciendo la isometria (es decir, aplicando f~! a C}), obtener
las propiedades métricas de C7, ya que, como ya dijimos, f~! es también una isometria.
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A continuacién comprobamos analiticamente que f(C7) = C;. Es un sencillo ejercicio ver
que las ecuaciones de f~! respecto de la referencia canénica de A% son
o = L \/753/ +1

2
I V2. V2

y = Lo+ Ly.
Como un punto p = (z,y) pertenece a f(C1) siy solo si f~1(p) pertenece a C, los puntos

p de f(C7) son aquellos cuyas coordenadas cumplen
(10.18.1)

T(Rx — Ly +1)2 + 7(La + Ly)?

=2 = Py + DFe+ Py — 12080 - Py + 1) - 120580 + Fy) - 12=0.

Simplificando la ecuacién ((10.18.1]) obtenemos que los puntos de f(C?) son lo puntos que
satisfacen la ecuacion

622 +8y? — 24 =0,

que es equivalente a la ecuacién ((10.1.2)). Es decir, f(C]) = €}, tal como habiamos
argumentado mas arriba.

En el ejemplo [10.18 hemos sido capaces de encontrar una isometria que transforma Cf
en una conica de C porque teniamos previamente informacion geométrica de como era
(. Si nos dan una cénica de la que a priori no sabemos su aspecto ni sus propiedades
geométricas, jcomo seremos capaces de describirla? Lo vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.19. En el plano afin euclideo estdandar A% consideramos la cénica Cy de
ecuacion 722 4+50xy+7y? —82v/ 22 —461/2y—178 = 0. Queremos describir geométricamente
el lugar de ceros de Cy. Para ello seguiremos estos pasos.

Paso 1: Lo primero que haremos serd buscar, si es posible, una isometria que transforme
(4 en una coénica de ecuacién como las que aparecen en los ejercicios [10.2] [10.7] y [10.12]
Observamos que

—178 —41/2 —23V2
M(Cy) = | —41v2 7 25
—923v2 25 7

Segun el teorema espectral toda matriz simétrica real puede diagonalizarse simultaneamente
por congruencia y por semejanza; es decir, existe una matriz ortogonal que diagona-
liza dicha matriz simétrica. La matriz simétrica que consideraremos sera la submatriz
2 : ) .
m(Cy) = (275 75> de M(C}). El polinomio caracteristico de m(Cjy) es \> — 14\ — 576, de
donde los valores propios de m(C}) son 32 y —18. El subespacio propio del valor propio 32
es L((1,1)) y el subespacio propio del valor propio —1 es L((1,—1)). Tomando un vector
de norma 1 de cada subespacio obtenemos una base ortonormal de A%, como por ejemplo

{(*2 ¥2) (=2 ¥2)} formada por vectores propios de m(Cy). Entonces

27 2 27 2
V2 V2
Mps. =\ v
2 2
y
-1
2 _y2 725\ (2 -2\ _ (32 0
VZoo2 25 7)\L2 & 0 -18)
2 2 2 2



112 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO
Como Mp g, es una matriz ortogonal, Mg,ch = M} 5., por lo que
¢
V2 V2
22\ 7 95\ (2 2\ (32 0
% \/75 25 7 \/75 \/75 ~\0 —18)"

Consideramos ahora el isomorfismo afin ¢’ de A% cuya matriz asociada respecto de la
referencia canoénica es

)

1 0 0

0 2 _v2
2 2

0 X2 V2
2 2

Como la matriz

es una matriz ortogonal, ¢’ es una isometria (de hecho, como el determinante de esa matriz
es 1, ¢ es un giro, concretamente, un giro de centro (0,0) (ya que ¢’ deja fijo el punto
(0,0)) y dangulo w/4). Las ecuaciones de ¢’ son

1 1 0 0 1
x| =10 ‘/75 —‘/75 ZL‘:
Y 0 L2 L2/ \y

Sea ahora ¢ la isometria inversa de ¢’ (g serd el giro de dngulo —7/4 y centro (0,0)).
Recuerda que un punto p = (x,y) pertenece a (el lugar de ceros de) g(Cy) si y solo si
g '(p) pertenece a (el lugar de ceros de) Cy. Como un punto p = (x,y) pertenece a Cj si

y solo si
—178  —41v/2 —23V/2 1
(1 zy | -4av2 7 25 x| =0,
-23v2 25 7 y
un punto p’ = (a’, ') pertenece a C'y = g(Cy) si y solo si
1 0 0\'/ —178 —41v2 —23v2\ /1 0 0 1
1 2 y)[o L2 2L —41V2 T 25 02 2| |a] =0
0 2 2 —23v2 25 7 0 2 2/ \y
Como
10 0\ [/ 178 —41v2 —23y2\ /1 0 0 —178 —64 18
0 ¥ ¥ —41V2 7 25 02 2= -6 32 0],
0 2 ¥ —23v2 25 7 0 L2 L 18 0 —18

un punto p’ pertenece a ) = g(Cy) si y solo si
162"> — 9y'* — 642’ + 18y’ — 89 = 0.
Podemos reescribir esta tltima ecuacién como
16(2' —2)> — 9(y — 1)* — 144 = 0.
Consideramos ahora la traslacién t de vector (—2, —1), que tiene por ecuaciones
' = 2 =2
y' =y -1
La imagen de g(Cj) por t serd el conjunto de puntos p” = (z”,y”) que satisfacen la ecuacién
16z"* — 9y"* — 144 = 0. Llamamos f a la composicién ¢ o g. Como nombrar a los puntos
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FIGURA 7. Hipérbola C}, de ecuacién 16x? — 93> — 64z + 18y — 89 = 0, de
focos p}, ph, centro o' y ejes L) y Lj,.

Ly

T T
12 14

de A% como (z”,4") en vez de (x,y) es simplemente un truco para no perdernos en el
argumento que acabamos de realizar, podemos decir que f(C}) es la cénica C] de ecuacién
1622 — 9y? — 144 = 0.

Paso 2: Usamos ahora el hecho de que en el ejercicio [10.7] vimos la descripcién geométrica
de C}. Deshaciendo la isometria que transforma Cy en C) podemos entonces obtener las
propiedades geométricas de Cy. Asi pues, observa que los focos de CY son p/ = (=5,0)
y py = (5,0), el centro de CJ es el punto o” = (0,0), los vértices de C’Z son los puntos
(—3,0) y (3,0) y los puntos de C7 son aquellos tales que el valor absoluto de la diferencia
de sus distancias a pf y pj es igual a 6. Como f(Cy) = C¥, tenemos que Cy = f~1(CY).
La isometria f tiene

CU” = %x—i—%y—
!

como ecuaciones respecto de la referencia canénica, por lo que f~ tiene
f "n_ \f " V2

Tr =
2
y f//+\2fy//+3\2/§

como ecuaciones respecto de la referencia canénica. Como f~! es una isometria, concluimos
que Cj es el conjunto de puntos tales que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias

a los puntos p; = f1(pY) = (=2v/2, —v/2) y po = f7H(pY) = (3v/2,4V/2) es igual a 6. Por
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F1GURA 8. Hipérbola CY, de ecuacién 1622 — 9y* — 144 = 0.

“10 8

tanto, Cy es una hipérbola cuyos focos son p; = (—2v/2, —v/2) y p» = (3v/2,4v/2), su centro

eso= f71(0,0) = (‘/75, %5), su eje principal es la recta L; de ecuacién z —y + /2 = 0, su

eje secundario es la recta L, de ecuacién z + y — 2v/2 = 0, etc.

Ejercicio 10.20. Demuestra que el conjunto Cj del ejercicio {10.11] es una parabola y
describe sus propiedades métricas, razonando como en el ejemplo [10.19

El proceso que acabamos de describir en el ejemplo |10.18|y en el ejercicio[10.19/nos sugiere
la estrategia para, dada una cénica de A% arbitraria de ecuacion ay;z? + agy® + a1y +
ap1Z + agey + ago = 0, obtener sus propiedades métricas (es decir, decidir por ejemplo si es
una elipse real, una hipérbola o una parabola, dar su foco o focos, la distancia focal, etc.).
La idea seria encontrar una isometria que transformara el lugar de ceros de la cénica en el
lugar de ceros de otra cénica cuya ecuacién sea mas sencilla (de forma més precisa, si es
posible, una ecuacién como ((10.2.1)),10.7.1{o (10.12.1))). El lugar de ceros de esa conica de
ecuacién mas sencilla se podria describir facilmente y, deshaciendo la isometria, esto nos
permitiria describir el lugar de ceros de la cénica de partida. Sin embargo ya vimos en el
ejemplo que no toda cénica de A% viene caracterizada por su lugar de ceros. Por
ello es preciso generalizar la manera en que hemos pasado en el ejemplo [10.18] usando la
isometria f, de la ecuacién

72?4+ Ty — 2oy — 120 — 12y — 12 =0
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FIGURA 9. Hipérbola Cy, de ecuacién 722 + 50y + 7y — 82v/2x — 46v/2y —
178 = 0.

104

L,

P2

a la ecuacion
622 4+ 8y* — 24 = 0.

Definicién 10.21. Sea F' un polinomio de Rz, y], sea C' = [F] la cénica correspondiente
del plano afifn euclideo estdndar Ag y sea f una isometria de A%. Sean

/

¥ = anr +apy +5

/

Yy = anr Fany +5

las ecuaciones (con respecto al sistema de referencia canénico) de la isometria inversa de f
(recuerda que lo que tienen que cumplir aqy, aa, o1, oy para que f sea una isometria es

a11 012 . . .
que | . )seauna matriz ortogonal). En ese caso definimos la imagen de C' por f y la
21 22
denotamos como f(C') como la cénica de ecuacion F'(aq1x+ a0y + F1, o1+ ooy + o) = 0

(F es un polinomio de grado 2 por la observacién [10.29)).

Por otra parte, en el ejemplo y en el ejercicio también nos hemos dado cuenta
de que las cénicas C] y C} tienen las mismas propiedades métricas que Cy y Cy respecti-
vamente. Asi pues desde un punto de vista métrico Cy y ' son equivalentes y lo mismo
Cyy CJ. Larazén de que Cy y C] y Cy y C tengan las mismas propiedades métricas
es que podemos transformar unas en las otras mediante una isometria (que conserva las
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propiedades métricas). Esto motiva que digamos que dos cénicas son métricamente equi-
valentes cuando podemos pasar de una a otra mediante una isometria:

Definicién 10.22. Sean C'y C' dos cénicas del plano afin euclideo estdndar A%. Decimos
que C'y C'" son métricamente equivalentes si y solo si existe una isometria f de A% tal

que f(C)=C".

Ejercicio 10.23. Demuestra que, en efecto, la equivalencia métrica de conicas es una
relacién de equivalencia (indicacién: puedes resolver el ejercicio de forma directa o usar la

proposicién |10.30)).

Entre las cénicas de A%, la relacién de equivalencia métrica es una relacién de equivalencia
muy “fina”, como muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo 10.24. Las cénicas C y Cs de ecuaciones "’“%f + % =1y % + % = 1 no son
métricamente equivalentes. La justificacion rigurosa de esta afirmacion la veremos cuando
detallemos todas las clases de la clasificacion métrica de las conicas. De momento, nos
conformamos con una justificacion intuitiva: ambas conicas son elipses pero la longitud
de sus semiejes menores es distinta (no asi la de sus semiejes mayores), por lo que no
existird una isometria que transforme una cénica en la otra. Sin embargo, son coénicas
“parecidas” (como ya se ha dicho, ambas son elipses). Para expresar de forma precisa este
“parecido” nos conformaremos con encontrar, en vez de una isometria, un isomorfismo afin
que transforme C'5 en C'. Por ejemplo, si consideramos el isomorfismo afin f de ecuaciones

¥ = x

y o= Yy
es facil comprobar que C; = f(Cj5). Intuitivamente lo que hace f es dejar el semieje mayor
de Cj igual y “estirar” el semieje menor de Cs, que mide v/2, para que mida v/3, que es lo

que mide el semieje menor de C'. Por eso es claro que f no es una isometria.

El ejemplo anterior nos motiva a dar la definicién de una nueva relaciéon de equivalencia de
conicas, mas “débil” que la equivalencia métrica, que obtendremos relajando el requisito
de que, para que dos conicas sean equivalentes debe existir una isometria que transforma
una en la otra; ahora solo pediremos que exista un isomorfismo afin. Por otra parte, como
los isomorfismos afines tienen sentido para un plano afin sobre un cuerpo k arbitrario, la
siguiente definicién la haremos para cénicas de A%:

Definicién 10.25. (1) Sea F' un polinomio de k[z,y], sea C' = [F] la cénica de A}
correspondiente y sea f un isomorfismo afin de AZ. Sean

¥ = anx t+apy +H

Y = anr +any +5

las ecuaciones (con respecto al sistema de referencia canénico) del isomorfismo afin
inverso de f (recuerda que lo que tienen que cumplir «ajq, 2, a1, e para que
a1 2
Q21 (N2
caso definimos la imagen de C' por f y la denotamos por f(C'), como la conica de
ecuacion F(aq1x 4+ aq2y + 1, a1 + agey + P2) = 0 (el polinomio F tiene grado 2

por la observacién [10.29)).

(2) Sean C'y C’ dos cénicas de AZ. Decimos que C'y C” son afinmente equivalentes si
y solo si existe un isomorfismo afin f de A} tal que f(C) = C".

f sea un isomorfismo afin es que sea una matriz invertible). En ese
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Ejercicio 10.26. Demuestra que, en efecto, la equivalencia afin de conicas es una relacion
de equivalencia (indicacién: puedes resolver el ejercicio directamente o usar la proposi-

ci6n [10.30).

Observacién 10.27. Si dos cénicas de Aj son métricamente equivalentes, también son
afinmente equivalentes, ya que una isometria del plano afin euclideo estandar es un iso-
morfismo afin del plano afin estandar. Por eso decimos que la relacién de equivalencia
métrica es més fuerte (o méas “fina”) que la relacién de equivalencia afin.

Escribir la ecuacién de una cénica usando su matriz asociada nos permite expresar de otra
forma la imagen de una cénica por un isomorfismo afin o por una isometria (tal como
hicimos en el paso 1 del ejemplo . También podemos reformular los conceptos de
equivalencia métrica y afin en términos matriciales. Enunciamos todo esto en las dos
siguientes proposiciones, que se pueden demostrar como un sencillo ejercicio:

Proposicién 10.28. Sea C' una cénica del plano afin estdndar A% (respectivamente, del
plano afin euclideo estdndar A% ), sea f un isomorfismo afin de AL en si mismo (res-
pectivamente, una isometria de A%) y sea N la matriz de la inversa de f respecto de la
referencia cartesiana candnica de Ai. Si M(C) es una matriz asociada a C, entonces
M(f(C)) = N"-M(C)- N es una matriz asociada a f(C).

Observacién 10.29. La matriz N de la proposicion [10.28] es una matriz de la forma

1 0 0
51 11 (2
52 Q21 (22

con <a11 a12> invertible. Entonces la submatriz m(f(C')) cumple

Qg1 (g
t
Q11 Q9 Q11 Q9
o)) — -m(C)- :
m(f(©)) <0421 0422) m(C) <0421 0422)
Como m(C) es no nula, m(f(C)) tampoco lo es. Esto implica que la ecuacién de f(C)
definida en las definiciones [10.21] y [L0.25|es en efecto una ecuacién de grado 2.

Proposicién 10.30. Sean C y C' dos cénicas del plano afin estandar A} (respectivamente,
del plano afin euclideo estindar A% ) y sean M(C) y M(C") matrices asociadas de C y C".
Entonces, C' y C' son afinmente equivalentes (respectivamente, métricamente equivalentes)
st y solo si existe A € kK* y una matriz

10
(5 7
d

con D = (d1> ,di,dy € k (respectivamente, dy,dy € R) y R una matriz 2 X 2, reqular,
2
con coeficientes en k (respectivamente, ortogonal, con coeficientes en R) tal que
M(C"y = AN*M(C)N.

Observacion 10.31. Si C'y ¢’ son dos conicas afinmente equivalentes, entonces existen
matrices asociadas M(C) y M(C") de C'y C" (recuerda que la matriz asociada a una
conica no es dnica; es tnica salvo producto por un escalar no nulo) que son congruentes.
Ademés, para esas matrices M (C) y M(C"), sus submatrices m(C) y m(C’) también son
congruentes.
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Damos a continuacién las clasificaciones afin y métrica de las cénicas, de cuyas demostra-
ciones solo daremos aqui un esbozo. Ya hemos visto en la observacion anterior que la
equivalencia métrica es mas “exigente” que la equivalencia afin. Esto se traducira en
que habra menos clases de equivalencia afin que de equivalencia métrica, por lo que la
clasificacion afin serd mas sencilla y por ella empezamos.

Teorema 10.32. (Clasificacion afin de las conicas reales). Sea C' una conica del plano
afin estandar real A%. FEntonces C' es afinmente equivalente a una y solo una de las
conicas con las siguientes ecuaciones:

(1) X24+Y?—1=0. En este caso decimos que C' es una elipse real.

—1=20. En este caso C' es un par de rectas reales paralelas.

X2+Y? = 0. En este caso C es un par de rectas imaginarias (conjugadas) secantes.
X241 =0. En este caso C es un par de rectas imaginarias (conjugadas) paralelas.
(9) X2 =0. En este caso decimos que C es una recta doble.

En particular, dos conicas distintas de la lista anterior no son afinmente equivalentes.

Observacion 10.33. Vemos por el teorema que existen mas tipos de cénicas reales
que las elipses reales, hipérbolas o pardbolas. Por una parte estan las elipses imaginarias
(que ya aparecieron en el ejemplo cuyo conjunto de ceros en A% es vacio. Por
otra parte estan los pares de rectas (algunos de los cuales tienen conjuntos de ceros vacios
o formados por un solo punto) y las rectas dobles. A los pares de rectas y a las rectas
dobles se les llama cénicas degeneradas y a las elipses, hipérbolas y parabolas, cénicas
no degeneradas. Los pares de rectas secantes y las rectas dobles aparecen también como
secciones cénicas cuando intersecamos el cono cuddrico @ de A% de ecuacion 22 +y?—2% = 0
con un plano IT que pasa por (0,0,0) (segun sea el plano II, la cénica resultante serd un
par de rectas realas, una recta doble o un par de rectas imaginarias; en este 1ltimo caso
QNII = {(0,0,0)}). Vemos esto en las figuras [10] y [11] donde intersecamos @ con los
planos de ecuaciones r =0y x — z = 0.

Damos también la clasificacién afin de las conicas afines complejas, que es mas sencilla que
la de las cénicas afines reales.

Teorema 10.34. (Clasificacion de las cdnicas complejas). Sea C una cdnica del plano
afin estandar complejo A%. Entonces C es afinmente equivalente a una y solo una de las
conicas de las ecuaciones siguientes:

(1) X2+Y2-1=0.

(2) X2-Y =0.

(3) X2 —Y?=0. En este caso C' es un par de rectas secantes.

(4) X2 —1=0. En este caso C es un par de rectas paralelas.

(5) X2 =0. En este caso decimos que C es una recta doble.

En particular, dos conicas distintas de la lista anterior no son afinmente equivalentes.

Observacién 10.35. Si te resulta extrana la diferencia entre los teoremas v [10.34]
observa lo siguiente: las cénicas de ecuaciones X2+ Y2 -1 =0, X2 -Y?2-1=0y
X2 +Y?+1=0no son afinmente equivalentes en A% pero sf en A% (jves por qué?). Lo
mismo ocurre con las cénicas de ecuaciones X? —Y? =0y X2 +Y? =0 o con las cénicas
de ecuaciones X2 —1 =0y X2+1 = 0. Eso explica por qué se reduce el nimero de clases

de equivalencia en el teorema con respecto al teorema [10.32]
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Ficura 10. Interseccion de ) con el plano de ecuacion x = 0.

o T

Damos finalmente la clasificacién métrica de las conicas reales:

Teorema 10.36. (Clasificacion métrica de las conicas) Sea C una conica del plano afin
euclideo estdndar A%.

(1)

St C' es una elipse real, existen a,b € R, tales que a > b > 0, unicos, de forma que
C' es métricamente equivalente a la elipse real de ecuacion

X2 y?
St o 1=0
En particular, si o', € R son tales que ' >V > 0 y (a,b) # (a',V), la elipse

., 2 2 sy . . .
real de ecuacion f—z + {—2 —1 =0 no es métricamente equivalente a la elipse real de

ecuacion ‘;{,—2 + };—5 —-1=0.
Si C' es una hipérbola, existen a,b € R, tales que a,b > 0, unicos, de forma que C
es métricamente equivalente a la hipérbola de ecuacion

X2 y?

— — -5 —1=0.

a b?
En particular, si o', b € R son tales que o', b/ > 0 y (a,b) # (', V), la hipérbola de

-, X2 Y2 sy . . -, -,

ecuacion <5 — 37 —1 = 0 no es métricamente equivalente a la hipérbola de ecuacion

X2 Yy?
a,—2—b,—2—1=0
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F1GURA 11. Interseccion de @) con el plano de ecuacion z — z = 0.
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Si C' es una pardbola, existe a € R, tal que a > 0, unico, de forma que C es
métricamente equivalente a la pardbola de ecuacion

aX?>-Y =0.

En particular, si o’ € R es tal que ' > 0 y a # d, la pardbola de ecuacion
a'X?—Y = 0 no es métricamente equivalente a la pardbola de ecuacion aX?—Y = 0.

Si C' es una elipse imaginaria, existen a,b € R, tales que a > b > 0, unicos, de
forma que C' es métricamente equivalente a la elipse imaginaria de ecuacion

X2 y?

? + ﬁ +1=0.
En particular, si a’,b € R son tales que ' >V > 0 y (a,b) # (d,V), la elipse
imaginaria de ecuacion f—; + 1;—22 + 1 =0 no es métricamente equivalente a la elipse
imaginaria de ecuacion f% + ?:,—2 +1=0.
Si C' es un par de rectas reales secantes, existe a € R, tal que a > 0, unico, de forma
que C' es métricamente equivalente al par de rectas reales secantes de ecuacion

a’X?—-Y?=0.

En particular, si ' € R es tal que @’ > 0 y a # d, el par de rectas reales secantes
./ 2 Ve . .

de ecuacion a’“X? —Y? = 0 no es métricamente equivalente al par de rectas reales

secantes de ecuacién a’X? —Y? = 0.
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(6) Si C es un par de rectas reales paralelas, existe a € R, tal que a > 0, nico,
de forma que C es métricamente equivalente al par de rectas reales paralelas de
ecuacion

X?—a*=0.
En particular, si ' € R es tal que @’ >0 y a # d, el par de rectas reales secantes
de ecuacion X2 — /> = 0 no es métricamente equivalente al par de rectas reales
secantes de ecuacion X% — a? = 0.

(7) Si C' es un par de rectas imaginarias secantes, eziste a € R, tal que a > 0, nico,
de forma que C' es métricamente equivalente al par de rectas imaginarias secantes
de ecuacion

a’X*+Y?*=0.
En particular, si ' € R es tal que ' > 0 y a # d, el par de rectas imaginarias
secantes de ecuacion a’*X2 +Y? = 0 no es métricamente equivalente al par de
rectas reales secantes de ecuacion a*X? +Y? = 0.

(8) Si C' es un par de rectas imaginarias paralelas, existe a € R, tal que a > 0, inico,
de forma que C' es métricamente equivalente al par de rectas imaginarias paralelas
de ecuacion

X?4+ad’=0.
En particular, si a’ € R es tal que ' > 0 y a # d, el par de rectas imaginarias
secantes de ecuacion X2 + a’*> = 0 no es métricamente equivalente al par de rectas
reales secantes de ecuacion X% 4 a? = 0.

(9) Si C es una recta doble, C' es métricamente equivalente a la recta doble de ecuacion
X2 =0.

Demostracion de los teoremas |10.32 y |10.36; Damos ahora un esbozo de demostracion
de los teoremas de clasificacién afin y métrica de las cénicas de A%. Empezamos por
el teorema [10.36] Tenemos que demostrar dos cosas. La primera es ver que una cénica
cualquiera de A% de ecuacion a2+ agey? + a7y + ag1x + agy + ago = 0 es métricamente
equivalente a alguna de las cdnicas de la lista dada en el enunciado del teorema [10.36] La
segunda cosa que hay que ver es que dos cénicas que tengan ecuaciones diferentes de la
lista no son métricamente equivalentes.

La idea para demostrar lo primero nos la da el paso 1 del ejemplo Alli vimos que,
para transformar la cénica Cy en otra cénica €] con una ecuacién como las que sale en
la lista del teorema (en aquel caso fue una de las ecuaciones del apartado (2) de
la lista), lo que haciamos era mover el centro y los ejes de CY hasta convertirlos en el
punto (0,0) y en las rectas y = 0y x = 0. Eso lo conseguiamos haciendo primero un
giro y luego una traslacion. En general, dada una cénica C' arbitraria, gracias al teorema
espectral, siempre podremos encontrar un giro g de forma que en la ecuacién de g(C')
desaparezca el término en xy, que no aparece en ninguna de las ecuaciones de la lista. En
ocasiones (cuando la cénica sea una parabola, un par de rectas paralelas o una recta doble)
podremos elegir g para que también desaparezca el término en y?. Geométricamente, en el
caso de elipses e hipérbolas, esto significa girar la conica hasta que los ejes sean horizontal
y vertical (compara las figuras |§| y , y en el caso de las parabolas, girar la conica hasta
que el eje sea vertical.

En segundo lugar haremos, si es necesario, una traslacion ¢ para que desaparezcan de la
ecuacién los términos lineales (cuando a posteriori la cénica no sea una pardbola) y el
término en z y el término independiente (cuando a posteriori la conica sea una pardbola).
Se trata entonces de ver que después de llevar a cabo estos pasos siempre somos capaces
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de obtener alguna ecuacion de las de la lista. En el caso en que la conica sea una elipse
o una hipérbola, esto significa geométricamente transladar el centro de la cénica al punto
(0,0) (compara las figuras[7] y [§). En el caso en que la cénica sea una pardbola, significa
trasladar el vértice de la pardbola al punto (0,0).

En segundo lugar tenemos que ver que dos conicas con ecuaciones de la lista diferentes no
son métricamente equivalentes. Observamos en primer lugar que dos cénicas en nimeros
distintos de la lista no pueden ser (por el teorema , del que también daremos a
continuaciéon una idea de demostracién) afinmente equivalentes y por tanto, tampoco
métricamente equivalentes. Nos queda entonces ver que dos cénicas del mismo niimero
pero con ecuaciones de la lista distintas no pueden ser métricamente equivalentes. Ilus-
tramos el argumento en el caso en que las dos cénicas estén en el apartado (1), es decir,
sean elipses reales. En ese caso, segun el ejercicio si las elipses tienen ecuaciones
distintas de la lista, bien la distancia focal, bien la constante que es igual a la suma de
distancias de los puntos de una elipse a sus focos, no coincide para las dos elipses. Como
una isometria conserva las distancias no puede existir ninguna isometria que transforme
una conica en la otra.

Esbozamos ahora la demostracién del teorema [10.32] Ya hemos indicado cémo, por medio
de una isometria, llegar de una cénica cualquiera C' a una cénica C’ con una ecuacién como
las de la lista del teorema [10.36] Sin embargo, la lista de ecuaciones del teorema [10.32
es mucho més reducida por lo que tenemos que transformar mas (haciéndola atin més
sencilla) la ecuacién de C’. Para ello hacemos un argumento como el del ejemplo .
Lo ilustramos otra vez con el caso de las elipses reales. La cénica C” tendrd una ecuacion
Z_z + z—j = 1, donde @ > b > 0. Consideramos entonces el isomorfismo afin f (que, en
general, no serd una isometria; solo lo serd si a = b = 1y, en ese caso, el isomorfismo es

la identidad) de ecuaciones

./L'/

/

Y

Entonces f(C”) tiene ecuacién 2% + y? — 1 = 0.

I
SR |
< 8

Finalmente vemos que dos cénicas C' 'y C’ de ecuaciones distintas de la lista del teo-
rema [10.32] no son afinmente equivalentes. Si lo fueran, existirfan matrices asociadas
M(C)y M(C") que serfan congruentes y tales que sus submatrices m(C') y m(C") también
lo serfan. Eso implicaria que M (C') y M(C") tendrian el mismo rango y la misma signatura
(por la ley de inercia de Sylvester; recuerda que la signatura de una matriz simétrica real
M es la diferencia entre el niimero de elementos positivos y el niimero de elementos ne-
gativos de cualquier matriz diagonal congruente con M) y lo mismo pasaria para m(C) y
m(C"). Sin embargo, es un sencillo ejercicio comprobar que dos cénicas que tengan dos
ecuaciones distintas de la lista no pueden tener matrices asociadas para las que los cuatro
invariantes citados coincidan (al hacer el argumento recuerda que la matriz asociada a una
conica no es tnica; solo es tnica salvo producto por escalar no nulo). 0]

La observacion [10.31] y el teorema [10.32[ nos permiten obtener el siguiente método rapido
para saber cuando dos cénicas reales son afinmente equivalentes y para conocer la clase
afin de una cénica real C"

Teorema 10.37. Sea C una cdnica del plano afin euclideo estdndar A%, sea
1 1
apo  5@01 %aoz
1
M(C) = ?am ailr  5G12
1
7002 3012 Q22
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m(C) = <f‘“ %“12) .

5Q12  QG22

una matriz asociada a C' y sea

Sea R(C) el rango de M(C), sea X(C) = X(M(C)) la signatura proyectiva de M(C) (es
decir, el valor absoluto de la diferencia entre el numero de entradas positivas y el numero
de entradas negativas de cualquier matriz diagonal congruente con M(C), sea r(C) el
rango de m(C) y sea o(C) = o(m(C)) la signatura proyectiva de m(C) (observa que
R(C),X(C),r(C) y o(C) no dependen de la matriz asociada a C elegida). Entonces dos
conicas Cy y Cy de A] son afinmente equivalentes si y solo si R(Cy) = R(Cy), r(Cy) =
r(Cy), X(C1) = X(Cy) y o(Cy) = 0(Cy). En particular, la clase de equivalencia afin de C
viene determinada por los valores de R(C),X(C),r(C) y o(C), segin la tabla siguiente:

Clase afin de C' R(C) | 2(C) | r(C) | o(C)

Elipse
real(?) 3 1 2 2
Parabola(l:?) 3 1 1 1
Hipérbola(!:?) 3 1 2 0
Elipse
imaginaria(" 3 3 2 2
Par de rectas
reales paralelas® 2 0 1 1
Par de rectas
reales secantes® 2 0 2 0
Par de rectas
imaginarias paralelas 2 2 1 1
Par de rectas
imaginarias secantes 2 2 2 2
Recta doble(® 1 1 1 1

(1): Recuerda que las elipses (reales o imaginarias), pardbolas e hipérbolas se denominan
conicas no degeneradas y el resto se denominan conicas degeneradas.

(2): Las elipses reales, pardbolas, hipérbolas, pares de rectas reales (paralelas o secantes) y
rectas dobles se denominan cénicas reales y el resto se denominan conicas imaginarias.

Demostracion. Sean C; y Co dos cénicas afinmente equivalentes y sean M (Cy) y M(Cy)
dos matrices asociadas a C y a Cy respectivamente. Entonces existe A € R* tal que M (C})
y AM (C3) son congruentes. En ese caso R(Cy) = R(Cy) y r(Cy) = r(Cy). Si A es positivo,
la signatura de M(C1) es igual a la signatura de M (Cy) y la signatura de m(C}) es igual
a la signatura de m(Cy). Si A es negativo, la signatura de M (CY) es igual a la signatura
de —M(C5) y la signatura de m(C}) es igual a la signatura de —m(Csy). En ambos casos,
5(C1) = E(Ca) y 0(Ch) = a(Ch).

Supongamos ahora que C; y Cy son dos cénicas tales que R(Cy) = R(Cy), r(Cy) = r(Cs),
X(Cy) = X(Cy) y o(Cy) = (Cy). Por el teorema sabemos que C] es afinmente
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equivalente a una cénica C] de la lista que aparece en dicho teorema. Igualmente Cy es
afinmente equivalente a una cénica C de la lista que aparece en el teorema . Por lo
que acabamos de ver en el parrafo anterior, R(C}) = R(C), r(Cy) = r(CY), £(C}) = X(CY)
y 0(Ch) = o(C1), y R(Cs) = R(Cy), 7(Cs) = r(Cy), B(Ca) = X(C3) y 0(Cs) = o(Cy). Si
calculamos los invariantes R, X, r, o de las conicas de la lista del teorema [10.32], obtenemos
el cuadro del enunciado y en dicho cuadro no se repite ninguna cuaterna R, >, r, 0. Por
tanto C] = C% y como C] es afinmente equivalente a C] y Cy es afinmente equivalente a
5, C1 es afinmente equivalente a Cs.

Finalmente, dada una cénica C' sabemos por el teorema[I0.32 que es afinmente equivalente
a una de las cénicas C’ que aparecen en la lista de dicho teorema. También sabemos que
las cuaternas R(C),%(C),r(C),o(C) y R(C"),%(C"),r(C"),o(C") son iguales. Como no
hay dos cénicas de la lista del teorema que tengan cuaternas de invariantes iguales,
la cuaterna R(C),%(C),r(C),o(C) caracteriza la clase de equivalencia afin de C, de la
forma explicada en el cuadro del enunciado. ([l

Corolario 10.38. Sea C' una cénica del plano afin euclideo estindar A%. Entonces

(1) C es una conica no degenerada si y solo si R(C) = 3;
(2) C es un par de rectas si y solo si R(C) = 2;

(3) C es una recta doble si y solo si R(C') =1;

(4) C es una conica real si y solo si (C) =0, 1.

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema [10.37] O

En el caso de las cénicas complejas tenemos un teorema similar al teorema aunque
maés sencillo, ya que la clasificacién que aparece en el teorema [10.34] también lo es (dejamos
al lector que deduzca un cuadro como el del teorema |10.37)):

Teorema 10.39. Con la notacion introducida en el teorema dos conicas Cy y Cy
de A2C son afinmente equivalentes si y solo si Ry = Ry yry = rs.

Demostracion. Ejercicio. 0

Los teoremas y nos dan un criterio “algebraico” (ya que lo que hacemos es com-
probar los rangos y las signaturas proyectivas de ciertas matrices) para clasificar afinmente
las conicas. Més adelante, cuando usemos la Geometria Proyectiva para estudiar las conicas
afines, daremos un criterio geométrico de clasificacién.

Conicas y referencias cartesianas

Aprovechamos que hemos escrito las ecuaciones de las conicas en forma matricial para ver
cémo cambia la ecuacién de una conica cuando cambiamos de coordenadas. Si una conica
de AZ tiene ecuacién F' = 0 y llamamos C' al conjunto de puntos {(z,y) € AZ|F(z,y) = 0}
y si, por otra parte consideramos una referencia cartesiana %’ de A} tal que las ecuaciones
del cambio de referencia de %’ a la referencia canénica %Z. de Ai son

r = antr +apy +06;
y = ant’ Fay +,

entonces los puntos de C' son aquellos cuyas coordenadas (z/,y') en #Z’ cumplen la ecuacién
G(2',y) = Flanz'+ a2y’ + b1, anz’ +agy’+ F2) = 0. El polinomio G es un polinomio (en
las variables 2/, ') de grado 2 tal y como veremos en la observacién Es decir G =0
sigue siendo la ecuacién de una cénica (de hecho, de la misma cénica que tenfamos, pero
en coordenadas en #'). Esto motiva que demos la siguiente definicién de ecuacién y matriz
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de una cénica en un sistema de referencia cartesiano %’ de A} que no es necesariamente
el sistema de referencia canonico:

Definicién 10.40. Sea C una cénica de A de ecuacién F = 0 y sea M (C) una matriz
asociada de C. Sea #Z' = {0'; B'} una referencia cartesiana de A, sean

r = anr tapy +5
y = an® Fany +06

las ecuaciones del cambio de referencia de #’ a la referencia canénica Z, y sea My 4, la
matriz de cambio de referencia de Z a Z.., es decir

1 0 0
Mg . = | B1 o o2
52 Qo1 (92

Diremos que F(ay12" + aq2y’ + f1, ao1x’ + ey + 52) = 0 es una ecuacion de C' respecto
de la referencia Z' y que

My (C) = M 5 M(C)Mgr 4.

es una matriz de C' respecto de la referencia %' (la matriz de C' respecto de la referencia
' es tnica salvo producto de un elemento no nulo de k).

Observacién 10.41. Como m(C) no es la matriz nula 'y Mp p_ es invertible, es claro que
Mp, 5 -m(C) - My p,

tampoco es nula, por lo que F(a112" + a12y’ + b1, a1z’ + agy’ + B2) es un polinomio de
grado 2.

Observacién 10.42. Segun la definicion [10.40, F' = 0 es la ecuacion de C' respecto de la
referencia canénica y M(C') es una matriz de C' respecto de la referencia canénica.

Proposicién 10.43. Sea C una cénica de A} y sean #, y %> dos sistemas de referencia
cartesianos de A}. Entonces

Mg, (C) = My, 2 Mz, (C) Mz, 2,

Demostracion. Ejercicio. O

Observacién 10.44. Abordamos ahora la situacién en Ag. Si tenemos la ecuacién (o la
matriz) en la referencia canénica de una cénica C'y hacemos un cambio de coordenadas
a una referencia candnica no rectangular, obtendremos la ecuacién (o la matriz) de C' en
el nuevo sistema de referencia pero no podremos conocer las propiedades métricas de C'
mirando su ecuacién en esas nuevas coordenadas. Por ello, cuando estemos interesados en
las propiedades métricas de una cénica de A% y cambiemos las coordenadas, es necesario
que el cambio sea de la referencia candnica a otra referencia cartesiana rectangular vy,
en general, que nuestros cambios de coordenadas lo sean entre dos referencias #Z; y %
rectangulares. Esto se traduce en que en la matriz Mg, », de cambio de referencia la
submatriz de cambio de base sea ortogonal.

Reinterpretamos ahora las relaciones de equivalencia afin y métrica, expresandolas en
términos de ecuaciones y cambios de coordenadas.

Observacién 10.45. Si nos dan unas ecuaciones

¢ = yur +72y +0
10.45.1

( ) Y = yx +yny +09,
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donde 7;;, 05, € k (respectivamente R), tales que la matriz

711 M2

Y21 722
sea regular (respectivamente ortogonal) y nos piden interpretarlas, podemos hacerlo de dos
formas: ([10.45.1]) son las ecuaciones de un cambio de referencia del plano afin estdndar A2
(respectivamente, de un cambio de referencia rectangular del plano afin euclideo estandar
A%) pero también son las ecuaciones de un isomorfismo afin del plano afin esténdar A3

(respectivamente, de una isometria del plano afin euclideo estdndar A%). Lo mismo pasa
si nos piden interpretar una matriz

1 0 0
N=10 71 M2
d2 Vo1 Va2

de la que sabemos que

(711 712)

Y21 Y22

es reqular (respectivamente ortogonal): N es a la vez la matriz de un cambio de referencia
del plano afin estdndar A (respectivamente, de un cambio de referencia rectangular del

plano afin euclideo estdndar A% ) y la matriz de un isomorfismo afin del plano afin estandar
A2 (respectivamente, de una isometria del plano afin euclideo estdndar A%).

De esta observacién se sigue la siguiente proposicion:

Proposicion 10.46. Sean C' y C' dos cdnicas del plano afin estdndar A3 (respectivamente,
del plano afin euclideo estindar A% ). Entonces C y C' son afinmente equivalentes (res-
pectivamente, métricamente equivalentes) si y solo si existen dos referencias cartesianas
(respectivamente, referencias cartesianas rectangulares) Z y %' tales que la ecuacion de
C respecto de X es la misma que la ecuacion de C' respecto de X'.

De igual forma, C' y C' son afinmente equivalentes (respectivamente, métricamente equiva-
lentes) si y solo si existen dos referencias cartesianas (respectivamente, referencias carte-
sianas rectangulares) # y X' y matrices asociadas My(C) y My (C') tales que My(C) =
Mg (C").

En vista de la observacion [10.45] el proceso descrito en el paso 1 del ejemplo y en
el esbozo de demostracién del teorema que nos permite cambiar la ecuacion de una
cénica C' cualquiera de A% por una ecuacién de las de la lista del teorema , se puede
interpretar también como la realizacién de un cambio de coordenadas rectangulares. En
el caso de una hipérbola o una elipse real, por ejemplo, lo que hacemos es pasar de la
ecuacion de C respecto del sistema de referencia canénico a la ecuacién de C respecto de
un sistema de referencia cartesiano rectangular que tiene como centro, el centro de C'| y
como base, los vectores directores unitarios de los ejes de C' (ordenados de forma que la
base que forman esté orientada positivamente).

Observacién 10.47. Quizéa te haya sorprendido que, mientras en el tema 1, dedicado a
la Geometria Afin y a la Geometria Afin Euclidea, los enunciados se hacian para espacios
afines y espacios afines euclideos arbitarios, en este tema hemos trabajado solo en el plano
afin esténdar A y en el plano afin euclideo estdndar A%. Sin embargo, una vez fijado
un sistema de referencia cartesiano (respectivamente, cartesiano rectangular) % en un
plano afin arbitrario (A, V, ) (resp., en un plano afin euclideo arbitrario (A, V, ¢, <,>),
no presenta demasiados problemas definir la ecuacién o la matriz de una cénica del plano A
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con respecto de Z. De esto se sigue que las cénicas de A tienen las propiedades geométricas
que ya hemos estudiado para las cénicas del plano afin estandar AZ y del plano afin euclideo
estandar A%. Un caso en que tiene interés hablar de cénicas en un plano afin que no es el
plano afin estdndar es cuando intersecamos una cuddrica de A} con un plano afin de A3.
Hemos visto un ejemplo de esto en las intersecciones del cono cuddrico () con distintos

planos (paginas 103-104 y figuras , , |§|, y .
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11. CONICAS PROYECTIVAS

Recordemos que una de las razones para construir el espacio proyectivo fue estudiar el
“comportamiento” de los objetos afines en el infinito. Por ejemplo, en los ejercicios 2(b),
2(c) y 3 de la hojas de ejercicios de Geometria Proyectiva introdujimos la nocién de com-
pletado proyectivo de una cénica. Para las cénicas de ecuaciones y — 22 =0y 2y — 1 = 0,
que son las que aparecen en 2(b) y 2(c), dichos completados proyectivos son los conjuntos
de puntos de P% que cumplen respectivamente las ecuaciones xgzo—23 = 0y 2179 — 2% = 0
(recuerda que para ello identificamos el plano afin, de coordenadas z,y, con el conjunto
de los puntos del plano proyectivo (de coordenadas homogéneas (zg : 1 : x2)) con x¢ # 0,
identificando (z,y) con (1: 2 :y) y (zo : x1 : x2) con (T, ). Es facil darse cuenta de que
este proceso (obtener el completado proyectivo) lo podemos hacer para cualquier cénica
afin y que, dado que siempre partimos de una ecuacion de grado 2, al hacer el completado
proyectivo obtendremos una ecuacién homogénea de grado 2, en tres variables. Por otra
parte, si I’ es un polinomio homogéneo en las variables xg, x1, 2 con coeficientes en un
cuerpo k, no tiene sentido hablar del valor F'(p) que el polinomio F' toma en un punto p
de P; en cambio, si tiene sentido hablar de en qué puntos p de P se anula F, es decir,
tiene sentido hablar del conjunto de ceros, en el proyectivo, de un polinomio homogéneo.

Definicién de cénica proyectiva.

El péarrafo anterior motiva que defininamos una conica proyectiva como el lugar de ceros de
P3 de un polinomio homogéneo de grado 2, en las variables zg, z1, zo. Tal como nos ocurrié
con las conicas afines y por las mismas razones que entonces, esta definicién no resulta del
todo satisfactoria, como indica el siguiente ejemplo (compérese con el ejemplo [10.13)):

Ejemplo 11.1. El lugar de ceros en P% del polinomio z% + 27 + 22 o del polinomio
x3 + 23 + 223 es el conjunto vacio. El lugar de ceros en P% del polinomio 2% + z3 es
el conjunto {(1: 0 : 0)}. Por otra parte, los lugares de ceros en P% de los polinomios
x4+ 2?2 + 23 y 13 + 2?2 + 223 son distintos.

Observaciéon 11.2. El ejemplo [11.1]| nos muestra que:

(1) existen polinomios homogéneos de grado 2 con coeficientes reales cuyo lugar de
ceros en P% es un conjunto finito de puntos, posiblemente vacio;

(2) existen polinomios homogéneos de grado 2 con coeficientes reales, que a pesar de
tener el mismo lugar de ceros en P%, tienen distinto lugar de ceros en P%.

El ejemplo y la observacién sugieren que debemos adoptar una definicion de
cOnica proyectiva andloga a la que adoptamos en el caso afin:

Definicién 11.3. Sea k un cuerpo. Definimos la siguiente relaciéon de equivalencia en el
conjunto de polinomios homogéneos de grado 2 de k[zg, 1, z5]: dos polinomios Fy y F
son equivalentes si y solo si existe A € k* tal que F, = AFy. Una cdnica (proyectiva) de
P es una clase de equivalencia de polinomios homogéneos de grado 2 de k[zg, x1, 7). Si
F un polinomio homogéneo de grado 2 de k[zg,x1, 23], diremos que la cénica C' = [F]
tiene ecuacion F' = 0 y que el conjunto de puntos o lugar de ceros de C es el conjunto
{(zg : 1 : x9) € P | F(wg, 21, 22) = 0}.

Proposicién 11.4. El conjunto de cdnicas de P} tiene estructura de espacio proyectivo
sobre k, de dimension 5.
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Demostracion. Por la definicién , el conjunto de cénicas de P es el proyectivizado
P(W) del espacio vectorial W formado por los polinomios homogéneos de grado 2 de
k[xo, 21, 72] y el polinomio 0. Es facil ver que los polinomios x3, o1, ToTa, T3, 1129, T3
forman una base de W, por lo que W es un espacio vectorial de dimension 6, lo que
implica que P(W) es un espacio proyectivo de dimensién 5. U

Observacion 11.5. En la definicién [11.3] esta implicito que estamos fijando unas coor-
denadas de P, las coordenadas respecto del sistema de referencia proyectivo canénico;
veremos més adelante qué ocurre cuando cambiamos de coordenadas. Por otra parte, es
claro que si F y F, son dos polinomios relacionados, su lugar de ceros en P es el mismo.
En ocasiones, el lugar de ceros de una cénica C' = [F] caracteriza dicha cénica (es decir,
si F' tiene el mismo lugar de ceros que F', entonces F’ y F estan relacionados y por tanto
[F] = [F']). Esto ocurre en el caso en el que el lugar de ceros de la cénica sea un conjunto
infinito. En esos casos podremos identificar, abusando de la notacién, la cénica C' = [F]
con su lugar de ceros.

Matriz asociada a una coénica proyectiva

ATENCION: A partir de ahora los cuerpos con los que trabajaremos tendran caracteris-
tica distinta de 2.

De forma similar al caso afin, definimos la matriz asociada a una cénica proyectiva:

Definicién 11.6. Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2, sea C' una conica proyec-
tiva de P, de ecuacién

(1161) CLO(]ZL’S + CLHJI% + CLQQ[E% + ap1ToT1 + ApToT2 + A12X1To = 0,
(donde a;; € k). La ecuacién (11.6.1]) se puede expresar como
Lo
(ZEO T IQ) M(C) T = 0,
X2
donde
app %t 4P
M(C) = % a1 %
(0]

ap2 ai2
T T a22

Decimos que M (C) es una matriz asociada a la cénica C.

Observacién 11.7. La matriz M(C) de la definicién anterior es una matriz simétrica.
Dada una coénica proyectiva C, su matriz asociada es tnica salvo producto por un elemento
de k*.

Equivalencia proyectiva de cénicas.

De forma andloga al caso afin y afin euclideo, parece razonable decir que dos conicas de
P2 son proyectivamente equivalentes si y solo si se puede pasar de una a la otra mediante
una proyectividad de Pi (ya que las proyectividades son las aplicaciones que conservan
las propiedades geométricas de los puntos y conjuntos de puntos del plano proyectivo:
conservan las dimensiones, llevan puntos alineados a puntos alineados, conservan la razon
doble...). Para ello, como en el caso afin y afin euclideo necesitamos definir también de
manera precisa qué es la imagen de una cénica de P; por una proyectividad:
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Definicién 11.8. Sea C una cénica de Pi de ecuacién F' = 0 y sea f una proyectividad
de Pi. Sean

Yo = QpoTo +o1T1 +0Qp2a2
(11.8.1) Y1 = QioTo +TO1T1 +02T
Yo = QooTp +TQ21T1 +QXo

las ecuaciones (con respecto al sistema de referencia proyectivo canénico) de la proyec-

tividad inversa de f (recuerda que lo que se tiene que cumplir para que f sea una
Qoo Qo1 (2

proyectividad es que | a9 11 @12 | sea una matriz invertible). En ese caso defini-
Qo0 Qo1 (X2

mos la imagen de C por f y la denotamos como f(C) a la cénica proyectiva de ecuacién

F(ogomo + o171 + 22, oo + Q11 + Qala, Qoo + Q2171 + appp) = 0.

Sean O y Cy dos cénicas de PZ de ecuaciones F; = 0y I, = 0. Decimos que C; y Cy

son proyectivamente equivalentes si y solo si existe una proyectividad f de P tal que

Cy = f(Ch).

Proposicién 11.9. Sea C una cénica de Py y sea f una proyectividad de P en Pi. El
lugar de ceros de f(C) es la imagen por f del lugar de ceros de C.

Demostracién. Denotemos por C° al lugar de ceros de la cénica C. Entonces el punto
p = (w9 : 1 : ) pertenece a f(C°) siy solo si el punto ¢ = f~1(p) = (yo : 1 : ¥a)
pertenece a C°. Como ¢ pertenece a C° si y solo si F'(yo 5, 41,%2) = 0y (w0 : 21 : @9)
(Yo : Y1 : y2) estén relacionados por las ecuaciones (11.8.1), entonces p pertenece a f(C?)
si y solo si F(Oé()O{L‘[) + 11 + QpoT2, 10T + a1+ 19T9, QionTq + o911 + (1221‘2) = 07 que
es justamente el lugar de ceros de la conica de ecuacién F'(agoro + o121 + a2, oo +
a1 + aa, Qop®o + Q2171 + gaa) = 0. l

Igual que en el caso afin y afin euclideo, es facil reescribir el concepto de equivalencia
proyectiva en términos de matrices asociadas a una coénica:

Proposiciéon 11.10. Sea k un cuerpo con caracteristica distinta de 2, sea C' una conica de
P, sea f una proyectividad de P y sea N una matriz asociada, respecto de la referencia
proyectiva candnica, de la inversa de f. Si M(C) es una matriz asociada de C' entonces

M(f(C)) = N"-M(C)- N es una matriz asociada de f(C).

Observacién 11.11. Como M (C) no es la matriz nula y N es invertible, es claro que
M (f(C)) tampoco es nula, por lo que F'(apozo+ao1 21+ Qoata, 10T+ a1121+ 01222, oo+
(911 +Qax2) 1o es el polinomio idénticamente nulo. Es claro también que es un polinomio
homogéneo de grado 2 en las variables xq, z1, 5.

Teorema 11.12. Sea k un cuerpo con caracteristica distinta de 2, sean C7 y Csy dos
conicas de PL y sean M(Cy) y M(Cy) matrices asociadas de Cy y Co. Entonces, Cy y Cy
son proyectivamente equivalentes si y solo si existe A\ € k* y una matriz N invertible tal
que

M(Cy) = AN'M(Cy)N.

Es decir, Cy y Cy son proyectivamente equivalente si existe una matriz asociada a Cy que
es congruente a una matriz asociada a Cs.

Ejercicio 11.13. Demuestra que, en efecto, la equivalencia proyectiva de conicas es una
relacion de equivalencia
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Ecuacién de una cénica después de un cambio de coordenadas.

Vemos cémo cambian la ecuacién y la matriz de una cénica proyectiva cuando cambiamos
las coordenadas homogéneas que estemos usando:

Definicién 11.14. Sea C' una cénica de P} de ecuacion F = 0 y con matriz asociada
M(C), sea Z' una referencia proyectiva de Pi, sean

— / / /
Tog = CQpoTy +CY01£L’1 ‘l‘CYogZL‘Q
_ / / /
1 = Q107 +0611.1'1 +CY12£L'2
_ / / /
To2 = Q0T +0621.1'1 +CY22£C2

unas ecuaciones del cambio de referencia de %’ a la referencia proyectiva canénica Z,. y
sea
Qoo Qo1 Q2
N=1aw an ap
Qgp Qg1 Q2
una matriz de cambio de referencia de Z’ a Z,.. Diremos que F(agoxy~+ao1 2] +oathy, aoxy—+
11T + Qiamh, QX + a1 ) + aeerh) = 0 es una ecuacion de C' respecto de la referencia
Z' 'y que
Mg (C) = N'M(C)N

es una matriz de C respecto de la referencia %'

Observacién 11.15. Como M(C') no es la matriz nula y N es invertible, es claro que
Mgy (C') tampoco es nula, por lo que F'(agox)+ a1 @) + ey, aiox)+ @) + aiaxh, asoz +
Q1)+ agexh) 1o es el polinomio idénticamente nulo. Es claro también que es un polinomio
homogéneo de grado 2 en las variables xf, 2, x.

Observacion 11.16. Segun la definicién [11.14] F' = 0 es la ecuacién de C respecto de
la referencia proyectiva canénica y M(C) es una matriz de C respecto de la referencia
proyectiva canonica.

Proposicién 11.17. Sea C una cénica de P y sean %y y R dos sistemas de referencia
proyectivos de Pi. Entonces, para alguna matriz asociada Mz, (C) de C respecto de la
referencia %, se tiene

M”/?z <C> = Mﬁi’g,%l M«%l (C)M%m%’l .
Demostracion. Ejercicio. O

Al igual que en el caso afin, unas ecuaciones

/ / /

To = QpoTy FT0p1T7 +Q2Ts
/ / /

T = Ty Ta1r; o,
_ / / /
To2 = Q0T +04211‘1 +OZ22£L’2

para las que
Qoo Qo1 Qo2
10 G112
Qo Q21 (22
es una matriz invertible con coeficientes en k, pueden ser interpretadas de dos formas: bien

como las ecuaciones de una proyectividad de P, bien como las ecuaciones de un cambio
de referencia proyectiva. Esto justifica la siguiente proposicion:
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Proposicién 11.18. Sean C; y Cy dos cénicas de Pi. Entonces Cy y Cy son proyecti-
vamente equivalentes si y solo si existen dos referencias proyectivas %, y X tales que la
ecuacion de Cy respecto de %, es la misma que la ecuacion de Cy respecto de Xy salvo,
quizads, producto por un escalar no nulo de k.

De igual forma, Cy y Cy son proyectivamente equivalentes si y solo si existen dos referencias
proyectivas %y y %o tales que My, (C1) = Mg, (Cs) para alguna matriz asociada Mg, (Ch)
de Cy respecto de la referencia %y y para alguna matriz asociada Mg,(Cs) de Cy respecto
de la referencia %s.

Clasificacion de las cénicas proyectivas reales y complejas.

Para k = R o C, estamos listos para afrontar el problema de la clasificacion proyectiva de
las conicas de P7, usando el teorema(l1.12|y resultados de Algebra Lineal sobre congruencia
de matrices. Damos primero este criterio:

Proposicion 11.19. Sean Cy y Cs dos conicas de Pi, sea M(CY) una matriz asociada a
Cy y sea M(Cy) una matriz asociada a Cy.
(1) Sik = C, C; y Cy son proyectivamente equivalentes si y solo si M(Cy) y M(Cs)
tienen el mismo rango.
(2) Stk =R, C; y Cy son proyectivamente equivalentes si y solo si M(C1) y M(Cs)
tienen el mismo rango y la misma signatura proyectiva ¥ (para la definicion de
signatura proyectiva véase el teorema[10.37).

Demostracion. La proposicion se sigue del teorema [11.12) que nos dice que C y Cy son
proyectivamente equivalentes si y solo si M (C}) y M(Cs) son congruentes salvo producto
por un escalar no nulo. Es un resultado conocido de Algebra Lineal que dos matrices
congruentes tienen el mismo rango y que una matriz simétrica es congruente a una matriz
diagonal. En el caso complejo, una matriz simétrica es congruente a una matriz diagonal
con unos y ceros en la diagonal, con los unos apareciendo en primer lugar. Ademas, el rango
de dicha matriz es el nimero de unos en la diagonal. De estos resultados y observaciones
se sigue (1). En el caso real, dos matrices simétricas reales son congruentes si y solo
si tienen el mismo rango y la misma signatura (recuerda que la definicién de signatura
de una matriz simétrica real se dio en la pagina 121). Entonces, para demostrar (2),
supongamos primero que C y Cy son proyectivamente equivalentes. En ese caso M (C) es
congruente a AM (Cs), para algiin nimero real A no nulo. Si A es positivo, entonces M (C})
y M(Cy) tienen el mismo rango y la misma signatura y, por tanto, tienen también la misma
signatura proyectiva. Si A es negativo, entonces M(C;) y —M (Cs) son congruentes, por
lo que M(Cy) y —M(C%) tienen el mismo rango y la misma signatura, de lo que se sigue
que M(Cy) y M(Cs) tienen el mismo rango y la misma signatura proyectiva. Supongamos
ahora que M (C}) y M(Cy) tienen el mismo rango y la misma signatura proyectiva. En ese
caso, o bien M(Cy) y M(Cs) tienen la misma signatura o bien M (Cy) y —M(Cs) tienen
la misma signatura. Por otra parte, el rango de M (Cy) es igual al rango de —M (C5). De
todo esto se deduce que, o bien M (C}) y M(C3) son congruentes, o bien M (Cy) y —M(Cy)
son congruentes. Como M (Cs) y —M(Cy) son ambas matrices asociadas a Cy, concluimos
que C; y C5 son proyectivamente equivalentes. Esto demuestra (2). 0]

Describimos ahora las clases de equivalencia proyectiva de conicas empezando con el caso
complejo, que es mas sencillo.

Teorema 11.20. Si C' una cdnica de P%, entonces C' es proyectivamente equivalente a
una y solo una de las conicas proyectivas cuyas ecuaciones aparecen en la siguiente lista:
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(1) 22 + 22 + 23 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 3 y
decimos que C' es una conica no degenerada.

(2) 22+ 22 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C' tiene rango 2 y C' es un
par de rectas.

(3) 2 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 1 y decimos que
C' es una recta doble.

Demostracion. Sea M una matriz asociada a C'. Como ya hemos dicho M es congruente
a una matriz diagonal con unos y ceros en la diagonal, con los unos apareciendo en primer
lugar. Esto quiere decir que, en un sistema de referencia proyectivo adecuado o, equiva-
lentemente, después de transformarla con una proyectividad adecuada, C' tiene ecuacion
A0x62+)\1x’12+/\2x’22 = 0, donde los \; son unos o ceros, de acuerdo a la siguiente casuistica:

Si el rango de M es 3, entonces \y = A1 = Ay = 1, ya que al ser M congruente con
A 00
0 A1 0 |, esta dltima matriz ha de tener rango 3. Por tanto la ecuacién de C' en
0 0 XA
una referencia adecuada o la ecuacién de f(C'), donde f es una proyectividad adecuada,
es x4+ x)° + ah? = 0.
Si el rango de M es 2, entonces, razonando de manera analoga, vemos que \g = A\ = 1
y A2 = 0. Por tanto, la ecuacién de C' en una referencia adecuada o la ecuacién de f(C),
donde f es una proyectividad adecuada, queda x62 + x’12 = 0.

Por ltimo, si el rango de M es 1, entonces A\g =1y Ay = Ay = 0. Por tanto, la ecuacion
de C en una referencia adecuada o la ecuacién de f(C), donde f es una proyectividad
adecuada, queda x62 =0.

Finalmente, es claro que las cénicas de ecuaciones zj° 4+ #/° + 24> = 0, 2> + /> = 0
y x62 = 0 no son proyectivamente equivalentes entre si, ya que ninguna de las matrices
asociadas a una de ellas es congruente a ninguna de las matrices asociadas a otra de ellas,

al tener rangos distintos. 0

Teorema 11.21. Si C es una cdnica de Py, entonces C es proyectivamente equivalente a
una y solo una de las conicas proyectivas cuyas ecuaciones aparecen en la siguiente lista:

1) 22 + 22 + 22 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 3 y
0 1 2
Y(M(C)) = 3 y decimos que C' es una conica no degenerada imaginaria (observa
que el conjunto de puntos de C' en P% es vacio).

(2) 22 + 22 — 22 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 3
y signatura X(M(C)) = 1 y decimos que C' es una cdnica no degenerada real
observa que el conjunto de puntos de C en P% no es vacio; de hecho, es un

R
conjunto infinito).

3) 22422 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 2 y signatura
0TIy
N(M(C)) =2y C es un par de rectas imaginarias (observa que el conjunto de pun-
tos de C' en P%) es un punto, el punto de interseccion de las dos rectas imaginarias,
que tienen ecuaciones conjungadas).

4) 22—2? = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C tiene rango 2 y X(M(C)) =
0L
0 y C' es un par de rectas reales.

(5) 2 = 0. En este caso cualquier matriz asociada de C' tiene rango 1 y C' es una
recta doble.

Demostracion. Sea M una matriz asociada a C. Recuerda que M es congruente con
una matriz diagonal con unos, menos unos y ceros en la diagonal. Argumentando como
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en la demostracion del teorema [11.20] podemos afirmar que, en un sistema de referencia
proyectivo adecuado o, equivalentemente, después de transformarla con una proyectividad
adecuada, C' tiene ecuacion )\03562 + Alm’lz + )\255’22 = 0 con los \; unos, menos unos o
ceros. Permutando los tres primeros puntos de la referencia proyectiva y multiplicando
la ecuacién por —1 si fuera necesario, podemos suponer que los primeros A; son unos, los
siguientes \; (si los hubiere) son menos unos, y los tltimos A; (si los hubiere) son ceros.
Siguiendo con los argumentos de la demostracion del teorema [11.20] si el rango de M es
3, entonces (M (C)) es, o bien 3, en cuyo caso \g = \; = Ay = 1, 0 bien 1, en cuyo caso
A=A =1y Ay = —1. En el primer caso, la ecuaciéon de C' en la nueva referencia queda
z)? + 2,2 + 25° = 0y, en el segundo caso, z})° + 2> — x,*> = 0.

Si el rango de M es 2, entonces Ay = 0y, o bien X(M(C)) = 2, en cuyo caso \g = A\; = 1,
o bien X(M(C)) = 0, en cuyo caso \g = 1 y Ay = —1. En el primer caso, la ecuacién de C
en la nueva referencia queda x62 + 242 =0, y en el segundo caso queda x62 — 22 =0.

Por tltimo, si el rango de M es 1, entonces X(M(C)) =1, Ay =1y Ay = Ay = 0. La
ecuacién de C' en la nueva referencia queda zj> = 0.

-~ . 2 2 2 2 2 2
Por otra parte, es claro que las cénicas de ecuaciones " +z|"+x5" = 0, z{ +2|"—z," = 0,
12 12 72 12 12 ;. 2 . .
"+ 21" =0, 25" — 27" = 0y 25" = 0 no son cénicas de Py proyectivamente equivalentes
entre si. En efecto, si consideramos una matriz asociada a una de esas conicas y una matriz
asociada a otra de ellas, dichas matrices no son congruentes ya que tienen distintos rangos
y el nimero de ceros, unos y menos unos de sus diagonales es distinto. Finalmente las
. , . : ’2 /2 12
afirmaciones entre paréntesis se demuestran usando las ecuaciones z” + z1° + 25" = 0,

original de C' se obtiene a partir de ellas mediante un cambio de coordenadas homogéneas
real. 0J

Recta tangente, polaridad y cénica dual de una conica no degenerada.

Proposicién 11.22. Sea C' una cénica no degenerada de Pi (es decir, tal que el rango de
una matriz asociada suya M(C) sea 3) con lugar de ceros que, con un abuso de notacion
llamaremos también C, no vacio, y sea p = (ag : a1 : az) un punto de C'. Sea Q(p) el haz
de rectas que pasa por p. Entonces todas las rectas de Q(p) excepto una, que llamaremos
T,C, cortan a C' en p y en otro punto distinto de p. La recta T,,C' tiene ecuacion

Lo
(CLO aq CLQ) M(C) T1 =0

X2
y corta a C' solo en p.

Demostracion. Véase la proposicion 4.2 de los “Apuntes de Geometria Proyectiva” de E.
Arrondo. O

Corolario 11.23. Sea C' una cdénica no degenerada de Pi.

(1) La interseccion de una recta de Py con el lugar de ceros de C' es vacia, estd formada
por un solo punto o estd formada por dos puntos distintos.

(2) En particular, el lugar de ceros de C' no contiene tres puntos alineados y, por tanto,
no contiene rectas.

(3) Si k = C, la interseccion de cualquier recta de P& con el lugar de ceros de C' es
no vacia.
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Demostracidn. Las afirmaciones (1) y (2) son consecuencia directa de la proposicion [11.22]
La afirmacién (3) es, de hecho, cierta para cualquier cénica de P%, incluso si se trata de
una cénica degenerada. En efecto, recuerda que, segun el teorema [11.20, una cénica de
P% es proyectivamente equivalente a la cénica de ecuacién

(11.23.1) NoTp + Mt + Aoy =0

con los \; unos o ceros. Consideramos una recta [ que pasa por dos puntos distintos
(ag : ay :as)y (by: by :by) de P4. Entonces

g = aot() + botl
(11.23.2) T = aito+ bity
To = CZQtQ + bgtl

es una parametrizacion de [. Sustituyendo ((11.23.2]) en (11.23.1)) obtenemos una ecuacién

(11.23.3) Agotg + Aoitols + Ant] =0,

donde Agg, Ap1, A11 € C. La ecuacion ((11.23.3)) puede ser identicamente nula o no. En el
primer caso [ estd contenida en el lugar de ceros de C'. En el segundo caso, si (0 : 1) es
solucion de , ya tenemos un punto en la interseccién de [ con el lugar de ceros
de C, el punto (by : by : by). Si (0 : 1) no es solucién de tenemos que Ay # 0.
Entonces, consideramos la ecuacién de segundo grado

Alth + AOlt + AOO - O,

que en C siempre tiene soluciéon y tomamos una raiz p € C de la misma. En ese caso

(1: u) es solucién de (11.23.3]) y el punto (ag + pbg : a1 + pby : as + pby) es un punto de la
interseccién de [ con el lugar de ceros de C. U

Fijémonos ahora en una cénica no degenerada real S de A%, por ejemplo, en la cénica
de ecuacién 22 + y* — 1 = 0, llamemos también S a su lugar de ceros y sea p un punto
de S, por ejemplo, el punto (0,1). Si consideramos todas las rectas de A} que pasan por
p vemos que todas cortan a S en p y en otro punto ademds de p, excepto la recta [ de
ecuacion y = 1, que, segtin lo que nos dice el calculo elemental, es la tangente de S en p.
Cuando completamos S y las rectas que pasan por p obtenemos una cénica proyectiva S
de P% vy el haz de rectas Q(p) y vemos que, por la proposicién , no existen puntos
nuevos de corte de las rectas del haz con S. Vemos también que, cuando pensamos en
las rectas del haz aproximdndose a [, el punto de corte distinto de p de cada recta se va
acercando cada vez mas a p, hasta convertirse en p cuando consideramos la interseccion
de C con la recta [. Esta es la forma en que en célculo elemental se define intuitivamente
la tangente a una curva en un punto. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 11.24. Sea C una cénica no degenerada de Pi y sea p un punto del lugar de
ceros de C. Decimos que la recta T,C' de la proposicién [11.22] es la recta tangente a C' en
el punto p.

Proposicién 11.25. Dada una cénica C' no degenerada de Pi con matriz M, el conjunto
de rectas tangentes a C' forma el lugar de ceros de una cénica no degenerada en PE". Dicha
conica tiene a M~' como matriz asociada respecto de la referencia dual de la referencia
candnica de Pi.

Demostracion. Consideramos la recta [ de ecuacién ugrg+uix1+usxs = 0, que corresponde
o040 9
* 7,
por tanto al punto de P{" de coordenadas homogéneas (ug : u; : ug) respecto de la
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referencia dual de la referencia canénica de Pi. De la proposicién [11.22 se sigue que la

recta [ es tangente a C' en un punto p = (ag : a; : ag) € C siy solo si existe A € k* tal que
((10 aq CLQ) =\ (UO Uy ’LLQ) ]\4_1

(recuerda que, al ser C' no degenerada, M es invertible). Por otra parte la condicién de
que p pertenezca a C' se traduce en

Qo
(Clo aq CLQ) M ap = O,
az
que es equivalente a
Uo Uo
(UO U1l UQ) ]\471 U1l = (UO Uy UQ) ]\4'71]\/[]\4'71 Uy =0.
U2 U2

O

Damos ahora nombre a la cénica del dual que aparece en la proposicién [11.25|y generali-
zamos la definicion de recta tangente:

Definicién 11.26. Sea C' una cénica no degenerada de Pj con matriz asociada M, sea
p = (ag : a; : az) un punto de P y sea [ una recta de Pi.
(1) Llamamos recta polar de p respecto de C' a la recta de ecuacion
Zo
(ao ai ag) M\lxzy ] =0.
L2
(2) Llamamos cdnica dual de C'y la denotamos por C* a la cénica de P2" con matriz
asociada M~ respecto de la referencia dual de la referencia canénica de Pj.

(3) Llamamos polo de [ respecto de C' al punto de P que corresponde por dualidad a
la recta polar (en P2") de [ respecto de C*.

Vemos ahora algunas propiedades de la recta polar:

Proposicion 11.27. Sea C' una cénica no degenerada de Pi, sean p y q puntos de Pi y
sea | una recta de P;.

(1) 1 es la recta polar de p si y solo sip es el polo de .
(2) p estd en la recta polar de q si y solo si q estd en la recta polar de p.
(3) p estd contenido en su recta polar si y solo si p pertenece al conjunto de puntos de

C.
Demostracion. Sea p = (ag : ay : az), sea M una matriz asociada a C'y sea
(CLO aq CLQ) M = (UO (751 UQ) .
En ese caso
(UO Ul UQ) ]\4_1 = ((ZO aq ag) .
La recta [ es la polar de p si y solo si
ULy + U1T1 + UsToy = 0

es ecuacién [ (es decir, si y solo si I corresponde al punto de P2 de coordenadas (ug : u :
ug)) y esto equivalente a que la recta agug + ajug + agus = 0 de Pi* sea la recta polar del
punto de P%" correspondiente a [. Esto prueba (1).
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Sean ahora p = (ag : a1 : as) y ¢ = (by : by : bg). La recta polar de p tiene ecuacién

Zo
(11271) ((10 aq CLQ) M I = 0
)
y la recta polar de ¢ tiene ecuacién
Zo
(bg b1 bg) M I = 0.
T2
Entonces p pertenece a la polar de g si y solo si
ap
(11.27.2) (bo b1 bo)M a1 ]| =0
%
y q pertenece a la polar de p si y solo si
bo
(11.27.3) (a0 a1 a) M [ by | =0.
ba

Como M es simétrica, (11.27.2]) y (11.27.4)) son equivalentes. Esto prueba (2).

Por ultimo, p = (ag : a; : az) pertenece a su recta polar, que tiene ecuacién ((11.27.1)) si y
solo si

Qo
(11.27.4) (a0 a1 ax) M [ay | =0,

a2
y esto es equivalente a que p satisfaga la ecuacion de C| es decir, a que pertenezca al
conjunto de puntos de C. ([l

Dada una cénica no degenerada C' de Py podemos usar bien la proposicién [11.27 bien
directamente la cénica dual de C para hallar las rectas tangentes a C' que pasan por un
punto dado de P}. Lo vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11.28. Sea C la cénica de P% de ecuacién 222 — 22 + 23 = 0 y sea p el punto
(1:0:0) de P%. Hallamos las rectas tangentes a C' que pasan por p de dos formas:

M¢étodo 1: Consideramos [, la recta polar a p respecto de C, que es la recta de ecuacién

2 0 0 Zo
(1 000 =1 0] fx]=0,
0 0 1 )

es decir, la recta de ecuacién o = 0. Vemos que los puntos de interseccion de [ con el
conjunto de puntos de C'son p; = (0 :1: 1)y ps = (0:1: —1). Como p; estd en el
conjunto de puntos de C', su recta polar es la recta tangente a C' por p;. Por otra parte, p;
estd en la recta polar de p, por lo que, por la proposicion (2), p estd en la recta polar
de pq, es decir en la tangente a C' en p;. Razonamos de igual manera para ps y concluimos
que p esta también contenido en la recta tangente a C' por ps. Como p; y ps son los tinicos
puntos de corte del conjunto de puntos de C' con [, la proposicién , (2), también nos
dice que las unicas rectas que pasan por p y son tangentes a C' son las rectas tangentes a
C en py vy en po. Es facil ver que estas rectas tienen ecuaciones x1 —xo = 0y 1 + x5 = 0.
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M¢étodo 2: Consideramos C*, la cénica dual de C, que tiene como matriz asociada la matriz

2 0 0\ /i 0 0

0 -1 0] =10 -120
0 0 1 0 0 1

Entonces la ecuacion de C* respecto a las coordenadas wug, uy, us respecto de la referencia
dual de la referencia canénica es u3 — 2u? + 2u2 = 0. Las rectas tangentes a C' se corres-
ponden con los puntos de P% " contenidos en el conjunto de puntos de C*. Las rectas de
P% que pasan por p = (1 : 0 : 0) se corresponden con los puntos de la recta de P%" de
ecuacion ug = 0. Por tanto, las rectas tangentes a C' que pasan por p se corresponden
con los puntos de P%™ que estdn en la interseccién del conjunto de puntos de C* con la
recta de ecuacién ug = 0. Estos puntos son los puntos de P%" de coordenadas (0:1:1) y
(0:1:—1), que corresponden a las rectas de P%{ de ecuaciones r1 — 1o =0y 21 + 29 = 0.
Estas rectas son, pues, las tangentes a C' por p.

Observacion 11.29. Los argumentos del ejemplo anterior se pueden generalizar. De ellos
y del corolario se deduce que, si C es una cénica no degenerada de P% y p es un
punto que no esta contenido en el conjunto de puntos de C', existen exactamente dos rectas
que pasan por p y son tangentes a C'. Si C' es una cénica no degenerada real de P% y p es
un punto que no esta contenido en el conjunto de ceros de C', pueden ocurrir dos cosas:

- que existan exactamente dos rectas que pasen por p y sean tangentes a C' (en este
caso diremos que p es un punto ezterior respecto de C);

- que ninguna de las rectas (reales) que pasan por p sean tangentes a C' (en realidad,
lo que ocurre es que hay exactamente dos rectas que pasan por p y son tangentes
a (', pero son rectas imaginarias; en este caso diremos que p es un punto interior
respecto de C').

Si C' es una cénica no degenerada real de P% y p es un punto exterior respecto de C, la
polar a p con respecto de C' corta al conjunto de puntos de C' exactamente en dos puntos
(reales). Estos puntos son los puntos del conjunto de puntos de C' por los que pasan las
dos tangentes a C' por p. Si C' es una cénica no degenerada real de P% y p es un punto
interior respecto de C, la polar a p con respecto de C' no corta al conjunto de puntos de C'
(corta al conjunto de puntos de C' exactamente en dos puntos imaginarios conjugados).

Dada una cénica C' no degenerada real de P} y un punto p exterior respecto de C, lo
anterior nos permite dibujar la recta polar L de p respecto de C, tal como nos muestra la
figura [I2] Si ¢ es un punto interior respecto de C, jcémo harias para dibujar la polar de
q respecto de C?

Parametrizaciones de conicas

Si C' es una cé6nica no degenerada de Pj cuyo conjunto de puntos es no vacio, la propo-
sicién [11.22/ nos permite establecer una biyeccién entre Py y el conjunto de puntos de C.
Lo vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11.30. Sea C' la cénica de Pi de ecuacién zors — 22 = 0. Elegimos un punto p
del conjunto de puntos de C, por ejemplo, elegimos p = (1 : 0 : 0). Consideramos el haz
de rectas Q(p), que estd en biyecciéon con Pj. mediante, por ejemplo, la correspondencia
biyectiva que envia cada punto (¢, : ;) de Py. ala recta de Q(p) de ecuacién tyx1 —toze = 0.
Es facil ver que la interseccion de [(,4,) con el conjunto de puntos de C' es el conjunto
{p, (t3 : tot : t1)}. Este conjunto estd formado por dos puntos distintos si (¢ : ;) # (1 : 0)
y por un solo punto si (¢y : ¢;) = (1:0) (en este dltimo caso esto ocurre porque la recta de
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FI1GURA 12. Recta polar del punto p respecto de la cénica C.

ecuaciéon xs = 0 es la tangente a C' en p). Es claro que la aplicacién que va del haz de rectas
Q(p) al conjunto de puntos de C', enviando la recta li.,) al punto (3 : tot1 : 7) es una
aplicacién biyectiva. Componiéndola con la biyeccién entre Py y Q(p) descrita més arriba,
obtenemos la biyeccién (con un abuso de notacién llamamos C' al conjunto de puntos de
C)

o: P — C

(to: t1) >  (t3:toty : t3)

(observa que ¢ estd bien definida, es decir, si (f : ¢1) es un punto de Py, no ocurre que
13, toty y t3 sean simultdneamente nulos y, si A € k*, (to : t;) = (Mg : At;) pero también
(83 toty = 13) = (N*3 : Ntot; : A*?)). En particular, el conjunto de puntos de C' es el
conjunto {(t3 : toty : £2) | (to : t1) € PL} de P3.
Geométricamente, lo que ¢ nos permite es recorrer el conjunto de puntos de C' a medida
que el pardmetro homogéneo (ty : t;) recorre Py.

Diremos que la biyeccién ¢ del ejemplo [11.30] es una parametrizacion de C":

Definicién 11.31. Si C' es una cénica no degenerada de P} con conjunto de puntos no
vacfo, decimos que una aplicacién ¢ de Py, a P% dada por

(11.31.1) (¢ : t1) = (coots + cortots + coot] : crotn + critots + ciaty : Caota + Cortoty + caots)

de forma que la matriz

Coo Co1  Co2
A=|cio c1 ci2
Co0 C21 C22
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es invertible es una parametrizacion de C' si ¢ da una biyeccién entre Py. y el conjunto de
puntos de C.

Ejercicio 11.32. Demuestra que, en efecto, la aplicacién ¢ de la definicion [11.31]esta bien
definida, como lo estaba la aplicacién ¢ del ejemplo [11.30] y es inyectiva.

Proposicién 11.33. (1) Toda conica no degenerada con conjunto de puntos no vacio
admite una parametrizacion y toda aplicacion ¥ como la de es una pa-
rametrizacion de alguna cdnica no degenerada de Pi con conjunto de puntos no
vacio.

(2) Para k cuerpo arbitrario de caracteristica distinta de 2, todas las conicas no de-
generadas de Pi son proyectivamente equivalentes.

Demostracion. Consulta las proposiciones 4.9 y 4.10 de los “Apuntes de Geometria Proyec-
tiva” de E. Arrondo. O

Si k = R o k = C, ya sabiamos, por los teoremas [11.20 y [I1.21], que lo que afirma

la proposicion [11.33 (2) es cierto. Sin embargo, y esto es bastante sorprendente, la
proposicién [11.33] (2) se cumple para cualquier cuerpo k de caracterstica distinta de 2.

Apoyandonos en los teoremas [11.20] y [11.21] podemos dar una demostracién alternativa de
la proposicién [11.33] (1):

Ejercicio 11.34. Demuestra la proposicién [11.33] (1) usando los teoremas [11.20]y [11.21
y el ejemplo [11.30

Sistemas lineales de cdnicas

Segun la proposicion el conjunto de cénicas proyectivas de P es el espacio proyectivo
P(W), de dimensién 5, donde W es el espacio vectorial de polinomios homogéneos de
grado 2 en xg, x1, T2 con coeficientes en k, junto con el polinomio 0. Igual que harfamos
en cualquier espacio proyectivo, podemos estudiar los subespacios proyectivos de P(W).

Definicién 11.35. Sea P(W) el espacio proyectivo de las cénicas de P3.

(1) A un subespacio proyectivo de P(W) le llamaremos sistema lineal de cénicas.
(2) Sea A un sistema lineal de cénicas. A la interseccion de los conjuntos de puntos de
las cénicas de A se le llama base de A.

Los puntos de P imponen condiciones lineales en las cénicas de P%, es decir, nos permiten
definir sistemas lineales de conicas. Comenzamos viendo qué condiciéon impone un solo
punto:

Proposicién 11.36. Sea p un punto de Pi. El conjunto de cdnicas que pasan por p (es
decir, tal que sus conjuntos de puntos contienen a p) es un hiperplano del espacio proyectivo

de conicas P(W).

Demostracion. En P(W) consideramos la referencia proyectiva

(11.36.1) Z = {[x], [wom1], [woma], [27], [m122], [23]; [22 + ox1 + w2 + 25 + 2179 + 23]}
Entonces la cénica C' de ecuacion

2 2 2
ULy + U1 ToT1 + Up2ToT2 + U] + U12T1 T2 + Uy = 0
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tiene coordenadas homogéneas (ugg : Ugr : Uga : U1 : Ui : Uge) Trespecto de Z. Sea
00 0 0

p = (ap : ay : az). En ese caso las conicas C' que pasan por p son aquellas cuyas coordenadas

(oo © Uy © Upg : U1y : Uga : Ugg) Tespecto de #Z cumplen la condicién

2 2 2
(11362) QoUoo + apaiUgr + agAolg + aiu11 + ajasuig + AoUgy = 0.

Como ag, a; y as no son todos nulos, a2, a? y a3 no son todos nulos, por lo que la expresién
en la parte izquierda de (11.36.2) es un polinomio homogéneo de grado 1 en las variables
Ugo, Up1, Uo2, U11, U2, Uze. Emntonces (11.36.2)) es la ecuacion, respecto de #, de un hiper-
plano de P(W). O

La proposicion [11.36| no debe hacernos pensar que todos los hiperplanos de P(W) son
sistemas lineales de cénicas que pasan por un punto (de hecho, la mayoria no lo son):

Ejercicio 11.37. Sea H el hiperplano del espacio proyectivo de cénicas P(W') que tiene
ecuacion ugy + ug, + ug2 = 0 respecto a la referencia % de la proposicion [11.36 Demuestra
que no existe ningtin punto p de Pi para el cual H sea el conjunto de cénicas de Pi que
pasan por p.

El conjunto de cénicas que pasan por un conjunto finito de puntos también es un sistema
lineal:

Proposicién 11.38. Sean py, ..., py puntos distintos de Py.

(1) El congunto A formado por las cénicas de Py que pasan por pi, ..., py €s un sistema
lineal de conicas.

(2) Si k <5, A es no vacio (es decir, existe al menos una cénica de Py que pasa por
P1,---,Pk); de hecho, la dimension de A es al menos 5 — k.

Demostracion. Segun la proposicion [11.36, cada punto p; del conjunto formado por
P1, - - -, P impone una condicidén lineal en las conicas de P, es decir, el conjunto de cénicas
que pasan por pi,...,px es el conjunto de puntos de P(W) cuyas coordenadas respecto
de la referencia Z de son las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales

homogéneas con k ecuaciones y 6 incognitas ugg, to1, Uoz2, U11, U12, U2e. Eso quiere decir que

el conjunto de cénicas que pasan por pi,...,pg es un subespacio proyectivo A de P(W)
y su dimensién, como subespacio proyectivo de P(WW), es 5 menos el rango de la matriz
asociada al sistema. O

La proposicion nos proporciona una estimaciéon de la dimensién de aquellos sistemas
A determinados por un conjunto de puntos pi,...,p; de PZ. La proposicién no precisa
maéas porque la dimension exacta de A depende de si los puntos p1, ..., pr imponen condi-
ciones independientes en las conicas o, de manera mas exacta, del rango de la matriz
asociada al sistema formado por las ecuaciones lineales homogéneas, en las incognitas
Ugo, Uo1, U2, U1, U12, Use. Esta condicion algebraica viene determinada de manera precisa
por la configuracién que adoptan los puntos py, ..., pr de PZ, permitiéndonos conocer la
dimension de A en cada caso:

Proposicion 11.39. Sean py,...,pr puntos distintos de Py y sea A el sistema lineal de
las conicas de PE que pasan por py,. .., pi.

(1) Si k=1, entonces dim A = 4.
(2) Si k=2, entonces dim A = 3.
(3) Si k=3, entonces dim A = 2.
(4) Si k =4, entonces
(a) dim A =2, si p1,pa,p3 Y psa estan alineados;
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(b) dim A =1, si p1,p2,ps Y ps no estin alineados
(5) Si k=5, entonces
(a) dim A =2, si p1,p2,p3,Ps Y D5 estan alineados;
(b) dim A =1, si p1,p2,p3,ps Y D5 no estan alineados pero cuatro de ellos si lo
estdan;
(c) dim A =0 (es decir, ezxiste una Unica conica que pasa por py, Pa, P3, P4, Ps) Si
en el conjunto {p1,p2, ps, P4, D5} no hay cuatro puntos alineados.

Para demostrar la proposicion [11.39] usamos el siguiente resultado, que se sigue como
corolario de la féormula de Grassmann, y que aparece enunciado en el ejercicio 8 de la lista
de ejercicios de Geometria Proyectiva:

Lema 11.40. Si H es un hiperplano de P(W) y A es un subespacio proyectivo de P(W)
que no estd contenido en H, entonces dim (H N A) = dim A — 1.

Demostracién de la proposicion [11.39 Si k = 1, ya vimos en la proposicién que la
dimensién de A es 4. Para cada p; de py, ..., pr denotamos por H; el hiperplano de P(W)
formado por las cénicas de Py que pasan por p; y denotamos por A; el sistema lineal de las
cénicas que pasan por pi,...,p;. Sea ahora k = 2. Entonces Ay = H; N Hy y Hy no esta
contenido en Hs. En efecto, al ser p; y p» puntos distintos, podemos considerar una recta

[ de P que pase por p; y no por ps y la cénica C' que sea la recta doble cuyo conjunto de
puntos sea la recta [. Entonces C' € Hy pero C' ¢ Hy. Asi pues el lema [11.40[ implica

Sea ahora k = 3. Al ser py, ps, p3 puntos distintos, podemos encontrar una recta [; de P
que pase por p; y no por p3 y una recta ly de P§ que pase por py y no por p3. Sea C la
céHnica cuyo conjunto de puntos es [; U ly. Entonces C' pasa por p; y ps pero por ps, por lo
que C' € Ay pero C' ¢ Hj, de donde se sigue que Ay no estd contenido en Hz. Por tanto el

lema [11.40[ implica

Sea ahora k = 4, sean py, ps, p3, p4 cuatro puntos alineados, sea [ la recta de P% que los
contiene y sea G(xg, r1,22) = 0 la ecuacién de [ (G es un polinomio homogéneo de grado 1
de k[Xo, X1, X5]). Consideramos el conjunto de las cénicas C' cuya ecuacion es de la forma

G - (upzo + w1 + ugz2) = 0,

donde ug, u; y us son elementos de k cualesquiera no todos nulos. Es facil ver que dichas
conicas C' forman un subespacio proyectivo A de P(WW), el subespacio proyectivo generado
por xoG, x1G, x5, que tiene dimension 2. Como todas esas conicas pasan por py, pa, Ps, P4,
A C A4 v la dimensién de A4 es mayor o igual que 2. Del lema se sigue

por lo que la dimensién de Ay es 2y A3 = Ay = A.

Sea ahora k = 4 y sean pq, po, p3, p4 cuatro puntos no alineados. Distinguimos dos casos,
que tres de esos cuatro puntos (supondremos los tres primeros por simplicidad notacional)
estan alineados o que ninguna terna de entre esos cuatro puntos esta alineada (es decir,
que p1, P, P3, P4 estan en posicion general). En el primer caso, consideramos C' la cénica
que es la recta doble cuyo conjunto de puntos es la recta que contiene a pq, po, p3. En ese
caso C' € A3 pero C' ¢ H,. En el segundo caso, sea l; =< pp,p3 >, sea lp una recta que
pasa por ps pero no por py (tal recta existe porque ps y py son distintos) y sea C' la cénica
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cuyo conjunto de puntos es [; Uly. Como py no pertenece ni a [y ni a ly, C' no pasa por py
por lo que C' € Az pero C' ¢ Hy. Asi pues, el lema [11.40[ implica

Sea ahora k = 5 y sean py, ps, p3, pa, p5 cinco puntos alineados. Razonando como en el caso
de cuatro puntos alineados vemos que A3 = Ay = A5 y que dimA; = 2.

Sea ahora k = 5 y sean pi, pa, p3, Ps, Ps cinco puntos no alineados pero tales que cuatro
de ellos (supondremos los cuatro primeros por simplicidad notacional) si lo estdn. En ese
caso la dimensiéon de A4 es 2. Por otra parte, sea [ la recta que contiene a pi, pa,p3, ps y
sea C' la cénica que es la recta doble cuyo conjunto de puntos es [. En ese caso C pasa
por p1, P2, P3, P4 Pero no por ps, por lo que C' € Ay pero C' ¢ Hs. Entonces el lema [11.40
implica

Sea ahora k = 5 y sean py, pa, p3, P4, ps cinco puntos no alineados tales que no hay cuatro
de ellos alineados. Distinguimos dos casos, que haya tres de ellos alineados (en cuyo caso
supondremos, por simplicidad notacional, que son los tres primeros) o que no haya tres
de ellos alineados. En el primer caso, sea [y la recta que contiene a pq, p2, p3 y sea ls una
recta que pase por py y no por ps. Como p1, pa, p3, ps 10 estan alineados, ps ¢ [;. Sea C' la
coHnica cuyo conjunto de puntos es [y Uls. En ese caso C pasa por py, pa, P3, P4 PETO NO por
ps, por lo que C € Ay pero C' ¢ Hs. Como py, pa, p3, p4 0o estan alineados, la dimensién
de A4 es 1. Entonces el lema [11.40] implica

Si entre py, P2, P3, P4, P5 NO hay tres puntos alineados, consideramos la conica C' cuyo con-
junto de puntos es < p1,ps > U < p3,ps >. Entonces C' pasa por pi, pa, p3, P4 PEro no
por ps, ya que ps no esta ni alineado con p; y py ni alineado con p3 y ps. Como antes, la
dimensién de Ay es 1. Como C' € Ay pero C' ¢ Hs, el lema implica

dimAs = dim(Ay N H5) =dimAy, —1=1-1=0.
O

Lema 11.41. Sea k un cuerpo arbitrario de caracteristica distinta de 2. Si C' es una
cénica no degenerada (es decir, si la matriz M(C) de C tiene rango menor que 3) de Py,
entonces,

(1) si M(C) tiene rango 2, el conjunto de puntos de C' en Py es un par de rectas o un
unico punto (en ambos casos se dice que C' es un par de rectas);

(2) si M(C) tiene rango 1, el conjunto de puntos de C' en Pi es una tinica recta (en
ese caso C' es una recta doble).

Demostracion. Aunque el enunciado es para un cuerpo k arbitrario, razonamos primero
para el caso en que k es R o C, ya que, en ese caso, podemos dar una demostracion basada
en resultados propios de este curso. Si C' es degenerada, entonces los teoremas y
implican que C' es una recta doble si el rango de M(C') es 1 o un par de rectas [y y
l5 si el rango de M(C') es 2. Entonces, si M(C) tiene rango 1, el conjunto de puntos de
C' es una recta; si M(C) tiene rango 2, el conjunto de puntos de C' es un par de rectas si
k =Cosik =Ry C esun par de rectas reales, y un tnico punto de P sik =R y C es
un par de rectas imaginarias.

Damos ahora la demostracién para k arbitrario. Si C es una cénica no degenerada de
P, entonces M(C) es congruente con una matriz diagonal con la primera entrada de la
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diagonal no nula y la tltima entrada de la diagonal nula, por lo que C' es proyectivamente
equivalente a una cénica C’ de ecuaciéon \gXZ + A\ X7 = 0, donde g # 0. Si el rango de
M(C) es 1, entonces A\; = 0. En ese caso el conjunto de puntos de C’ es una recta. Como
C es proyectivamente equivalente a C’; se sigue de la proposicién [11.9] que el conjunto de
puntos de C' en P2 es también una recta.

Si el rango de M(C') es 2, entonces A\; # 0 y denotamos A = £¢. Sea k' un cuerpo tal que
k C k' y —\ tenga raices cuadradas py —p en k' (al cuerpo k' se le denomina cuerpo
de descomposicién del polinomio t2 4+ \; si no estds familiarizado con esta nocién puedes
consultar Anillos y cuerpos conmutativos, de J.M. Gamboa y J.M. Ruiz (UNED ediciones
2002)). Entonces C” tiene ecuacion (g + pxy)(zg — pxy) = 0 (por eso llamamos a C’ y a
C' par de rectas, aun en el caso en que su conjunto de puntos consista en un tinico punto).
Por tanto, el conjunto de puntos de C” en P% es, si u € k, un par de rectas de P%, vy, si
p ¢ k, unicamente el punto (1 : 0 : 0). Como C es proyectivamente equivalente a C”, se
sigue de la proposicion que el conjunto de puntos de C' en P es también un par de
rectas de P o un tinico punto de Pi. O

Corolario 11.42. Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sean p1,p2, p3, Pa, Ps
cinco puntos distintos de Pi tales que no hay tres de ellos alineados. La tinica cénica C
que pasa por pi, Pa, P3, Pa, Ps €S una conica no degenerada (real, sik = R).

Demostracion. Segun la proposicion existe una unica cénica C' que pasa por
D1, P2, P3, P4, P5- Segun el lema si C' es degenerada, entonces el conjunto de ceros de
C consiste en dos rectas, una recta o un punto. La tltima posibilidad no se puede dar
porque py, pa, P3, P4, P5 son puntos distintos. La segunda de las tres posibilidades no se
puede dar pues, por hipétesis, p1, p2, p3, P4, Ps N0 estan alineados. La primera posibilidad
tampoco se da porque, en ese caso, tres puntos de entre pq, pa, p3, pa, ps estarian alineados
y eso también contradice nuestras hipoétesis. Por tanto, C' ha de ser no degenerada y, si
k = R, C ha de ser no degenarada real, pues en otro caso el conjunto de puntos de C' en
P% serd vacio, lo cual es absurdo ya que ha de contener a py, ps, p3, p4, ps- 0

Definicién 11.43. Un haz de cdnicas es una recta A de P(W) (compara esta definicién
con la definicién de haz de rectas). Si C; y Cs son dos cénicas distintas de A diremos
que A esta generado por C; y Cs.

Ejercicio 11.44. Sea A un haz de cénicas generado por las conicas Cy = [Fy] y Cy = [Fy],
donde Fi, F; son polinomios homogéneos de k[zg, x1, 5] de grado 2.

(1) Demuestra que las conicas de A son las cénicas [A F) + A2 F5], para todo (A : Ag) €
P;.
(2) Demuestra que la base de A es la interseccién de los conjuntos de puntos de C y

Cs.

Ejercicio 11.45. Sea k = R o k = C. Sean p1, p2, p3, p4 cuatro puntos de Pk en posicion
general (es decir, tales que no hay tres de ellos alineados) y sea A el haz de cénicas formado
por las cénicas que pasan por pi, ps, p3, pa. Demuestra que todas las conicas de A salvo
tres son cénicas no degeneradas (reales si k = R) y que las tres cénicas degeneradas del
haz son pares de rectas (reales si k = R).

Ejercicio 11.46. En P% da un ejemplo de un haz de cénicas cuya base sea:
i) Un punto.
ii) Dos puntos.
iii) Tres puntos.
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iv) Cuatro puntos.
v) Una recta.
vi) Una recta y un punto fuera de ella.
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12. RELACION ENTRE CONICAS PROYECTIVAS Y CONICAS AFINES Y EUCLIDEAS

El completado proyectivo de una cénica afin

Comenzamos el tema 2 diciendo que una de nuestras motivaciones para introducir el plano
proyectivo era poder “completar” curvas del plano afin, como por ejemplo, una hipérbola.
Dada una hipérbola, existen dos rectas, llamadas asintotas que, a medida que vamos hacia
el infinito, parece que van a cortarla. El plano proyectivo nos permite hacer rigurosa esta
idea intuitiva. Lo vimos en los ejercicios 2b, 2¢ y 3 de la hoja de ejercicios de Geometria
Proyectiva y lo vemos de nuevo en este ejemplo:

Ejemplo 12.1. En el plano afin euclideo estdndar A% consideramos la cénica Cy del
ejemplo que tiene ecuacién 22 — y? — 1 = 0. El conjunto de ceros de C5 es por tanto
el conjunto {(z,y) | 22 —y?> — 1 =0} y, con un abuso de notacién, lo llamaremos también
C5. Recordemos la inclusion

i AR — P%

(x,y) — (l:z:y).
Entonces los puntos de i(Cy) son aquellos puntos (xg : 1 : z9) de P% tales que 29 # 0y

x T

(B - (2P -1=0
Quitando denominadores en la ecuacién anterior, vemos que i(Cs) es el conjunto de P%
i(Cy) = {(wo: 1 :23) €EPR | w0 £ 0y 27 — 2% — 22 = 0}.

Asi, de forma natural, i(Cy) estd contenida en el conjunto de puntos (zg : @1 : 7o) de P}

{(zo 212 @0) € PR | 2] — 25 — a5 = 0},

que es el conjunto de puntos de la cénica proyectiva Cy de P% de ecuacién 22 —xy2 —22 = 0.
A (5 la llamaremos, segtn la definicién , el completado proyectivo de C5. Vemos que
la interseccién de Cy con la recta del infinito 29 = 0 son los puntos (0:1:1) y (0:1: —1).
Recuerda que en el ejemplo [10.6| vimos que C5 es una hipérbola. Una hipérbola tiene
ramas asintoticas que se “escapan” hacia el infinito, aproximandose a las asintotas de la
hipérbola. Los puntos (0:1:1) y (0:1:—1), que llamaremos puntos del infinito de Cs,
corresponden a esas ramas asintéticas; de hecho, son los puntos del infinito de las asintotas
de 02.

El ejemplo anterior inspira la siguiente definicién:

Definicién 12.2. Sea F' = ag + a1 + agay + a112% + a127y + asey? un polinomio de grado
2 de k[z,y] y sea C' = [F] la cénica correspondiente de AZ. El completado proyectivo de
C es la conica proyectiva C' de Pi de ecuacion

(1221) aool'g + Qg1 Tox1 + Qo2ToT2 + CLHI% + Q122129 + CLQQ.%'% = 0.

Los puntos del infinito de C' o los puntos de C' en el infinito son los puntos de interseccion
del lugar de ceros de C' con la recta del infinito para la inclusion

i Al — P3
(,y) = (L:z:y),

es decir, con la recta de ecuacion xg = 0.
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Observacion 12.3. Recuerda que k es un cuerpo de caracteristica distinta de 2, que

Qoo %am %CLOQ
M(C) = %Gm aip  5@12
5002 %am a22
es una matriz asociada a C'y que la ecuacion de C se puede escribir de forma matricial
como

1 1
ago 001 5002 1
1
(1 Xz y) %CL(H a1 §CL12 X =0.
1
5Q02 5012 G22 )

Por otra parte, la ecuacién (12.2.1)) de C se puede escribir de forma matricial como

1 1
Qoo 3001 ?aoz Zo
1
($0 L1 Iz) Qo1 411 35012 z1 | =0,
1
5@02 Q12 (22 T2

por lo que M(C) es también una matriz asociada a C.

Vemos ahora como estan relacionados los completados proyectivos de una coénica y de la
imagen de esa conica por un isomorfismo afin y aprovechamos también para ver como estan
relacionados los completados proyectivos de una recta y de la imagen de esa recta por un
isomorfismo afin:

Proposicién 12.4. Seal una recta de A}, sea C una cdnica de A} y sea f un isomorfismo
afin de A}.
(1) El completado proyectivo de f(l) es la imagen de 1 por el completado proyectivo de
f; es decir, f(I) :_f(Z).
(2) La proyectividad f transforma el punto del infinito de l en el punto del infinito de
f).
(3) El completado proyectivo de f(C) es la imagen de C por el completado proyectivo
de [; es decir, f(C) = f(0).
(4) La proyectividad f transforma los puntos del infinito de C' en los puntos del infinito
de f(C).
Demostracion. Recordemos que | = i(1) Up, donde p = [0], v es un vector director de [ y ©
es el vector de k3 que se define a partir de v como en el enunciado de la proposicién [8.47|
.17

g
Por la definicién-proposicién . el punto p es el punto del infinito de . Sea w = f(v).

Entonces las proposiciones y implican
J) = F) U fp) =i(f(D) U [w].

Como w = ?(v) es un vector director de f(1), por la definicién-proposicién [7.17]el punto [0
es el punto del infinito de f(I) y f(I) es el completado proyectivo de f(I). Esto demuestra
(1) y (2).

En segundo lugar recordamos que, segun el corolario 2), la aplicacién proyectiva
f es en efecto una proyectividad. Segin la proposicién la matriz del isomorfismo
affin f con respecto a la referencia cartesiana canénica de A% es una matriz asociada al
completado proyectivo f de f, respecto de la referencia proyectiva canénica de P%. Esto
implica que el completado proyectivo de f~! es la proyectividad inversa de f (es decir,

—_— =1
f~'=f )y quelamatriz N de f~! respecto de la referencia cartesiana canénica de A

. : -1 . . ,
es una matriz asociada a f  respecto de la referencia proyectiva canénica de Pi. Recuerda
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que, por la proposicién [10.28) si M(C') es una matriz asociada a C, entonces N*M(C)N

es una matriz asociada a f(C) y por la observacién una matriz asociada a f(C).
Por otra parte, de nuevo segtin la observacion M (C) es una matriz asociada a C.

Como N es una matriz asociada a 771 respecto de la referencia proyectiva canodnica, por
la proposicién , tenemos que N'M(C)N es una matriz asociada a f(C). Por tanto
f(C) y f(C) son la misma cénica de PZ. Esto demuestra (3).

Para demostrar (4) recuerda que, segin el corolario (1), la recta del infinito I, es
invariante por f. Con un abuso de notacién, llamamos C'y f(C) a los lugares de ceros de
las conicas proyectivas C'y f(C). Entonces

F(CNlx) = F(C)N fllo) = F(C) Nlso = f(C) Nl

(la primera igualdad se tiene por ser f una aplicacién biyectiva). 0

Clasificacion afin de las cénicas usando Geometria Proyectiva

La proposicién nos permite dar un criterio geométrico para decidir la clase de equi-
valencia affn de una cénica de Ag:

Teorema 12.5. Sea C' una conica de A% y sea C su completado proyectivo. La clase de
equivalencia afin de C viene determinada por la clase de equivalencia proyectiva de C (en
ocasiones esta informacion por si sola es suficiente para caracterizar la clase afin de C') y
por los puntos en el infinito de C', segun la tabla siguiente:

Clase afin de C Clase (proyectiva) de C' | Puntos de C en el infinito ("
Elipse No degenerada
real real 0
No degenerada Un tnico
Parabola real punto
No degenerada Dos
Hipérbola real puntos
Elipse No degenerada
imaginaria imaginaria 0
Par de rectas Par de Un tnico
reales paralelas rectas reales punto
Par de rectas Par de Dos
reales secantes rectas reales puntos
Par de rectas Par de rectas Un tnico
imaginarias paralelas imaginarias punto
Par de rectas Par de rectas
imaginarias secantes imaginarias 0
Recta doble Recta doble Un tnico punto

(1): Los puntos en el infinito de C que aparecen en la tabla son puntos de P%, es decir,
son puntos del infinito reales. En el caso de las elipses y los pares de rectas imaginarias
secantes, C' si tiene puntos del infinito en P%, de hecho tiene un par de puntos imaginarios
conjugados en el infinito. En el caso de las pardbolas y de los pares de rectas paralelas, C
tiene un tnico punto del infinito tanto en PR como en P%, es decir, el inico punto del
infinito de C' es necesariamente un punto real.
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Demostracion. Sea M una matriz asociada a C, que por la observacion también es
una matriz asociada a C. Recuerda que, segtin el teorema la clase de equivalencia
afin de C' viene determinada por el rango de M, por 3(M), por el rango de m(C) y por
o(m(C)). Por otra parte, segun el teorema , la clase de equivalencia proyectiva de C'
viene determinada por el rango de M y por (M ). Examinando detenidamente la lista de
las clases de equivalencia afin de cénicas de A% dada en el teorema y la lista de las
clases de equivalencia proyectiva de cénicas de P% dada en el teorema [11.21} es facil ver,
si atendemos solo al rango de M, que

- C' es una cénica no degenerada (es decir, C' es una elipse (real o imaginaria),
una parabola o una hipérbola) si y solo si C' es una cénica no degenerada (real o
imaginaria);

- C es un par de rectas (reales o imaginarias, paralelas o secantes) si y solo si C' es
un par de rectas (reales o imaginarias);

- C es una recta doble si y solo si C' es un recta doble.

Si nos fijamos también en (M), es facil ver que

- C es una cénica no degenerada real (es decir, C' es una elipse real, una parabola o
una hipérbola) si y solo si C' es una cénica no degenerada real;

- C es una elipse imaginaria si y solo si C' es una cénica no degenerada imaginaria;

- C es un par de rectas reales (paralelas o secantes) si y solo si C' es un par de rectas
reales;

- C es un par de rectas imaginarias (paralelas o secantes) si y solo si C' es un par de
rectas imaginarias ;

- C es una recta doble si y solo si C' es un recta doble.

Distinguimos ahora las elipses reales, pardbolas e hipérbolas. Si C' es una elipse real,
seglin el teorema [10.32] existe un isomorfismo afin f de A% en si mismo tal que f(C)

tiene ecuacién 2 + y? — 1 = 0. En ese caso f(C) tiene ecuacién x? + 22 — x5 = 0 por lo
f(C) no tiene puntos reales en el infinito. Por la proposicién [12.4] (2), C' tampoco tiene
puntos reales en el infinito. Razonando de manera andloga, comprobamos que si C' es una
parabola, C' tiene un tnico punto en el infinito y si C' es una hipérbola, C' tiene dos puntos
en el infinito. Observa que esto implica también que si C' es una cénica no degenerada
real, C' es una elipse real, una parabola o una hipérbola, segiin C' no tenga puntos, tenga
uno o tenga dos puntos en el infinito.

Una elipse imaginaria C' ha quedado ya caracterizada por la propiedad de que C sea una
cOnica no degenerada imaginaria, por lo que no necesitariamos recurrir a estudiar sus
puntos en el infinito para decidir si C' es una elipse imaginaria. En todo caso es cierto que
C no tiene puntos reales en el infinito puesto que, segin el teorema [11.21], una cénica no
degenerada imaginaria no tiene puntos reales.

Distinguimos ahora los pares de rectas reales paralelas de los pares de rectas reales secantes.
Si C es un par de rectas reales, su lugar de ceros en A% es la unién /; U ly de dos rectas
distintas [; y Iy de A%. Es un sencillo ejercicio comprobar que el lugar de ceros de C' es
1 Uly, donde I y Iy son los completados proyectivos de l; y I, respectivamente y que, al
ser [, v I, rectas distintas, también lo son [; y ls. Sea p el punto de interseccién de y y ls.
Entonces [; y I serén rectas paralelas de A% si y solo si tienen el mismo punto del infinito,
es decir, si y solo si p € I, es decir, si p es el unico punto del infinito de C. Por otra
parte, 1 y lo serdn rectas secantes de A% si y solo si tienen distintos puntos del infinito,
es decir, si C' tiene dos puntos en el infinito.
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Para distinguir los pares de rectas imaginarias paralelas de los pares de rectas imaginarias
secantes realizamos el mismo argumento que para los pares de rectas reales pero ahora
trabajamos en A% y en PZ,.

Si C' es una recta doble, C' ha quedado ya caracterizada por la propiedad de que C sea
una recta doble, por lo que no necesitariamos recurrir a estudiar sus puntos en el infinito
para decidir si C' es una recta doble. En cualquier caso, como el lugar de ceros de C' es una
recta [ (jves por qué?), el conjunto de puntos del infinito de C' estd formado tnicamente
por el punto del infinito de [.

Por dltimo demostramos la observacion (1) sobre los puntos del infinito de C. La inter-
seccién de C' con [, es el conjunto de soluciones del istema de ecuaciones homogéneas

Zo =0

12.5.1
(12.5.1) anzt +aprTiry tapr: = 0

con apy, a2, Ay NUmeros reales no todos simulténeamente nulos. Es un sencillo ejercicio
comprobar que las soluciones de (12.5.1)) en P% son

- dos puntos de coordenadas reales, si y solo si a3, — 4aj1as > 0;

- un punto de coordenadas reales si y solo si a2, — 4a;1a = 0;

- dos puntos de coordenadas imaginarias conjugadas, si y solo si a%, — 4ajjas < 0
(en este ultimo caso, ((12.5.1)) no tiene soluciones en P%).

O

Observacién 12.6. Comparamos los teoremas [10.37] v [12.5] fijandonos en el caso de las
elipses reales. Dada una cénica C' de A%, segin los teoremas [10.32] y [10.37, C' es una
elipse real si y solo si R(C) = 3,%(C) = 1,7(C) =2y o(C) = 2. Por otra parte, segiin el
teorema , C' es una elipse real si y solo si C' es una cénica no degenerada real y C' no
tiene puntos reales en el infinito. Observamos que el hecho de que R(C) =3y X(C) =1
equivale, por el teorema , a que C sea una cénica no degenerada real. Por otra parte,

r(C) y o(C) son el rango y la signatura proyectiva de

ey~ (1 ).

5012 G22

Para estudiar los puntos del infinito de C, estudiamos las soluciones homogéneas (z; : x2)
de la ecuacién a;7? + a127172 + ari = 0 (cf. ) Asi pues, tanto para conocer
r(C) y o(C) como para ver cémo son los puntos del infinito de C' estamos fijaindonos en
los coeficientes a1, ajs y ai2 de la ecuacién de C' (es decir, en los términos de grado 2 de la
ecuacién). La conclusién es que el teorema interpretra la informacién contenida en
M (C) y en m(C) de manera algebraica y el teorema interpreta esa misma informacién
de manera geométrica. La condicion recogida en el teorema que nos garantiza que
una cénica no degenerada real C' sea una elipse real es r(C') = o(C') = 2. Por el criterio de
Sylvester, 7(C) = o(C) = 2 si y solo s el determinante ajjass — a2, de m(C) es positivo.
Esto es equivalente a que el discriminante a2, — 4a11a95 del polinomio ai1t? + aiat + agy
sea negativo, y esto ultimo es equivalente, segtin , a que C no tenga puntos reales
en el infinito. Puedes comprobar que algo andlogo pasa para las parabolas, hipérbolas,
etc. En particular, los términos de grado 2 de la ecuacién de C' (sea cual sea la clase de
equivalencia afin de C') nos dicen cémo son los puntos del infinito de C'.

Observacién 12.7. Comparando la clasificacion afin y proyectiva de conicas reales dada
en los teoremas [10.32] y [L1.21] vemos que hay mas casos en la clasificacién afin que en la



APUNTES DE GEOMETRIA LINEAL 151

proyectiva. El teorema [12.5| nos da una razén de por qué esto ocurre: hay cénicas no
afinmente equivalentes, que, al completarlas, dan lugar a cénicas proyectivamente equiva-
lentes. Este es el caso de las elipses realas, las parabolas y las hipérbolas, cuyos completados
proyectivos son conicas no degeneradas reales. Vemos por qué pasa esto. Consideramos
las conicas de A% de ecuaciones 22 + 4> —1 =0, 22 —y =0y 22 —y*>* =1 =0 y sus
correspondientes completados proyectivos, que son las cénicas Dy, Dy y D3 de P%, de
ecuaciones x3 — 2 — 22 = 0, zowy — 22 = 0y 22 — 2?2 + x5 = 0 respectivamente. Sabemos
por el teorema que Dy, Dy y D3 son cénicas de P% proyectivamente equivalentes, ya
que las tres son conicas no degeneradas reales. Eso quiere decir que existen proyectividades
f v g de P} en P} tales que f(D;) = Dy y g(D;) = Ds. Por ejemplo una proyectividad
f que cumple f(D;) = Dy es la que tiene ecuaciones

/
Ty = o +X9
) = T

/ —
Ty = Xo —X2

con respecto a la referencia canénica de P% y una proyectividad g que cumple g(D;) = D3
es la que tiene ecuaciones

con respecto a la referencia candnica de P%. La clave estd en que ni f ni g dejan invariante
la recta del infinito [, de ecuacién o = 0 (f(ls) es la recta de ecuacién xg + x5 = 0y
9(ls) es la recta de ecuacién x; = 0), por lo que ni f ni g son, segun el corolario m
(1), el completado proyectivo de un isomorfismo afin (l6gicamente, ya sabiamos que eso
era imposible, ya que si f y ¢ fueran los completados de isomorfismos afines, entonces las
cénicas afines de ecuaciones 22 +y? — 1 =0, 22 —y = 0 y 2% — 4> — 1 = 0 serfan cénicas
affnmente equivalentes de A%, cosa que es falsa).

Otra forma de entender por qué hay menos clases de equivalencia proyectiva que de equi-
valencia afin es que, dada una cénica proyectiva D de P%, segin elijamos la recta del
infinito (recuerda la observacién obtenemos distintas conicas afines que pueden no
ser afinmente equivalentes. Tomemos por ejemplo una cénica no degenerada real D vy,
haciendo un abuso de notacién, llamemos también D a su lugar de ceros en P%. Elijamos
una recta del infinito [ de Pg{. En la observacion vimos que P% \[ se puede identificar
con A% y que era posible sumergir A% en P% mediante una inclusién 7. Es un sencillo
ejercicio comprobar que D \ [ es el lugar de ceros de una cénica C' de A% y que D es el
completado proyectivo de C' con respecto a i'. Estudiemos ahora la interseccion D N{. El
corolario [11.23| nos dice que D N[ esta formado por dos puntos, por un solo punto o es
vacio. Segun el teorema [12.5] en el primer caso C' es una hipérbola, en el segundo caso, C'
es una parabola y, en el tercer caso, C' es una elipse real. Para ver ejemplos concretos de
esto puedes resolver los ejercicios 19 y 20 de la hoja de ejercicios de conicas.

Calculo de las asintotas, del centro y de los ejes de una cénica

En la definicion introdujimos la recta tangente en un punto de una cénica no dege-
nerada. A partir de esa definiciéon, damos la de recta tangente a una cénica afin, que en
la caso de k = R, coincide con la definicién de recta tangente a una curva que has visto
en calculo elemental:
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Definicién 12.8. Sea C un cénica no degenerada de Af y sea p un punto del lugar de
ceros de C. Decimos que [ de A} es la recta tangente a C' en p si [ es la recta tangente a
C en p.

Definicién 12.9. Sea C una cénica no degenerada de Af. Decimos que la recta | de Af
es una asintota de C' sil es la tangente a C' en un punto del infinito de C.

Como consecuencia del teorema [12.5 vemos que si C' es una parabola, C' tiene un solo
punto en el infinito por lo que la recta del infinito es tangente a C' en dicho punto. Asi
pues, las parabolas no tienen asintotas. De igual forma, del teorema [12.5| se deduce que
las hipérbolas tienen dos asintotas reales y las elipses, dos asinotas imaginarias.

Asi como hemos definido las asintotas de una coénica afin usando Geometria Proyectiva (y
las calcularemos también usando Geometria Proyectiva), la Geometria Proyectiva también
nos puede servir para calcular un concepto afin como el centro de una cénica no degenerada
y un concepto euclideo como los ejes de una cénica no degenerada (de hecho, incluso los
focos de una coénica se pueden calcular usando Geometria Proyectiva, como puedes ver en
la definicién de la pagina 51 de los “Apuntes de Geometria Proyectiva” de E. Arrondo).

Proposicion 12.10. Sea C' una elipse real o una hipérbola de A%. El centro de C' es el
polo, respecto del completado proyectivo C' de C', de la recta del infinito.

Antes de demostrar la proposicion, enunciamos y demostramos el siguiente lema que nos
dice que las proyectividades conservan la polaridad:

Lema 12.11. Sea D una conica proyectiva de Py, sea g una proyectividad de Py a P},
sea p un punto de P y sea | una recta de Pi. Entonces, | es la polar de p respecto de D
si y solo si la recta g(l) es la polar de g(p) respecto de g(D).

Demostracidn. Sea N una matriz asociada a g~' respecto de la referencia canénica de P

y sea M una matriz asociada a la cénica D. Sip = (ap:a;:as)y
(12.11.1) (uo Uy u2) = (ao a; ag) M,
entonces la polar de p tiene ecuacion

(12.11.2) UpTo + U171 + ULy = 0,

por lo que [ es la polar de p respecto de D si y solo si [ tiene por ecuaciéon (12.11.2)). Si
llamamos (a : a} : a}) a g(p), se tiene que

ag ag
aj| =N"'|a
a’ as

Segtin la proposicién [11.10, N*M N es una matriz asociada de g(D), por lo que la recta
polar de g(p) respecto de g(D) tiene ecuacién
upTo + iy + ujre =0,

donde
(12.11.3)

(uy wy uh) = (ay a; ab) N'MN = (ap a1 as) N VYNMN = (a0 a1 az) MN.
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Un punto (zg : @1 : 22) € g(I) siy solo si g7 (xg : 21 : x3) € [, es decir, si y solo si
(12.11.4) (wo w1 wg) N |1 ] =0,

Esto quiere decir que ((12.11.4)) es la ecuacién de g(l). Recuerda ahora que [ es la recta
polar de p si y solo si [ tiene como ecuacién ((12.11.2)). Por (12.11.1) y (12.11.3)), esto
equivale a que la ecuacién de la polar de g(p) respecto de g(D) es (12.11.4), es decir, es la
ecuacién de g(1). O

Demostracion de la proposicion [12.1() Recuerda que el centro de C' es por definicién el
punto medio del segmento delimitado por los focos de C'. Consideremos primero una elipse
real o una hipérbola C’ como las de la lista del teorema [10.36] es decir, C’ tiene ecuacién

22 P
§+ﬁ—1:0
cona>b>0siC’esuna elipse real o
2 2
SR
a? b2

con a,b > 0 si C’ es una hipérbola. Segun los ejercicios y los focos de C” son
los puntos (¢,0) y (—c¢,0), donde ¢ = va? — b? si C’ es una elipse real y ¢ = va? + b? si
(" es una hipérbola. Por tanto, el centro de C’ es el punto (0,0). Sea ahora C' una elipse
real o una hipérbola cualquiera. Existe una isometria f de A% tal que C' = f(C") para
alguna elipse real o alguna hipérbola C’ de la lista del teorema [10.36, Como f conserva
las distancias, f transforma los focos de C’ en los focos de C'y el centro de C” en el centro
de C, es decir, el centro de C es f((0,0)) y lo llamaremos o.

Vemos ahora que el centro de C” es el polo de la recta del infinito respecto del completado
proyectivo C' de C'. Eso es equivalente a ver que la recta del infinito es la recta polar,
respecto de 6/, del centro de . Cuando sumergimos A% en P% por medio de

i AR — P%
(z,y) = (1:2:y)

el punto (0,0) se convierte en i((0,0)) = (1 : 0 : 0). Por otra parte, recuerda que C' tiene
ecuacion

2 2
Ty | Ty 2 _
; + b—2 — .ZO = O
si C" es una elipse real y
x_% — x_% —22=0
a>  b? 0
si C' es una hipérbola, por lo que una matriz asociada a C serd
-1 0 0
0 &% 0
0 0 biz
si C" es una elipse real y
-1 0 O
0 a% 0
1
0 0 —3
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si O es una hipérbola. Por tanto, la recta polar de (1: 0 : 0) respecto de C es la recta de

ecuacion
-1 0 0 Zo

(1 oo0fo & o0 x| =0,
0 O j:bi2 T

es decir, la recta de ecuacion zy = 0, que es la recta del infinito.
Usamos ahora el lema[12.11] Si la recta del infinito I, es la polar de (1 : 0 : 0) respecto de
6/, la recta f(l) es la polar de f(1:0: 0) respecto de f(@l). Segtn la proposicion ,
F(1:0:0) =1i(f((0,0)) = i(0). Segiin la proposicién , F(C') es el completado proyec-
tivo de f(C"), es decir ?(6,) = C, ya que f(C') = C. Finalmente, segtin el corolario ,
la recta del infinito queda invariante por f, es decir, f(l) = l. Es decir, la recta del
infinito es la polar del centro de C' (el punto o; abusando de la notacién, identificamos o
con i(0)) respecto de C o, equivalentemente, o es el polo de la recta del infinito respecto
de C.

[lustramos para una hipérbola los argumentos de esta demostracién en las figuras 15|y
(en esas figuras también se ilustra el cdlculo de los ejes de una hipérbola, que veremos mas
adelante). O

Observacion 12.12. La proposicién anterior justifica que definamos el centro de una
elipse imaginaria C' como el polo de la recta del infinito respecto de C. Observa que la
matriz de C' es una matriz de entradas reales y esto implica que el polo de la recta del
infinito respecto de C' es un punto de P%. De hecho, como 4, corta a C en dos puntos (no
reales), I, 1o es tangente a C'y su polo no estd en l; es decir, el polo de I, es un punto
de A%.

Por otra parte, si C' es una parabola, la recta del infinito [, corta a C' en un solo punto
p. Por tanto, I es tangente a C' en p o, lo que es lo mismo, p es el polo de la recta del
infinito respecto de C'. Como p € I, p no es un punto de A% y esto justifica que digamos
que una parabola no tiene centro.

Hay otra razon que justifica que digamos que las elipses reales y las hipérbolas tienen centro
mientras las pardabolas no lo tienen: el centro de una elipse real o de una hipérbola es su
centro de simetria; en cambio, una parabola no tiene ningin centro de simetria. Puedes
ver més detalles de esto en el ejercicio [12.13] Asimismo, los ejes de una cénica también
pueden definirse como ejes de simetria, es decir, como rectas [ tales que la simetria axial
con eje [ deja a la conica invariante.

Ejercicio 12.13. Sea C una cénica no degenerada real de A% y llamemos también C' a
su lugar de ceros de C'. Decimos que o es un centro de simetria de C si la simetria central

f de centro o cumple f(C) = C.

(1) Demuestra que si C' es una elipse real o una hipérbola, C' tiene un tnico centro de
simetria, que es el centro de C.
(2) Demuestra que si C' es una parabola, C' no tiene ningiin centro de simetria.

Observacion 12.14. Es posible que recuerdes que al principio de esta subseccién men-
cionamos que el centro de una cénica no degenerada real es un concepto afin. Quiza esta
afirmacién te resulte extrana ya que, segin la primera definicion que hemos dado de centro,
este es el punto medio del segmento limitado por los focos, que son un concepto métrico
(observa que, sin embargo, el punto medio de un segmento no es un concepto métrico sino
simplemente afin). A pesar de ello, de la proposicién se deduce que el centro de una
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cénica no es un concepto métrico, es decir, si o es el centro de C'y f es un isomorfismo afin
de A% en A% que no es necesariamente una isometria, f(o) es el centro de f(C). Otra
forma de justificar que el centro de una cénica es un concepto puramente afin es percatarse
de que, tal como dice el ejercicio [12.13] el centro de una conica es su centro de simetria y
que una simetria central, aun siendo una isometria, puede definirse sin usar para nada la
estructura euclidea de A%, segin se vio en la proposicién , la definicion m y en la
observacién [6.14

Vemos ahora cémo calcular el eje de una parabola y los ejes de una elipse real y de una
hipérbola.

Proposicion 12.15. Sea A% el plano afin euclideo estdndar, sea C' una pardbola de A% y
sea (0 : a: B) su punto del infinito. Si el eje de C' es la recta afin l, entonces el completado
proyectivo | de | es la recta polar de (0: 5 : —a).

Demostracion. Estudiamos primero la situacion para una parabola C’ en forma candnica,
es decir, con ecuacién de la forma ax? —y = 0, con a nimero real positivo (véase el
teorema . Por un ejercicio similar al ejercicio , sabemos que la directriz de C’
es la recta de ecuacién y = — L y el foco de C” es el punto (0, 1). Por la definicién 10.9]
como el eje I} de C” es la recta que pasa por el foco y es perpendicular la directriz, [| es
la recta de ecuaciéon x = 0. Vemos ademés que el vértice de C” es el punto (0,0) y que la
tangente [5 a C" en (0,0) es la recta de ecuacién y = 0, que es, por tanto, perpendicular al
eje. Por ultimo observamos que, como el completado proyectivo C de C" es ar? —xy =0,
el punto del infinito de C” es (0 : 0: 1), que es también el punto del infinito del eje [].

Sea ahora C una parabola cualquiera. Segun el teorema existe una isometria f de A%

tal que f(C") = C. Como el foco, la directriz y el eje de una pardabola estan caracterizados
por sus propiedades métricas (se definen en términos de distancias y de relaciones de
perpendicularidad) y f conserva angulos y distancias, el foco, la directriz, el eje I} de C’
y también el vértice de C’ se transforman en el foco, la directriz, el eje [; de y el vértice
q de C. Ademas, como la recta tangente a una cénica en un punto p de la cénica viene
caracterizada por ser la unica recta por p que corta a la conica solo en p y f es biyectiva
(proposicién y definicién [I1.24)), la recta l, = f(I5) es la tangente a C' = f(C') en
g = f(0,0), que es el vértice de C. Por ultimo, como [} y I, son perpendiculares y f es
una isometria, el eje [; de C' y la recta tangente ls a C' por ¢ también son perpendiculares.
Como C' es una parabola, C' tiene un tinico punto en el infinito. Por la proposicion f
transforma el punto del infinito de C’, que es (0: 0: 1), en el punto del infinito de C. Por
otra parte, como (0: 0 : 1) es también el punto del infinito de { y f(I}) = 1, se deduce de
la proposicién [12.4] (2) que f(0:0: 1) es el punto del infinito de /;.
Llamemos (0 : « : ) al punto del infinito de [;. Entonces el vector («, ) es un vector
director de [;. Como [ y Il son perpendiculares, el vector (8, —a) es un vector director
dely y (0: 3 : —a) es el punto del infinito de l5. Como (0 : a : ) es el tinico punto de
interseccién de C' con I, se deduce de la proposicién y de la definicién que [
es la tangente a C en (0 : a : 3). Tenemos pues que las rectas [, y [ son las tangentes a
C por el punto (0 : 3 : —a). Como I, cortaa C en el punto (0: a : ) y [y corta a C en el
vértice ¢ de C, la observacion nos dice que /; de C' es la recta polar de (0: 3 : —a).
Tlustramos todo esto con las figuras [13] y [14}

O

Proposicién 12.16. Sea A% el plano afin euclideo estindar y sea C bien una elipse real
que no es una circunferencia, bien una hipérbola. Sily y ls son los ejes de C' y (0 : «: [3)
es el punto del infinito de ly, entonces
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Ficura 13.
l1
xr = C
(&
4q l2 y=d

(i) el completado proyectivo ly de ly es la recta polar de (0 : o : B);
(i) el punto del infinito de ly es (0: 5 : —a).

Demostracion. Damos solo la idea de la demostracion para el caso de una elipse real.
Usamos argumentos similares a los de la demostracién de la proposicién Sea C’ una
elipse real en forma candnica, es decir, con ecuacion

72 2

S+ -1=0,
con a > b > 0. Es facil ver que las tangentes a C” en los vértices de C’ en el eje menor
I, son paralelas al eje mayor [} de C’. Esto implica que el punto del infinito de I} es el
polo del completado proyectivo Z; de l}. De igual forma, el punto del infinito de I} es el
polo del completado proyectivo Z/l de l}. Sea ahora C una elipse real cualquiera y sean [
y Iy sus ejes. Argumentando como en la demostracion de la proposicion deducimos
que la relacién que guardan {4 y I con respecto a los puntos del infinito de Iy v de 4 es
la misma que la que guardan le y 7/2 con respecto a los puntos del infinito de I}, y de [}, es
decir, el punto del infinito de I; es el polo de l5 y el punto del infinito de Iy es el polo de
[;. Finalmente, los ejes de C son perpendiculares, por lo que si (0 : a : 3) es el punto del
infinito de [y, entonces (0 : 5 : —«) es el punto del infinito de ls.
Para una hipérbola la demostracién es analoga y la dejamos como ejercicio. Ilustramos el
que seria el argumento con la figura[l5] en la que se ve el eje principal L, y el eje secundario
Ly de una hipérbola C, y en la que el punto del infinito (0 : o : §) de L; es el polo de
L, respecto de C. ([l



APUNTES DE GEOMETRIA LINEAL 157

F1GURA 14. Completado proyectivo de la figura I3, Una recta tiene el
mismo color que su polo respecto de C'

Observacion 12.17. No hemos incluido en la proposicion el caso en que C sea una
circunferencia, porque en ese caso C tiene infinitos ejes, que son las rectas que contienen a
los didmetros de C'. En efecto, si consideramos por ejemplo la circunferencia C' en forma
canénica y de radio r, que tiene por tanto ecuacién x? + y? — r? = 0, nada tienen especial
las rectas de ecuaciones x = 0 e y = 0 si las comparamos con las rectas de ecuaciones
x—vy =0y yr+y =0, para algin v nimero real no nulo, ya que, al ser estas tltimas
rectas perpendiculares que pasan por (0,0), podemos encontrar una isometria que deja C
invariante y trasforma las rectas de ecuaciones x = 0 e y = 0 en las rectas de ecuaciones
x—~y =0y~yxr+y=0. Otra forma de entender que C' tiene infinitos ejes es darse cuenta
de que las rectas que pasan por el centro de C' son todas ejes de simetria para C'. Podemos
sin embargo reformular la proposicion [12.16] si C' es una circunferencia: en ese caso las
rectas [; y [y que aparecen son pares de diametros perpendiculares de C'.

Observacién 12.18. Una vez célculados los ejes de una elipse real podemos calcular sus
vértices hallando la interseccién de los ejes y la elipse. Usando entonces la relacion entre
la distancia focal y la longitud de los ejes expresada en el ejercicio podemos hallar
los focos de la elipse. De manera analoga es posible hallar los vértices y focos de una
hipérbola (usa en este caso el ejercicio y el vértice de una parabola. Aunque de esta
forma hallamos ejes y los vértices con métodos proyectivos, el método que hemos indicado
para hallar los focos no es proyectivo. Sin embargo, los focos de una cénica no degenerada
si se pueden hallar con métodos proyectivos, aunque el procedimiento a realizar es algo
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FIiGUuraA 15.

Ly Br —ay+v=20

complicado. Puedes consultarlo en la pagina 51 de los “Apuntes de Geometria Proyectiva”
de Enrique Arrondo.

La cuddrica del absoluto

Terminamos este tema reinterpretando la nocién de ortogonalidad en el plano afin euclideo
estdandar A% en términos de una nocién clésica, la cuddrica absoluta o del absoluto. Esto
nos permitird reformular las proposiciones [12.15] y [12.16| de manera mas sintética.

Las generalizacion de las conicas a dimensién arbitraria son las cuadricas, que son objetos
de A} o P} que vienen definidos por una ecuacién de grado 2 en n variables z4,...,x, en
el primer caso y por una ecuacién homogénea de grado 2 en n + 1 variables xg, x1, ..., 2,
en el segundo caso. Por ejemplo, en el caso de PL una cuddrica viene definida por una
ecuacion homogénea de grado 2 en dos variables. Igual que para las cénicas, a una cuadrica
de A} o P} se le asocia una matriz simétrica de orden n + 1.

Definicién 12.19. Sea () una cuddrica de P} y sea M su matriz asociada. Sean
p=(Wo:v: - :Y)yq=_(2:2 :-:2z,) dos puntos de P{. Decimos que p y
q son conjugados con respecto de @) si

20

z
(o 1 - yo) M :1 = 0.

Zn
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F1GURA 16. Completado proyectivo de la figura [15] Una recta tiene el
mismo color que su polo respecto de C'

Ejemplo 12.20. Sea C una cénica no degenerada de Pj y sea p un punto de Pi. Un
punto ¢ de P es conjugado de p si y solo si ¢ pertenece a la recta polar de p respecto de

C.

Definicién 12.21. Sea I, la recta de P% de ecuacion zp = 0. A cada punto
p = (0: 2 : x3) de Il le asignamos las coordenadas (z; : 23) (que no son sino las
coordenadas de p con respecto a la referencia proyectiva {(0:1:0),(0:0:1);(0:1:1)}
de l.). Llamamos cuddrica del absoluto del espacio afin estdndar A% a la cuadrica de [
de ecuacién (con respecto de las coordenadas que acabamos de introducir) z? + 22 = 0.

Observacion 12.22. A la cuddrica del absoluto le corresponde la matriz identidad I5.
El conjunto de puntos de la cuddrica del absoluto es vacio si lo pensamos en P% v, si lo
pensamos en P%, es el conjunto {I = (0:1:4),J = (0:1: —i)} formando por los puntos
ciclicos (que se definieron en el ejercicio 3 de la lista de ejercicios de Geometria Proyectiva).

Proposicién 12.23. Sean v = (v1,v2) y w = (w1, ws) dos vectores no nulos del espacio
vectorial euclideo estindar R* y sean p = (0 : vy : vo) y ¢ = (0 : wy : wy) los puntos del
infinito correspondientes a L(v) y L(w) respectivamente. Los vectores v yw son ortogonales
si y solo si los puntos p y q son conjugados respecto de la cdnica del absoluto de A%) dada

en la definicion [12.21].

Demostracion. Los vectores v y w son ortogonales si y solo si

w
(12231) 0= V1W1 + VaWy = (Ul Ug) IQ (w;) .
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Como los puntos p y ¢ tienen coordenadas (v; : vy) y (wy : wy) respecto a la referen-
cia proyectiva {(0 : 1 : 0),(0 : 0 : 1);(0 : 1 : 1)} de I, por la observacién [12.22] la
ecuacion quiere decir que p y ¢ son conjugados con respecto a la cuadrica del
absoluto de A%. O

Observacion 12.24. Acabamos de ver como expresar en lenguaje proyectivo, usando los
conceptos de conjugacion respecto a una cuadrica y de la cuddrica del absoluto, la nocion
euclidea de perpendicularidad. No es tan extrano que hayamos podido hacer esto ya que
el conjunto de ceros (en P%) de la cuddrica del absoluto de A% es el conjunto {I,J} de
los puntos ciclicos y ya vimos en la proposicién [8.72] cémo los puntos ciclicos sirven no solo
para expresar la nocion de perpendicularidad sino también la de angulo.

Ejemplo 12.25. (1) Sea C' una pardbola de A%, sea p su punto del infinito y sea
q el punto del infinito de la recta tangente a C' por el vértice de C. Entonces
py q son conjugados con respecto de la cuddrica del absoluto de A% (véanse la
proposicién y las figuras [13] y [14)).

(2) La condicién (ii) de la proposicién se puede reescribir asi: “los puntos del

infinito de [; y Iy son conjugados respecto de la cuddrica del absoluto de Ag”.
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