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A no ser que se diga lo contrario A serd un anillo conmutativo con unidad y k un cuerpo.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

([Atiyah-Macdonald], ej. 7.4) ;Cuéles de los siguientes anillos son noetherianos?
a) El anillo de funciones racionales de z que no tienen polos en el circulo |z| = 1.
) El anillo de series de potencias en z con radio de convergencia positivo.

c) El anillo de series de potencias en z con radio de convergencia infinito.
)

El anillo de polinomios en z cuyas primeras k derivadas se anulan en el origen,
siendo k£ un nuimero natural fijado.

e) El anillo de polinomios en z,w cuyas derivadas parciales con respecto a w se
anulan todas para z = 0.

En todos los casos los coeficientes son nimeros complejos.

Sea A un anillo noetheriano. Demuestra que si M es un A-médulo finitamente gene-
rado, entonces End(M) es también un A-mdédulo finitamente generado.

([Reid], €j. 3.3). Sea A un anillo e I,..., I} ideales tales que A/I; es un anillo
noetheriano. Demuestra que @ A/I; es un A-mdédulo noetheriano y deduce que si
(N I; = 0, entonces A es también un anillo noetheriano.

([R], ej. 3.4). Demuestra que si A es un anillo noetheriano y M es un A-moddulo
finitamente generado, entonces existe una sucesién exacta A? — AP — M — 0;
esto es, M estd finitamente generado y finitamente presentado. Deduce que existe una
sucesién exacta

o — By — - — F1 — M — 0,

no necesariamente de longitud finita donde los F; son mdédulos libres de rango finito.

([R], €j. 3.6). Sea A un anillo noetheriano. Demuestra que todo homomorfismo
sobreyectivo de anillos ¢ : A — A es un isomorfismo.

Sea M un A-médulo. Definimos el anulador de M como annM = {a € Alam =0
para todo m € M}.

a) Comprueba que annM es un ideal de A.

b) ([AM], ej. 6.4) Demuestra que si M es un A-mdédulo noetheriano entonces
A/annM es un anillo noetheriano. ;Sigue siendo cierto el resultado si se sustituye
noetheriano por artiniano?

Si A[X] es noetheriano, jes A necesariamente noetheriano?

Demuestra que si A es anillo noetheriano entonces el anillo de series formales A[[X]]
también lo es.

Sea A un anillo no noetheriano y sea X el conjunto de ideales en A que no estan
finitamente generados. Prueba que X tiene elementos maximales y que los elemen-
tos maximales de ¥ son ideales primos. Deduce de ello el teorema de I. S. Cohen,



que afirma que un anillo en el que cada ideal primo estd finitamente generado es
noetheriano.

10) Sea 0 - L — M — N — 0 una sucesién exacta de A-moédulos.
a) Demuestra que M es artiniano si y sélo si L y IV son artinianos.

b) Demuestra que la suma directa de una cantidad finita de A-mddulos artinianos
es un A-modulo artiniano.

¢) Demuestra que si A es artiniano y M es un A-médulo finitamente generado,
entonces M es artiniano.

11) ([R], ¢j. 3.2). Sea A un anillo y k un cuerpo tal k C A es un subanillo de A (i.e., A es
una k-algebra). Demuestra que si A es un espacio vectorial de dimensién finita sobre
k (i.e., si A es una k-élgebra finita), entonces A es un anillo artiniano.

12) a) ([R], ej. 3.8) Demuestra que los tnicos dominios de integridad artinianos son los
cuerpos.

b) Demuestra que en un anillo artiniano todo ideal primo es maximal.

13) a) Demuestra que existen, salvo isomorfismos (de C—dlgebras) sélo dos C—algebras
finitas de dimensién 2 (como espacio vectorial) sobre C.

b) Demuestra que existen, salvo isomorfismos (de R-algebras) sélo tres R—élgebras
finitas de dimensién 2 (como espacio vectorial) sobre R.

¢) Da ejemplos de cuatro C—dlgebras, no isomorfas como C—algebras, de dimensién
3 (como espacio vectorial) sobre C. Di cudles de ellas son anillos locales.

d) Sean A; = C[X,Y]/(X?%,Y?) y Ay = C[X,Y]/(X? XY,Y?). Comprueba que
Ay y A, tienen dimensién 4 como espacios vectoriales sobre C y estudia si son
isomorfas como C—algebras.

Nota: por el egjercicio 11, todos los ejemplos del ejercicio 13 son anillos artinianos.

14) Demuestra que si A es un anillo artiniano entonces /(0) es nilpotente, es decir, existe

k € N tal que (1/(0))* = 0. Concluye que si (A,m) es un anillo local artiniano, m es
nilpotente.

15) Consideramos el anillo A.

a) Demuestra que si el ideal (0) C A es un producto de ideales maximales (no
necesariamente distintos), entonces A es un anillo noetheriano si y sélo si es un
anillo artiniano.

b) Demuestra que si A es un anillo artiniano, A tiene un nimero finito de ideales
maximales (i.e., A es semilocal).

c¢) Concluye que si A es un anillo artiniano entonces es también un anillo noetheriano.

16) Sea (A,m) un anillo local artiniano y sea k = A/m su cuerpo residual. Demuestra
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) cada ideal de A es principal;
ii) m es principal;

iii) el k—espacio vectorial m/m? tiene dimensién menor o igual que 1.



