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A no ser que se diga lo contrario A serd un anillo conmutativo con unidad y k un cuerpo.

1)

2)
3)

4)

5)

6)

)

8)

9)

Demuestra que, si ¢ : A — B es un homomorfismo de k-algebras finitamente genera-
das, entonces la imagen inversa por ¢ de un ideal maximal es necesariamente maximal.
Interpreta geométricamente el resultado.

Demuestra que el niimero real o = (1 ++/3)/2 no es entero sobre Z.

Sea A un dominio de factorizacién unica, sea K su cuerpo de fracciones, sea K C L
una extensién de cuerpos y sea o € L algebraico sobre K. Demuestra que « es entero
sobre A si y sélo si el polinomio minimo sobre K de « tiene coeficientes en A.

Sea A C B una extension entera. Encuentra una relacién de dependencia entera sobre
A para f € B en los siguientes casos:
a) A=Kk[X?], B=k[X]y f es un elemento arbitrario de B.
b) A=Z,B=1Z[r], 7 = (1++5)/2 (larazén durea) y f es un elemento arbitrario
de B.
) A=Zy f=V3+150 f= V3. 1506,
d) vy, z € B satisfacen relaciones de dependencia entera sobre A, y°+asy*+a,y+ag =
0y 2% 4+ by2? + b1z + by =0 respectivamentey f =y +2; f =y - 2.

Sea d un entero libre de cuadrados (i.e., sin factores miltiples). Prueba que la clausura
integra de Z en Q(V/d) es Z[#] si d =1 (mod 4) y Z[v/d] en caso contrario.

Sea A = k[X,Y]/(Y? = X?).
a) Demuestra que A es isomorfo al subanillo k[72, 73] de k[T'].

b) Demuestra que A no es un dominio de factorizacién dnica (indicacién: demuestra
que X e Y son elementos irreducibles no asociados).

¢) Demuestra que A y k[T'] tienen el mismo cuerpo de fracciones, y que la normali-
zacion de A es k[T].
Se considera k[X,Y]/(Y? — X2 — X3) como subanillo de k[T] identificando la clase de
un polinomio f(X,Y) con f(T?—1,T% —T). Demuestra que k[X,Y]/(Y? — X% — X3)
y k[T tienen el mismo cuerpo de fracciones, y que la normalizacién de k[X,Y]/(Y? —
X? — X?) es k[T].
Halla la normalizacién de los siguientes anillos:

a) K[X,Y]/(X2Y — XV2 — (X +Y)4).

b) k[X,Y]/(Y2 — 4X3 — 6XY — 3X2 — 4Y).
¢) k[X,Y]/ (Y3 — X5).
d) k[X,Y]/(Y® — X19).

([Reid], Ej. 4.6) Sea A =k[X], fe Ay B=Kk[X,Y]/(Y? - f).
a) Encuentra la condicién necesaria y suficiente que debe cumplir f para que B sea

un dominio de integridad.

b) Supongamos que B es un dominio de integridad. Sea K el cuerpo de fracciones
de B, es decir, K = k(X)(y/f). Para cada a = a; + a2v/f € K (a1, as € k(X)),
encuentra un polinomio h(T) € A[T] tal que h(a) = 0.



c¢) Si la caracteristica de k no es 2, demuestra que B es normal si y sélo si f estd
libre de cuadrados.

d) Si B no es normal, muestra como obtener su normalizacién en funcién de f.

e) (Puedes extender este resultado a una clase de anillos A mayor?

10) (Demostracién alternativa del lema de normalizaciéon de Noether). Sea k un cuerpo
infinito (por ejemplo, sea k algebraicamente cerrado).

a) Sea f € k[X;,...,X,]. Demuestra que el complementario de V(f) en A es un
conjunto no vacio.

b) Sea k C A una extensién de anillos y sean y,...,y, € A algebraicamente de-
pendientes. Sea F' € k[Yy,...,Y,] tal que F(yy,---,y,) = 0, sea F, la forma
homogénea de F' de mayor grado y sea f = Fi(Y1,...,Yn-1,1) € k[Y1,..., Y1)
Demuestra que si (ai,...,a,,) € AP estd en el complementario de V (f), los
elementos y; = y; — a;y, cumplen lo siguiente:

Kyr, ..., yn] =K[yi, ..., 45_1,un] € yn es entero sobre k[yf, ..., y; ;]
c) Concluye que en el enunciado del lema de normalizacién de Noether se puede
tomar como z; (1 < i < m) la suma de y; y una combinacién lineal general de

Ym+1,---5Yn-
d) Deduce que si X es una subvariedad algebraica A} la extensién k[z1,...,2,] C
k[Y1,...,Y,]/I(X) estd inducida por la restriccién de una proyeccién lineal ge-

neral de X a A},

11) Sea k un cuerpo arbitrario. Consideramos A = k[X,Y]/(XY —1). Sea e € k, € # 0.
Sea X' = X — €Y. Demuestra que k[X'] C A es una extensién finita. Interpreta
geométricamente este hecho y el hecho de que k[X] C A no sea una extensién finita.

12) ([R], Ej. 4.9). Sea k un cuerpo arbitrario y sea B = k[X,Y, Z]/(X?-Y3-1,XZ-1).
Encuentra a, 5 € k tales que B sea entero sobre A = k[X + aY + $Z] y da para esos
«, # un sistema de generadores de B como A-maddulo.

13) ([R], Ej. 4.10). Sea k un cuerpo finito. Encuentra un ejemplo de f € k[X,Y]
tal que el anillo B = k[X,Y]/(f) no esta finitamente generado como médulo sobre
A, = k[X — aY] para ningin a € k. Esto prueba que la demostracién del lema de
normalizacién de Noether sugerida en el ejercicio 8 no es valida cuando k es finito.

14) Sea A C B una extensi6n finita de anillos.

a) Sea p C A un ideal primo. Demuestra que existe un ideal primo q C B tal que
gnNA=rp.

b) En la situacién del apartado a) demuestra que p es maximal si y sélo si q es
maximal.

c) Si A = k es un cuerpo, demuestra que B posee una cantidad finita de ideales
primos.

15) Sea G un grupo finito de automorfismos de un anillo A y sea AY = {a € Alo(a) = a
para todo o € G} el subanillo de elementos invariantes por G. Demuestra que A es
entero sobre A%.

16) Sea A un dominio integramente cerrado, K su cuerpo de fracciones y L una extensién
de K finita, normal y separable. Sea G el grupo de Galois de L sobre K y sea B
la clausura integra de A en L. Demuestra que o(B) = B para todo ¢ € G y que
B¢ = A.



