APENDICE A: DERIVACION DE INTEGRALES. LA REGLA DE LEIBNITZ

Proposicién 1. (Regla abreviada de Leibnitz) Sea f : [a,b] X [c,d] — R
una funcion continua tal que existe y es continua Dy f(z,y). Sea F(y) :=
fabf(:r,y)dx, Yy € [e,d]. Entonces existe F'(y), Yy € [c,d], y se verifica que

b
F'(y) :/ Dy f(z,y)dz, Vy € [c,d]

(forma abreviada de la regla de Leibnitz).

Demostracién. Sea yo € [c,d] fijo y calculemos F'(yp). Sea € > 0. Por la
continuidad uniforme de D, f, existe § > 0 tal que, si y,3¥' € [c,d] con
ly — 9| <, entonces

D - D Nl < ¢

| yf(xay) yf(x?y)‘_(b—a)—{—]_’

Sea 0 < |h] < 0, h € R. Por el TVM existe 6 € [0,1] (dependiendo de
x, Yo, h) tal que

f(w,yo + h) - f(xayo) = Dyf<337y0 + Qh) ’ ha Va € [avb]' (02)

Por tanto, para 0 < |h| < ¢ (y tal que yo + h € [c,d] naturalmente),
aplicando (0.4) y (0.2) se tiene que:

Vz € [a,b]. (0.1)

B b
‘F(yo i+ h})l F(yo) _/ Dy f(x,y0)dz| =

_ }/ab(f(%yoJrh})L—f(%yo)

- Dyf($ay0))dx‘ =

b
= | [ (Dur(e0 +0m) = Dy ) o] <

b b
€
< /a |Dyf(xay0 +6h) — Dyf($ayo)|d$ < /a mdﬂf <e
Como € > 0 es arbitrario, finalmente concluimos que
b
. F(yo+h) — F(y)
/a D, f(x,yo)dz = lim ; = F'(y).
U
Proposicién 2. (Regla de derivacion de Leibnitz) Sean R := [a,b] X [c,d] C

R2 5

(i) f : R — R una funcidn continua tal que existe y es continua Dy f(z,y)
en IR

(ii) ©,% : [e,d] — la,b] funciones tales que existen y son finitas las
derivadas ¢ (4), ¥/ (4), Yy € [c,d)].

Definamos F(y) := f;p(g%) f(z,y)-dz, Yy € [c,d]. Entonces existe F'(y), Yy €
[c,d], y se verifica que

P(y)
F'(y) =/ Dy f(x,y)dx + f((y), y) - ' (y) = f(e(),y) - ¢'(y). (0.3)

w(y)
1
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Demostracién. Consideremos G : [a,b]? x [¢,d] — R de modo que

1)
G(tl,tg,tg) = f($,t3) . dZL‘, th,tz S [a, b], Vi3 € [C, d]

En tal caso
F(y) = Gle(y), ¥(y), y), Yy € [c,d].

Aplicando la regla de la cadena obtenemos que existe F'(y), Yy € [¢,d], y
ademaés

F'(y) = D1G(e(y), ¥(y), y)-©' (1) +D2G(0(y), ¥ (y), )¢ () +D3G(0(y), ¥ (y), y)-

A continuacién observemos que:

(i) Por el TVM del CI y por ser f(x,y) continua, se tiene que

DiG(p(y), ¥ (), y) - €' (y) = —f(e¥),y) - ¢ (y),
DaG(p(y), ¥ (), y) - V' (y) = f(¥(y), y) - &' (y).

(ii) Por la Prop.1

»(y)
D3Glo(y), b(y),y) = / Dyf(z.y) - da.
©

(v)

Combinando todos los resultados anteriores sale la férmula de Leibnitz (0.3).

O

Proposicién 3. (Regla de Leibnitz generalizada) Sean U C R™ un conjunto
abierto, o, : U — R dos funciones continuas y

A= {(z,y) eR™ iy e Uz = ty(y) + (1 - t)p(y), t € [0,1]}.
Sea f: A — R una funcion continua y definamos

»(y)
Wel, Fly)= / F(a,y)da.
o(y)

Entonces:
(a) F es continua en U.

(b) Supongamos que A C G C U xR es un abierto tal que f : G — R. Sea
Jj€{1,...,n} y admitamos que existen las derivadas parciales Djp, Dy en
U y que D;f existe y es continua en G. Entonces existe D; I en U y tiene
la forma (regla de Leibnitz):

¥(y)
Vy e U, D;jF(y) = f(w(y),y)Djw(y)—f(cp(y),y)DjsO(y)+/ ’ Djf(z,y)dz.

e(y)
Demostracion. (a ) Como f (J: y) es continua es claro que existe la integral

de Riemann F(y f Wy (z,y)dz, Yy € U. Fijemos yy € U y probemos
que F' es contlnua en yo. Sea 1> € > 0 fijo.

Objetivo: hallar 0 > 0 tal que B(yp;0) C U y
|F(yo + h) — F(tyo)| < €, Yh € R™ tal que [|A] <.



Sea d; > 0 tal que B(yp;01) C U. Sea
Ks, = {(z,y) € A:y € B(yo; 01)}
que es un subconjunto compacto. Definimos
M = sup{|f(z,y)| : (z,y) € Ks,} y M1 := [¥(yo) — ¢(yo0);

que son constantes tales que 0 < M, M7 < oco. Puesto que f es uniformemente
continua en Ks, y 1, ¢ son continuas en g, existe 0 < ¢ < d; tal que si
h € R™ verifica ||h|| < 0 entonces:

(@) If(@, 90 +h) = f(@,90)| < 577 V(@90 + 1), (2,90) € Ksy, ||| < 0.

(ii) [(yo + h) = ¥(Wo)l < @z = le(yo + h) — ¢(yo)|, Vh € R™ con
[R] < 6.

Sea ||h|| < d y supongamos (los deméds casos son anédlogos) que
e(yo) < @(yo + h) < ¥(yo) < P(yo + h).

Entonces
¥ (yo+h) ¥(yo)
Flon+ 1)~ Flao) = [ " flan+hdo— [ 7 flap)ds =
@(yo+h) #(yo)
¥(yo)
— [ o+ ) - fowo))dot
e(yo+h)
P(yo-+h) o(yo+h)
+/ flx,yo + h)dx — / f(z,yo)dz. (0.4)
¥(yo) #(yo)

Observemos que

/ oo @0+ ) = f o g0)de] < o (Gn) — ol + ) <

< 1 +1(W(yo) e(yo)| + le(yo) — #(yo + R)]) <

€ €
— (M
—4M1+1< 1JF4M+4)

IN

€
5
) Por otra parte

yo+h e(yo+h)
\/ f@,yo+h)de| < Mygpmg < § 2> Mg > ]/( : f(z,yo+h)dx|.
e(yo

Flnalmente combinando (0.4),(1) y (2) vemos que se cumple el objetivo
propuesto.

\/

(b) Sea yp € U. Por las hip6tesis impuestas existen € > 0, ac < b, a,be €

R, tales que B(yo;€) X {[ac,be]} C Gy ¢(B(yo;€)), ¥ (B(yo;€)) C [ae, bel.
Ahora basta aplicar la Prop.2. O



