APENDICE B: INTEGRALES IMPROPIAS PARAMETRICAS

Una integral impropia (en R y de 1*2Esp.) paramétrica es una
integral de la forma fcoo f(z,y)dx donde Y es un conjunto arbitrario, ¢ € R
y f e, +00) xY = R.

Proposiciéon 1. Sean A C R™ un subconjunto compacto J-medible, Y un
espacio topoldgico (abrev., et) y f : A XY — R una funcion continua. Se
tiene que f(-,y) : A — R es integrable Riemann sobre A para todoy € Y y
la funcién F 1Y — R tal que F(y) := [, f(x,y)dz es continua.

Demostracién. En primer término, Yy € Y, f(-,y) : A — R es integrable
Riemann sobre A porque f(+,y) es continua y acotada sobre A. Veamos que
F' es continua sobre Y. Sean yg € Y y € > 0 fijos. Tenemos que hallar un
entorno G de yo de modo que |F(yo) — F(y)| <€, Yy € Gp. Aplicando que
f es continua, por cada a € A existen entornos abiertos U% y G* de a y o,
respectivamente, de modo que

[Flay0) = F(b.)] < gyen V(b.y) € U x G°. (0.1)

Es claro que A C UgeaU?®. Como A es un compacto, existe una familia
finita de puntos a1, az, -+ ,a, € A de modo que A C UY_,U%. Sea Gg :=
ﬂleGai, que es un entorno abierto de yg en Y.

Aserto. Para todo par (z,y) € A x Gy se verifica que
|f($7y0) - f(xay” < m

En efecto, fijemos (z,y) € A x Gy y sea j € {1,2,...,p} tal que z € U%.
Es claro que y,yp € G% porque y,yp € Gy C G%. Por tanto aplicando (0.1)
concluimos que

|f(@,m0) — f(z,9)| = |f(z,90) — flaj,yo) + flaj, o) — f(z,y)| <

<[f(x,y0) — flaj,v0)| + [f(aj,y0) — f(z,y)| <
€ € €

< + .
“2m(A)+1)  2(m(A)+1) m(A)+1
Aplicando el Aserto concluimos que para todo y € Gy se verifica:

[F(y) — F(yo)| = !/A(f(fv,y)—f(w,yo))dw\ S/Alf(sv,y)—f(%yo)ldxé

= /A A1 T ma i =e

lo que termina la demostracién. O

Definicién 2. Dados Y un conjunto arbitrario, c € R y f : [c,+00) X Y —
R, dectmos que la integral impropia paramétrica fcoo f(z,y)dz es uniforme-
mente convergente en Y si y solo si fcoo f(z,y)dz es convergente para
todo y € Y y para todo € > 0 existe ¢ < ue < oo de modo que para todo
y €Y ytodo ue < u < oo se verifica que

[ sewdo= [ faads] = | [ 1wl <
1



2

Proposicién 3. Sean ¢ € R, Y un et y f : [c,00) X Y — R una funcion
continua tales que fcoo f(z,y)dz es una integral impropia paramétrica unifor-
memente convergente hacia F(y) := [7° f(x,y)dz, Vy € Y. Entonces F :
Y — R es continua.

Demostracion. Por la Prop. 1 sabemos que la integral fcc+n f(z,y)dx =:
F,(y) existe, Vn € N,Vy € Y, y que la funcién F,, : ¥ — R es continua.
Finalmente observemos que la convergencia uniforme de la integral fcoo f(z,y)dx
implica que F,, — F' uniformemente sobre Y y que el limite uniforme de
funciones continuas es una funcién continua. (]

EJEMPLOS. (a) Criterio de Weierstrass: la integral impropia paramé-
trica

/ e . sen(z)dx
0

es uniformemente convergente para y € [d,00) cuando 0 < d < oo. Esto
se debe a que |e™®¥ - sen(z)| < e~% para todo (z,y) € [0,00) x [d, c0).
Aplicando la Prop. 3 obtenemos que

F :(0,00) = R tal que F(y) := / e . sen(z)dz, Vy € (0,00)
0
es continua en (0, 00).

(b) Criterio de Abel. SeanY un conjunto,c e Ry, f : [c,00)xY — R
funciones tales que

(i) Para todo y € Y las aplicaciones a(-,y), f(-,y) : [c,00) — R son
continuas y

u
sup{\/ flz,y)dz] :c<u<oo,yeY} <M < oo.
C

(ii) a(z,y) 10 wuniformemente para y € Y, es decir, a(z,y) decrece
T—00

uniformemente hacia O .

Entonces la integral impropia paramétrica fcoo a(z,y) f(z,y)dx es uniforme-
mente convergente sobre Y .

Demostracion. Paray € Yy ¢ < u < oo denotemos F'(u,y) := fcu f(z,y)dx.
Por hipétesis se verifica |F(u,y)| < M,Vy € Y ,Ve < u < co. Fijemos € > 0.
Tenemos que hallar ¢ < u, < co de modo que para todo y € Y y todo par
ue < u < v < oo se verifique que

|/U a(z,y)f(z,y)dz| <e.

Elegimos ¢ < u, < 0o de modo que a(z,y) < 3377, Yy € Y, siempre que
Ue < x < 00. Sean u. < u < v < oo. Aplicando la integraciéon por partes
(para la integral de Riemann-Stieltjes) obtenemos

v

/ ") fla.y)de = Fz,y)alz.y)| _, + / F(a,y)d(~o(z,y)).

u



Se tiene que:

F(z,y)o(z,y)|_ | = [F(v,9)a(v,y) = F(u,y)a(u,y)| < (0.2)

€ € 2¢
<M M < —.
- 3M+1 + 3SM+1— 3

Ademids, como —a(+,y) es creciente y |F(z,y)| < M, tenemos que:

F(z,y)d(—a(z,y))| < (0.3)

€
3M +1

v
u

<3 [ d(-alz,) = M(-alo.9) + alu)) < M

€
< -.
—3
Finalmente combinando (0.2) y (0.3) concluimos que

‘/ oz, y) f(z,y)dz| <€, Vy € Y,Vu, <u< v < oo.

(c) Por el Criterio de Abel la integral impropia paramétrica

/ — sen(x) da
0

X

es uniformemente convergente para y € [0, 00). Aplicando la Prop. 3 obtenemos
que la funcién

sen(x)

F:[0,00) = R tal que F(y) := / e . dx, Yy € [0, 00)
0

es continua en [0, 00).

Proposicién 4. Sean c € R, a,b € R cona < by f : [c,0) x (a,b) = R
una funcion continua tales que:

(i) Para cada y € (a,b) la integral impropia [° f(x,y)dz es convergente
hacia F(y) == [ f(2,y)dx.

(it) Existe y es continua la derivada parcial Dy f(x,y) en [c,00) X (a,b)
y la integral impropia fcoo Dy f(x,y)dz es uniformemente convergente para
y € (a,b).

Entonces F'(y) = [° Dy f(z,y)dx para todo y € (a,b).

Demostracion. Por Prop. 3 la funcién h : (a,b) — R tal que h(y) :=
fcoo Dy f(x,y)dx es continua en (a,b) ya que la sucesion fcc+n Dy f(x,y)dx

converge uniformemente hacia h. Denotemos F,(y) := fcc+n f(x,y)dx. Por
la regla de derivaciéon de Leibnitz sabemos que

ct+n
Fi(y) = / Dy f(x.y)dz, Yy € (a,b).

La demostracion termina aplicando el siguiente resultado de Anélisis de una
Variable Real:



“Sean G C R un abierto, F,, F, h : G — R funciones continuas tales que:
(i) Fn(t) — F(t) puntualmente para ¢t € G; (ii) existen las derivadas F) y
convergen uniformemente hacia h. Entonces F' = h ”. U

Proposicién 5. Sean ¢ € R, U C R™ un abierto y f : [c,00) x U — R una
funcion continua tales que:

(i) Pam cada y € U la integral impropia fcoo flx,y)dx es convergente
hacia F(y f flz,y)dx.

(ii) Eziste y es continua la derivada parcial Dy, f(x,y) para cierto j €
{1,...,m} en [c,00) XU y la integral impropia [° D, f(x,y)dx es uniforme-
mente convergente paray € U.

Entonces D, F(y f Dy, f(x,y)dx para todo y € U.

Demostracion. La demostracion es similar a la de la Prop.5. U
Ejercicios
Calcular las siguientes integrales impropias:
L-[7% e ™ - sen(rx)de, [;°e ™ - cos(rz)dz, y > 0.
2._fooo oY . senérm)d Ly >0, foo sena(cra:) der.

3-‘f000 oY . cos(az)—cos(bx)d Ly >0, foo cos(bx)—cos(ax) do.

x x

4.- fooie oo e dz, foooie - dz, o, > 0.



