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Prdlogo

El trabajo que presentamos estd dedicado al estudio de:

(1) Un tema central: los contornos de James en un espacio de Banach
dual X*. Cuando K es un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual
X*, un subconjunto B de K se dice que es un contorno (de James) de K cuando todo
x € X alcanza en B su méaximo sobre K. Por ejemplo, el propio K o el conjunto
de los puntos extremos Ext(K) de K son contornos de K. Si B es un contorno de K,
siempre ocurre que co®” (B) = @™ (K) pero, en general, ¢o(B) # o (K). Nos vamos a
dedicar a estudiar las consecuencias de la igualdad c6(B) = co™ (K) y de la desigualdad
co(B) # @™ (K). El estudio de los contornos de James y de las propiedades que pasan
del contorno B a todo el conjunto co®” (K), y viceversa, es un campo de investigacién
de creciente interés (ver, por ejemplo, los articulos [18],[43],[44], [48],[69],[78]). En los
siguientes Capitulos vamos a obtener varios tipos de resultados, como por ejemplo:

(11) Resultados de localizacién. En [61],[62] se prueba que K contiene una estructura,
que denominamos una w*-N-familia, y una copia de la base de ¢1(¢) siempre que ¢o(K) #
oV (K). Si co(B) # o (K), ;jqué podemos decir acerca de K 6 de B en lo relativo
a contener una w*-N-familia y una copia de la base de ¢;(¢)? Vamos a mostrar que en
muchos caso existe en K -y en algunas situaciones en B- una w*-N-familia y una copia
de la base de /1 (c), cuando co(B) # co® (K ). Atin més, vamos a probar que, en muchas
situaciones (que incluyen los contornos Ext(K), contornos w*KA, etc.), el w*-compacto
K contiene una w*-N-familia é una copia de la base de ¢;(c) si y sélo si la contiene el
contorno B C K.

(12) Resultados cuantitativos sobre distancias. Estamos interesados en comparar las
distancias DIST (B, C) con la distancia DIST(co®” (K ), C), cuando C es un subconjunto
convexo de X* y B un contorno de un cierto subconjunto w*-compacto K C X*.
Mostramos que para ciertas clases de subconjuntos convexos C existe una constante
M tal que DIST(co%" (K),C) < M - DIST(B, C) para todo subconjunto w*-compacto
K de X* y todo contorno B C K. En particular demostramos que DIST(B,X) =
DIST(B(X**),X) para todo contorno B de B(X**).

(13) Resultados que relacionan la propiedades (P) con los contornos w*-CD y la
propiedad super-(P) con la igualdad X** = Seq(X™*).

(14) Definimos y estudiamos numerosos indices como Frag(y, K), Frag(K), Widht(
Pindex(¢, K), Pindex(K), Bindex(¢, K), Bindex(K), etc.

K),
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(2) Temas que surgen al estudiar el tema central de los contornos. Aqui in-
cluimos el estudio de:

(21) Las topologias 7, y Tx, k cardinal infinito, de un espacio dual X*, que estén
estrechamente relacionadas con los contornos.

(22) Distintas clases de funciones de Baire: las funciones 1-Baire B;(K), las clases de
funciones que denotamos B{(K), dBi(K), PCP(K). Estudiamos la relacién entre estas
clases de funciones, distancias, indices, etc.

(23 Funciones universalmente medibles y funcionales que verifican el célculo baricén-
trico. Nos interesan, sobre todo, los funcionales de o (I)* actuando sobre el compacto
(B(lso (1)), w*) y los de £,(I)* actuando sobre el compacto (B({,(1)),w*), siendo ¢ una
funcién de Orlicz.



Capitulo 1

Introduccion

En este Capitulo introducimos la notacién y las definiciones de muchos de los conceptos
que luego se utilizaran. También hacemos una recopilacién de resultados de [39],[51],
[52],[55],etc., que seran el punto de partida y la base de las investigaciones que aqui desarrollamos.

La notacién que utilizamos es la habitual (ver [76] y [37]). Si I es un conjunto, |I| es
el cardinal de I y ¢ := |R|. Por & indicamos la unién disjunta. wy (6 w) y wi denotaran el
primer ordinal infinito y el primer ordinal incontable, respectivamente. LO y N LO seran
la clase de los ordinales limites y la de los ordinales no limites (es decir, sucesores de
alguien), respectivamente. Si « es un ordinal, pondremos LO(«) := {5 € LO : 8 < a}
y LO(< a):={B € LO : B < a}. Andlogamente, escribiremos NLO(a) y NLO(< a).

Sean (Y, T) un espacio topoldégico y A C Y un subconjunto.

(1) Siz € A, la “tightness” de x respecto de A es el cardinal t7(x, A) (6 bien t(z, A)
si esta claro la topologia T a usar) definido por

tr(z,A) =min{|D|: D C A,z € D}.

(2) Sea k un cardinal. Definimos A,, como
Ay ={zeX:z €A ytr(x,A) <k} (1.1)
Decimos que A es x-T-cerrado sii A,, C A. Las siguientes propiedades son inmediatas:

(21) A, :=U{C : C C A,|C| < k}. En particular A, = A para 1 <n < R.

(22) Sean k1, ko cardinales. Entonces: (i) Si k1 < ko, se tiene A,, C A,,; (ii)
(Am)m = Amvm-

Si I es un conjunto con la topologia discreta, A1 serd la compactificacién Stone-Cech
de I 'y I" = BI'\ I. Si k es un cardinal, pondremos I, := {z € I : t(z,1) < Kk} y
I*(k) ={z € I : t(z,I) > k}. La k-ésima capa C(k,I*) de I* se define como

C(k, I") = I" () \ I"(k7),
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siendo kT el cardinal siguiente a . Es claro que I*(n) = (), para 1 <n < Rg, y que
I = L‘UNOSHS|[|C(I€, I*)

Una secuencia {(Up, Vin) : m > 1} de pares de subconjuntos de un conjunto I se
dice que es independiente si Uy, NV, = 0, Ym > 1,y (Myuers Um) NV (Nnen Vo) # 0 para
todo par de subconjuntos finitos disjuntos no vacios M, N de N.

Se consideran sélo espacios de Banach sobre el cuerpo de los niimeros reales. Si X es
un espacio de Banach, indicamos por B(X) y S(X) la bola unidad cerrada y la esfera
unidad de X, respectivamente, y por X* su dual topoldgico. Si x € X y z* € X*,
indicaremos por (z*,z) (o bien z*(x)) el nimero real resultado de la accién de z* sobre
x. La topologia débil* o(X*, X) del espacio de Banach dual X* se denota por w* y la
topologia débil (X, X*) del espacio X por w.

Si A, B son subconjuntos de un espacio de Banach X entonces:

(1) [A] y [A] denotaran el subespacio generado y el subespacio cerrado generado por
A, respectivamente; co(A) serd la clausura convexa de A, €6(A) la || - [|-clausura de co(A)
y, caso de ser A subconjunto del dual X*, c6%" (A) indicaré la w*-clausura de co(A).

(2) Si A,C C X son dos subconjuntos no vacios, definimos la distancia entre A y C
como dist(A,C) :=inf{|la —¢| : a € A,c € C}. Claramente, dist(A,C) = dist(C, A).

(3) Si C C X es un subconjunto y x € X, definimos la distancia dist(z,C) de x a C
como

dist(z,C) = dist({z},C) = inf{||z — ¢| : c € C}.

Cuando C' C X es un subconjunto convexo, la distancia dist(z,C) satisface (ver [60,
Lemma 2.1]):

dist(z,C) = sup inf{{{p,(x —¢))|:c€eC} = sup 0Vinf(p,z—C).
PES(X*) pES(X*)

Atn més, si x ¢ C, entonces:

dist(x,C) = sup inf(p,x—C).
pES(X*)

oyl . — . X
Observemos que, si X+ = {z € X™ : 2(x) =0, Vo € X} y Q : X — “ esla
aplicacién cociente candnico, entonces:

dist(z™, X) = sup{z(z*™) : z € S(X1)} = ||Qz™*|.

(4) Si A,C C X son dos subconjuntos convexos, de T. de separacién de Hahn-Banach
se deduce que

dist(A,C) = sup{0 V (inf(y), A) —sup(e),C)) : ¢ € S(X*)} =
=sup{0Vinf(,A-C):¢ e S(X*)} =
= dist(0,A - C).
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(5) Si A,C C X son subconjuntos arbitrarios, definimos la distancia DIST(A
como DIST(A,C) := sup{dist(a,C) : a € A}. Observemos que, en general, DI ST (A
DIST(C,A). Si C es convexo, se verifica que DIST(c6(A),C) = DIST(co(A),C
DIST(A,C). Si A,C C X son dos subconjuntos convexos, se tiene

)
0) #

DIST(A,C) = sup{0V (sup(e, A) —sup(y,C)) : ¢ € S(X™)}.

Un subconjunto convexo cerrado Y de un espacio de Banach X tiene la propiedad
(C) de Corson (abreviadamente, Y € (C)) si [);c; Ci # 0 cuando {C; : i € I} es una
familia de subconjuntos convexos cerrados de Y verificando que (), ; C; # 0 para todo
subconjunto contable J de I.

Si K es un espacio compacto Hausdorff, Mr(K) denotara el espacio de las medidas
Radon sobre el o-algebra de los borelianos B,(K) de K y Pr(K) la familia de probabilidades
Borel de tipo Radon sobre K. Mj(K) y Mf%(K ) seran las familias de medidas Radon
puramente atémicas y difusas sobre K, respectivamente. Recordemos que Mp(K) =
C(K)* y que (Pr(K),w*) es un subconjunto convexo w*-compacto de B(Mpg(K)).

Si K es un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual X* y p una
probabilidad Borel de tipo Radon sobre K, r(u) denotara el baricentro 6 resultante de
. Recordemos que:

() r(n) € @ (K):

(ii) =* € co¥ (K) si y s6lo si existe una probabilidad Radon p sobre K tal que
r(p) = a%;

(iii) r(p)(z) = [x *(x)dp(x*) para todo z € X.

Si (X, 7) es un espacio topolégico, se dice que un subconjunto Y C X es contablemente
determinado (abrev., CD) en (X,7) si existe un subconjunto ¥’ c ¥ := NN y una
aplicacién usco (= upper-semicontinuous compact) ® : ¥/ — 2% tal que ®(o) es un
subconjunto compacto no vacio de X, para todo 0 € ¥/, e Y = (J 5y ®(0) (ver [94,
p. 11]). Recordemos que una aplicacién ¢ : X' — 2X es semicontinua superiormente (=
upper-semicontinuous) si para todo o € ¥ y para todo subconjunto abierto U de X, tal
que ¢(o) C U, existe un entorno G de o en ¥/ con ®(G) C U. Cuando ¥/ = ¥ se dice
que Y es K-analitico (abrev., KA). Si (X, 7) es Hausdorff, todo subconjunto K-analitico
de X es universalmente medible en X ([94, p. 42 and p. 346]). La unién, la interseccién
y el producto de una familia contable de subconjuntos K-analiticos (resp., CD), asi como
los subconjuntos cerrados y las imdgenes continuas de subconjuntos KC-analiticos (resp.,
CD), son también KC-analiticos (resp., CD). Todo espacio CD es Lindelof. Un subconjunto
Y C X* de un espacio de Banach dual X* es w*KA (resp., w*CD) si Y es K-analitico
(resp., CD) en (X*, w*).

1.1. Funciones 1-Baire y universalmente medibles

Sea (T, 7) un espacio topolégico Hausdorff. Entonces:
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(a) Una funcién real f: T — R se dice que es 1-Baire (abrev., f € B1(T)) si existe
una secuencia {f, : n > 1} en el espacio C(T) de las funciones reales continuas sobre
T tal que f, — f puntualmente sobre T. Bip(T) denotard la familia de las funciones
reales acotadas f : T — R que son 1-Baire. B1,(7T) es, con la norma del supremo, un
subespacio cerrado de oo (T).

(b) Una funcién f : T — R es universalmente medible si f es p-medible para todo
subconjunto compacto K C Ty toda medida Borel Radon p € Mg(K). El colectivo de
las funciones f : T'— R universalmente medibles se indicara por U(T).

(c) Si k € T sea V¥ la familia de los entornos abiertos de k en 7. Definimos la
oscilacion de Osc(f, k) de f:T — R en k € T como:

Osc(f, k) = lim, (sup{f (i) = f(j) : 4,5 € V}).

La oscilacién de f en T es Osc(f) = sup{Osc(f, k) : k € T}.

1.2. Copias de la base de /(c)

Vamos a utilizar el siguiente resultado debido a Talagrand [106].

Proposicién 1.1. (Talagrand [106]) Sean T un cardinal con cofinalidad verificando
cf(t) > No, X un espacio de Banach y A C X un subconjunto. Los siquientes enunciados
son equivalentes

(1) A posee una copia de la base de £1(T).

(2) €6(A) posee una copia de la base de £1(T).

(3) En [A] hay una copia de €1(T).

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) son obvias.

(3) = (1). Sea E := [A] y sea T : {1(1) — E un isomorfismo entre £(7) y su
imagen. Su adjunto T : E* — {.(7) es un operador cociente que es w*-w*-continuo.
Sean 0 < 7 tal que nB({oo(7)) C T*(B(E*)) y W := T* Y(B(ls(T))) N %B(E*) Es
inmediato que se puede tomar W como la bola unidad de E* para una cierta norma

dual |||-]|| equivalente a la norma dada. Con esta nueva norma se tiene obviamente que
T*(B((E*||I]I))) = T*(W) = B(fso(7)) = [—1,1]". Por [106, Theorem 4] se concluye
que A posee una copia de la base de ¢1(7). |

Notas. (1) El requisito cf(7) > Ry en la proposicién anterior es necesario (ademas
de suficiente). En efecto, sean 7 un cardinal con cf(1) = g y 7,, n > 1, ordinales
verificando 7, < Tpy1 < 7y U,;»1 7w = 7. Sea {e; : i < 7} la base candnica de ¢;(7).
Consideremos el subconjunto A C ¢1(7) tal que A :=J,~;{1e; : i < 7,}. Es inmediato

que ¢1(7) = [A] y, sin embargo, A no posee una copia de la base de ¢1(7).

(2) La cofinalidad cf(c) verifica cf(c) > Ry ya que para todo cardinal infinito « se
verifica que cf(2%) > «a (ver [66, p. 78]) y porque ¢ = 2%0.



1.4 ESPACIOS PLICHKO. ESPACIOS CON GENERADOR PROYECTIVO 5

1.3. Espacios Plichko. Espacios con generador proyectivo

Sea X un espacio de Banach. Se dice que X es 1-Plichko (ver [68, Theor. 4.15 y
Theor. 4.16]) si X posee un subconjunto M C X tal que X = [M] y el subespacio de
X*

{z¥ e X*:{x € M : (2", x) # 0} es contable}
es 1-normante sobre X. Un espacio de Banach es Plichko si puede renormarse de modo
que sea 1-Plichko.

Un par (W, ®) es generador proyectivo (abrev., (PG)) del espacio de Banach X si:
(a) W C X* es un subconjunto Q-lineal.
(b) Para todo = € X se verifica ||z| = sup(W N B(X™), z).

(c) @ : W — 2% es una multifuncién tal que |®(w)| < Rg, Yw € W, y para todo
subconjunto B C W que sea Q-lineal se verifica ®(B)- N B" = {0}.

Si X posee generador proyectivo (abrev., X € (PGQ)), entonces X admite una PRI,
es decir, una resolucién proyectiva de la identidad (ver [37, Prop. 6.1.7]). La clase de
los espacios de Banach con (PG) es muy amplia e incluye a los WCG, WCD, WLD,
espacios 1-Plichko, etc.

Un sistema de Markusevic en X es un sistema biortogonal {(x;,z}) : i € I} C X x X*
tal que la familia {«} : i € I} es total sobre M := [{x; : i € I}], es decir, si x € M verifica
(xf,x) =0, Vi € I, entonces x = 0.

1.4. La propiedad (P)

Dado un cierto subconjunto w*-compacto K C X™* de un espacio de Banach dual X™,
es de gran interés estudiar condiciones intrinsecas respecto de K, para que se verifique
oV (H) = co(H) para todo subconjunto w*-compacto H C K. Para ello vamos a
introducir los conjuntos de Pettis 6 conjuntos con la propiedad (P), que definimos de la
siguiente manera:

Definicion 1.2. Un subconjunto Y C X* de un espacio de Banach dual X* es un
congunto de Pettis ¢ es un conjunto con la propiedad (P) si todo subconjunto w*-compacto
H C Y werifica que co®” (H) = co(H).

La nocién que acabamos de definir es una extrapolacién (a todos los conjuntos de
X*) del concepto de “Pettis set” (ver [107, pg. 79]), nocién que Talagrand dice haber
tomado de Saab. Haydon caracterizé la propiedad (P) en espacios de Banach duales X*,
considerados globalmente, de la siguiente forma (ver [65]):

Teorema 1.3 (Haydon [65]). Para todo espacio de Banach X los siguientes asertos son
equivalentes:

(1) X no posee una copia de 1.
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AW

(2) X* tiene la propiedad (P), es decir, co(K) = " (K) para todo subconjunto
w*-compacto K de X*.

(8) Para todo subconjunto w*-compacto K de X*, el conjunto de los puntos extremos

*

Ext(K) de K verifica co(Ext(K)) = o (K).
(4) Todo z € X** es universalmente medible sobre (B(X*),w*).

Ocurre, sin embargo, que aunque X posea una copia de ¢, pueden existir en X*
subconjuntos con la propiedad (P), lo que indica que la propiedad (P) es una propiedad
“local 7. En consecuencia, se puede pensar en dar una caracterizacion de la propiedad (P)
de tipo “intrinseco”. Dicha caracterizacion aparece en [61], [62] y la vemos a continuacién.
Comenzaremos viendo las nociones de w*-N-familia, Pindex(X), Width(X), etc., que
se introdujeron en [61, Definition 3.5] y [62, Definition 2.1].

Definicién 1.4. (1) Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto F de X* es una
w*-N-familia de anchura d > 0 si F es acotado y tiene la forma

F ={nmn : M,N subconjuntos disjuntos de N},

y existen dos secuencias {rm, :m > 1} CR y {xy, : m > 1} C B(X) tales que para todo
par de subconjuntos disjuntos M, N de N se tiene

NMN(Zm) > 1rm +d, Vme M, y nun(xn) <7p, Vn € N.

Ademds, si T =19, Ym > 1, decimos que F es una w*-N-familia uniforme en X*.

(2) Definimos el P-indice de un subconjunto Y de X* (abrev., Pindex(Y)) y la
anchura de'Y (abrev., Width(Y')) de la siguiente forma:

Pindex(Y) := sup{ DIST(cc" (H),c(H)) : H subconjunto w*-compacto de Y}

Width(Y') := sup{d > 0 : existe una w*-N-familia A CY de anchura > d}.

(8) Sip € X**, definimos el P-indice de 1) respecto del subconjuntoY de X* (abrev.,
Pindex(v,Y)) de la siguiente forma:

Pindex(1,Y) := sup{sup(¢,c0” (H))—sup(y,co(H)) : H subconjunto w*-compacto de Y'}.

Nota 1.5. (ver [61, Remark 3.4] y [62, Remark 2.2])

(1) Si F := {nm,n : M, N subconjuntos disjuntos de N} es una w*-N-familia en el
espacio de Banach dual X* y si (M;, N;);<. es una familia independiente de partes de
N con cardinal ¢, entonces se prueba mediante un argumento bien conocido (ver [29, p.
209]) que la familia {nys, N, : ¢ < ¢} es equivalente a la base de ¢;(¢). Aldn maés, el mismo



1.4 LA PROPIEDAD (P) 7

argumento de [29, p. 206] prueba que la secuencia {z, : n > 1} C B(X) asociada a F
es equivalente a la base de /5.

(2) Por tanto, si un espacio de Banach dual X* posee una w*-N-familia, entonces X
posee una copia de £1. Y viceversa, si X posee una copia de £1, entonces X* contiene una
w*-N-familia. En efecto, sea i : /1 — X un isomorfismo entre ¢1 y i(¢1). Seai* : X* —
su operador adjunto, que es un operador cociente tal que B () C i*(||i ™| B(X*)). Por
cada par M, N de subconjuntos disjuntos de N elegimos nyn € [|i71|B(X*) tal que
i*(UM,N) = 11,; — 115. Entonces {77M,N : M, N subconjuntos disjuntos de N} es una
w*-N-familia en X*.

(3) Por (1) si un subconjunto Y de un espacio de Banach dual X* contiene una w*-N-
familia, cierto subconjunto de Y es equivalente a la base de ¢1(c). Al revés no es verdad,
en general, pues si tomamos, por ejemplo, en el espacio dual £1(¢) = ¢o(c)* el conjunto
Y := B(¢(c)), entonces Y contiene una copia de la base de ¢1(c) y, sin embargo, ¥ no
posee ninguna w*-N-familia porque ¢o(c) carece de copias de /;.

(4) Sea A = {nar,n : M, N subconjuntos disjuntos de N} una w*-N-familia de anchura

d > 0 en el espacio de Banach dual X*, asociada a las secuencias {ry,, : m > 1} C R
y {xm : m > 1} C B(X). Afirmamos que para todo 0 < n < ¢ existe un subconjunto
infinito N,, C N tal que A, := {nar,n : M, N subconjuntos disjuntos de N, } es una w*-
N-familia uniforme de anchura 1 > 0 asociada a la secuencia {z,, : m € N,} C B(X) y a
cierto nimero ry € R. En efecto, como la secuencia {r,, : m > 1} C R es acotada, existe
cierto rg € Rtal que N, := {m € N : ro+n—0 < rp, < rp} es un conjunto infinito. Ahora
es facil ver que A, := {nn,n : M, N subconjuntos disjuntos de N, } es una w*-N-familia
uniforme de anchura n > 0 asociada a ro y a la secuencia {z,, : m € N} C B(X).

(5) Si X es un espacio de Banach y A C X™* es un subconjunto, es ficil ver que A
posee una w*-N-familia sii la posee A.

(6) Observemos que si A es un subconjunto de un espacio de Banach X, A posee
una copia de la base de ¢1(7), siendo 7 un cierto cardinal, sii A posee una copia de la
base de /1(7). En efecto, sea {u; : i < 7} C A una copia de la base de ¢1(7) verificando
para cierto 0 < C' < oo que

12‘)“<HZ)‘U1H<CZ’/\| (AMi)i<r € ba(T).

i<T i<T i<T

Sie; € A es tal que |e; — ]| < & 2 , © < 7, entonces se ve facilmente que {e; : i < 7}
es equivalente a la base de ¢1(7) ya que se verifica

CTY NS I S Neill < (CHE2CTH D AL

1<T 1<T 1<T

(7) Es claro que todo subconjunto Y C X* verifica

Pindex(Y) = sup{ Pindex(v,Y) : b € S(X™)}.
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La propiedad (P) se caracteriza perfectamente a través de las w*-N-familias como
se ve en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.6. Sean X wun espacio de Banach e Y wun subconjunto de X*. Los
siguientes asertos son equivalentes

(1) Y no tiene la propiedad (P).
(2) Existe un funcional ¥ € X** que no es universalmente medible sobre Y.
(3) Existe un subconjunto w*-compacto H de 'Y que contiene una w*-N-familia.

Demostracion. Véase la prueba en [62, Proposition 2.5]. |

Los conjuntos convexos que carecen de una w*-N-familia tienen buenas propiedades
de control como se ve a continuacién.

Proposicién 1.7. Sean X un espacio de Banach y C' un subconjunto convero de X*
sin w*-N-familias (en particular, esto ocurre si C carece de copias de la base de ¢1(c)).

Entonces C tiene 3-control dentro de X*, esto es, para todo subconjunto w*-compacto
K de X* se tiene que DIST(co" (K),C) < 3DIST(K,C).

Demostracion. Ver la prueba en [61, Proposition 3.5]. |

Proposiciéon 1.8. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto convexo de X*.
Los siguientes asertos son equivalentes:

(i) C carece de una copia de la base de ¢1(c).

(ii) C tiene universalmente 3-control, esto es, si [C] es (isomorfo a) un subespacio
de algin espacio de Banach dual V*, entonces C tiene 3-control dentro de V*.

(i1i) C' tiene universalmente control, esto es, si [C] es (isomorfo a) un subespacio de
algun espacio de Banach dual V*, entonces C' tiene control dentro de V'*.

Demostracion. Ver la Proposition 3.7 de [61]. |

Proposicién 1.9. Para un espacio de Banach'Y los siguientes asertos son equivalentes:

(0) Y es universalmente Krein-Smulian.

(0°) Si X es un espacio de Banach y Z un subespacio de X* isomorfo a Y, (Z, w*)
satisface el Teorema de Krein-Smulian.

(1) Y es fuertemente universalmente Krein-Smulian.

(1°) Si X es un espacio de Banach y Z un subespacio de X* isomorfo a Y, (Z,w*)
satisface el Teorema fuerte de Krein-Smulian.

(2) Y tiene universalmente 3-control, esto es, para todo espacio de Banach X y todo
subespacio Z de X* isomorfo a Y se tiene DIST(co¥ (K),Z) < 3DIST(K,Z) para
todo subconjunto w*-compacto K de X*.

(3) Y tiene control universal, esto es, si X es un espacio de de Banach y Z un
subespacio de X* isomorfo a'Y, existe una constante 1 < M < oo tal que DIST (co% (K), Z) <
M - DIST(K, Z) para todo subconjunto w*-compacto K de X*.

(4) Y carece de copias de £1(c).
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Demostracion. Ver la Proposition 4 de [59]. [ |

Proposiciéon 1.10. Si K es un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual

X*, se verifica Pindex(K) = Width(K).

Demostracion. Este resultado sale de [62, Lemma 2.4] y de la prueba de [62, Proposition
2.5]. |

Si K C X* es un subconjunto w*-compacto del dual X* de un espacio de Banach X,
se define el conjunto Ext(K) de los puntos extremos de K como Ext(K) = Ext(co®” (K)),
es decir, como el conjunto de los puntos extremos de @™ (K ). Sabemos que Ext(K) # 0,
Ext(K) C K y que co®" (Ext(K)) = co®" (K) (ver [24]). Intentamos investigar cuando
ocurre que co(Ext(K)) = c@" (K). Puesto que co(Ext(K)) C co(K) C @™ (K), si
co(Ext(K)) =" (K), entonces co(K) = co®” (K), pero el reciproco puede ser falso. Si
X es un espacio de Banach, decimos que un subconjunto Y C X* verifica la propiedad
(E) sii para todo subconjunto w*-compacto K C Y se verifica que co(Fzt(K)) =
o (K).

Lema 1.11. Sean X un espacio de Banach, ¢ € S(X**), S un subconjunto acotado de
X*, r,0 dos numeros reales con § > 0 de modo que, si V es un subconjunto w*-abierto
de X* con VNS # 0, existen vectores &, € @0 (V N S) tales que p(€) > r+ 0 y

©(n) < r. Entonces K := S contiene una w*-N-familia A de anchura width(A) > 6.

Demostracion. Por la prueba de [65, 2.LEMMA] existe una secuencia {z, : n > 1} C
S(X) tal que para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N C N se verifica

0# ([ {eeS: &) >r+opN ([ {neS:nlan) <r)).

meM neN

Por tanto si ponemos
Ay ={§e K:&xp) >r+0d}, Bp={ne K :n(x, <r}, Yn>1,

entonces, para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N C N, el subconjunto
w*-compacto ((,,car Am) N (Npen Brn) de K es no vacio. Puesto que K es w*-compacto
concluimos que para todo par de subconjuntos disjuntos (finitos ¢ infinitos) M, N C N

0#(() Am)N([) Bn) C K.

meM neN

Finalmente por cada par de subconjuntos disjuntos (finitos 6 infinitos) M, N C N
elegimos v € ((ear Am) N (Npen Br)- Obviamente se verifica

UM,N(xm) ZT+67 VmGM, YﬁM,N@n) ST, VTLEN,

es decir, que K posee una w*-N-familia .4 de anchura width(A) > §. [ |
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Proposiciéon 1.12. Sea X un espacio de Banach.

(A) Sea H un subconjunto w*-compacto del dual X* tal que DIST (co¥” (H),co( Ext(H)) >
0. Entonces H contiene una w*-N-familia.

(B) Sea Y C X* un subconjunto del dual X*. Son equivalentes

(B1) Y posee la propiedad (P).

(B2) Y posee la propiedad (E).

Demostracion. (A) Sea C :=co¥ (H). Por el teorema de Hahn-Banach y el teorema de
Bishop-Phelps, existe ¢ € S(X**) tal que ¢ es un funcional soporte de C'y

ro. = sup(yp, C) > sup(p,co(Ext(H))).

Por la prueba de [65, Proof of 3.1.Proposition] existen m € N y un subconjunto no-vacio
S c C tales que, para todo subconjunto w*-abierto V'.C X* con VNS # (), existen
£cw? (VNS)yne VNS tales que (p,n) < ro— % < rg = {(p,§). Ahora basta aplicar
el Lema 1.11 y [62, Proposition 2.5].

(B) (B2) = (B1) es obvio y (B1) = (B2) sale de (A).

1.5. Indices sobre un w*-compacto K C X~

Definimos a continuacién ciertos indices, algunos de ellos (el Pindex) ya introducidos
antes.

Definicion 1.13. Dados un espacio de Banach X, un subconjunto w*-compacto K C X*
y un funcional ¢ € X definimos los siguientes indices:

(1) Pindex(y, K) = sup{sup(s, " (W))—sup(y,

(2) Pindex(K) :=sup{DIST(co" (W),co(W): W C K subconjunto w*-compacto},

(3) Findex(, K) = sup{sup (¢, (W))—sup(yp, Ext(W)) : W C K subc. w*-compacto},
(4) Findex(K) := sup{DIST (" (W),co(Ext(W)) : W C K subconjunto w*-compacto},

W) W C K subconjunto w*-compacto},

~—_— ~—

(5) Bindex (1, K) := sup{sup(, ™ (W)) — sup(¢,co(B)) : W C K w*-compacto
y B C W contorno de W},

(6) Bindex(K) = sup{DIST(co® (W),co(B)) : W C K w*-compacto y B contorno de W}.

NOTA. Sea K un subconjunto w*-compacto de X*.
(a) Por el T. de Hahn-Banach se verifica que

Xindex(K) = sup{Xindex(¢, K) : ¢p € B(X™)},

para X =P, X=FEy X =08.
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(b) Claramente para 1) € X**

Bindex(y, K) > Eindex(y, K) > Pindex(¢, K),
de donde
Bindex(K) > Eindex(K) > Pindex(K).
(c) K es (P) sii Pindex(K) = 0 sii Eindex(K) =0 (ver Prop. 1.12).

(d) Si X es un espacio de Banach, es claro que 2 > Bindex(B(X*)) > 0. Sea X = {;.
Considerando en B(X™*) la w*-N-familia de sus puntos extremos 1y — 1y, MW N =N,
obtenemos que Width(B(ls)) = Pindex(B(l~)) = Bindex(B(lx)) = 2.

(e) En consecuencia, dado un espacio de Banach hay dos casos:

Caso 1. X contiene una copia de ¢;. Entonces X contiene copias e-isométricas de
{1 para todo € > 0, lo que unido al punto (d) anterior nos permite afirmar que

Width(B(X™)) = Pindex(B(X™)) = Bindex(B(X™)) = 2.

Caso 2. X no contiene una copia de ¢;. Entonces B(X*) € (P) y
Width(B(X™)) = Pindex(B(X™)) = Findex(B(X™)) =0,
aunque puede ser Bindex(B(X*)) > 0.

1.6. Igualdad y desigualdad de Simons

La igualdad y desigualdad de Simons son importantes resultados que utilizaremos a
menudo. Se trata de asertos equivalentes entre si.

Proposicién 1.14 (Igualdad de Simons). Sean E un espacio de Banach y B C G C E*
subconjuntos tales que todo elemento de E alcanza sobre B su mdzimo en G. Entonces,
Si (xn)n>1 €s una secuencia acotada de E, se verifica que

sup lim sup(b, x,,) = sup limsup(g, z,,).
beB n—oo geG n—oo

Demostracion. Ver [103, SUP-LIMSUP Theorem]. |

Proposicién 1.15 (Desigualdad de Simons). Sean X un conjunto y {f, : n > 1} C
loo(X) una secuencia uniformemente acotada. Supongamos que Y es un subconjunto de
X tal que, si Ay >0y > 1 A\ =1, existey €Y tal que

Z)\nfn(y) = sup{z Mnfn(z) 2 € X}
n>1 n>1

Entonces

sup limsup f,,(y) > mf{sup{g(z) : x € X} : g € co((fn)n)}-
yey n

Demostracion. Ver [102, 2. Lemma]. [ |
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1.7. El calculo baricéntrico

Sean X un espacio de Banach e Y un subconjunto del espacio de Banach dual X*.
Recordemos que una aplicacién f : Y — R se dice universalmente medible sobre Y (para
la w* topologia) si para todo subconjunto w*-compacto W de Y y toda medida Borel
Radon p sobre W ocurre que f [ W es py-medible.

Definicién 1.16. Sean X un espacio de Banach y ¢ € X**.

(A) Si K C X* es un subconjunto w*-compacto de X*, decimos que 1 wverifica el
calculo baricéntrico sobre K sii

(1) ¢ es universalmente medible sobre K.

(2) Para toda probabilidad Borel de tipo Radon p sobre K se verifica

/ bR = (r())-
K

(B) Sea'Y un subconjunto de X*. Decimos que v verifica el calculo baricéntrico sobre
Y sui o verifica el cdlculo baricéntrico sobre todo subconjunto w*-compacto K de Y.

La siguiente proposicion relaciona el Pindex y el calculo baricéntrico en conjuntos
con la propiedad (P).

Proposicion 1.17. Sean X un espacio de Banach y'Y C X* un subconjunto de X*.
Son equivalentes:

(0) Pindex(Y) = 0, es decir, Pindex (v, K) = 0 para todo v € X** y todo subconjunto
w*-compacto K C Y.

(1)Y € (P).

(2) Toda i € X** verifica el cdlculo baricéntrico sobre Y.

Demostracion. (0) = (1). Supongamos que Y ¢ (P), es decir, que existe un subconjunto
w*-compacto W C K tal que co(W) # co” (W). Por tanto existe ¢ € X** tal que
sup(p,co®” (W)) — sup(tp, W) > 0, de donde Pindex (1), K) > 0. Hemos llegado a una
contradiccién que prueba que Y € (P).

(1) = (2). Fijemos ¢ € S(X**) y un cierto subconjunto w*-compacto K de Y.
Tenemos que probar que 1 verifica el calculo baricéntrico sobre K. En primer término
oV (K) = co(K) porque Y € (P). Sea H := &% (K) = co(K). Por [62, Proposition
2.5, Proposition 3.8] se tiene que H € (P) y ¢ € X** es universalmente medible sobre
H. Probemos que 1 verifica el calculo baricéntrico sobre H. En caso contrario, por [65,
4.1.Proposition] se verifica que:

“Existe un par de numeros reales r,d con § > 0 y existe una probabilidad Borel
Radon u sobre H tales que, si W := supp(u), para todo subconjunto w*-abierto V' de
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X* con VNW # () se verifica que
o (VAW)N{Y <r}#0 y @ (VAW)N{p >r+8} #0.” (1.2)

Sea J una familia finita de subconjuntos w*-abiertos V' de X* con VW # 0, VV €
F. Por (1.2) existen vectores 7y, & € co® (V. NW), V € F, tales que

(i) <r<r+68<(.&v). (1.3)

Puesto que B(X) es w*-denso en B(X**), existe xx € S(X) tal que
YV e F, <ﬁv,x]:><7“<7‘+(5<<gv,$]:>. (1.4)

Finalmente, por razones de densidad y convexidad, existen vectores ny, &, € VW, V €
F, tales que
YWeF, (nv,xrp)<r<r+0<{y,zr). (1.5)

De [62, Proposicién 3.8] y de (1.5) sale que W ¢ (P), es decir, H ¢ (P), lo que contradice
(1) y prueba la implicacién.

(2) = (0). Supongamos que Pindex(i, K) > 0 para cierto v € X** y cierto
subconjunto w*-compacto K C Y. Esto quiere decir que existen € > 0, un subconjunto
w*-compacto W C K y un punto wg € co®” (W) tales que (1), wg) > sup(ep, W) + €. Sea
€ Pr(W) tal que r(p) = wo. Entonces, por (2) ocurre que (¢, wo) = [y, 1 (w)dp, pero
también

/ (w)dp < / (s 1w0) — €)djs = (1, wp) — € < {3, wp).
w w

Llegamos a una contradiccién que prueba la implicacién (2) = (0). [

CONTRAEJEMPLO. Si X es un espacio de Banach y ¢y € X™** es universalmente
medible sobre (X*,w*), ¢verifica siempre 1 el cdlculo baricéntrico sobre (X*,w*)?
Veamos que la respuesta es negativa. Para ello utilizamos el siguiente contraejemplo
de Choquet [1, Example 1.2.10]. Sea X = C([0,1]) y, si p € X* = Mg([0,1]), sea
U = pq + pq la descomposicién de p en su parte atomica pg y su parte difusa pg. Sea
P € X** tal que ¢¥(u) = pq([0,1]). Se tiene que:

(1) Sea W < B(Mg([0,1])) el compacto W :=[0,1] y A la probabilidad de Lebesgue
sobre W. Entonces A € &% (W), ¢(\) = 0y [ W = 1. Por tanto Pindex (v, B(X*)) >
1 y 9 no verifica el calculo baricéntrico sobre B(X™*).

(2) En [1, Collorary 1.2.9] se prueba que ¢ [ Pr([0,1]) es 2-Baire.

Veamos que v es Borel-medible sobre la bola (B(X*),w™).

(a) Sea g : K i= Pp((0,1]) x Pr([0,1]) x [0,1] = B(X*) tal que q((t1, 2, 1)) =
tpr — (1 — t)pe. Se verifica que ¢ es continua y sobreyectiva. Es una identificacion.

(b) La aplicacién ¢ : K — R tal que ¢ (u, v,t) = tip(1) — (1 — t)1h(v) es trivialmente
2-Baire y, por tanto, Borel-medible.
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3 (c) Sobre K se verifica la igualdad ¢ o ¢ = 1; Por tanto, para todo A C R, tanto
Y1 (A) como ¢(1p"1(A)) = )1 (¢A) son g-saturados.

(d) Sea U C R un abierto arbitrario. Queremos ver que ! (U)NB(X*) € B,(B(X*))(=
borelianos de (B(X™),w*). Observemos que v HU)NB(X*) = q(x»~1(U)). Pero p=1(U)

y su complementario ¢~ 1(°U) son Borel-medibles en K y, por tanto, analiticos (ver
[70, (14.11) Th., pag. 88]). En consecuencia q(¢»~*(U)) y q(¢»~1(°U)) son analiticos y
complementarios en B(X™), es decir, son Borel-medibles. Esto prueba que 1 es Borel-

medible sobre B(X*).

Por tanto v es universalmente medible sobre B(X*) (de hecho es Borel-medible)
pero no verifica el calculo baricéntrico porque Pindex (¢, B(X*)) > 1.

1.8. El espacio Seq(X*; A)

Si A C X* es un subconjunto de un espacio de Banach dual X*, definimos Seq(X**; A)
como el conjunto de los funcionales 1) € X** tales que existe una secuencia (z,)p>1 C X
tal que (a,z,) — (1, a) para todo a € A. Obviamente, Seq(X**; A) es un subespacio

n—

(o)
vectorial de X** y, sin pérdida de generalidad, se puede considerar siempre que A C

B(X™*). Denotaremos Seq(X**) en lugar de Seq(X™**; X*) y diremos que un elemento
z € X™ es secuencial sii z € Seq(X**). Claramente, si A C X* es un subconjunto
acotado, entonces z [ A € Byy((A,w*)) para todo z € Seq(X**; A). En [81] se prueba
que Seq(X**) es un subespacio || - |-cerrado de X™**.

Proposicién 1.18. Si X es un espacio de Banach se verifica Seq(X**) = B1(B(X*))N
X
Demostracion. Ver [87]. [

Para comodidad del lector damos la prueba del siguiente lema elemental. Otra version
maés general aparece en Cap.2 (Lema 2.4).

Lema 1.19. [[87, SUBLEMMA, REMARK, pags. 378, 379]] Sean X wun espacio de

Banach, D C X un subconjunto convezo y u € Seq(X**) N D" . Entonces existe una
sucesion {d, :n > 1} C D tal que d, - uen (X, w*).
n—oo

Demostracion. Sea {x, : n > 1} una sucesién (acotada) de X tal que z, — wu en
n—oo

(X, w*). Sea Cy, := cog({zr : K > n}) el conjunto de las combinaciones Q-convexas
de {x : k > n}. Observemos que si y, se elige arbitrariamente en C,, se verifica que
Yn — wen (X w*).

n—oo

Aserto. dist(C,, D) = 0, para todo n € N.

En efecto, supongamos que dist(Cy,, D) > 0 para algin m € N. Por el teorema de
separacion de Hahn-Banach existe un cierto z* € X* tal que

inf(z*, Cy,) > sup(z™, D). (1.6)
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Entonces (u,z*) > inf(z*,Cy,), porque u € Cp," , y también sup(z*, D) > (u,z*),
porque u € D" . Aplicando (1.6) se concluye que (u,z*) > (u,z*), una contradiccién
que prueba el Aserto.

Gracias al Aserto podemos elegir u, € Cp y d, € D de modo que |u, — dy| <
27" n>1. Como u, — wuen (X** w*), también d, — wuen (X** w"). [
n—oo n—oo

Corolario 1.20. (1) Sea X un espacio de Banach y Z C X un subespacio. Entonces
Seq(Z*) = Z7* N Seq(X™).

(2) En la clase de los espacios de Banach X la propiedad X** = Seq(X™**) es estable
por paso a cocientes y subespacios.

Demostracion. Las demostraciones son inmediatas utilizando el Lema 1.19. [ |

Sea X un espacio de Banach.

(i) Se dice que X es WSC (weakly sequentially complete) si y sélo si toda secuencia
de Cauchy en (X, w) es w-convergente en X.

(ii) Se dice que X es Grothendieck sii toda secuencia (), C X* w*-convergente es
w-convergente.
Proposicién 1.21. Sea X un espacio de Banach.

(a) El aserto “‘Seq(X**) = X7 es equivalente a el aserto “X es WSC” .

(b) Si X* es Grothendieck, entonces Seq(X**) = X. En particular, si X = {1(I), I
congunto arbitrario, 6 X = Li(u), p medida o-finita, se verifica que Seq(X**) = X.
Demostracion. (a) es inmediato.

(b) Si X* es Grothendieck, X es WSC. [ |

NOTA. Hay espacios de Banach X que son WSC sin que X* sea Grothendieck.
Por ejemplo el espacio JH de James-Hagler [63]. De hecho, todo espacio Schur y todo
espacio £1 es WSC, aunque su dual no es necesariamente Grothendieck.

Sea K un espacio compacto Hausdorff y consideremos el espacio de Banach X :=
C(K). Entonces

X" =0(K) &1 MR(K) y X™ = loo(K) Do Mi(K)",

siendo M%(K) el espacio de las medidas de Radon difusas sobre K. Si f € C(K) y
J : X — X* es la inclusién canédnica, entonces J(f) = f @ f, que es el elemento de
loo(K) ®oo ME(K)* definido del siguiente modo. Sea z ® u € ¢1(K) & ME(K) = X*.
Entonces:

<J<f>,zeau>=<feaf,zeau>=Zf<k>zk+/Kf-du.

keK
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Si f € Bip(K), definimos (f, ) = [ f - du, Yp € ME(K). Es claro que f € ME(K)* y
que || fllx= < [[fllee-

Proposicién 1.22. Sea K un espacio compacto Hausdorffy X := C(K). Si f € Byp(K)
yz®p€ b (K)® MLK) = X* definimos

(fofzap = Zf(k)zwr/ f-du.

keK K

Entonces f @ f € X** y la aplicacion (Bip(K), |- ||l0) > f — ®(f) = f& f € X™ es un
isomorfismo isométrico sobre su imagen, que es ®(By(K)) = Seq(X*).

Demostracion. Es claro que ,Vf € Byp(K), ®(f) € X** y que:

A =11 & Il = 1 lewry V Il = 111l e (i6)-

Es decir ® es una isometria. Como @ es lineal, concluimos que ® es un isomorfismo
isométrico entre (Biy(K),| - ||) ¥ su imagen ®(By,(K)). Observemos que @ [ C(K) =
J, siendo J : X — X** la inclusién candnica.

Veamos que ®(B15(K)) = Seq(X*). En primer término, ®(B1,(K)) C Seq(X™*),
porque si f € Biy(K) y (fn)n € C(K) es una sucesién con ||fu|l < [|f|| v fo — f
puntualmente sobre K, entonces trivialmente J(f,) = fn @ fn = f® f = ®(f) en
(X**, U)*)

Sea ahora z = 21 + 22 € Seq(X**) con 21 € loo(K) y 22 € ME(K)*. Por hipétesis
existe una secuencia acotada (fn), C C(K) tal que en (X, w*) se verifica J(f,) =
fn ® fn — 2. De aqui que f, — z; puntualmente sobre K, de donde z; € By(K).

Aserto. z9 = Z; y por tanto z = ®(z1).

En efecto, teniendo en cuenta que (fy,), es una secuencia acotada tal que f, — 21
puntualmente sobre K y aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, obtenemos
para toda u € Mg(K) lo siguiente

(z2,10) = (2, = M (fo @ fo, p) = 1im (fo,p1) =

~ Jim fn-dMZ/ a1 dp = ().

Proposiciéon 1.23. Sean X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto convexo
w*-compacto. Entonces Seq(X**; K) es norma-cerrado en X**.

Demostracion. Sea T : X — C(K) tal que T'(z) =z | K, Vo € X.

Aserto 1. T"*(Seq(X**; K)) C Seq(C(K)*™).
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En efecto, sean ¢ € Seq(X*™*; K) y (zn)n>1 C X tales que (k, z,,) = (¢, k) para

todo k € K. Obviamente, ¢ | K € Byp(K). Ademas, la convexidad y compacidad de K
implican que Tz, — T** 1 en (C(K)**,w"). En efecto, sea u € Pr(K). Se tiene que

Por otra parte
(T, ) = (O, T ) = (@, 7(p))-

Como r(u) € Ky xn, — ¢ en K, concluimos que Tz, — T**¢ en (C(K)**,w™), es decir,
T**1p € Seq(C(K)**).

Aserto 2. T"*(Seq(X**; K)) C Seq(C(K)*™).

En efecto, observemos que Seq(C(K)**) es norma-cerrado en C(K)** (ver [81]) y
que Seq(X**; K) C (T**)71(Seq(C(K)**)) por Aserto 1.

Sea ¢ € Seq(X**;K) con ||¢] < 1. Entonces T**¢ € Seq(C(K)**) y también

T € T(B(X)) . Por [87, Sublemma, p. 379] concluimos que existe una secuencia
(Yn)n>1 C B(X) de modo que T**y,, — T**9) sobre C(K)*. En particular, y,, — 1 sobre
K, lo que prueba que ¢ € Seq(X**; K). |

Cuestion 1. Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w*-compacto de X*
con K € (P). 4Es Seq(X**; K) norma-cerrado en X**? Notemos que la respuesta seria
afirmativa si definimos Seq(X**; K) como el conjunto de los z € X** para los que existe
una secuencia (z,), uniformemente acotada sobre K tal que x, — ¢ sobre K.

Proposicion 1.24. Sean K un espacio compacto Hausdorff y D C K un subconjunto.
Entonces Seq(C(K)**; D) es norma-cerrado en C(K)**.

Demostracion. Sea ¢y € Seq(C(K)**;D) y sea (pn)n>1 C Seq(C(K)*™; D) tal que
©n — g en la norma de C(K)**. Suponemos ademds que Vk > 1

Y >k, [on — il <277

Entonces, poniendo ¢g = 0 se tiene

n

Y (@i = pim1) = on = o en (CK)™, | -|])-

i=1
Para cada k > 1 elegimos (fxn)n>1 C C(K) tal que
(a) fen — Yk — Pr—1 sobre D.
n—o0
(b) || frnll < 27FF1 ¥n > 1.

Sea ¥y =3 ;> fkn- Entonces iy, € C(K) y ¢n — tho sobre D. [
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Capitulo 2

Las topologias v, v 7, y las
distancias dist, en un espacio de
Banach dual X*

2.1. Introduccién y preliminares

Si X es un espacio de Banach, k un cardinal y A C X™** un subconjunto arbitrario,
Ay, indicara el subconjunto definido en (1.1) (ver inicio de Cap. 1), calculado en el espacio
topoldgico (X**, w*), es decir:

A= J{D" : D c A|D| < x}.

Es facil ver que X, es un subespacio norma-cerrado de X**. Naturalmente, los espacios
de Banach separables X verifican X** = Xy, (v los espacios reflexivos X** = X, para
todo cardinal k), pero también verifican esta igualdad X** = Xy, algunas familias de
espacios de Banach no-separable no-reflexivos. Este es el caso, por ejemplo, de la familia
de espacios de Banach no-separables y no-reflexivos X tales que X™* posee la propiedad
(C) de Corson (por [93, p. 147]).

Claramente X, = X, si 1 <k < Ng, y si kK > Ny entonces
Xy = U{Ew* : E C X subespacio tal que Dens(E) < k},.
En cualquier caso B(Xy) = (B(X)), y también
X, = U{Xw* : A C X subconjunto acotado tal que |A| < k}.

En X* definimos las topologias 7T, y v, de la siguiente forma:

(a) T, := o(X*, X,), es decir, T, es la topologia en X* de la convergencia puntual
sobre X,;. Es claro que w* < T, <wy T, = w* para todo 1 <n < Wy. Si k > Dens(X),
T. = w.

19
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(b) Los siguientes asertos son claramente equivalentes:

(bl) X** = X, es decir, T, = w.

(b2) X, separa puntos y subconjuntos convexos norma-cerrados de X*.
(b3) @6(D) = co0’~(D) para todo subconjunto D C X**.

(¢) v, denotard la topologia en X* de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos
acotados A C X tales que |A| < . Claramente, ., = 7). (=topologia de la norma) para
k > Dens(X) y también w* < T,y < 7, < 7). En realidad la topologia 7, es, como
vamos a ver, la topologia débil del espacio (X*, 7).

Denotaremos v := 7n,. La topologia 7 estd muy relacionada con los contornos
de James, como comprobaremos en los siguientes Capitulos, y ha sido utilizada con
gran provecho por Cascales, Munoz, Namioka y Orihuela en numerosos articulos (ver
[88],[19],[18],[20],[14]) relacionados con contornos de James, la propiedad de Lindelof,
etc. En este Capitulo obtenemos numerosos resultados relativos a las topologias v, v 7s,
entre los que destacamos los siguientes:

(1) Si k es un cardinal y Y es subespacio de un espacio de Banach X, entonces Y,, =
X, NY*. En consecuencia la propiedad X** = X, se conserva por paso a subespacios
y cocientes.

(2) @o(K) = o’ (K) para todo subconjunto w*-compacto K C X* y todo cardinal
K > Np.

(3) Si k > Ngy Ky, Ky C X* son dos subconjuntos w*-compactos tales que
dist(co(K1),co(K2)) =d >0,
existe ¢ € S(X,) tal que inf(z),co(K2)) = sup(y,co(K7)) + d.

2.2. Propiedades basicas

Proposiciéon 2.1. Para todo espacio de Banach X y todo cardinal k se verifica
(X*, 7)) = (X*, Te)* = X, Por tanto las topologias 7, y Tr tienen los mismos convexos
cerrados.

Demostracion. Es claro que (X*,7T.)* = X, pues T, := o(X*, X,;). Ademds, como la
identidad id : (X*,7,) — (X*, Tx) es continua, claramente X, C (X*,v,)*. Veamos que
(X*,v)* C Xi. Sea u € (X*,7,)*. En primer término, u € X** porque 7, < 7|.- Por
ser u continuo en la 7, topologia, existe un subconjunto acotado A C X con |A| < k tal
que para cierto € > 0 se verifica que

{z" € X" :sup (2", A)| <€} C{z" € X*: [(u,2")| < 1}. (2.1)

®

Aserto. u € mw

En efecto, si u ¢ mw*, existe x( € X* tal que xj L mw* pero (u,xf) # 0. El hecho
xh L [A]" y (2.1) implican que |(, Az < 1, YA € R, lo que es incompatible con la
desigualdad (u,z{) # 0 y prueba el Aserto.
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Finalmente, del Aserto sale que u € X,. |

Proposicién 2.2. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes: (1) X carece de una
copia de l1; (2) Seq(X**) = Xy, -

Demostracion. (1) = (2). Sea z € Xy,. Entonces existe un subespacio cerrado separable
Y C X tal que z € Y. Como Y es separable y carece de copias de ¢1, por un resultado
de Odell-Rosenthal [87] existe una secuencia {y, : n > 1} C Y tal que y, “5 2. Por tanto
z € Seq(X™**). Como siempre Seq(X*™) C Xy,, concluimos que Xy, = Seq(X**).

(2) = (1). Supongamos que X tiene una copia Y isomorfa a ¢;. Como (41)x, = €%
(obvio, porque ¢; es separable) y Seq(¢},) = {1 (por la Prop. 1.21), existe u € Yy, \

Seq(Y**). En consecuencia u € Xy, (porque Yy, C Xy,) pero u ¢ Seq(X**) por el
Cor.1.20. [

Proposicion 2.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces:

(1) S(Xy,) es un contorno de B(X**).
(2) Un subconjunto D C X* es w-compacto sii D es Ty,-compacto.

(3) Todos los espacios topoldgicos (X*,T), siendo T =w 6 T = Tx, No < K, tienen
los mismos compactos y verifican el T. de Krein-Smulian, es decir, si K C X* es T -
compacto, entonces @T(K) es también T -compacto.

Demostracion. (1) es inmediato y (2) y (3) salen de (1) y de un resultado de Pfitzner
90, Th. 9. n

Lema 2.4. Sean X un espacio de Banach, A C X un subconjunto infinito, C' C X un

subconjunto convezo yu € X** tal que w € A° NC" . Entonces la “tightness ty«(-,-)”
(ver la definicion en el inicio del Capitulo 1 “Introduccion” ) verifica

tu (1, O) < tor (u, A) < |A.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que |A| = t,~(u, A). Sea cog(A)
el colectivo de las combinaciones convexas de A con coeficientes racionales. Obviamente,
|cog(A)| = |A| porque A es infinito. Por cada a € cog(A) elegimos ¢, € C tal que
llca — all < 2dist(a,C). Es claro que [{¢, : a € cog(A)}| < |A|. Teniendo en cuenta que
tw (u, C) = ty=(u, C), bastara probar el siguiente Aserto.

Aserto. u € {¢c,:a € coQ(A)}w*

En efecto, si € > 0y 27, ...,x; € S(X*), consideremos el w*-entorno convexo de u

Wi(u; 21, .., ap5€) i={2 € X : [(z —u,2;)| <e:i=1,..,p}

Sea Ag := AN W (u; 27, ...,7,;¢/2). Es claro que co(Ag) C W (u; 7, ..., 75 €/2).

* p’
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SubAserto. dist(C,co(Ag)) = dist(C,cog(Ag)) = 0.

En efecto, en primer término es claro que dist(C,co(Ap)) = dist(C,cog(Ap)) porque
¢o(Ap) = cog(Ap). Supongamos que dist(C,cog(Ap)) > 0. Entonces por el teorema de
separacion de Hahn-Banach existe z* € X* verificando

inf(z*, C') > sup(z*, cog(Ao)). (2.2)

Por tanto (u,z*) > inf(z*, C), porque u € 6w*, y también sup(z*, cog(Ao)) > (u,x*),
porque u € fTQW* C @6* (Ap). Aplicando (2.2) se obtiene que (u,z*) > (u,z*), una
contradiccién que prueba el SubAserto.
Por tanto existe a € cog(Ap) tal que ||c, — al| < €/2. De aqui que parai=1,...,p se
verifica
ea = w21} < I{ea — a,a)] + {a — u,af)| < Je+he=e.

En consecuencia ¢, € W(u;z7, ..., T €), lo que prueba el Aserto y el Lema.

Corolario 2.5. Sean X un espacio de Banach y k un cardinal.
(1) SiY C X es un subespacio, se verifica Y, =Y** N X,,.

(2) Si X** = Xy, se verifica que Y** =Y, para todo Y espacio de Banach que sea
subespacio 6 cociente de X.

Demostracion. (1) Es claro que Y, C Y** N X,;. Sea z € Y** N X,. Si z € X, entonces
ze€Y"NX =Y CY,. Sea z ¢ X. Por el Lema 2.4 se tiene

tw(2,Y) < ty-(2,X) < k.

Por tanto z € Y.

(2) SiY C X, el resultado es consecuencia de (1). Sea Y un espacio de Banach tal
que existe un cociente () : X — Y. Entonces Q** : X** — Y** es también un cociente
w*-w*-continuo. Sean u € Y** y v € X** tales que Q**v = u. Puesto que X** = X,
existe un subconjunto A C X tal que |A| < kywv € A" Ya que Q** es w*-w*-continuo,

concluimos que u € Q(A)w . Por tanto Y** =Y. |

Proposicién 2.6. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes; (a) X es reflexivo;
(b) X =X, Vi > 1;(c) Xn, = X; (d) (B(X*),Ty,) es compacto; (e) (B(X*),Tx) es

compacto para todo k > 1.

Demostracion. Claramente (a) = (b) = (¢) = (d). (d) = (e) sale de la Proposicién 2.3.
(e) = (a) porque T, = w para k > Dens(X). [
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Proposicién 2.7. Sean I un conjunto infinito, k un cardinal y X := ¢1(I). Entonces
(a) Seq(X**) = J(l1(I)), siendo J : X — X™* la inmersion candnica.
(b) Si k es infinito, X, = Mg(I;)(= medidas de Radon sobre I, := U{jﬁ] :J C
L|J[ < K}).
(¢) Para todo k < |I|, X** # X,.

Demostracidon. (a) es consecuencia de que ¢1(I)* = ¢ (1) es Grothendieck y de la Prop.
1.21.

(b) Para x > X basta tener en cuenta que:

(i) Para todo subconjunto A C ¢;1(I) con |A| < k, existe un subconjunto J C I con
|J| < k tal que A C ¢1(J).

41”*
4

(/)

(ii) Para todo J C I con |J| < &,
como subconjunto de S1.

= (1(J)*™* = Mgr(BJ), considerado B.J
(c) es consecuencia de (b). [ ]

Pasemos a estudiar los siguientes resultados elementales.

Proposiciéon 2.8. Sean k > Ny un cardinal, X un espacio de Banach, A un subconjunto
del dual X* y z € X*. Son equivalentes:

(1) ze A"

(2) Para todo subespacio Y C X se tiene que i*(z) € i*(A)TK, siendoi:Y — X la

inclusion canonica.

(3) Para todo subespacio Y C X con Dens(Y) < k se tiene que i*(z) € i*(A) = =
R AW . . . 3 ‘.
i*(A) , siendo i : Y — X la inclusion candnica.

Demostracion. (1) = (2) porque los operadores adjuntos i* son 7,-T,-continuos. (2) =
(3) es obvio.

(3) = (1). Supongamos que z ¢ A7, Entonces existen € > 0 yu; € Xe,i=1,...,7,
tales que W (z;uy,...,ur;€) N A =10, siendo

Wi(zut,...,up;e) :={2" € X" : [{(uj,z —z%)| <e i=1,...,1}

un entornos abierto “standard” de z en (X*,7;). Sea ¥ C X un subespacio con
Dens(Y) < sk tal que u; € Y, i = 1,2,...,r, y i : ¥ — X la inclusién candnica.
Entonces

W(E*(2);u1, .. upse) i ={y" € Y™ [{u, iz —y*)| <e i=1,...,1}
es un entorno abierto de i*z en (Y™, 7,) que verifica

(i*)_l(W(i*z; ULy ooy Ups€)) = W(ziug, ..o ups€).
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Por tanto W (i*(2);uq, . .., ur;€) Ni*(A) = 0. Hemos llegado a una contradiccién con (3)
que prueba el enunciado.

Si I es un conjunto y J C I un subconjunto, Py : {oo (1) = loo(J) serd la aplicacién
restriccion a J, es decir, Py(z) = x [ J, Vo € {(I). Observemos que P; = %, siendo
iy 41(J) = ¢1(I) la aplicacién inclusién candnica.

Proposiciéon 2.9. Sean I un conjunto infinito, k > Rg un cardinal, A un subconjunto
convezo de loo(I) y 2z € loo(I). Son equivalentes

(1) ze A"
(2) Para todo subconjunto J C I con |J| < k, se verifica que Pj(z) € Py(A).

Demostracion. (1) = (2). Sea i : £1(J) — ¢1(I) la inclusién candnica. Entonces i* = Py

yi*z € PJ(A)ITR por la Proposicién 2.8. Finalmente observemos que PJ(A)TN = Pj(A)
porque Dens(¢1(J)) < ky Pj(A) es convexo.

(2) = (1). Sea Y C ¢1(I) un subespacio con Dens(Y) < k. Elegimos J C [
subconjunto con |J| < k de modo que el soporte de los elementos de Y caiga dentro de J.
Asi que, de hecho, Y es un subespacio de ¢1(J). Sean iy : ¢1(J) — €1(I), i1 : Y — £1(J)
y i:Y — £1(]) las inclusiones canénicas, que verifican trivialmente i = ig 04y y Py = 5.
Por hipétesis Pj(z) € Py(A) = PJ(A)'];. Por lo tanto

i*(2) = if 0 i3(2) = i§(P(2)) € i1 (Ps(A)) C 3 0 Py(A) = #(A).

Ahora basta aplicar la Proposicién 2.8 para obtener (1). |

2.3. ©o(K) =co’+(K) para todo w*-compacto K C X* y todo
K > NO

Si X es un espacio de Banach, 8y < k y K C X* es un subconjunto w*-compacto,
se verifica (como para cualquier subconjunto A C X*, naturalmente) que:

@(K) c@/"(K) c e ™ (K) c e (K). (2.3)

Lo que hace especiales a los subconjuntos w*-compactos K C X*, en relacién con las
topologfas T, es que co(K) = c0/~(K), V& > Ny, como vamos a ver. Para probar
esta igualdad, teniendo en cuenta (2.3), bastard probarla para k = Ng, y esto es lo
que hacemos a continuacion. En primer término vemos que es suficiente considerar los
espacios duales 1 (I)* = l(I).

Proposicion 2.10. Son equivalentes:

(1) Para todo espacio de Banach dual X* y todo subconjunto w*-compacto K C X*
se verifica que co ™ (K) = co(K).



2.3 CO(K) = CO " (K) 25

(2) Para todo conjunto no contable I y todo subconjunto w*-compacto K C loo(I) se
verifica que co ™ (K) = co(K).

Demostracion. (1) = (2) es obvio. Probemos que (2) = (1). Como (1) es trivialmente
cierto para X separable, suponemos que X es no-separable y elegimos I un conjunto con
|I| = Dens(X). Es bien conocido que existe un operador 1-cociente @ : ¢1(I) — X. Sea
K C X* un subconjunto w*-compacto. Por (2) se verifica ™ (Q*(K)) = co(Q*(K)).
Por otra parte Q*(X™) es un subespacio Ty,-cerrado de oo (I) (pues es w*-cerrado) y
Q" : X* — Q*(X™) es un isomorfismo para las topologfa 7., w* y Ty,. En consecuencia
@™o (K) = co(K). |

Por tanto, en vista de la anterior proposicion, el lugar “natural” en donde indagar,
para resolver la cuestién anterior, es el espacio ¢o(I), con I incontable.

Lema 2.11. Sean I un conjunto, K C [0, 1]1 un subconjunto compacto, z € [0, 1]I Y
€ > 0 de modo que para todo subconjunto finito F' C I existe kp € K tal que |mj(kp—z)| <
€, Vi € F, siendo 7; la i-ésima coordenada. Entonces existe ky € K tal que ||ko—2z]|00 < €.

Demostracion. Basta observar que, por razones de compacidad, la red {kp : F C
I finito} tiene una subred que converge a cierto ky € K, que claramente verifica ||ky —
2|0 < e [

Proposicion 2.12. Sean I un conjunto no vacio. Entonces todo subconjunto w*-compacto
K C loo(I) verifica que co(K) = co ™ (K).
Demostracion. En primer término el enunciado es trivialmente cierto si |[I| < Ry, pues
en tal caso (£1(1))x, = loo(I)* y, por tanto, Ty, = w en lo(I).

Supongamos |I| > Rg. Fijemos z € @™ (K). Por la Prop. 2.9 ocurre que Pj(z) €
co(Py(K)) para todo subconjunto contable J C I.

Aserto. Fijemos ¢ > 0. Entonces existen p € Ny \; € QF, i = 1,2,...,p, con
P 1 Xi =1 de modo que, si He := Y P |\ - K, se tiene que existe k. € H, tal que
2=kl <e
FEn efecto, consideremos en I la topologia discreta, que es la topologia asociada a la
métrica completa ,Vi,j € I,0(i,j) = 1,si i # j, y 0si i = 5. En I" consideramos la
topologia producto 7,, que es la topologia asociada a la métrica completa

Va = (ap)n, 8= (Bn)n € IN, d(a, B) := Z M

on
n>1

La base “standard” B para la topologia 7, es la siguiente. Se considera el conjunto
IN:=U,>1I" Sean s,t € N y o € IN.
(i) Si s € I"™, decimos que la longitud de s es n y ponemos |s| = n.

(ii) Decimos que s precede a t (abrev., s < t) sii [s| < [t| y s = (¢(1),...,t(n)) :==t | n.
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(iii) Decimos que s precede a o (abrev., s < o) sii s = (o(1),...,0(n)) =: 0 | n.

Con estas notaciones la base B es B := {N, : s € <N} siendo N, := {c € IV : 5 <
o}, Vs € I<N,

Observacién. Cada elemento J € IV lo veremos, en primer término, como una
sucesion de elementos de I, a saber, J = (J(1), J(2),...). Pero también consideraremos
a J, cuando pongamos Py, como un subconjunto (finito 6 infinito) de I, a saber, J :=

{J(n) :n € N}.

Sea F el conjunto de las familias finitas D C QT (sin orden) tales ) ,.pd = 1. Es
claro que |F| = RXg. Por la Prop. 2.9 se verifica que P;(z) € co(P;(K)) para cada J € IV,
Esto quiere decir que podemos elegir una familia D’ € F, digamos D’ = {qi] s ey q‘S] J},
y ki € K, n=1,...,sy, tales que ||[Ps(z) — > 02 a7 - Ps(k;])|ls(sy < €. Los elegimos
ademds de modo que D/t = D72, si, como subconjuntos, J; = Js.

Por cada D € F, sea W(D) = {J € IN : D/ = D}. Es claro que I = Upc W (D).
Como por el T. de Baire I es de 22 categorfa, existird un (A1, .y Ap) = Do € F tal que
int(W(Dg)) # 0, es decir, que existe s € I<N tal que Ny € W (Dy). Sea H, := > dep, UK.
Sea F' C I un subconjunto finito arbitrario y t € I<N tal que s < t y que F C t
(considerado t como subconjunto de ). Como N; es un abierto tal que Ny C N, debe
ocurrir que N; N W (Dy) # 0. Por tanto, existe J € IN tal que t < .J y D’ = Dy. Asi que
existen ki, ..., k, € K tales que,siky := > 0 | \i-k; € H, se verifica | Py(z)—Py(ky)|| <e.
En particular, para todo ¢ € F' C J se verifica que |m;(z — kj)| < e. Por el Lema 2.11
existe ke € H, tal que ||z — k|| <.

Finalmente observemos que € > 0 es arbitrario y que H, C co(K), Ve > 0. Por tanto
z € co(K). [

Proposiciéon 2.13. Sea X un espacio de Banach. Entonces todo subconjunto w*-compacto
K de X* verifica que co(K) =o'~ (K), Vr > Ng.

Demostracion. Sale de (2.3), de la Prop. 2.10 y la Prop. 2.12. |

2.4. Espacios de Asplund y Lindelof

En esta secciéon hacemos ciertas observaciones en el sentido de que la propiedad de
Lindelof es productiva, para las topologias v := yx, ¥ Ty, €n un espacio de Banach dual
X*. Comencemos tomando como punto de partida los siguientes hechos:

(HECHO A) Un espacio de Banach X es un espacio de Asplund sii Y* es separable
para todo subespacio separable Y C X sii X* es RNP.

(HECHO B) La topologia v de X* es la topologia de la convergencia uniforme sobre
los subconjuntos B(Y™**) C X** siendo Y C X subespacio separable.
Proposicién 2.14. Sea X un espacio de Banach separable. Son equivalentes:

(1) X es Asplund; (2) (X*,w) es Lindelof.
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Demostracion. (1) = (2). Si X es Asplund, X* es separable y, por tanto, || - ||-Lindelof.
En consecuencia (X*,w) es Lindelof.

(2) = (1). Si (X*,w) es Lindelof, X* es RNP por un resultado de Edgar [34, Th.
1.8] y, por tanto, X es Asplund. |

Proposiciéon 2.15. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) X es Asplund; (b) (X*,v) es Lindelof; (c) (X*,Ty,) es Lindelof

Demostracion. (a) = (b) estd probado en [88, TH. B] y (b) = (c) es obvio porque
Tro < 7-

(¢) = (a). Sean Y C X un subespacio separable y i : Y — X la inclusién canénica.
Claramente (Y*, w) es Lindelof y, por la Prop. 2.14, Y* es separable. En consecuencia
X es Asplund. [ |

Proposicién 2.16. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
(a) (X*,v) es Lindelof ;(b) (X*,~)™ es Lindelof para n = 1,2, ....
(a’) (X*,Tx,) es Lindelof ;(b’) (X*,Tx,)" es Lindelof paran =1,2,....

Demostracidn. Es claro que (a) = (a') y (b) = (V') porque Ty, < 7.

(a) = (b). En primer término (a) implica que X es Asplund por la Prop. 2.15,
de donde X™ es también Asplund para todo n > 1. Observemos que ((X™)*,v) =
(X*,7)", Vn > 1. Aplicando otra vez la Prop. 2.15 obtenemos (b).

(/) = (V). La prueba es andloga a la de (a) = (b) teniendo en cuenta que
(X™)*, Txy) = (X*, Txo)", Vn > 1.

(b') = (a) sale aplicando la Prop. 2.15. [

2.5. Las distancia dist, y el poder separador de X,

Si ¢, D C X* son subconjuntos convexos y z € X*, se han definido las distancias
dist(z,C), dist(C,D) y DIST(C,D) en Cap.l. A la vista de estas definiciones, para
todo cardinal x, podemos definir las siguientes distancias.

Definicion 2.17. Sean X un espacio de Banach y C, D C X* dos subconjuntos convezxos.

(1) Definimos la distancia dist.(z,C) de un punto z € X* a C como

dist,(z,C) == sup{inf{|[(¢,z —c)| : c€ C} :p € S(X,)} =
=sup{0 Vinf(,z — C) : ¢ € S(Xx)}.
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(2) La distancia dist.(C, D) se define como

dist,(C, D) :=sup{0 V (inf(¢», C) — sup(yp, D)) : ¢p € S(Xy)} =
= sup{0 V (inf(y),C — D)) : ¢p € S(X,)} = dist.(0,C — D).

(3) La distancia DIST,.(C, D) se define como

DIST.(C,D) :=sup{0V (sup(yp,C) —sup(y, D)) : ¢ € S(X,)}.

Estamos interesados en estudiar la “capacidad” de separacion de los subespacios
X, C X** en relacién con los subconjuntos convexos de X*.

NOTAS. Sean x > 1 un cardinal, X un espacio de Banach, C' y D subconjuntos
convexos de X* y z € X*. Entonces

(1) Es claro que dist,, = dist para k > Dens(X). En general, dist(z,C) > dist,(z,C) >
0 para todo cardinal . Es inmediato ver que

dist,.(z,C) = distﬁ(z,éﬂ) y que distg(z,C)=0s5iiz € o’

En consecuencia, si 2z € c’ \ C, ocurre que dist,(z,C) = 0 pero dist(z,C) > 0.

(2) Siz¢ 7" entonces

dist,(z,C) = sup{inf(¢p,z — C) : ¢p € S(X,)}.

(3) Es claro que dist(D,C) > dist.(D,C) > dist,(D,C) > disty,(D,C) para
cardinales tales que Xy < p < k. Ademas dist,(D,C) = dist,{(ﬁﬂ,éﬂ").

(4) dist, = dist sii X** = X,. En efecto, es claro que, si X** = X,, entonces
dist, = dist. Supongamos que X** # X,. Entonces existen un subconjunto convexo
|| - [[-cerrado D C X* y un punto u € X* tales que u ¢ D perou € D™ En consecuencia,
dist(u, D) > 0 pero disty(u, D) = 0.

(5) Si k > Ng y dist,(D,C) = dy > 0, existe 1pg € S(X,) tal que inf(epg, D — C) =
dp. En efecto, por la definicién de dist,, por cada n € N existe ¢, € S(X) tal que
inf (¢, D — C) > dy — % Ahora es suficiente tomar como g cualquier punto de w*-
acumulacién de {¢,, : n > 1}.

A pesar de que el hecho dist(D,C) > 0 no asegura que sea dist,(D,C) > 0,

existen numerosos pares importantes de subconjuntos convexos D,C C X* para los
que dist(D,C) = dist,(D,C) > 0.

Lema 2.18. Sean X un espacio de Banach, K C X* un subconjunto w*-compacto y
z € X*. Entonces dist(z,c0(K)) = dist,(z,¢0(K)) para todo cardinal ¥y < k.
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Demostracion. Como para todo cardinal Ry < k se verifica que
dist(z,¢0(K)) > dist,(z,c0(K)) > disty,(z,c0(K)),

bastarda probar el enunciado para x = Ng. Sin pérdida de generalidad hacemos z =
0. Supongamos que dist(0,co(K)) = 0, es decir, 0 € ©o(K). Entonces claramente
disty, (0,56(K)) = disty,(0,c0 0 (K)) =0y 0 € @ (K). Supongamos ahora que 0 ¢
co(K) y sea dy = dist(0,c6(K)) > 0. Probamos a continuacién que disty,(0,c6(K)) =
do. Fijemos € > 0 tal que dy > € > 0. Entonces co(K + eB(X*)) = @ * (K + eB(X*))
por la Prop. 2.13 y también:

0¢ co(K) + eB(X*) = co(K 4 eB(X*)) =™ (K + eB(X")).
En consecuencia disty,(0,co(K + eB(X*))) > 0, de donde

0 < disty, (0,c0(K + eB(X™"))) = disty, (0, co(K + eB(X*))) =
= sup{inf(¢), K + eB(X")) : p € S(Xy,)} =
= sup{inf(y, K) : ¢ € S(Xx,)} — € = disty,(0,¢0(K)) — €.

Es decir, disty,(0,¢6(K)) > €. Como € < dy es arbitrario, concluimos que
disty,(0,¢0(K)) = dy = dist(0,co(K)).

Proposicion 2.19. Sean X un espacio de Banach y K1, Ko C X* dos subconjuntos
w*-compactos tales que dist(co(K1),c0(K2)) = do > 0. Si k es un cardinal infinito,
existe ¢ € S(Xy) tal que

inf (1, c(I5) — To(Kn)) = inf (i, o0(Ka)) — sup(w,co(K1)) = do.  (2.4)
Por tanto dist,(co(K2),co(K1)) = do.
Demostracion. En primer término observemos que
co(Ky — K1) = co(K3) — co(K1) C ¢o(Ky) —co(K) C co(Ky — K).
Por el Lema 2.18

dist,(0,c0(Kq — K1)) = dist(0,c0(Ky — K1)) =
= diSt(O,@(KQ) — @(Kl)) = dist(@(Kg),@(Kl)) =dy > 0.

Por (5) de las NOTAS anteriores existe ¢ € S(Xy) tal que
do = inf(¢p, e6(Ky — K1)) = inf (1), c6(K2) — €o(K1)) = inf(¢h, co(K2)) — sup(y, co(K1)).
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Proposicién 2.20. Sean x un cardinal infinito, X un espacio de Banach, K C X* un
subcongunto w*-compacto y D C X* un subconjunto convezo tales que Dens(D,T,) < k
y dist(co(K), D) = dy > 0. Entonces existe 1 € S(X,) tal que

inf<¢>@(K)> = Sup<¢> D> + d07
y por tanto dist,(co(K), D) = dy.

Demostracion. Sea Dy C D un subconjunto 7T,-denso en D con |Dy| < k. Sea F' C Dy
un subconjunto finito. Como F' es un w*-compacto y

dist(co(K),co(F)) > dist(co(K), D) = dy > 0,
por la Prop. 2.19 existe ¢¥p € S(X,) tal que
(Yp,h) > (Yp,c) +dy, Yh € co(K), Ve € co(F).

La red B := {¢p : ' C Dy finito} C B(X,) C B(X™*) tiene una subred convergente,
digamos, a cierto ¢ € B(X™*). Puesto que |B| < k, de hecho, p € B(X,). Claramente

inf(p,€0(K)) = sup(ep, co(Do)) + do.
Puesto que ||| < 1 debe ser
inf(p,(K)) = sup(e, co(Do)) + do,

por lo que ¢ € S(Xy), y esto termina la prueba. |

Proposicion 2.21. Sean k un cardinal infinito, X un espacio de Banach, C, D C X*
dos subconjuntos convezos tales que Dens(C,T.) < k > Dens(D,Ty) y dist(C,D) =
do > 0. Entonces existe 1 € S(Xy) tal que

inf(, c0(K)) = sup(, D) + do
y por tanto dist,(C, D) = dy.

Demostracion. Sea Cy C C' un subconjunto T,-denso en C' tal que |Cy| < k. Sea E C C)
un subconjunto finito. Por la Proposicién 2.20 existe ¢ € S(X,) tal que

Lared B:= {¢p : E C C) finito} C S(X,) C B(X**) posee una subred que w*-converge
a cierto ¢ € B(X™). Puesto que |Cy| < k > N, claramente |B| < ky ¢ € X,. Por tanto

inf (1, co(Co)) = i (1, C) > sup(ts, D) + do.

De hecho inf(y, C') = sup(y), D) +dp y ||¢|| = 1 porque dist(C,D) = dp > 0. Esto
completa la prueba. |
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A continuacién vemos que la distancia dist(-,-) y las distancias dist.(-,-), k > Ny,
coinciden en co" (K), cuando K C X* es un subconjunto w*-compacto metrizable.
Puesto que dist(-,-) > distg(-,-) > disty,(-,-), Vk > Ny, bastard probar la igualdad
entre dist(-,-) y disty,(-,-). Precisamos los siguientes lemas.

Lema 2.22. Sean X wun espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-compacto
w*-metrizable. Entonces co®” (K) es también w*-metrizable.

Demostracion. Consideremos el espacio C(K) de las funciones reales continuas sobre
K, que es un espacio de Banach separable, por ser (K,w*) métrico compacto. Sea
T : X — C(K) el operador lineal y continuo tal que Tz := = | K, Vx € X. Sea
Pr(K) subconjunto de C(K)* formado por las probabilidades Borel de tipo Radon
sobre K con la w*-topologia. Sabemos el conjunto (Pr(K),w*) con la w*-topologia es
convexo métrico compacto tal que T*(Pr(K)) = co®” (K), siendo T* una aplicacién w*-
w*-continua. En consecuencia, el espacio C'(co®” (K)) se sumerge isométricamente dentro
del espacio C(Pr(K)), que es separable. Asi que C (¢ (K)) es también separable y,
por tanto, (co” (K),w*) es metrizable. [

Lema 2.23. Sean X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-compacto
w*-metrizable. Entonces existe un subespacio separable E C X tal que, sii: E — X es
la inclusion canonica y i* : X* — E* el cociente adjunto, se verifica que

(1) i* es un homeomorfismo entre (co¥ (K),w*) y su imagen (i*(co” (K)), w*).

(2) i* es una isometria entre (0¥ (K),| - ||) y su imagen (i*(c0” (K)), || - ).

Demostracion. Sea D := @w*(K), que es w*-metrizable por Lema 2.22. Consideremos
a B(X) | D como subconjunto del espacio C(D) de las funciones reales continuas sobre
D, que es separable. Como B(X) [ D es separable para la norma de C(D), se puede
elegir una familia contable {f,, : n > 1} C B(X) densa en B(X) [ D para la norma de
C(D). Sean E := [{f, : n > 1}], que es un subespacio separable de X, ei: F — X la
inclusién canodnica. Entonces

(1) i* es un homeomorfismo entre (D, w*) y su imagen (i*(D),w*) porque E separa
puntos de D.

(2) i* es una isometria entre (D, | -||) y su imagen (i*(D),| - ||). En efecto, sean
dy,ds € D. Por la eleccién de la familia {f, : n > 1} C B(X) Se tiene que

Iy — da | = supf{|{z,di — da)]| : = € BX)} = sup{[{fuy s — do}| : 0> 1} =
= sup{|(e,d; — da)| : e € B(E)} = ||i*dy — i*d2]|.
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Proposicién 2.24. Sean X wun espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-
compacto w*-metrizable. Entonces para todo par de subconjuntos A, B C co®” (K) con
B convezo se verifica que disty,(A, B) = dist(A, B) y DISTy,(A, B) = DIST(A, B).

Demostracion. Bastard probar que disty,(z, B) = dist(z, B) para todo z € co® (K).
Por Lema 2.23 podemos suponer que X es separable. De aqui que Xy, = X** y por
tanto disty,(-,-) = dist(,-). [



33

Capitulo 3

Funciones 1-Baire y funciones
universalmente medibles

3.1. Introduccion

El objetivo de este Capitulo es la introduccién y el estudio de ciertas familias de
funciones (funciones de tipo Baire, funciones con la propiedad del punto de continuidad,
universalmente medibles, etc.) y de ciertos indices relacionados con las anteriores familias.
En los capitulos siguientes utilizaremos todas estas nociones. Con mas detalle acometemos
las siguientes tareas:

(a) Estudiamos ciertas familias de funciones de tipo Baire, que denotamos por
B§(K), dBi(K) y PCP(K). Introducimos los indices de fragmentaciéon Frag(y, K),
Frag(K) y los relacionamos con la distancia dist(y, B{(K)).

(b) Caracterizamos la igualdad By (K) = PCP(K) para un compacto Hausdorff K.

(c) Introducimos y estudiamos las clases U¢(K) de funciones e-universalmente medibles
y el indice de medibilidad Med(v, K), que relacionamos con los indices de fragmentabilidad
y distancias.

3.2. Funciones 1-Baire

Comenzaremos introduciendo la terminologia a utilizar. Sean X, Y espacios topoldgicos
Hausdorffy f: X — Y.

(a) Se dice que f es 1-Baire si existe una secuencia {f, : n > 1} en el espacio
C(X,Y) de las funciones continuas de X en Y tal que f, — f puntualmente sobre
X. Denotaremos por By (X,Y) el espacio de las funciones 1-Baire de X en Y. Cuando
(Y,d) es un espacio métrico, denotaremos por Bi,(X,Y") al espacio de las funciones
1-Baire acotadas de X en Y.

(b) Si (Y, d) es un espacio métricoy € > 0, B{(X,Y) (resp., Bj,(X,Y)) serd la familia
de las funciones (resp., las funciones acotadas) f : X — Y verificando que para todo
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n > € y todo subconjunto no-vacio F' C X existe un abierto V C X tal que VN EF # ()
y diam(f(V N F)) < n. Es claro que B{*(X,Y) C BP*(X,Y), para 0 < ¢; < €2, y que
BY(X,Y) = Neso BI(X,Y).

(c) Denotaremos por dB;(X,Y) al espacio de las funciones f : X — Y tales que
fYU) € ¥Y(X) = F,(X), YU € Ty, es decir, que f~1(U) es un subconjunto F, de
X, para todo abierto U de Y. Si (Y, d) es un espacio métrico, dB1,(X,Y’) denotara al
espacio de los elementos acotados f € dB;(X,Y).

(d) Denotaremos por PCP(X,Y) al espacio de las funciones f : X — Y con la
propiedad del punto de continuidad, es decir, tales que, para todo subconjunto
cerrado no vacio F' C X, f [ F tiene un punto de continuidad en F'. Estas funciones
se pueden encontrar en la literatura cientifica bajo distintos notaciones. Por ejemplo,
en [107, p. 78], para K compacto Hausdorff, nuestro espacio PCP(K,R) se denota por
B!(K). Si (Y,d) es un espacio métrico se prueba facilmente que PCP(X,Y) C BY(X,Y).

(e) Cuando Y = R escribiremos Bi(X), B1y(X), dB1(X), PCP(X), etc., en lugar
de B1(X,R), Byp(X,R), dBi(X,R), PCP(X,R), etc.

(f) Recordemos que un espacio topolégico Hausdorff X es hereditariamente Baire
sii todos los subconjuntos cerrados de X son espacios de Baire. Como todo espacio de
Baire es 2% categorfa (en si mismo), todo espacio hereditariamente Baire es hereditariamente
2% categorfa (en si mismo) para los subconjuntos cerrados.

Estamos interesados especialmente en los espacios B{,(X,Y’), que vamos a utilizar
frecuentemente en lo que sigue.

Proposiciéon 3.1. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff.
(1) Para todo X\ > 0 y todo € > 0 se tiene que AB{(X) = B}(X).
(2) Sie1,e2 > 0, entonces B{'(X) + B{*(X) = B{*"*(X).

(3) Ve > 0, B, (X) C loo(X) es un subconjunto cerrado convexo y simétrico respecto
de 0.

(4) BY,(X) es un subespacio cerrado de loo(X).

Demostracion. (1) y (2) son de comprobacién inmediata.

(3) Que B, (X) es simétrico respecto de 0 sale de la propia definiciéon de Bf,(X).
Por (1) y (2) Bj,(X) es convexo. Veamos que B{,(X) es cerrado en /o (X). Sea f €
lso(X) tal que f € B, (X). Sean ) # A C X y n > e. Elegimos g € Bj,(X) tal que
If =gl < i(n—¢). Como g € B5,(X), existe un abierto U C X tal que UNA # 0 y
diam(g(U N A)) < e+ 1(n — €). En consecuencia

diam(f(U N A)) < diam(g(U N A)) +2|f —gll <n,

lo que prueba que f € Bf,(X). Por tanto, B{,(X) es cerrado en £ (X).
(4) Por (1), (2) y (3) es claro que BY,(X) es un subespacio cerrado de loo(X). W
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En la literatura hay numerosos resultados que relacionan entre si los espacios B1(X,Y),
BY(X,Y),dB1(X,Y), etc. Sin 4nimo de ser exhaustivos, recogemos a continuacién algunos
de ellos.

Proposicién 3.2. (1) Para todo X espacio topoldgico Hausdorff y todo espacio métrico
(Y,d) se verifica B1(X,Y) C dB1(X,Y).

(2) Para todo espacio métrico (X,d) se verifica B1(X) = dB1(X).

Demostracion. (1) Sean f € B1(X,Y) y U € Ty. Probemos que f~*(U) € F,(X). Para
cada n € N pongamos

U, :={y €U :dist(y,°U) > 1/n}.

Cada U, es cerrado verificando

U CUpncU v |JU =T

n>1

Sea (fm)m>1 C C(X,Y) tal que f,, — f puntualmente sobre X. Entonces

oy =U N o),

k>1m>k
lo que prueba que f~1(U) € F,(X).

(2) La inclusién Bi(X) C dBi(X) sale de (1), mientras que la inclusién contraria
estd probada en el (24.10) Theorem, pg. 192, de [70]. |

NOTA. En general B1(X,Y) # dBi(X,Y), incluso para X,Y espacios métricos
compactos. En efecto, B1([0,2],{0,1}) # dBi([0,2],{0,1}) pues, si f = Ljoy}, f €
dB:([0,2],{0,1}) pero f ¢ B1([0,2],{0,1}) (ver pg. 192 de [70]).

Proposicién 3.3. Sean X espacio topoldgico Hausdorff, (Y,d) espacio métrico y f €
B1(X,Y). Entonces el conjunto D de los puntos de discontinuidad de f en X es un
subconjunto F, de 1% categoria de X.

Demostracion. (Tomada de [72], pags. 394 y 397) Si € > 0, definimos
E(e) :={x € X : Osc(f,x) > €}.

E(e) es un subconjunto cerrado de X. Como D = U,>1E(1/n), bastard probar que
E(e) es 1* categoria para un cierto € > 0 fijo. Sea (fm)m>1 C C(X,Y) tal que f,, — f
puntualmente sobre X. Para cada k € N sea

A ={z € X : d(fm(z), fr(z)) <€/4,Ym > k}.
Es claro que Ay es un cerrado de X y que X = Uk21 Ay, de donde
E(e) = (E(e)NA) U(E(e) N A2) U ....
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Aserto. E(e) N Ay C Fr(Ag), Vk > 1.

[} o]
En efecto, bastard ver que E(e) N Ay = (). Sea x € Aj. Como fj es continua, existe
[e]

un entorno abierto G de x tal que x € G C A de modo que
d — diam(fr(G)) < €/4.
Por tanto, si 2/, 2”7 € G, se tiene que

d(f(2'), f(z")) < fe <,

lo que prueba que Osc(f,z) < ¢, es decir, que = ¢ E(e).

Para terminar bastard observar que F'r(Ay) es diseminado. |

Proposicion 3.4. Sean X,Y espacios topoldgicos de modo que Y es 2° Axioma y f €
dB(X,Y). Entonces el subconjunto Dy C X de los puntos de discontinuidad de f
verifica Dy = Up>1H, siendo H, cerrado diseminado, es decir, Dy es un F, de 1°
categoria.

Demostracion. Sea {V,, : n > 1} una base contable de la topologia de Y. Es inmediato
que

Dy = JU (Vo) \int(f 71 (Vo).

n>1

Por otra parte, como f € dB1(X,Y), f~1(V,,) es un F,, asf como también lo es f~1(V;,)\
int(f~1(V4,)), digamos

FHVa) N int(F7 (Vo) = | Pk

k>1

donde cada F, es cerrado y, ademas, int(Fp;) = 0 pues int(f~1(V,)\int(f~1(V,,))) = 0
Esto termina la prueba. [ ]

Corolario 3.5. Sea X un espacio topolégico Hausdorff.
(A) Sea (Y,d) espacio métrico. Entonces:

(A1) Si X es un espacio de Baire y f € Bi(X,Y), el conjunto de los puntos de
continuidad Xy de f en X es un subconjunto Gs denso en X.

(A2) Sea X hereditariamente Baire. Entonces B1(X,Y) C PCP(X,Y) = B)(X,Y).
En particular, B1(X) C PCP(X) = BY(X).

(A3) St X es hereditariamente Baire y Y es separable, se tiene que B1(X,Y) C
dB(X,Y) Cc PCP(X,Y).
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Demostracion. (A1) Por la Proposicién 3.3 el conjunto D de los puntos de discontinuidad
de f en X es un F, de 1? categoria. En consecuencia, como X es un espacio de Baire, el
conjunto Xy = “D de los puntos de continuidad de f en X es un subconjunto Gs denso
en X.

(A2) (a) Que Bi(X,Y) C PCP(X,Y) es consecuencia de (Al) y de que X es
heredita-riamente Baire.

(b) Como para todo espacio topolégico X, trivialmente, PCP(X,Y) C BY(X,Y),
pasamos a probar que, si f € BY(X,Y), entonces f € PCP(X,Y). Puesto que para todo
cerrado F' C X se tiene que f € B?(F, Y'), bastara probar que f posee en X un punto
de continuidad al menos. Para cada n € N sea

Gn:={x € X :O0sc(f,X) < 1/n}.

Aserto. Si m € N, GG, es un abierto denso en X.

En efecto, es claro, por las propiedades de la funcién Osc(f,-), que G, es un abierto
de X. Veamos que es denso. Sea Vi C X un abierto arbitrario no vacio de X. Puesto que
f € BY(X,Y), existe un abierto U C X tal que UNV; # 0 y d-diam(f(UNW)) < 1/m.
Claramente U NV} C Gy, y esto prueba que G, es denso en X.

Por tanto, como X es Baire, G := N;,>1Gy, es un subconjunto denso en X y, ademas,
G es el conjunto de los puntos de continuidad de f en X. Esto completa la prueba.

(A3) Sea F' C X un subconjunto cerrado y f € dBi(X,Y). Por la Prop. 3.4 y por
ser F' un espacio de Baire, el conjunto de los puntos de continuidad de f [ F es un
subconjunto Gs de F denso no vacio. Esto prueba que dB;(X,Y) € PCP(X,Y) =
BY(X,Y). La inclusién By (X,Y) C dB1(X,Y) sale de la Prop. 3.2. [ |

NOTA. Por la Proposicién 3.5, si X es hereditariamente Baire, By,(X) C B}, (X),
aunque, en general, B,(X) # BY(X). Sin embargo, si X es métrico completo entonces
Bip(X) = PCPy(X) = B}, (X) = dB1(X). Esto puede verse en [11, 1E, 1C] 6 en el
siguiente resultado debido a Stegall.

Proposicién 3.6 (Stegall). Sean T wun espacio métrico completo, Z un espacio de
Banach y f: T — Z. Son equivalentes:

(1) f € Bi(T, Z).

(2) f e PCP(T,Z).

(8) f | K tiene un punto de continuidad en K, para todo compacto K C T.
(4) ho f € Bi(T,R) para toda funcién continua h : Z — R.

(5) f€dB(T, Z).

Demostracion. Ver [104, Theorem 4]. [ |
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Definicién 3.7. (A) Sean X un espacio topoldgico Hausdorff, (Y,d) espacio métrico y
f: X—=Y.

(A1) Definimos el indice de fragmentaciéon Frag(f, X) de f sobre X como
Frag(f,X)=mf{e>0: f € B{(X,Y)}.
(A2) Sie >0, decimos que un subconjunto F' C X es un conjunto de e-oscilacién
de f 6 que f c-oscila en F sii
if{diam(f(UNF)):U C X abierto , UNF #0} > e.
(A3) SiY =R ye > 0, decimos que un subconjunto F C X es un conjunto de

e-oscilacién uniforme de f 6 que f c-oscila uniformemente en F' sii existen
s,t e Rje <t —s, tales que

mf(f,UNF) <s<t<sup(f,UNF)

para todo U abierto de X wverificando U N F # ().

(B) Sean X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-compacto. Definimos
el indice de fragmentacién Frag(K) como

Frag(K) = sup{Frag(y,K) : ¢ € S(X™)}.
NOTA. Por tanto, si Frag(f,X) =€ >n > 0, de la propia definicién sale que existe

un cerrado no vacio F' C X sobre el que f n-oscila. Es decir, que para n > 0, existe un
conjunto () # F C X de n-oscilacién de f sii Frag(f,X) > n.

Proposicién 3.8. Sean (X,Tx) un espacio topoldgico Hausdorff, 0 < e < oo y f €
ls(X). Entonces

dist(f, B5y(X)) = sup{(Frag(f. X) - ),0}.
En particular, si e =0 se tiene que dist(f, BY, (X)) = %Fmg(f,X).
Demostracion. (A) Probemos, en primer lugar, que

dist(f, B(X)) > sup{3(Frag(f, X) — ), 0}.

Bastard comprobar que 3(Frag(f,X) —€) < dist(f, B$,(X)). Comencemos viendo el
siguiente aserto.

Aserto 1. Para todo g € B$,(X) se verifica 3(Frag(f,X) —€) < ||f — glloc-

En efecto, cojamos n > 0 tal que € < n < co. Puesto que g € Bf,(X), para todo
subconjunto F' C X no vacio existe un abierto V' C X tal que

VNF#0 y diam(g(VNF))<n.
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De aqui que diam(f(VNF)) <2||f — gllcoc + 71y también Frag(f,X) < 2| f — g|lc + €,
es decir, %(Frag(f,X) —€) <||f — 9loo-

En consecuencia

3(Frag(f,X) —e) < mf{[|f — gl : g € B{(X)} = dist(f, B{(X)).

(B) Veamos a continuacién que dist(f, B§, (X)) < sup{i(Frag(f,X) — €),0}. Si
0 < Frag(f,X) < e (es decir, f € Bf, (X)), el resultado es obvio. Supongamos que € <
Frag(f,X) < oo. Cojamos 1 > 0 tal que Frag(f, X)—e <n. Como Frag(f,X) < n+e,
existen un ordinal £ y una familia de abiertos {U, : @ < £} de X tales que:

(i) Uy CUg,paraa < <&y X :Ua<gUa-

(ii) Para todo 8 < & se tiene que 0§ # Gg := Up \ U, 3 Up v diam(f(Gg)) <n+e.

Sean sg := sup f(Gg) y lg := inf f(Gp) para f < £. Aprovechando que X = Lﬂﬁ<£ Gpg,
definimos g : X — R de la siguiente forma:

VB <&, VieGg, g(i) =

—

F@) A (ss = D]V [ls + 3]
Se comprueba ficilmente que ||f — gljcoc < 4. Ademés tenemos el siguiente aserto.

Aserto 2. g € Bj,(X).

En efecto, por construccién de g necesariamente diam(g(Gpg)) < €, VB < &. Sea
F' C X un subconjunto no vacio y definamos

Bo = primer elemento de {8 < & : UgNF # 0}.

Entonces ) # Ug, N F C Gg, por lo que diam(g(Ug, N F)) < € y esto prueba que
g € B{,(X).

Por tanto dist(f, B§,(X)) < 2 y de aqui dist(f, B§,(X)) < 3(Frag(f,X)—¢). ®

NOTA. La férmula dist(f, B),(X)) = 2 Frag(f, X) se utilizaré en la Prop. 5.1.

3.3. Conjuntos de e-oscilacién y de e-oscilacién uniforme

Vamos a ver a continuacion que tener un conjunto de e-oscilacion, tenerlo de e-
oscilacién uniforme y verificar Frag(f, X) > € son equivalentes, para espacios hereditariamente
Baire. Esto es importante para resultados posteriores.

Proposicion 3.9. Sean X un espacio topoldgico Hausdorff hereditariamente Baire, € >
0y f:X —R. Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) f € Bi(X).
(2) Para todo subconjunto cerrado F C X y todo par de nimeros reales s < t tales
t—s>e€ 6bien FN{f<s}#F 6 bien FN{f>t}#F.
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(8) Para todo subconjunto cerrado no vacio F C X y todo par de nimeros reales
s <t cont—s>e setiene que intp(FN{f <s})Nintp(FN{f >1t}) =0.

Demostracion. (1) = (2). En caso contrario existirfan un cerrado F' C X y un par de
nimeros reales s < t talest — s > e de modo que FN{f <s}=F=Fn{f >t} #F.
Por tanto, si U C X es un abierto tal que U N F # (), se verifica que diam(f(UNF)) >
t — s > ¢, lo que no puede ser porque f € B{(X).

(2) = (3). Supongamos que no se verifica (3), es decir, que existen un subconjunto
cerrado no vacio F' C X y dos nimeros reales s < t con t—s > e tales que intp(F N {f < s})N
intp(FN{f >1t})#0. Sean

U=intp(FN{f <s})nintp(FN{f >1t})
y H=U. Entonces HN{f < s} =H = HN{f >t} lo que contradice (2) y prueba la
implicacion.
(3) = (1). Sea FF C X un subconjunto cerrado no vacio de X y n > e. Vamos a

encontrar un subconjunto abierto V-.C X tal que VN F # 0 y diam(f(V N F)) < n.
Para todo par s < t de nuiimeros reales con t — s > € sea

Gg =intp(FN{f > s})Uintp(FN{f <t}).
Observemos que cada G es denso en F', porque
Gg=intp(F\FN{f <s})Uintp(F\ FNn{f>t}),

de donde Gy = F\ [intp(F N {f < s}) Nintp(FN{f >t})] = F.

Sea Y = ({Gst : s,t € Q,s < t,t —s > €}. Entonces Y es denso en F, porque F es
Baire. Para cada y € Y definimos

Uly) :==f{t > f(y) :y €intp(FN{f <t})}, nf(d) = +oo,

L(y) :=sup{s < f(y) : y € intp(FN{f > s})}, sup(h) = —occ.
Aserto. Para todo y € Y, se tiene —oco < L(y) < f(y) < U(y) < +o0 y U(y) —
L(y) <e
En efecto, fijemos y € Y. Es claro que

—o0 < L(y) < f(y) < U(y) < +oo.

Probemos que U(y) — L(y) < e. Supongamos que U(y) — L(y) > €. En tal caso podemos
hallar s,t € Q tales que L(y) < s <t < U(y) yt—s > e. Entonces y ¢ intp(FN{f > s})
yy ¢ intp(FN{f <t}), de donde sale y ¢ G, una contradiccion.

Finalmente observemos que el hecho U(y) — L(y) < e < oo implica —oco < L(y) y
U(y) < +o0. Esto prueba el Aserto.
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Sea z € Y arbitrario, n > ey s,t € Q tales que s < L(z) < U(x) <tye<t—s <.
Entonces z € intp(FN{f > s})Nintp(FN{f < t}). Sea V C X un subconjunto abierto
tal que

VNF =intp(FN{f>s})Nintp(FN{f <t}).

Entonces VNFE # 0y diam(f(VNF))<t—s<n. [ ]

Corolario 3.10. Sea X un espacio topolégico Hausdorff hereditariamente Baire, f €
RX 4 n > 0. Son equivalentes:

(a) Ezxiste ) # F C X conjunto de n-oscilacion de f, es decir, Frag(f,F) > n.
(b) Existe ) # H C X conjunto de n-oscilacion uniforme de f.

Demostracion. Sale inmediatamente de la Proposicién 3.9. |

NOTA. Si X es un espacio de Banach, n > 0, ¢ € X** y A C X* es un subconjunto
de n-oscilacién de 1, entonces co®" (A) es también un conjunto de n-oscilacién de 1 (es
de inmediata comprobacién).

Proposicion 3.11. Sean X wun espacio de Banach, K C X* un subconjunto w*-
compacto y i € X** tal que Frag(y,K) > € > 0. Entonces existe una w*-N-familia
A C K tal que width(A) > €. Por tanto Width(K) > Frag(K).

Demostracion. Como Frag(y, K) > € > 0, entonces ¢ [ K ¢ B{,(K). Por la Prop. 3.9
(ver [60, Proposition 6.1]) existe un subconjunto no vacio w*-compacto F' C K y dos

F—L _ W
nimeros reales s < t con t —s > ¢ tales que FN{¢ <s} =F =Fn{¢y=>t} .
Asi que existen dos ntimeros reales s’ <t con s < s’ <t' <tyt —s > e tales que todo
subconjunto w*-abierto V' C X* con V N F # () satisface

inf(p, VNF)<s<s <t <t<sup(y,VNF).

Por tanto, si F es una familia finita de subconjuntos w*-abiertos de X* con VN F #
0, VV € F, por la w*-densidad de B(X) en B(X**) existe xr € B(X) tal que

mf(VNFEzxr)<s <t <sup(VNFxz), VW € F.

De este hecho y de la prueba de la implicacién (5) = (6) de [62, Proposition 2.5]
obtenemos que K contiene una w*-N-familia A tal que anchura(A) > e. [ |

Corolario 3.12. Sea X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-compacto.
Son equivalentes:

(1) K tiene la propiedad (P).
(2) X* | K C BY,(K), es decir, Vi € X**, Frag(y, K) = 0.
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Demostracion. (1) = (2). Si Frag(y, K) > 0 para algun vector ¢ € X** K contendria
una w*-N-familia por la Prop. 3.11, lo que no puede ser por (1).

(2) = (1). Como BY(K) C U(K) (ver la Prop. 3.22), por (2) se tiene que X** | K C
U(K). Este hecho implica que K € (P) por [62, Prop. 2.5]. [

3.4. El Pindex y el calculo baricéntrico

Si K C X* es un subconjunto w*-compacto y ¢ € X** con ¢ € U(K), vamos a ver
que el Pindex (i, K) proporciona informacién sobre la capacidad de v de verificar el
célculo baricéntrico.

Proposicién 3.13. Sean X es un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto
del dual X* y 1 € X** tal que v € U(K). Entonces

Pindex (v, K) = sup{(¢, r( /1/1 dp : € Pr(K)}.

Demostracion. (A) Supongamos que Pindex(i, K) > € > 0, es decir, que existe un
subconjunto w*-compacto W C K y un punto wy € co® (W) tales que (¢, wp) >
sup(y, W) + €. Sea u € Pr(W)(=probabilidades Borel Radon sobre W) tal que wg =
(). Entonces

<1/}7w0> - (¢7w> = <¢7w0 _w> > €, Vw € VVv
y por tanto

(3, wo) — /WW, w)dp = /Ww,wo —w)dp > e

En consecuencia

Pindex (1, K) < sup{(¢, ( /¢ Jdp : € Pr(K)}.

(B) Supongamos que existen € > 0 y una probabilidad u € Pr(K) tales que

>/K¢(k:)-du+e.

Vamos a probar que Pindex(¢,K) > €. Sean m := inf(y), K), M := sup(¢,K) y
{m =1ty <t; <...<t, =M} una particién del intervalo [m, M] de modo que

ti—tiii=(M-m)/p<n<3 /w ~dp — €.

Denotemos K; :={k € K : t,;_.1 < (¢,k) < t;}, i=1,....p—1,y K, ={k € K :
tp—1 < (¢, k) < tp}. Observemos que cada K; es p-medible porque ¢ € U(K). Sean
wi=ul K;, i=1,...,p. Entonces
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(Si p; = 0 ponemos Hﬁ =0y r(0) = 0). Claramente

e+ 21 < (¢,7( /w )y = Z”M” (W, () /w

Puesto que Y 7, ||| = ||l = 1, de (3.1) sale que existe j € {1,...,p} tal que

Tt / PR ptp)-

A continuacién elegimos una sucesién de compactos H,, C Kj tales que ”“—JH( n) T1ly

€+ 2n < (i, 7(

denotamos vy, := (u; | Hy)/p;(Hy), que es un probabilidad con soporte dentro de H,,.
Es claro que para n — oo se verifica

=L
SIS

r(vn) — r(”“-f”) en norma y que / Y(k)dvy, — / p(k)d(
Hi H, K;
Por tanto existe gop € N tal que para g > qq se verifica
20 < Worlv) — [ k), (32)
q

A continuacién practicamos una traslacién y hacemos que 0 € H, para un cierto ¢ > qo,
conservando las notaciones. Observemos que el Pindex (1), K) no varfa ni tampoco la
desigualdad (3.2), pero ahora (¢, Hy) C (—n, 7). Por tanto tras la traslacién

€+2n < <¢,T(Vq)>—/H b(k)dvg < (,r(vg)) + 1 = e+n < (P,r(v))-

En consecuencia

Pindex (v, K) > (1, r(vg)) —sup(, Hy) > e+n—n=e.

Corolario 3.14. Sean X es un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto del
dual X* y 1 € X** tal que v € U(K). Son equivalentes:

(1) ¢ verifica el cdlculo baricéntrico sobre K.

(2) Pindex(¢, K) = 0.

Demostracion. Sale directamente de la Prop. 3.13. |
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3.5. La igualdad B;(K) = PCP(K) para un compacto K

Si K es un compacto Hausdorff, sabemos que Bi(K) ¢ PCP(K) por Cor. 3.5.
Queremos hallar condiciones para que se verifique la igualdad B, (K) = PCP(K).

Proposicién 3.15. Sea (X, Tx) un espacio topoldgico.

(A) Son equivalentes:(A1) todo cerrado de X es un Gs; (A2) todo abierto de X es
un Fy.

(B) Son equivalentes:

(B1) X carece de cadenas incontables estrictamente decrecientes de subconjuntos
cerrados, es decir, no existe en X wuna familia de subconjuntos cerrados no wvacios
distintos dos a dos {Hy : o« < w1} tales que Hg C Hy para oo < B < wy.

(B2) X carece de cadenas incontables estrictamente crecientes de subconjuntos abiertos.

(B3) (X,Tx) es HL (= hereditariamente Lindelof).
(C) Si (X,Tx) es reqular y HL, todo cerrado de X es un Gs.

(D) Si (X,Tx) es un espacio compacto Hausdorff, son equivalentes (A1),(A2), (B1),
(B2) y (B3).

Demostracion. (A) es trivial.
(B) La equivalencia (B1) < (B2) es trivial.

(B2) = (B3). Sea {U; : i € I} una familia arbitraria de abiertos de X y U := U;cU;.
Hay que hallar un subconjunto contable J C I tal que i = Ujc;U;. A continuacién
construimos una cadena estrictamente creciente de subconjuntos abiertos {G,, : @ < £}
de X. Usamos induccién:

Etapa 1. Sea i; € I arbitrario. Hacemos G := U;,. Si G1 = U, hemos terminado.
En caso contrario pasamos a la etapa siguiente.

Etapa 2. Como Gy # U, existe iy € I tal que Uy, \ G1 # 0. Hacemos Gy := G1 UUj,.
Si Go = U, hemos terminado. En caso contrario pasamos a la siguiente etapa.

Etapa a. Supongamos construidos los abiertos {Gs : < a} formando una cadena
de abiertos estrictamente creciente de modo que U # Ug<,Gg. Elegimos i, € I de modo
que U;, \ Ug<aGpg # 0 y hacemos G, := U;, |J(Up<aGp). Si Go = U, hemos terminado.
En caso contrario pasamos a la etapa o + 1.

El proceso continiia hasta llegar a un primer ordinal § tal que U = Uy<¢G. Como
{Gqs : @ < &} es una cadena estrictamente creciente de abiertos, obtenemos que £ < w;
por la hipétesis (B2). Finalmente observemos que Uy<tGa = Uq<cUs, y esto termina la
prueba de (B2) = (B3).

(B3) = (B1).Sea {H, : @ < w1} una cadena estrictamente decreciente de subconjuntos
cerrados de X. Por (B3) existe una familia contable de ordinales {a;, : n > 1} C w;
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tales que

U “Ho = | “Ha..

a<wi n>1

Sea ap = sup,,~; &, que verifica ag < wy ¥

| “Ha,, C “Haq,.

n>1

Por tanto para ap < a < w; se tiene que H, = H,,, que es una contradiccién que
prueba que en X no hay cadenas estrictamente decrecientes de subconjuntos cerrados.

(C) Sea H C X un subconjunto cerrado tal que () # H # X. Aprovechando que X es
regular, por cada xz € X\ H, elegimos un entorno cerrado V* de z tal que x € V¥ C X\ H.
Es claro que

X\ H =Upex\gV"

Por ser X un espacio HL, existe una familia contable {z,, : n > 1} C X \ H tal que
X\ H =Up>1V*. Sea F, := U™, V¥ m > 1. Es claro que cada F}, es un subconjunto
cerrado de X \ H y que se verifica

H = ﬂlecFm.
Por tanto H es un Gs.

(D) Teniendo en cuenta lo probado més arriba, bastara demostrar que (A2) = (B1).
Supongamos que existe una cadena incontable estrictamente decreciente de cerrados
{Hy : @ < w1} de X. Por (A2) existe una familia contable de cerrados (por tanto
compactos) {Fy, : m > 1} de X de modo que

Ua<wlc a = X \ ma<w1Ha = Umlem~

Por compacidad y ya que la familia de abiertos {°H, : @ < w;} es creciente, existe a,, <
w1 tal que F,, C °H,,,. Sea ap = SUPp>1 Q- Se verifica agp < w1 y que Up>1F,, C “Hy,.
Por tanto H, = H,, para oy < o < wq, una contradiccién que prueba (B1). |

Lema 3.16. Sea (X,Tx) un espacio topoldgico normal y sea Y C X un subconjunto
ambiguo, es decir, Y es Gs y F, simultaneamente. Entonces 1y € By(X).

Demostracion. Sean {F,, : n > 1} y {G,, : n > 1} familias de cerrados y abiertos,
respectivamente, de X tales que

F,CF,1 CY CGpy1 CGp, Ups1Fp =Y =Np>1Gy,.

Por el Lema de Urysohn [36, p. 41] existen funciones continuas f,, : X — [0,1] tales
que f, | ‘G, =0y f, | F, = 1. Es claro que f, — 1y puntualmente y, por tanto,
1y € Bl (X) [ |



46 FUNCIONES UNIVERSALMENTE MEDIBLES

Lema 3.17. Sean (X,Tx) un espacio topoldgico, fn,f: X — R, n > 1, funciones tales
que {fn:n>1} C B1(X) y frn — [ uniformemente sobre X. Entonces f € B1(X).

Demostracion. Ver [70, (24.11) Lemma). [ |

Proposiciéon 3.18. Sea K un espacio compacto Hausdorff. Son equivalentes:
(1) B1(K) = PCP(K).
(2) K es HL.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que no se verifica (2). Esto quiere decir, por
3.15, que existe un subconjunto cerrado no vacio £’ C K, que no es un Gs.

Aserto 1. 1y ¢ B (K).
En efecto, en caso contrario existirfa una sucesién (f,), C C(K) tal que f,, — 1p
puntualmente sobre K. Sea

Gp=Unsn{r € K: fn(z) >1-1} n>1

Claramente G,, es un abierto tal que F C G, Vn > 1, y ademds

F=(J{zeK: fulz)>1-2}= ()G

n>1m>n n>1
Llegamos a una contradiccién que prueba el Aserto 1.

Aserto 2. 1p € PCP(K).

n S un subconjun T no vacio. Queremos ver qu ien
En efecto, sea C C K subco to cerrado no vacio eremos ve e 1 tiene
un punto de continuidad en C'. Distinguimos dos casos, a saber:

Caso 1. C'\ F # (). En este caso 1 es continua, relativamente a C, en todo punto
zeC\F.

Caso 2. C'\ F = 0, es decir, C C F. En este caso, 1 | C es continua, relativamente
a C, en todo punto de C.

Por tanto el Aserto 2 es cierto.

Combinando Aserto 1y Aserto 2 llegamos a una contradiccién que prueba la implicacion
(1) = (2).

(2) = (1). En primer término recordemos que Bi(K) C PCP(K) por el Corolario
3.5. Comencemos probando el siguiente Aserto 3.

Aserto 3. By,(K) = PCPy(K) & Bi(K)= PCP(K).

En efecto, la implicaciéon “<” es obvia. Veamos la otra implicacién “=" . Sea f €
PCP(K). Denotemos por h : R — (—1,1) al homeomorfismo h(t) = ¢/(1+|t|). Entonces
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ho f € PCPy(K) y, por hip6tesis, existe una sucesién (g,), C C(K) tal que g, — ho f
puntualmente sobre K. Sea

gn::[gn\/(_l‘F%)]/\(l—l), n>1.

n
Es claro que
(a) gn : K — (—1,1) es continua y g, — h o f puntualmente.
(b) h"tog, € C(K)y h~'o§, — f puntualmente.
Por tanto f € B1(K) y esto completa el Aserto 3.

Por tanto, de acuerdo con el Aserto 3, bastard probar que Bi,(K) = PCPy(K).
Asi que fijamos f € PCPy(K), f(K) C [0,1], y probamos que f € By,(K).

Aserto 4. Sea € > 0. Existen un ordinal £ < w; y una cadena estrictamente creciente
de abiertos {U, : o < £} de K tales que

(i) K = UacgUs,.

(ii) Si Go = Uq \ Ug<aUg, para o < &, entonces G, # 0 y diam(f(Ga)) < €.

En efecto, mediante induccién construimos una secuencia de abiertos {V,, : a < &},

para un cierto ordinal £, de modo que Go = Vi \ Up<a V3, a < &, verifique Go # 0 y
diam(f(Gqa)) < e.

Etapa 1. Como f € PCP,(K), existe un abierto V5 # 0 tal que diam(f (V1)) < e.
Si Vi = K, hemos terminado. En caso contrario pasamos a la siguiente etapa.

Etapa 2. Como K \ V; es un cerrado no vacio, existe un abierto V5 tal que () #
Von (K \ Vi) y diam(f(VanN (K \ V1)) <e Si K =V;UVa, hemos terminado. En caso
contrario pasamos a la siguiente etapa.

Etapa . Supongamos construidos los abiertos Vg, 8 < a, verificando los requerimientos
iniciales y que K # Ug<q V3. Como K \ Ug., V3 es un cerrado no vacio, existe un abierto
Vg tal que 0 # V, N (K \ Uﬁ<aV5) y diam(f (Vo N (K \ U5<aV5)) < e Si K = Ug<, V3,
hemos terminado. En caso contrario pasamos a la etapa siguiente.

El proceso contintia hasta llegar a un primer ordinal § tal que K = U,<¢V,. La
familia {V,, : @ < &} cumple las condiciones exigidas al inicio. Para o < £ definimos

U, = UggaVﬁJ.

Claramente {U, : a < £} es una cadena de abiertos estrictamente creciente tal que
Go = Uy \ Ug<qUg. Como K es HL, por la Proposicién 3.15 concluimos que § < wq y
esto termina la prueba del Aserto 4.

Aserto 5. Sea € > 0. Existe f. : K — [0,1], f. € Bi(K), tal que ||f — fc|| < e en
loo(K).

En efecto, por Aserto 4 existe una cadena estrictamente creciente de abiertos {U, :
a < &}, para cierto § < wy, tal que K = UyeU,, 0 # Gqo = Uy \ Ug<oUp, para
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a < &y diam(f(Ga)) < €/2. Observemos que cada G, es un F, no vacio de K, por la
Proposicion 3.15 y por ser K un espacio HL.

Sea ¢ > 0 el mayor entero tal que ge/2 < 1y consideremos los siguientes subintervalos
de [0, 1]:
IO = [07 %]7 Il = [%72%]7 ‘--'7Iq = [Q§’ 1]

Paran =0,1,..,¢q, definimos L, C & como sigue
Ln:={a<&: f(Ga) NI, #0}.
Como U _T,, = [0,1] y f(K) C [0,1], es claro que U?_,L,, = &. Sean
Ly:=1Ly, Ly:=Ly\ Ly, Ly:= L3\ (L1 ULy), ... Lg:= Ly \ (L1 ULy U...U Ly _1).
Se verifica que:

(*) Los subconjuntos Ly, ..., Ly son disjuntos dos a dos y U!_,L,, = €.

(**) Si a0 < & verifica a € Ly, para cierto n € {0,1,...,q}, entonces, como f(Gy) N
I, # 0y diam(f(Gqa)) < €/2, se tiene que

f(Go) C((n=1)3,(n+2)3)

y por tanto |f(x) — ng| < € para todo x € G. Sea

q
fe = E n%-]luaeLnGa.

n=0
Se tiene que :

(a) Los subconjuntos Uuer, Ga, 0 < n < ¢, son F, y disjuntos dos a dos (porque
los L,, son disjuntos) tales que K = W!_,(Uaer,Ga). Por tanto, cada subconjunto
UaeL,Ga; 0 < n < g, es también un Gs. Por el Lema 3.16 concluimos que 1y, a, €
B1(K), por lo que f. € By (K).

() [If = fell < € en Lo (K).

En efecto, fijemos = € K y elijamos n € {0,1,...,q} (hay sélo un n) tal que z € G,
para cierto o € L,,. Por (**) sabemos que |f(z) — n§| < e. Entonces

(@) — fel@)] = | f(2) —nl <.

Finalmente basta aplicar el Lema 3.17. |

Proposiciéon 3.19. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
(1) X es separable.
(2) (B(X™*),w*) es metrizable.
(3) (B(X™*),w*) es HL.
(4) Bi(B(X™)) = PCP(B(X™))).
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Demostracion. (1) = (2) = (3) son implicaciones bien conocidas.
(3) & (4) sale de la Proposicién 3.18.
(3) = (1). Por cada z € X pongamos
Uy :={a" € B(X") : (z*,z) > 0}.
Claramente

B(X*)\ {0} = Uzes(x)Us-
Como (B(X™*),w*) es HL, podemos escribir

BX")\ {0} = Un>1Us,

para una cierta familia {z,, : n > 1} C S(X). Esto quiere decir que X = [{z,, : n > 1}],
es decir, que X es separable. |

3.6. Funciones universalmente medibles

Si (X, X, 1) es un espacio de probabilidad, indicaremos por (X, )™ (6 bien M (u)™)
a la familia de subconjuntos p-medibles A tales que p(A) > 0. Si K es un compacto
Hausdorff, entonces:

(1) U(K) indicara el espacio de las funciones reales f : K — R que son universalmente
medibles, es decir, u-medibles para toda medida Borel de tipo Radon sobre K.

(2) Si € > 0, denotaremos por U°(K) al conjunto de las funciones reales f : K — R
que son e-universalmente medibles, es decir, tales que Vn > e,Vu € Pr(K) y VB €
(Bo(K), )", existe A C B,A € (Bo(K),u)*t, tal que diam(f(A)) < n. Es claro que
U K) = Nes o (K).

(3) Indicaremos por U (K) y Up(K) a las familias de elementos acotados de U(K)
y U(K), respectivamente.

Lema 3.20. Sean K un espacio compacto Hausdorff, 0 < e <n < oo, f e U(K), p €
Pr(K), A€ (Bo(K),u)" y p > 0. Entonces existe un subconjunto compacto W, C A
tal que Osc(f,W,) <n y u(A\W,) <p.

Demostracion. Comenzaremos probando el siguiente Aserto.
Aserto. Existe una familia contable de subconjuntos compactos { K, : a < 8}, f <
wi, disjuntos dos a dos, tales que: (i) u(A) = >_, 5 u(Ka); (ii) diamf(Ka) < n, Yo < S.
Para probar el Aserto hacemos la siguiente construccion utilizando inducciéon transfinita.

Etapa 1. Elegimos A; C A tal que Ay € (Bo(K),u)t y diamf(A1) < 7. Esto se
puede hacer porque f € U(K). A continuacién, utilizando la regularidad de p, elegimos
un subconjunto compacto K7 C A; de modo que p(Kq) > 0. Si pu(A) = p(K7), el proceso
acaba aqui. En caso contrario, pasamos a la siguiente etapa.
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Etapa 2. Elegimos Ay C A\ Kj tal que Ay € (Bo(K),u)" vy diamf(As) < n. A
continuacién, elegimos un subconjunto compacto Ky C Az de modo que p(Kq) > 0. Si
w(A) = p(Kq)+ u(Ks), el proceso acaba aqui. En caso contrario, pasamos a la siguiente
etapa.

Etapa «. Sea v un ordinal y supongamos que se han construido los subconjuntos
compactos { K, : @ < 7} de A, disjuntos dos a dos, verificando p(K,) > 0 (por tanto v <
wi) y que u(A) >3, w(Ky). Elegimos Ay C A\ U, Ka tal que Ay € (Bo(K), )"
y diam f(A,) < n. Elegimos un subconjunto compacto K., C A, tal que pu(K,) > 0.

Es claro que el proceso se puede prolongar hasta la etapa 8 < wi y nos proporciona

los compactos {K, : o < 8}, f < wy, verificando (i) y (ii).

Puesto que u(A) = >, 5 pu(Ka), podemos elegir un subconjunto finito F' C [1, B)
de modo que, si W, := {J,cp Ka, entonces pu(A\ W,) < py, ademas, Osc(f,W,) <7
porque los compactos K, son disjuntos dos a dos y diamf(K,) < n. |

Proposicién 3.21. Sea K un compacto Hausdorff.

(1) YA >0, Ve >0, XU(K) = UM(K).

(2) Ve, e3> 0, UL (K) + U2 (K) = U (K).

(3) Ve > 0, US(K) C loo(K) es un subconjunto convexo cerrado simétrico respecto
del 0 de o (K).

(4) UP(K) es un subespacio cerrado de loo(K).

(5) U(K) = U(K).

Demostracion. (1) y (2) son de comprobacién inmediata.

(3) Que U (K) es simétrico respecto de 0 sale de la propia definicién de U (K). U (K)
es convexo por (1) y (2). Veamos que Uy (K) es cerrado en lo(K). Sea f € lo(K) tal
que f € UF(K). Sean p € Pr(K), B € (Bo(K), )™ y n > e. Elegimos g € U (K) tal
que ||f — gl < $(n—¢€). Como g € US(K), existe A C B, A € (B,(K),p)" tal que
diam(g(A)) < e+ £(n — €). En consecuencia

diam(f(A)) < diam(g(A)) +2|[f — gl <,

lo que prueba que f € Uy (K). Por tanto, U (K) es cerrado en foo(K).
(4) Por (1), (2) y (3) es claro que U (K) es un subespacio cerrado de loo(K).

(5) Probemos, en primer término, que U(K) C U°(K). Para ello bastard ver que
dados f e U(K), p € Pr(K), n >0y A € (By(K),u)", existe B € (B,(K),p)", B C A,
de modo que diam(f(B)) < n. Por el Teorema de Lusin existe un subconjunto compacto
L C A tal que f | L es continua y p(L) > 0. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que sop(u [ L) = L. Puesto que f [ L es continua, se puede hallar un abierto
Vde K tal que VN L # 0y diamf(V N L) < n. Teniendo en cuenta que pu(VNL) >0
(porque L = sop(u | L)), basta coger B :=V N L.
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Pasemos a probar que U°(K) C U(K). Sea f € U°(K). Por el T. de Lusin, para ver
que f € U(K) bastard probar que dados u € Pr(K), A € (Bo(K),p)" y 0 <n < u(A),
existe un subconjunto compacto L C A tal que u(A\ L) < ny f | K es continua.
Por el Lema 3.20 existe una secuencia de subconjuntos compactos K, C A tales que
Osc(f, Kn) < 1/ny w(A\ K,) < n/2". Sea L := (),~; Kn. Obviamente L es un
subconjunto compacto de A tal que Osc(f,L) = 0 (es decir, f | L es continua) y
ademds p(A\ L) <37 < u(A\ Ky) <. [

Proposicién 3.22. Sea K un compacto Hausdorff. Entonces para todo € > 0 se verifica
que BS(K) CUS(K). Por tanto BY(K) c U°(K) = U(K).

Demostracion. Sean € <n < oo, u € Pr(K), A€ (B,(K),u)" y f € B{(K). Queremos
encontrar un subconjunto B C A tal que B € (Bo(K),u)" vy diamf(B) < n. Por
la regularidad de p existe un compacto H C A tal que pu(H) > 0. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que sop(u [ H) = H. Por la definicién de B{(K), existe
un abierto V en K de modo que VN H # () y diamf(V N H) < n. Ahora basta hacer
B:=VNH. |

Definicion 3.23. Si K es un compacto Hausdorff y f : K — R, el indice de
medibilidad (abrev., Med(f,K)) de f en K se define como

Med(f,K):=mf{e>0: f e U(K)}.

Para el caso en que K es la bola unidad cerrada B(X™) con la w*-topologia del dual
X* de un espacio de Banach X, disponemos del siguiente resultado.

Proposicién 3.24. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(0) Pindex(B(X*)) = 0, es decir, X* € (P); en otras palabras, todo subconjunto
w*-compacto K C X* werifica co(K) =¥ (K).

(1) X carece de una copia de (7.

(2) X** C PCP(B(X")), es decir, para todo z € X** y todo K subconjunto w*-
compacto de X*, ocurre que z | K tiene un punto de continuidad sobre K.

(3) Frag(B(X*)) =0, es decir, X** C BY,(B(X*)).
(4) X** C Uy(B(X™)), es decir, Med(y, B(X*)) =0, Vi € X**.

Demostracion. La equivalencia (4) < (0) < (1) se debe a Haydon [65].

(1) = (2). Si (2) es falso, existird un subconjunto w*-compacto K de B(X™) y un
vector z € X** de modo que z [ K carece de puntos de continuidad en K. Por Lemma
2 y Lemma 3 de [87] esto implica que X posee una copia de ¢1, lo que contradice (1).

La implicacién (2) = (3) es inmediata pues PCP(B(X*)) = BY(B(X*)).
La implicacién (3) = (4) sale de la Proposicién 3.22. [
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NOTAS. (A) Veamos un contraejemplo: un compacto Hausdorff K tal que By (K) #
PCP(K). Sea X un espacio de Banach tal que: (i) X carece de una copia de ¢;; (ii)
X** # Seq(X*). Por ejemplo, sea X := ¢y(I) con I incontable. Sean K := (B(X™), w*)
y ¥ € X**\ Seq(X**). Entonces:

(a) ¥ € PCP(K) por la Proposicién 3.24 y porque X carece de copias de ;.
(b) ¥ ¢ B1(K) porque B (K)NX** = Seq(X™**) (Odell-Rosenthal, ver [87]).
(B) En la Prop. 3.18 y la Prop. 3.19 hemos visto que:

(B1) Si K es un compacto Hausdorff, entonces B1(K) = PCP(K) sii K es HL (=

hereditariamente Lindelof).

(B2) Si X es un espacio de Banach, el compacto K := (B(X*),w*) verifica que
Bi(K) = PCP(K) sii K es metrizable sii X es separable.

Proposiciéon 3.25. Sean € > 0, K un compacto Hausdorff y f : K — R una funcion
acotada. Son equivalentes:

(1) f ¢ U (K).
(2) Existen p € Pr(K), ro € R, By € M(u)*™ yn > € tales que para todo B €
M(u)t con B C By se verifica

inf f(B) <rg <mo+mn <sup f(B).

(8) Med(f,K) > ¢

Demostracién. (1) = (2). Por hipétesis existen u € Pgr(K), n>ey A € M(u)* tales
que para todo B € M(u)t con B C A se verifica que diam(f(B)) > n. Sea

r = sup{inf f(B) : BC A, B € (M(u))"}.

A continuacién elegimos By C A, By € M(u)* tal que

— fnf f(By) < "~ (3.3)

Sea B C By tal que B € (M(u))". Se tiene:
(i) sup f(B) — inf f(B) > n > € por la hipétesis.
(i) inf /(Bo) < inf f(B) < 1.
(iii) Sea rq := ry 4 5. Entonces inf f(B) < ro < rg + € por (ii).
(iv) Ademas se tiene aplicando (3.3) que

sup f(B) > n+inf f(B) > n+inf f(By) >n+r — 4y = =710+ 5 +n— It =ro+1n.

Las implicaciones (2) = (3) = (1) salen de las definiciones. [
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Corolario 3.26. Sean K un compacto Hausdorffy f : K — R. Se verifica que
Med(f, K) < Frag(f, K).

Demostracion. Sale inmediatamente de la Prop. 3.25, la Prop. 3.22 y de las definiciones
de Frag(f,K)y Med(f, K). [ |

Proposiciéon 3.27. Sean K1, Ko dos compactos Hausdorff, ¢ : K1 — Ky una aplicacion
continua sobreyectiva y f € ls(K2). Entonces:

(1) Para todo € > 0 se verifica que f € US(Ky) sii f oy € Us(Kq).

(2) Med(f, K2) = Med(f o ¢, Ky).
Demostracion. (1) Supongamos que f € US(K>2) y probemos que f o ¢ € US(K;). Sean
n > 0, v € Pr(Ki) y B € (B,(Ky),v)". Podemos suponer que B es un cerrado
(es decir, un compacto) de Kj. Sea p := v | By p := ¢(p). Por hipdtesis existe
D € (By(p(B)), )" tal que diamf(D) < n. Sea A := ¢~ 1(D) N B. Es claro que
A € (Bo(B).p)* C (BolEr),v)* v, ademds, diam(f o o(A)) = diamf(D) < 7, lo que
prueba que f o ¢ € U (Kq).

La prueba de que f € U;(K2), si fop € Uy (K1), es andloga y se deja como ejercicio.

(2) es consecuencia de (1) [

Proposicién 3.28. Sean K un espacio compacto Hausdorff, € > 0 y f € lo(K).
Entonces

dist(f,Us(K)) > sup{3(Med(f, K) — €),0}.
En particular, si e =0 se tiene dist(f,Up(K)) > %M@d(f, K).
Demostracion. Para probar que

dist(f,US(K)) > sup{

bastard comprobar que dist(f,U;(K)) >
siguiente aserto.

Aserto 1. Para todo g € U (K) se verifica &(Med(f, K) —€) < ||f — glloo-

En efecto, cojamos n > 0 tal que € < n < oco. Puesto que g € U5(K), para toda
medida p € Pr(K) y todo subconjunto B € (B,(K), )", existe un subconjunto A C B
tal que A € (B,(K),p)" y diam(g(A)) < n (diam(d) = 0). Por tanto

diam(f(A)) < 2||If — glloo + diam(g(A)) < 2||f — gllse + -
De aqui que Med(f, K) < 2||f — glloc + €, es decir, 3(Med(f,K) —€) < [|f — glloo-
En consecuencia

J(Med(f,K) —€) < mf{[|f — glloo : g € US(K)} = dist(f, U (K)).
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Capitulo 4

Distancias a By,(H), Seq(X*) y
Seq(C(K)™)

4.1. Introducciéon

En este Capitulo nos dedicamos a obtener estimaciones de distancias, que se utilizaran
en los capitulos siguientes. Mas concretamente, vamos a obtener, entre otros, los siguientes
resultados. Sean X un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto de X*,
H :=c6" (K), B un contorno de K, d > 0 y 1) € X** tales que:

sup(h, ¥ (K)) > sup(h,co(B)) + d. (4.1)

En funcién de d > 0 obtenemos las siguientes estimaciones:

(1) SeaT: X — C(K) tal que Tz := z | K. Entonces
dist(T**, Seq(C(K)*™)) > Ld.

(2) Sea T': X — C(H) tal que Tx := x | H y consideremos ¢ | H y By,(H) dentro
de (- (H). Entonces:

dist(y) | H, By (H)) < dist(T™, Seq(C(H)™)) < 3 - dist(é: | H, Byy(H)),

dist(y | H,Bip(H)) > §
(3) Si H C B(X*), entonces dist(1, Seq(X**)) > 3
Observemos lo siguiente:

(a) Por un resultado de Haydon (ver Teorema 1.3 y Prop. 3.24), X carece de copias de
¢y sii co%" (K) = co(K) = co(Ext(K)) para todo subconjunto w*-compacto K C X* sii
para todo ¢ € X** y todo subconjunto w*-compacto K C X*,si B= K 6 B = Ext(K),
se verifica:

sup (1,36 (K)) = sup(ss, B).
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(b) Sin embargo, ain suponiendo que X carece de copias de ¢1, puede ocurrir que
exista algin subconjunto w*-compacto K C X* y algtin contorno B de K tal que
" (K) # co(B) (naturalmente B # K y B # Ext(K) si 1 ¢ X; ver Contraejemplos
de Cap. siguiente). En tal caso existen d > 0y ¢ € X** verificando la desigualdad (4.1)
(es decir, Bindex (1, K) > d) y 1 serfa universalmente medible sobre B(X*), si X carece
de copias de £1.

(d) Aunque en las estimaciones que obtenemos aquilatamos més, de entrada, un
funcional ¢ € X** que verifique (4.1) no puede ser 1-Baire sobre B(X™). En efecto, si lo
fuese, entonces 1 € Byp(B(X*))NX™ = Seq(X™*) (por T. de Odell-Rosenthal). Asi que
existiria una secuencia (z,), C X tal que 2, — ¥ en la w* topologia. Por la igualdad
de Simons obtendriamos que:

sup(y, B) = sup{ h;m (b,xy) : b e B} =sup{limsup (b,z,) : b€ B} =

n—oo

= sup{limsup (h,z,) : h € @ (K)} = sup{ lim (h,zn) : h e @ (K)} =
n—oo n—oo
= sup(qb, " (K)>,

lo que contradice (4.1).

4.2. Distancia a By,(H) para H convexo

Sean H C X* un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual X*, B un
contorno de H y T': X — C(H) el operador continuo tal que Tz :=z | H, Vx € X, y
¢ € Bi((H,w*)). Entonces

(1) Para toda probabilidad pu € Pr(H), T*u es la resultante r(p) é baricentro de p.
Por tanto T*u € co®” (H).

(2) Si ¢ € Bip(H), definimos ¢ € C(H)* como el (tinico) elemento de Seq(C(H)**)
tal que S*(@) = ¢ (ver Proposicién 4.1). Es decir, como ¢ € Byy(H), ¢ es Borel-medible
sobre H y

Vi€ Mp(H), o(p) = /H edy.
(3) C(H)* es el espacio Mp(H) de las medidas de Radon sobre H. Mé&s concretamente
C(H)" = Mp(H) = 6:(H) ®1 Mj(H) (4.2)

siendo ¢1(H) el espacio de las medidas puramente atémicas sobre H y M%(H) el de las
medidas difusas 6 puramente no-atémicas. Ademas

C(H)*™* = loo(H) ®oo (ME(H))*.

Si S : li(H) — C(H)* es la inclusién canénica asociada a la descomposicién (4.2),
S*: C(H)*™ — {5 (H) es un cociente candnico.
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Proposicién 4.1. Sean K un espacio compacto Hausdorff y S : (1(K) — C(K)* la
inclusion candnica isométrica tal que, Va = (ar)rex € {1(K),S(a) es la medida de
Radon puramente atomica ) e ar - L. Entonces S* : C(K)™ — loo(K) es un
cociente tal que

(1) §*(Seq(C(K)™)) = Bup(K).
(2) S* es un isomorfismo isométrico entre Seq(C(K)**) y Bip(K).

Demostracion. (1) Sea ¢ € C(K)**. Entonces S*(¢) = ¢ | K, considerando a K
candnicamente sumergido en C(K)*, de modo que a cada punto k£ € K le hacemos
corresponder la medida de Dirac d; de masa 1 sobre k. Si (fy)n>1 C C(K) verifica que

fn N ¥, entonces f, — ¢ | K puntualmente sobre K. Por tanto S*(¢) € Byy(K). Y
viceversa, sea ¢ € Biy(K) y sea (fn)n>1 C C(K) verificando f,— puntualmente sobre
K. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||f.| < |l¢|l, ¥n > 1, de donde,
por el T. de la Convergencia Dominada, se tiene que

n—oo

| 1w [ ewrdn.
K K

Por tanto, si definimos (@, u) = [, @(k)du, Vu € C(K)*, se verifica que ¢ €
Seq(C(K)™) y 5°() = ¢
(2) Bastara probar que, si ¢ € Seq(C'(K)**), entonces ||S*(¢)|| = |9, es decir, que

[l = sup{[(, )| - k € K} =: [[¢ | K| = [|S™(4)]

De entrada obviamente ||t > [S*(¢)||. Para probar la desigualdad contraria, sea

(fr)n>1 C C(K) verificando f, “S 4. En particular, (frn)n>1 C C(K) es una sucesién
uniformemente acotada y f,— puntualmente sobre K. Asi que por el T. de la Convergencia
Dominada, se tiene que

n—oo n—oo

Wi € O, (o) = Jim (o) = Jim [ ()= /K (k).
En consecuencia
[9[] = sup{|(¥, u)| : p € B(C(K)")} = supf] /K%Z)(k?)dﬂ\ cp€ B(C(K)")} < |l | K.
|
Proposicién 4.2. Sea K un compacto Hausdorff y z € C(K)**. Supongamos que z =
21+ 22, con 21 € loo(K) y 22 € ME(K)*. Entonces, si 0 < n < ||z2|| — ||z1]|, ewiste un
subconjunto w*-cerrado S C K tal que z n-oscila uniformemente sobre el subconjunto

w*-compacto convexo Pr(S) C Pr(K). Por tanto

Frag(z, Pr(K)) > ||zl — [zl
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Demostracion. Sean 0 < € tal que n + € < |22 — ||z1ll vy v € Pr(K) tales que
|(z,v)| > ||22]| — €. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (z,v) > ||z — €.
A continuacién consideramos la restriccién z | Li(v) € Li(v)* = Loo(v) y elegimos
¢ : K — R funcién Borel acotada tal que

77—6<<Z,V>:/g0'dV§/§0+-dV.
K K

Por tanto, para toda medida p € Mp(K) tal que p << v, se verifica

dp
Z,p =/90~-d1/=/s0-dp-
(z,p) Loy .

Sea E := {k € K : ¢7(k) > n — €}. Claramente v(E) > 0. Definimos u € Pr(K) de
modo que

v(BNE)
B)=———, VB e B,(K).
,LL( ) Z/(E) ’ € 0( )
Claramente p << v. Sea S := sop(u) el soporte de p, que es un subconjunto w*-

compacto de K. Se tiene lo siguiente:

(i) Sea P, := {7 € Pr(K) : T << u}. Se prueba facilmente que P, es un subconjunto
w*-denso de Pr(S5).

(ii) Si p € P, entonces p << p << v, de donde p(“E) = 0 (porque u(°E) =0) y

<Z,p>—/ @-dp—/w-dp—/w-den—e
K E E

(ili) Sea P%(S) la familia de elementos puramente atémicos de Pr(S). Se tiene que
P(S) es un subconjunto w*-denso de Pr(S) tal que para todo p € P#(S) se tiene
{2, p)| < [21]] porque

Iz1]] = sup{(z, p)| : p € (r(K)}.

Sea V' C Pr(K) un subconjunto w*-abierto (relativo) de Pr(K) tal que VPg(S) # 0.
Entonces V NPL(S) # 0 # V NPy, por lo que

sup(z, V NPH(S)) < |1l < l|z2]l — € < fmf(z, Pp).

Como n < ||z2]] — ||z1] + €, concluimos que Pgr(S) es un subconjunto de n-oscilacién
uniforme de z en Pr(K). Esto termina la prueba. [

Corolario 4.3. Sean K un compacto Hausdorff y ¢ € C(K)* N BY%(Pr(K)) (por
ejemplo, ¥ € Seq(C(K)*)). Entonces Frag(y, K) = 0 y, si b = 91 + 1 con 9 €
loo(K) y 1ho € MR(K)*, se verifica que |[¢] = [[¢n] > [l42].

Demostracion. Como v € BY,(Pr(K)), se tiene que Frag(y, Pr(K)) = 0. Ahora basta
aplicar la Proposicion 4.2. |
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Proposicién 4.4. Sean X un espacio de Banach, K C X* un subconjunto w*-compacto,
T:X —CK) tal que Tz :=x | K y1 € X**. Entonces

Frag(y, K) < Frag(T**, Pr(K)) < Frag(y," (K)).
Por tanto, si K es convero, Frag(y, K) = Frag(T**¢, Pr(K)).

Demostracion. Como en Pr(K) hay una copia homeomorfa de K, es claro que
Frag(¢, K) < Frag(T**v, Pr(K)). Veamos que Frag(T**y, Pr(K)) < Frag(y, ¥ (K)).
Sean ¢ := Frag(y,co" (K)),n>ey 0 # A C Pr(K). Es claro que T*(A) C co*" (K).
Por hipétesis existe un subconjunto w*-abierto V- C X** tal que VN T*(A) # 0 y
diam((, V N T*(A))) < n. Sea W := T*~ (V) N Pr(K), que es un subconjunto w*-
abierto de Pr(K) tal que

HWNA£)y T*(WnNA =VNT*A).
(i) (T**o, WNA) = (¢, T*(WNA)) = (¢, VNT*(A)), de donde diam(T**, WNA) <

Esto prueba que Frag(T**,Pr(K)) < Frag(i, ¥ (K)). [
Lema 4.5. Sean K un subconjunto compacto Hausdorff y ¥,p € loo(K) tales que
Frag(o,K) =0 (es decir, ¢ € B (K)). Entonces Frag(y + ¢, K) = Frag(y, K).

Demostracion. Sea e = Frag(y, K). Entonces ¢ € Bj,(K), de donde 9 + ¢ € B, (K) +
B, (K) = BS,(K), por lo que Frag(y+ ¢, K) < Frag(y, K). Por un argumento andlogo
se tiene

Frag(y, K) = Frag(y + ¢ — ¢, K) < Frag(¢ + ¢, K).

En consecuencia, Frag(y + ¢, K) = Frag(y, K). [

Proposiciéon 4.6. Sean X un espacio de Banach, K C X™* un subconjunto w*-compacto,
T:X — C(K) siendo Tx :=x | K, Vx € X, y 1 € X** tales que

0 < a=dist(T*),Seq(C(K)™)) — dist(¢ | K, B1p(K)).

Entonces
a < Frag(T*¢, Pr(K)) < Frag(y,c0" (K)).

Demostracion. Sean € > 0y ¢ € Byp(K) tales que || — ¢| < dist(¢ [ K, Bip(K)) + €
en {(K). Combinando con la hipétesis obtenemos que

[T = @[l > |l — ol —e+a.
Por otra parte, tenemos la descomposicion
T** — ¢ =21+ 22, 21 € loo(K), 22 € Mfi(K)",
siendo z1 := (¢ — ¢) | K € {5 (K). Por la Proposicién 4.2 se tiene

Frag(T** ¢ — $,Pr(K)) > a —e.
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Como ¢ € Seq(C(K)*), resulta Frag(p, Pr(K)) = 0. Por el Lema 4.5 obtenemos
a—e< Frag(T* ¢, Pr(K)).
Como € > 0 es arbitrario concluimos que
a < Frag(T™" ¢, Pr(K)).

Finalmente la desigualdad Frag(T**¢, Pr(K)) < Frag(i,co® (K)) esté probada en la
Proposicion 4.4. |

Proposicién 4.7. Sean X un espacio de Banach, H C X* un subconjunto w*-compacto
convexo, T : X — C(H) tal que Tx :=z | H, Vz € X, ¢ € X** yp € Byp(H). Entonces
(@ . . (b)
1Y — llewmry < NT% = Gllocy= < 3lY — @l (#)-
En consecuencia
dist(vp | H,Byp(H)) < dist(T**,Seq(C(H)*™)) < 3dist(v | H,B1p(H)).

Demostracion. Sabemos que C(H)™ = lo(H) ®oo ME(H)*. El vector T*¢ — ¢ €
C(H)** se descompone de la siguiente manera

T** — ¢ = 21+ 22, 21 € boo(H), 22 € M{(H)",

siendo 21 = (¢ — ) | H € loo(H).
(a) La desigualdad (a) es obvia porque ||z1] < ||z1 + 22

(b) Supongamos que ||t —p|| < nen loo(H). Queremos probar que ||T**¢ — || < 3n,
de donde se deduce inmediatamente que [|[T%*9 — @[ < 3||3p — ¢||. Supongamos que
| T**¢ — @] > 3n. Entonces

Izl > [lz1ll v [lz2ll = [zl > 2.
Aplicando Proposicion 4.4, Lema 4.5 y Proposicién 4.2 obtenemos
Frag(y, H) = Frag(T**y, Pr(H)) = ||z2|| = l|z1[] > 27. (4.3)
Aserto. Frag(y, H) < 2n.

En efecto, aplicando el Lema 4.5 se tiene

Frag(y,H) = Frag(y — o, H) < 2|1¢ — || < 2n.

Hemos llegado a una contradiccién con (4.3) que prueba el enunciado. |
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Proposicién 4.8. Sean X un espacio de Banach, H C X* un subconjunto w*-compacto
convexo, T : X — C(H) tal que Tz :=x | H, Ve € X, y ¢ € X** tal que v | H
BY,(H). Entonces:

(A1) T € BY(Pr(H)) y, Yo € Bu(H), se tiene T4 — ¢ € BY(Pa(H)) y
1T — @[l < [|¥ — @llewe(rr)-

(A2) Yo € Bu(H), [T™¢ — &l = [[¥ — ¢llenn y dist(T™¢,Seq(C(H)™)) =
dist(v | H, Buy(H)).

Demostracion. (A1) Por la Proposicién 4.4 sabemos que

FT‘CLg(T**T,[},PR(H)) = FT‘CLQ(¢,H)

Como Frag(y,H) =0 (porque ¢ € BY(H)), concluimos que Frag(T**¢, Pr(H)) = 0,
es decir, T**p € BY, (Pr(H)). Por tanto, Vo € By,(H), se tiene T — ¢ € BY, (Pr(H))
por Lema 4.5. Finalmente que [Ty — @[ < ||tb — ¢l¢. (z) sale de la Proposicién 4.2.

(A2) sale de (1) y de la Proposicién 4.7. [ |

Recordemos que, para ) € X** y K C X* un subconjunto w*-compacto, el Bindex (1),
y el Bindex(K) se han definido en la Def. 1.13.

Lema 4.9. Sean X un espacio de Banach, K C X* un subconjunto w*-compacto, B un
contorno de K, wy € o (K), ¢ € X** yd > 0 tales que

(1, wp) > sup(¢h,co(B)) + d. (4.4)

Entonces:
(I) Si K C B(X*), dist(y,Seq(X**)) > 1d.

(II) Se tiene que dist(T**1),Seq(C(K)**)

) > 5d siendo T : X — C(K) tal que
Tz :=x | K. En consecuencia dist(T**1,Seq(C(K

l
3 ) > 1Bmdem(¢, K).

Demostracién. (I) Supongamos que dist(y), Seq(X**)) < 3d y sea ¢ € Seq(X**) tal que
[p—¢| < 3d. Como ¢ € Seq(X**), por laigualdad de Simons se verifica sup (i, @o*" (K))
sup(p,co(B)). Por tanto

(¥, wo) < {p,wo) + 2d < sup(p, 6" (K)) + +d =
= sup(p,co(B)) + 3d < sup(¢,co(B)) + d.

Hemos llegado a una desigualdad en contradiccién con (4.4), lo que prueba el enunciado.

(IT) (A) Supongamos que |[¢|| = 1. Sea ro := sup(y,co(B)). Supongamos que el
resultado es falso. Entonces existen ¢ € By, (K), un ntimero real d’ con 0 < d’ < d y un
vector e € B(C(K)**) tales que T = ¢ + %le en C(K)**. Sean

U:={z€B(X™): (zywg) >ro+d} yV:={x € B(X) : (wo,z) > 19+ d}.

K)
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Claramente, U = V", € U, T**¢ € TV" y

w*

g=T"p—LecTV" + LB(C(K)™) =TV + LB(C(K))

Puesto que ¢ € Seq(C(K)**), por [87, REMARK, p. 379] existen secuencias {x, : n >
1} cVy{fn:n>1} C B(C(K)) tales que

Tz, + %/fn — @ en (C(K)™ w"). (4.5)
Por la igualdad de Simons [103, SUP-LIMSUP TH., p. 69] se tiene:
sup limsup(p, z,,) = sup limsup(h,zy,).
pEB n—00 heeow™ (K) Mo

Por otra parte, si p € B y d, es la probabilidad de Dirac de masa 1 sobre p, se tiene por
(4.5) que
Mo (T 4 o Bp) = (2:8p) = 0(p).

de donde obtenemos que

lim sup(p, ) = limsup(T™**zy, §,) = lim sup [<T**:Un + %/fn75p> - <d§lfm 5p>] =

= o(p) +limsup [ — (L fn,0,)] < o(p) + 4 =w(p) — Lle,dp) + L <o+ d.
n—oo
Por tanto

sup lim sup(p, z,) < ro+d'.
pEB N—o0

Por otra parte, como wg € co® (K) y z, € V, ¥n > 1, se tiene que

sup limsup(h,z,) > limsup(wo, z,) > ro + d.
hecow™ (K) n—oo n—oo

Concluimos que 7o + d > rg + d, esto es, d > d, una contradiccién. Esto completa la
prueba en el caso ||¢| = 1.

(B) Sea ¢ € X** arbitrario, pero tal que 1 # 0. De la desigualdad (4.4) obtenemos
(/l1ll, wo) > sup(p/|[4||,eo(B)) + d/||¢]|. De (A) sale que

dist(T™* (/). Sea(C(E)™)) 2 g

y finalmente dist(T**v, Seq(C(K)**)) > %d'

(C) Sea W C K un subconjunto w*-compacto y denotemos 71 (x) =z [ W, Vx € X.
Es inmediato que dist(T**1, Seq(C(K)**)) > dist(T;*1, Seq(C(W)**)), de donde por
lo anterior obtenemos

dist(T**,Seq(C(K)*)) > 3 Bindex(y), K).
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Proposicién 4.10. Sean X wun espacio de Banach, H un subconjunto convero w*-
compacto de B(X*), wo € H, B C H un contorno de H, d > 0 y ¢ € X** tales
que

<waw0> > Sllp<1l], B> + d.

Entonces dist(¢, Seq(X**, H)) > g. En particular, si X** = Seq(X**), entoncesco(B) =
co*(K) para todo subconjunto w*-compacto K C X* y todo contorno B de K.

Demostracion. Sea T : X — C(H) el operador restriccién tal que Tax =z | H, Vo € X.
Observemos que ||T'|| < 1 porque H C B(X™).

Aserto. T%*(Seq(X**; H)) C Seq(C(H)*™).

En efecto, sea z € Seq(X**; H). Entonces z | H € By(H) y de la Proposicién 4.7
sale que
dist(T**z,Seq(C(H)*™)) < 3dist(z | H,B1,(H)) = 0.

Como Seq(C(H)**) es un subespacio cerrado de C(H)** (por [81]), concluimos que
T*z € Seq(C(H)**) (ver también la prueba del Aserto 1 de la Proposicién 1.23).

Como ||T']| <1 se tiene que
dist(y, Seq(X™, H)) > dist(T**,Seq(C(H)*™)).
Del Lema 4.9 obtenemos que dist(y), Seq(X**, H)) > 4. [ |

Proposicién 4.11. Sean X un espacio de Banach, H C X* un subconjunto convexo
w*-compacto, B un contorno de H, wg € H, ¢ € X** y d > 0 tales que

<T,ZJ,’[U0> > Sup@[)v@(B» +d.
Entonces dist(y | H,Byy(H)) > §d en loo(H).

Demostracion. La prueba sale de la Proposiciéon 4.7 y el Lema 4.9. |

Proposicién 4.12. Si X es un espacio de Banach y H C X* un subconjunto convexo
w*-compacto de X*, entonces para todo ¢ € X** se verifica

dist(y) | H,Bp(H)) > ¢t Bindex (¢, H).

Demostracién. Como dist(v) | H, By (H)) > dist(yp | W, Byy(W)) para todo subconjunto
w*-compacto convexo W C H, bastard probar que, si existen un subconjunto w*-
compacto convexo W C H, d > 0, wg € H y un contorno B de W tales que

(4, wo) > sup(4,co(B)) + d,

entonces dist(y | W, B1y(W)) > #d, lo que sale de la Proposicién 4.11. [
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Corolario 4.13. Sean X un espacio de Banach, H un subconjunto convexo w*-compacto
de X*, C C X un subconjunto convezo y 1) € X** tal que » € C" . Son equivalentes:

(1) ¢ | H € Bip(H).
(2) Existe una secuencia (xn)p>1 C C tal que x, — 1 sobre H.

Demostracion. (2) = (1) es obvio.

(1) = (2). Sea T : X — C(H) el operador tal que T'(z) = = | H. Puesto que
Y | H € Byy(H), de la Prop. 4.7 sale que

dist(T**1, Seq(C(H)*™)) < 3dist(v | H, Byp(H)) = 0.

Como Seq(C(H)**) es un subespacio cerrado de C(H)*, concluimos que
T € Seq(C(H)**). Como también T**¢ € (C)w , la implicacién sale de [87,
Sublemma, p. 379]. [ |

Corolario 4.14. Sean X un espacio de Banach, H un subconjunto convexo w*-compacto
de X* y i € X**. Entonces:

(a) Si € Seq(X*; H), existe una secuencia (Tn)n>1 C X con ||z,| < |9 tal que
T, — 1 sobre H.

(b) ¥ € Byy(H) sii i) € Seq(X**; H).

Demostracion. (a) Por hipétesis ¢ | H € Byp(H) y también ¢ € HinB(X)w*. Ahora
basta aplicar el Corolario 4.13.

_—  w*

(b) sale del Corolario 4.13 y de que ¥ € ||¢||B(X) . [

Corolario 4.15. Sean X un espacio de Banach, H un subconjunto convexro w*-compacto
de B(X™) y ¢ € X**. Entonces

dist(1p, Seq(X**)) > dist(y, Seq(X*™*, H)) > L Bindex(y, H) > 1 Pindex (¢, H)
y por tanto
dist(y, Seq(X**)) > 3 Bindex(y, B(X*)) > 1 Pindex(y, B(X™)).
Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 4.10 y las definiciones de

Bindex(¢, B(X™*)) y Pindex(¢, B(X™)). [

Corolario 4.16. Sea X wun espacio de Banach y H C X* un subconjunto convexo
w*-compacto tal que Seq(X**, H) = X**. Entonces para todo subconjunto w*-compacto
W C H y todo contorno B de W se verifica co(B) = o (K).

Demostracion. La prueba sale inmediatamente de la Proposicion 4.10.
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4.3. Distancia a By,(K) con K € (P)

Hasta ahora hemos trabajado con un subconjunto convexo w*-compacto H de un
espacio de Banach dual X* y hemos relacionado, dados un contorno B de H y un
vector ¢ € X** tales que sup(y, H) > sup(¢y,co(B)) + d, d > 0, el nimero d con la
distancia dist(y) | H, B1p(H)), etc. Cuando H no es convexo se pueden obtener también
estimaciones parecidas, bajo la hipétesis H € (P), como vemos a continuacién.

Lema 4.17. Sean X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-compacto tal
que K € (P). Sea T : X — C(K) el operador continuo definido por Tx := z | K para
todo x € X. Entonces para todo ¢ € X™* se verifica que

dist(T™*, Seq(C(K)™)) = dist(y | K, Bip(K)),

donde
(i) dist(T**, Seq(C(K)*™)) es la distancia con la norma de C(K)**.
(i) dist(¢ | K,B1p(K)) es la distancia en oo (K).

Demostracion. En primer término, es inmediato que

porque Seq(C(K)™) | K = By(K) y ,Vp € Bup(K), [T — @l = [[S*(T™ — )| =
| | K — ¢|| (ver Proposicién 4.1). Veamos que

dist(T** 1), Seq(C(K)™)) < dist(¢ | K, Bip(K)). (4.6)

Sean ¢ € Byy(K) y n > 0 tales que || [ K — ¢|| < n en {s(K). Queremos ver que
I T**9—@|| <nen C(K)*™. Sea n € Pr(K). Puesto que v verifica el célculo baricéntrico
sobre K (porque K € (P), ver Proposicién 1.17), se tiene que

@) = ,r(0) = [ (E)dn
K
De aqui que
(% = @il < [ o) - g(0ld < .
K
En consecuencia
1T — @l = sup{[(T""¢ — &, )| : p € Pr(K)} <.

Como ¢ € Seq(C(K)*), deducimos que dist(T**1),Seq(C(K)**)) < n y de aqui se
obtiene (4.6). [
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Lema 4.18. Sean X un espacio de Banach, K C X* un subconjunto w*-compacto con
K € (P), B un contorno de K, wg € 0¥ (K), ¢ € X** y d > 0 tales que

(), wo) > sup(4,co(B)) + d.
Entonces dist(¢ | K, By (K)) > 4d.

Demostracion. Por el Lema 4.9 sabemos que dist(T**y), Seq(C(K)**) > 3d, siendo T :
X — C(K) tal que Tz := x | K. Ahora basta aplicar el Lema 4.17. [

Proposicion 4.19. Si X es un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-
compacto de X* con K € (P), entonces para todo ¢ € X** se verifica

dist(y) | K, Bp(K)) > §Bindex (¢, K).

Demostracion. Bastara probar que si existen un subconjunto w*-compacto W C K,
wp € @ (W), d >0 y un contorno B de W tales que

(¢, wo) > sup(¢,co(B)) + d,

entonces dist(¢ | W, B1,(W)) > 3d, lo que sale de Lema 4.18. [ |



Capitulo 5

Contornos, w*-N-familias y copias
de la base de ¢{(¢)

5.1. Introduccion

En este Capitulo nos proponemos dos objetivos, a saber:

(1) “Localizar” , en ciertos casos, una w*-N-familia y una copia de la base de ¢;(c)
dentro de un subconjunto w*-compacto K de un espacio de Banach dual X*, cuando
co(B) # @™ (K), siendo B un contorno de K. Como vamos a ver, seran fundamentales
los resultados sobre la distancia dist(y [ H, B1,(H)) obtenidos en el Capitulo anterior.

(2) Caracterizar la propiedad (P) de un cierto subconjunto w*-compacto K C
X* (6 un subconjunto arbitrario ¥ C X*) a través de los contornos que son w*-
contablemente determinados. Recordemos que la propiedad (P) de X*, globalmente
considerado (es decir, la propiedad (P) de B(X™)), ha sido caracterizada: (i) por Haydon
que probé que X*, globalmente considerado, tiene la propiedad (P) sii X carece de
copias de f;; (ii) en [14] a través de los contornos w*/CA de los subconjuntos w*-
compactos de X*. Nosotros caracterizamos la propiedad (P) de cualquier subconjunto
w*-compacto K C X* (6 un subconjunto arbitrario Y C X*) a través de los contornos
w*-contablemente determinados de los subconjunto w*-compactos W C K.

5.2. Localizacién de w*-N-familias y copias de la base de

gl(C)

Si K es un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual X* y ¢o(K) #
co"" (K), siempre existe dentro de K una w*-N-familia y una copia de la base de £1(c)
(ver [61, Lemma 3.2],[62, Proposition 2.5]). Sin embargo, del hecho co(B) # " (K),
siendo B un mero contorno de K, no puede deducirse, en general, la localizacién dentro
de K ni de una w*-N-familia ni de una copia de la base de ¢1(¢). Veamos algunos
contraejemplos.

67
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Contraejemplo 1. Sea I un conjunto incontable y X := ¢y(I). Sea B := {e; : i € I}
la base candnica de X* = ¢1(I). Entonces B es un contorno del subconjunto w*-compacto
K:={ei:iel} ={e:icI}u{0}deX*y,sinembargo, 0 ¢ co(B). En este caso no
hay en K ninguna w*-N-familia porque, si un espacio dual X™* posee una w*-N-familia,
entonces X posee copia de ¢; (ver Nota 1.5). Sin embargo, si existe en K una copia de
la base de ¢1(X;). Es el propio contorno B. [

Contraejemplo 2. Sean X = C([1,wi1]), K = [1,w] visto como un subconjunto
w*-compacto de C'([1,w1])* = ¢1([1,w1]) y B = [1,w1). B es contorno de K porque, para
toda funcién continua f : [1,w;] — R, existe un punto 1 < a < w; (dependiente de f,
naturalmente) tal que f es constante en [, w;]. Observemos que K no es metrizable.
Claramente co(B) # co¥ (K) porque co(B) C ¢1([1,w1)) vy, por tanto, w; ¢ co(B),
aunque w; € 0¥ (K) (de hecho DIST(co¥" (K),co(B)) = 1). K carece de una w*-
N-familia porque C([1,w;]) es Asplund y no puede contener copias ¢;. Sin embargo, el
propio K es una copia de la base de £1(®1) en C([1,w1])*. [

Contraejemplo 3. En el siguiente contraejemplo mostramos un espacio de Banach
X tal que X™ no posee ni una w*-N-familia ni una copia de la base de ¢1(c) y, sin embargo,
hay en X* un subconjunto w*-compacto y un contorno B de K tales que ¢o(B) #
e (K). La idea es coger un espacio de Banach Y con Yy, # Y** tal que Y** carezca
de una copia de ¢1(c). Luego se considera el subconjunto w*-compacto K := B(Y™**)
y el contorno By = Yy, N B(Y**). Bajo estas premisas, claramente, ¢o(By) # B(Y ™)
porque €o(By) C Yy, # Y**. Un espacio de Banach Y, con Yy, # Y** y sin una copia
isomorfica de £1(c) en Y**| es, por ejemplo, el predual isométrico Y del espacio largo de
James (the long James space) J(w1) (ver [12, 7.7.4 Proposition, p. 348],[33]). En efecto

B

(i) Y y todos sus sucesivos duales son Asplund. Por tanto, Y** = J(w;)* carece de
copia isomérfica de ¢;(c).

(ii) Con la notacién de [12, p. 346], se tiene que e, € Y** = J(w1)* pero ey, ¢ Yy, ¥
por tanto Yy, # Y **. De hecho, si A C Y es una familia contable, existe cg < wq tal que
A C [{eq : @ < ap,a ordinal no limite }]. De aqui que, si oy < § < wy, el vector bédsico
hp =15, de Y* = J(w1) satisface (a, hg) = 0, Va € A, pero (ew,, hg) = 1. Esto quiere
decir que dist(ey,,Yy,) = 1y, por tanto, para cada ¢ > 0 existe 1. € S(Y***) tal que
e [ Yo, = 0y (e, €w,) > 1—e. Por la Proposicién 4.11 dist(¢e [ B(Y™*), B1p(B(Y™*)) >
15¢. Naturalmente, ¢ € BY,(B(Y**)) y verifica el cdlculo baricéntrico sobre B(Y*) (por
la Prop. 3.24 y la Prop. 1.17) pues Y carece de copia de ¢; ya que es Asplund. |

A pesar de los anteriores contraejemplos, en muchos casos (que vamos a caracterizar
en lo que sigue) el hecho c6(B) # co® (K) implica que K -y algunas veces el propio
contorno B- posee una w*-N-familia y una copia de la base de ¢1(c). Nuestro abordaje
a este problema consta de dos etapas:

Etapa 1. En esta etapa consideramos el caso en que K es w*-metrizable. En este
caso K siempre contiene una w*-N-familia y una copia de la base de £;(c).

Etapa 2. Se considera el caso general, que de hecho se reduce al caso metrizable.
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5.3. El caso metrizable

Vamos a probar que cuando K es un subconjunto w*-metrizable w*-compacto de un
espacio de Banach dual X* y B es un contorno de K, el hecho co(B) # co®” (K) siempre
implica que K posee una w*-N-familia y una copia de la base de ¢1(c). Primeramente,
observemos que bajo la hipdtesis de K w*-metrizable, sin pérdida de generalidad, se
puede suponer que X es separable por Lema 2.22 y Lema 2.23.

En [48, Theorem 1.2] se prueba que, si X es un espacio de Banach separable, K C X*
un subconjunto w*-compacto y B un contorno de a K, el hecho ¢o(B) # co®” (K ) implica
que X posee una copia de ¢; y, por tanto, X* posee copias de ¢1(c). Sin embargo, de [48,
Theorem 1.2] no puede deducirse que K contenga la base de una de estas copias, cosa
que aqui probamos. En esta prueba se hace uso de los resultados del Capitulo anterior
relativos a la distancia al espacio By, (K) de las funciones 1-Baire sobre K.

Proposicion 5.1. Sean X un espacio de Banach, H C X* un subconjunto convexo
w*-compacto y B C H un contorno tal que DIST(H,co(B)) > d > 0. Si H es w*-
metrizable, H tiene una w*-N-familia A de anchura(A) > % y una copia de la base de

t1(c). En consecuencia Width(H) > $DIST(H,co(B)) y Width(H) > % Bindex(H).

Demostracion. Puesto que DIST(H,co(B)) > d, podemos coger un vector wy € H tal
que dist(wg,co(B)) > d > 0. Por el Teorema de separacién de Hahn existe ¢ € S(X**)
tal que inf (1), wy — €o(B)) > d (ver [61, Lemma 2.1]), esto es

(1, wo) > sup(¢h,co(B)) +d

Por tanto dist(¢y) | H, By (H)) > %d por la Prop. 4.11. Ya que H es w*-metrizable, se
verifica que BY (H) = By,(H) y por la Prop. 3.8 (ver [60, Proposition 6.4]) tenemos
que dist(y | H,Bw(H)) = 1Frag(y | H,H), donde Frag(y) | H,H) es el indice de
fragmentacion de ¢ | H en H (ver la Def. 3.7). Por tanto Frag(y | H,H) > %d >0
y este hecho, por la Prop. 3.11, implica que H contiene una w*-N-familia A tal que
anchura(A) > 1d.

Finalmente, la desigualdades Width(H) > %DIS’T(H,@(B)) y Width(H) >
1 Bindex(H) salen de lo anterior y la definicién de Bindex(H) (ver Definicién 1.13).
|

Veamos la relacién cuantitativa entre Width(H) y Bindex(H ).

Corolario 5.2. Sean X un espacio de Banach y H un subconjunto w*-compacto de X*.
Entonces

(1) Width(H) < Bindex(H).
(2) Si H es w*-metrizable, se tiene que Width(H) =0 si y sdlo si Bindex(H) = 0.
(3) Si H es convexo y w*-metrizable, entonces Width(H) < Bindex(H) < 3Width(H)
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Demostracion. (1) Sabemos que Width(H) = Pindex(H) por la Prop. 1.10 y, adem4s,
claramente Pindex(H) < Bindex(H).

(2) Primeramente, Width(H) = 0 siempre que Bindex(H) = 0 por (1). Supongamos
que Bindex(H) > 0y probemos que Width(H) > 0. El hecho Bindex(H) > 0 significa
que existen un subconjunto w*-compacto W C H y un contorno B de W tales que
dist(co®” (W),co(B)) > 0. Por tanto Width(co® (W)) > 0 por la Proposicién 5.1. De
[62, Proposition 2.5, Proposition 3.8] sale que Width(W) > 0y que Width(H) > 0, y
esto completa la prueba de (2).

(3) sale de (1) y de la Proposicién 5.1. [ ]

5.4. El caso general

Este caso se reduce al caso metrizable como vamos a ver. Comencemos con la
siguiente definicion.

Definicion 5.3. 5i X es un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-compacto
de X*, definimos el c-B-indice de K (abrev., Bindex.(K)) como el supremo de los
Bindex(i*(K)), siendo i* el operador adjunto de la inclusion canénicai:Y — X yY
un subespacio separable de X.

Notas. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*.

(1) Si X esseparable (o si K es w*-metrizable), claramente Bindex(K) < Bindex.(K).
Pero si X es no-separable, puede ser que Bindex(K) > 0y Bindex.(K) = 0. Esto es lo
que ocurre en los anteriores Contraejemplos.

(2) Si B C K es un contorno tal que DISTy,(co"" (K),co(B)) > d > 0, entonces
Bindex.(K) > d. En efecto, sean wg € 0¥ (K) y ¢ € S(Xy,) tales que (,wp) >

sup(¢),co(B)) +d. Sea Y C X un subespacio separable tal que ¢y € Y yi:Y — X la
inclusién candnica. Viendo ¢ como un elemento de S(Y**) y observando que i*(wg) €
i*(co¥" (K)) = o (i*(K)), se verifica

(1,1 (wo)) = (1, wp) > sup(¢h,co(B)) + d = sup(+),i*(co(B))) + d.

Finalmente, puesto que i*(B) es un contorno de i*(K), resulta Bindex(i*(K)) > dy de
aqui que Bindex.(K) > d.

Proposiciéon 5.4. Sean X un espacio de Banach y H un subconjunto w*-compacto de
X*. Entonces

(A) Width(H) < Bindex.(H).

(B) Si H es convezxo entonces Width(H) < Bindex.(H) < 3Width(H).

Demostracion. (A) Sea F C H una w*-N-familia con width(F) > d > 0 asociada a las
secuencias {ry, :m > 1} C Ry {zy :m > 1} C B(X). Sean Y := [{z), :m >1}] y
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i+ Y — X la inclusién canénica. Obviamente, i*(F) es una w*-N-familia de ¢*(H) con
width(i*(F)) > d > 0 asociada a las secuencias {ry,, : m > 1} C Ry {z, :m > 1} C
B(Y). Por el Corolario 5.2

d < Width(i*(H)) < Bindex(i*(H)) < Bindex.(H).

Por tanto, Width(H) < Bindex.(H).

(B) Supongamos que H es convexo. En primer término, Width(H) < Bindex.(H)
por (A). A continuacién suponemos que Bindex.(H) > d > 0 y probamos que d/3 <
Width(H). El hecho Bindex.(H) > d > 0 implica que existe un subespacio cerrado
separable Y C X tal que Bindex(i*(H)) > d, siendo ¢ : Y — X la inclusién candnica.
Por el Corolario 5.2 Width(i*(H)) > d/3y por tanto existe en i*(H) una w*-N-familia A’
con width(A") > d/3 asociada a ciertas secuencias {y, : n > 1} C B(Y)y {rn,:n>1} C
R. Por cada a € A’ elegimos k, € H tal que i*(k,) = a. Entonces A := {k, : a € A’} es
una w*-N-familia con width(.A) > d/3 asociada a las secuencias {i(y,) : n > 1} C B(X)
y {rn :n > 1} C R. Por tanto Width(H) > d/3 y 3Width(H) > Bindex.(H). [

Corolario 5.5. Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w*-compacto de X*.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Width(co®" (K)) = 0; (1°) Bindex.(co¥ (K)) = 0.
(2) Width(K) = 0; (2°) Bindex.(K) = 0.

Demostracion. (1) < (1')y (2') = (2) salen de la Proposicién 5.4. (1) < (2) esta probado
en [62, Prop. 2.5, Prop. 3.8]. Finalmente, (1) = (2') es obvio. [ |

Proposicién 5.6. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Bindex.(K) = 0.

(2) @00 (B) =" (H) para todo subconjunto w*-compacto H de K vy todo contorno
B de H.

Demostracién. (1) = (2). Supongamos que co %o (B) # co®” (H) para cierto subconjunto
w*-compacto H de K y cierto contorno B de H. Esto significa que existe un punto
wy € % (H) que se puede separar estrictamente de co(B) usando elementos de Xy, .
Precisamente, que existen un subespacio cerrado separable ¥ C X, un vector ¢ €

*

S(Y**) = S(Y" ) y un nimero positivo d > 0 tales que

(¥, wo) > sup(t, co(B)) + d.

Por tanto, si 7 : Y — X es la inclusiéon candnica, se tiene

(1,7 (wg)) > sup(y, co(i*(B))) + d. (5.1)
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Como i*(wg) € o (i*(H)), de (5.1) obtenemos DIST (o (i*(H)),co(i*(B)) > d >
0. De aqui que Bindex(i*(H)) > d pues i*(B) es un contorno de ¢*(H). Asi que
Bindex.(K) > d, una contradiccién que prueba la implicacién (1) = (2).

(2) = (1). Supongamos que Bindex.(K) > 0. Entonces, por la definicién de
Bindez.(K), existe un subespacio cerrado separable Y C X tal que Bindez(i*(K)) > 0,
donde i : Y — X eslainclusién candnica. Del Corolario 5.2 obtenemos que Width(i*(K)) >
0. De aqui que, por [62, Lemma 2.4], existe un subconjunto w*-compacto L C i*(K) tal
que co(L) # " (L). Por tanto existen ¢ € B(Y*) = B(Y" ), d > 0y vy € co” (L)
tales que

(6, v0) > sup{th, co(L)) + d. (5.2)
Sea W :=i*"YL)N K.
Aserto. co ™ (W) # e (W).

En efecto, sea woy € co®” (W) tal que i*(wg) = vo. Entonces, teniendo en cuenta que
co(L) = i*(co(W)), ¥ = i**¢ y (5.2), obtenemos

(¢, wo) = (179, wo) = (¥, " (wo)) = (P, v0) > sup(¥,i*(co(W))) +d =
= sup(t), co(W)) + d.

Como ¢ € Xy,, concluimos que wy € co® (W) \@7—“0 (W), lo que contradice la hip6tesis
y completa la prueba. |

5.5. Contornos w*-contablemente determinados

En [14] se prueba que un espacio de Banach X carece de copias de ¢; (esto es,
X* € (P)) siy solo si @o(B) = co” (K) para todo subconjunto w*-compacto de X* y
todo contorno w*-KC analitico B de K. En esta Seccién perfeccionamos este resultado de
la siguiente manera:

(i) Vemos que, en lugar de contornos w*-X analiticos, se pueden poner contornos w*-
contablemente determinados. Esto significa que en el caso metrizable se pueden poner
todos los contornos.

(ii) Localizamos el resultado, en el siguiente sentido: la propiedad (P) de un cierto
subconjunto Y de X* puede caracterizarse a través del comportamiento de los contornos
w*-contablemente determinados. Precisamente, un subconjunto Y de X* posee la propiedad
(P) si y s6lo si co(B) = o (K) para todo subconjunto w*-compacto K de Y y todo
contorno w*-contablemente determinado B de K.

Utilizaremos los resultados de los anteriores Capitulos en la obtencion de esta caracterizacion.

Lema 5.7. Sean X, Y espacios topoldgicos Hausdorff con' Y Lindelof. Sean {U, : a € A}
una familia de abiertos de X y ¢ ' Y — 2% una aplicacion usco tal que, Yy € Y, Ja € A,
o(y) C Uy. Entonces existe un subconjunto contable Ay C A tal que, Vy € Y, 35 € Ay,

¢(y) C Us.
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Demostracion. Por las condiciones impuestas en el enunciado, por cada y € Y se pueden
elegir un entorno abierto V¥ de y en Y y o, € A tales que ¢(V¥) C U,,. Como Y es
Lindelof se tiene que Y = (J;~; V¥ para una familia contable {y; : i > 1} de puntos de
Y. Haciendo Ag := {ay, : i > 1} se verifica la tesis del enunciado. |

Lema 5.8. Sean X un espacio de Banach, ) # %' C £ :=NN y & : ¥/ — 2X7 aplicacion
usco. Entonces, si

C:= U{@w(@(F)) : F' subconjunto finito de ¥'}.

se tiene que C' es convezo y C = c™o,

Demostracion. Es claro que
(a) Por la definicién de C', C' es un subconjunto convexo de X*.
(b) C C T porque Ty, < w.

Probemos que T C C. Sea zy € X* tal que dist(zp,C) > d > 0. Queremos ver

que zp ¢ éTNO. Haciendo una traslacién, si es preciso, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que zg = 0. Como dist(0,C) > d > 0, existe € > 0 tal que, para todo
subconjunto finito F' C ¥, se verifica dist(0,c0% (®(F))) > d+e > d > 0. Asi que, para
todo subconjunto finito F' C ¥/, existe zp € S(X) de modo que

min(co? (®(F)),zr) > d—+e>d > 0.
Para todo subconjunto finito F' C ¥’ sea
Up:={z" € X" : (", zp) > d+ €}.
que es un semiespacio w*-abierto, que verifica
O(F) 1= Uye s ®(0) C % (O(F)) C Up.

Aserto 1. Existe un conjunto contable F de partes finitas de ¥’ tal que, para toda
parte finita P de ¥/, existe Fp € F tal que ®(P) C Up,.

En efecto, si n € N, se tiene trivialmente que:
(a) (X')™ es un conjunto métrico separable y, por tanto, Lindelof.

b) Es usco la aplicacién ®" : (X)* — 2X7 tal que
(b) p q

Vo = (o1, ,00) € (), ®"(0) = U (o).

(¢) Para todo o = (01,--- ,0,) € (X')" existe un subconjunto finito F C ¥’ con
|F| < n tal que ®"(0) C Up.
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(d) De (c¢) y de Lema 5.7 deducimos que existe una familia contable F,, de subconjuntos
finitos de ¥’ tal que, dado un cierto o € (¥')", existe F' € F,, de modo que ®" (o) C Up.

Por tanto, si hacemos F := |J,,~; Fn, s claro que F verifica los requerimientos del
Aserto 1. B

Sean E := [{zxp: F € F}],i: F — X la inclusién canénica e i* : X* — E* el
cociente canénico adjunto de 1.

Aserto 2. dB(E*) ni*(C) = 0.

En efecto, si e* € i*(C), existe una parte finita P de ¥’ tal que e* € i*(co® (®(P))) =
%" (i* o ®(P)). Por Aserto 1 existe Fp € F tal que ®(P) C Up,, de donde

min(i* (6" (®(P))), zr,) = min(@w*(fb(P)),i(:cpP» >d+e

Puesto que e* € i*(co” (®(P))), concluimos que (e*,xr,) > d + € y, por tanto, e* ¢
dB(E*), lo que completa la prueba del Aserto 2.

w*

Por el Teorema de separacién de Hahn existe un vector u € B(E**) = B(E) C
B(X**) tal que
inf(u,i*(C)) = inf(u,C) > d > 0,

lo que prueba que 0 ¢ GTNO, porque u € Xy, ya que E es separable. |

Proposicién 5.9. Sean X un espacio de Banach, H C X* un subconjunto w*-compacto
de X* y B un contorno de H que es w*CD verificando DIST (co% (H),co(B)) > d >0
pero @™ (B) = co¥ (H). Entonces hay en B una w*-N-familia A y una copia de
la base de £1(c), de modo que anchura(A) > d > 0. En consecuencia, Width(B) >
DIST (" (H),co(B)).

Demostracion. Como DIST(co® (H),co(B)) > d > 0, existe wy € co® (H) tal que
dist(wp,co(B)) > d > 0. Por hipétesis, ya que B es w*CD, existen un subconjunto
> ¢ ¥ := NN y una aplicacién usco ® : ¥/ — 2% tal que ®(0) es un subconjunto
compacto no vacio de X*, para todo 0 € ¥/, y B = J, 5y ®(0). Por Lema 5.8, si

C = U{@w* (®(F)) : F subconjunto finito de %'},

se tiene que C' es convexo y C = ™ De aqui que C' = " (H), porque @~ (B) =
V' (H) y B C C. En consecuencia, existe una parte finita F C X' tal que
dist(wg, 0% (®(F))) < €, para cualquier 0 < e < dist(wg,co(B)) — d previamente
dado. Sea vy € @™ (®(F)) tal que ||wy — vg| < e. Entonces, si K es el subconjunto
w*-compacto K := ®(F), se tiene obviamente que

dist(vg,co(K)) > dist(wp,co(K)) — ||lwo — vol|| > dist(wp,co(B)) — ||lwo — vol| > d >0,

aunque vg € o (K). Por [61, Lemma 3.2] existe en K, y por tanto en B, una w*-N-
familia A de anchura > d y una copia de la base de ¢1(c). Observemos que la anchura de
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la w*-N-familia A puede aproximarse a DIST (¢ (H),co(B)) tanto como queramos.
|

Proposicién 5.10. Sea X un espacio de Banach y sea Y un subconjunto de X*. Los
siguientes asertos son equivalentes:

(A)Y € (P).

(B) Para todo subconjunto w*-compacto K de'Y y todo contorno B de K se verifica
@™ (B) = o (K).

(C) Para todo subconjunto w*-compacto K de Y y todo contorno B de K que sea
w*CD se verifica ¢o(B) = o (K).

(D) Para todo subconjunto w*-compacto K de Y y todo contorno B de K que sea
w*KA se verifica co(B) = @™ (K).
Demostracion. (A)<(B) por Corolario 5.5 y Proposicién 5.6.

(A)+(B) = (C) por Proposicién 5.9.

(C) = (D) es obvio porque todo subconjunto w*KA es w*CD.

(D) = (A). Basta observar que todo subconjunto w*-compacto de X* es w*CA vy,
al mismo tiempo, contorno de si mismo. |

Corolario 5.11. Sean X un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto de
X* tal que K carece de una w*-N-familia (en particular, si K carece de una copia
de la base de ¢1(¢c)) y B C K un contorno. Entonces co(B) = " (K) si y sdlo si
@o(B) =t ™ (B).

Demostracién. Si c6(B) = ¥ (K), como co(B) C @ *(B) C @ (K), llegamos a
que co(B) = @™ (B). Por otra parte, si ¢o(B) = co*o (B), como co % (B) = ¥ (K)
(por la Proposicién 5.10 y porque K € (P)), obtenemos inmediatamente que ¢o(B) =
oV (K). [ |

Corolario 5.12. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
(A) X carece de una copia de {;.

(B) Para todo subconjunto w*-compacto K de X* y todo contorno B de K se verifica
@™ (B) = o (K).

(C) Para todo subconjunto w*-compacto K de X* y todo contorno B de K que sea
w*CD se verifica ¢o(B) = o (K).

(D) Para todo subconjunto w*-compacto K de X* y todo contorno B de K que sea
w*KCA se verifica o(B) = &% (K).

Demostracion. El enunciado sale de la Proposicién 5.10, teniendo en cuenta que X* €
(P) sii X carece de una copia de ¢ (ver [65]). [
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NOTA. La equivalencia de los apartados (A), (B) y (D) del Corolario 5.12 ha sido
obtenida también en [14].

Corolario 5.13. Sea X un espacio de Banach y sea Y un subconjunto w*)CA de X*.
Son equivalentes:

(A)Y € (P).

(B) Para todo subconjunto w*-compacto K de [Y] y todo contorno B de K se verifica
@60 (B) = @ (K).

(C) Para todo subconjunto w*-compacto K de [Y] y todo contorno B de K que sea
w*CD se verifica co(B) = o™ (K).

(D) Para todo subconjunto w*-compacto K de [Y] y todo contorno B de K que sea
w*KA se verifica co(B) = co® (K).

Demostracién. Basta aplicar la Proposicién 5.10 y que todo subconjunto Y de X*, que
sea w*ICA, verifica Y € (P) sii [Y] € (P) por [62, Proposition 3.8]. [ |
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Capitulo 6

Contornos w*KAy B = Ezt(K)

6.1. Introduccion

En este Capitulo obtenemos, entre otros, los siguientes resultados. Sea K un subconjunto
w*-compacto de un espacio de Banach dual X* y sea B = Ext(K) 6 B C K un contorno
w*ICA. Entonces:

(i) K contiene una w*-N-familia sii la contiene B.

(ii) K contiene una copia de la base de ¢;(c) sii la contiene B.

6.2. Resultados basicos

Los siguientes resultados son bésicos para lo que sigue.

Lema 6.1. Sea X un espacio de Banach separable y E un subespacio cerrado w*K.A de
X* tal que E € (P). Entonces (B(E*),w}) es angélico, siendo w} := o(E*,E).

Demostracién. En primer término, (B(E),w*) es w*ICA porque es un subconjunto w*-
cerrado de (E,w*)) que es w*KA. Puesto que E € (P), se tiene que E y también la
bola unidad B(E) carecen de una w*-N-familia por [62, Prop. 3.8]. Sea A := B(X) y
consideremos a A como subconjunto del espacio C'(B(E),w*) de las funciones reales y
continuas sobre B(E), dotado de la w*-topologia w* := o(X*, X). A su vez consideraremos
C(B(E),w*) sumergido en (RB(F) 7)) siendo 7, la topologfa de la convergencia puntual
sobre B(FE). Claramente A es un subconjunto puntualmente acotado de C'(B(E),w*),
por lo que A" es un compacto convexo simétrico de (]RB (£), 7p). Puesto que B(E) carece
de una w*-N-familia, si & < f y (z)n>1 €s una secuencia en A, existe un subconjunto
I C N tal que

{t € B(E): (xn,t) < a,Vn € I, {xp,t) > ,Ym e N\ I} = (.

De [11, 4D. Theorem| obtenemos que A" es un subconjunto compacto_angélico de
(RB(E) 7). Sea w} := o(E*, E). Entonces (B(E*),w}) es homeomorfo a A™. Por tanto
(B(E*),wY) es angélico. [
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En [48, Theorem 1.2] se prueba que, si un subespacio cerrado Y de un espacio de
Banach dual X* tiene bola unidad cerrada dual B(Y™) w*-angélica y B es un contorno
de un subconjunto w*-compacto K de X* con B C Y, entonces co(B) = co® (K). En
la siguiente proposicién damos un resultado “cuantitativo”, que generaliza el resultado
anteriormente citado y que relaciona las distancias DIST (co®" (K),C) y DIST(B, (),
cuando K es un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual X*, B es un
contorno de K y C es un subconjunto convexo de un subespacio cerrado ¥ C X* con
bola unidad dual B(Y™) w*-angélica.

Proposicién 6.2. Sean X un espacio de Banach y Y un subespacio cerrado de X*
con bola unidad dual (B(Y™),w*) w*-angélica. St C es un subconjunto convero de Y,
entonces DIST (o (K),C) = DIST(B,C) para todo subconjunto w*-compacto K de
X* y todo contorno B de K. Ademds co¥ (K) = ©o(B) para todo subconjunto w*-
compacto K de X* y todo contorno B de K siempre que Y contenga un contorno de

K.

Demostracion. Sean C un subconjunto convexo de Y y supongamos que existen un
subconjunto w*-compacto K de X*, un contorno B de K y dos ntumeros reales 0 < a, b
tales que

DIST (6" (K),C) > b>a > DIST(B,C) = DIST(co(B), C).

Sean wg € " (K) y € > 0 verificando dist(wg,C) > b+ e. En estas condiciones
existe g € S(X**) tal que inf(pg, wyg — C) > b+ ¢, esto es, po(wg) > sup po(C) +b+e.
Denotemos

U:={p € B(X™): {p,wo)
V:={z € B(X) : (wg,x)

(@0, wo) — €}y

>
> (o, wo) — €}.

Observemos que g € U y también U = VY. Sii:Y — X* es la inclusién candnica,
entonces i* : X** — Y™ satisface i*(pg) € i*(U) = i*(V) s B(Y™). Puesto que
(B(Y™),w*) es angélica, existe una secuencia {x,, : n > 1} C V tal que i*(x,) N i*(v0)
en la w*-topologia o(Y*,Y). Asi que para todo y € Y se tiene y(x,) = i*(x,)(y) —
*(#0)(y) = #o(y)-
Aserto. Para todo 8 € B,
lim sup z,, () < sup po(C) + a < po(wo) — e+ (a —b).

n—oo

En efecto, fijemos 5 € B. Como dist(8,C) < DIST(B,C) < a, existe y € C C Y
tal que ||8 — y|| < a. Por tanto
limsup z,,(8) = limsup|z, (y) + z,(8 — y)] =

n—o0 n—oo

= o(y) + limsup z,, (8 — y) < sup po(C) + a.

n—oo
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Finalmente, como ¢g(wg) > sup ¢o(C) + b+ €, obtenemos sup ¢o(C) +a < po(wp) —
e+ (a—b).

Por la igualdad de Simons ([103, SUP-LIMSUP THEOREM, p. 69]) se tiene que

sup[limsup(8, z,)] = sup [limsup(k,z,)].
pEB n—o0 kg@w*([() n—oo

Por otra parte, como x,, € V obtenemos

sup [limsup(k, z,)] > limsup(wp, x,) > (po, wo) — €.
kecowW*(K) mn—oo n—00

de donde sale que (pp, wp) — € < (o, wo) — €+ (a —b), una contradiccion pues 0 < b—a.
|

Lema 6.3. Sean X un espacio de Banach separable, K un subconjunto w*-compacto de
X* y B un contorno w*KA de K. Son equivalentes:

(1) K carece de una w*-N-familia, es decir, K € (P).
(2) B carece de una w*-N-familia.

(3) B € (P).

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) son obvias.

(3) = (1). Sea E := [B]. Claramente E es un subespacio w*KA de X* tal que E €
(P) y por tanto E carece también de una w*-N-familia (ver [62, Lemma 3.7, Proposition
3.8]). Entonces la bola dual (B(E™*), w*) es angélica por Lema 6.1 (aqui w* = o(E*, F)).
Por tanto co(B) = co® (K) por la Proposicién 6.2 y en consecuencia K carece de una
w*-N-familia. |

Proposicion 6.4. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*
y B un contorno w*KA de K. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) K carece de una w*-N-familia, es decir, K € (P).
(2) B carece de una w*-N-familia.
(3) B € (P).
Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) son obvias.

(3) = (1). Supongamos que K contiene una w*-N-familia F de anchura(F) > d >0
asociada a las secuencias {r,, :m > 1} CRy {x, :n>1} C B(X). Sea T : {1 — X
el operador continuo tal que T'(e,) = x,, ¥Yn > 1, donde {e, : n > 1} es la base
canénica de ¢;. Claramente 7' es un isomorfismo entre ¢ y T'(¢1) tal que T%(F) es una
w*-N-familia dentro del subconjunto w*-compacto T*(K) con anchura(T*(F)) > d >0
asociada a las secuencias {r,, : m > 1} CRy {e, : n > 1} C B({1). Sea By := T*(B),
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que es un contorno w*K.A de T*(K). Por Lema 6.3 el contorno By contiene una w*-N-
familia A con anchura(A) > § > 0 asociada a ciertas secuencias {s,, : m > 1} C R
y {un : n > 1} C B(¢1). Por cada a € A podemos hallar v, € B tal que T%(v,) = a.
Claramente el conjunto H := {vg : a € A} es una w*-N-familia dentro de B con
anchura(H) > § > 0, asociada a las secuencias {s,, :m > 1} CRy {T(uy) :n > 1} C
B(X). Como todo subconjunto w*/.A con la propiedad (P) carece de una w*-N-familia
(por [62, Proposition 3.8]), hemos llegado a una contradiccién que prueba la implicacién
3) = (1). m

Proposiciéon 6.5. Sean X un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto de
X* y B un contorno w*KA de K. Los siguientes asertos son equivalentes:
(1) K posee una copia de la base de {1(c); (2) B posee una copia de la base de ¢1(c).

Demostracion. Como (2) = (1) es obvio, probamos (1) = (2). Hay dos casos a considerar:
Caso 1. co(B) = 0¥ (K). En este caso existe una copia de la base de 1 (c) dentro
de B por la Proposicion 1.1.
Caso 2. o(B) # 0¥ (K). Por la Proposicién 5.10 y por [62, Proposition 2.5] existe
una w*-N-familia dentro de K y, por tanto, en B por la Proposicién 6.4. Asi que B
contiene una copia de la base de ¢1(c) porque toda w*-N-familia la contiene. |

Un subconjunto A C X* de un espacio de Banach dual es pre-w*ICA si para todo
subespacio separable Y C X se verifica que i*(A4) es w*K.A (6 w*-analitico) en Y*, siendo
1:Y — X la inclusién candnica. Por ejemplo, son pre-w*/CA los subconjuntos A C X*,
que son w*-casi-Suslin. Recordemos ([112, pag.52]) que un espacio topoldgico (E,T) es
casi-Suslin si es Hausdorff y existen un espacio polaco X y una aplicacién T : X — 2F
tales que:

(a) UxeXTx =F.
(b) Si (z,) es una secuencia en X que converge a cierto z € X y z, € Tz, Vn € N,

la secuencia (z,) tiene un punto de acumulacién en T'x.

Todo espacio K-analitico es casi-Suslin y, caso de ser E metrizable, las nociones de
K-analitico y casi-Suslin coinciden. Esto justifica que todo subconjunto w*-casi-Suslin
A C X* es pre-w* KA.

Proposicién 6.6. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*
y B un contorno pre-w*KA de K. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) K carece de una w*-N-familia, es decir, K € (P).

(2) B carece de una w*-N-familia.

Demostracion. La implicacién (1) = (2) es obvia.

(2) = (1). Supongamos que K contiene una w*-N-familia F de anchura(F) >d >0
asociada a las secuencias {r,, :m > 1} CRy {x, :n>1} C B(X). Sea T : {1 — X el
operador continuo tal que T'(e,) = zp, ¥n > 1, donde {e, : n > 1} es la base candnica de
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¢1. Claramente T' es un isomorfismo entre ¢1 y T'(¢1) tal que T*(F) es una w*-N-familia
dentro del subconjunto w*-compacto T*(K) con anchura(T*(F)) > d > 0 asociada a
las secuencias {r,, : m > 1} C Ry {e, : n > 1} C B(¢{1). Sea By := T*(B), que es un
contorno w*KA de T*(K). Por Lema 6.3 el contorno By contiene una w*-N-familia A
con anchura(A) > § > 0 asociada a ciertas secuencias {s,, : m > 1} C Ry {u, : n >
1} € B(#;). Por cada a € A podemos hallar v, € B tal que T%(v,) = a. Claramente el
conjunto H := {v, : a € A} es una w*-N-familia dentro de B con anchura(H) > 6 > 0,
asociada a las secuencias {s,, :m > 1} CRy {T'(up) : n > 1} C B(X). Hemos llegado
a una contradiccién que prueba la implicacién (2) = (1). [

Proposicién 6.7. Sean X un espacio de Banach tal que Xy, = X**, K un subconjunto
w*-compacto del espacio de Banach dual X* y B un contorno pre-w* KA de K. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) K posee una copia de la base de ¢1(c).
(2) B posee una copia de la base de ¢1(c).

Demostracion. La implicacién (2) = (1) es obvia.

(1) = (2). Supongamos que K contiene una copia de la base de ¢ (c). distinguimos
dos casos.

Caso 1. 6(B) = o™ (K). Por la Proposicién 1.1 sale que B posee una copia de la
base de ¢1(c).

Caso 2. Supongamos que co(B) # 0 (K). Como co(B) = 6 *o (B) (porque Xy, =
X**), de la Proposicién 5.10 se deduce que existe dentro de K una w*-N-familia. Por la
Proposicion 6.6 el contorno B contiene una w*-N-familia. Por tanto también existe en
este Caso 2 una copia de la base de ¢1(c) en B. [

6.3. El contorno B = Ext(K)

A continuacién se deducen de lo que acabamos de probar algunos resultados sobre
el conjunto de los puntos extremos Fxt(K).

Proposiciéon 6.8. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) K carece de una w*-N-familia, es decir, K € (P).

(2) @o(Ext(W)) = e (W) para todo subconjunto w*-compacto W de K.

(3) Ext(K) carece de una w*-N-familia.

Demostracion. (1) < (2). Ver Proposicién 1.12.
(1) = (3) es obvio.

(3) = (1). Supongamos que K posee una w*-N-familia F con anchura(F) > d > 0
asociada a las secuencias {r,, :m > 1} CRy {x, :n>1} C B(X). Sea T : {1 — X el
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operador continuo tal que T'(e,) = x,, ¥n > 1, donde {e, : n > 1} es la base candnica
de /. Claramente T' es un isomorfismo entre ¢; y T'(¢1) tal que T%(F) es una w*-N-
familia dentro del subconjunto w*-compacto T*(K) con width(T*(F)) > d > 0 asociada
a las secuencias {r,, :m > 1} C Ry {e, : n > 1}. Es bien conocido que Fzt(T*(K)) C
T*(Ezt(K)). Como (T*(K),w*) es un espacio compacto metrizable (porque (B({s), w*)
lo es), Ext(T*(K)) es un subconjunto Gs de T*(K) ([24, 27.3 Corollary]) y por tanto
un subconjunto w*-analitico. Por el Lema 6.3 el contorno Exzt(T*(K)) contiene una w*-
N-familia A con anchura(A) > 6 > 0 asociada a las secuencias {s,, : m > 1} C Ry
{un : m > 1} C B(¢y). Por cada a € A podemos hallar v, € Ext(K) tal que T%(vq) = a.
Claramente H := {v, : a € A} es una w*-N-familia dentro de Ext(K) con anchura(H) >
0 > 0 asociada a las secuencias {s,, : m > 1} C Ry {T'(up) : n > 1} C B(X). Hemos
llegado a una contradiccién que prueba la implicacién (3) = (1). [

Proposiciéon 6.9. Sea K un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual
X*. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Ext(K) posee una copia de la base de ¢1(c). (2) K posee una copia de la base de
61(c).

Demostracion. (1) = (2) es obvio. Probemos (2) = (1). Hay dos casos a considerar:
Case 1. Supongamos que co(Ext(K)) = @™ (K). Del Lema 1.1 se obtiene que
Ext(K) posee una copia de la base de ¢ (c).
Case 2. Supongamos que co(Ext(K)) # &% (K). De la Proposicién 6.8 sale que

Ext(K) posee una w*-N-familia y por tanto una copia de la base de ¢;(c). [ |

Cuando K es un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual X*, para
ciertos contornos especiales B de K, se puede relacionar la anchura Width(B) con la
distancia DIST(co"” (K),co(B)), como vemos a continuacién.

Proposicion 6.10. Sean X un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto
de X* y B un subconjunto de K tal que B € Ba(K) (= o-dlgebra de Baire de K ),
Ext(K) C B y DIST(co" (K),co6(B)) > d > 0. Entonces existen un subconjunto w*-
compacto H C B y una w*-N-familia A C H con anchura(A) > d > 0. En consecuencia,
Width(B) > DIST (6" (K),co(B)).

Demostracion. Sea wy € co¥ (K) tal que dist(wg,co(B)) > d. Como Ext(K) C B €
Ba(K), es bien conocido que, por cada punto de co® (K), existe una probabilidad
Borel Radon sobre B cuya resultante es dicho punto. Por tanto existe una probabilidad
Borel Radon p sobre B tal que r(u) = zp. En consecuencia, existe una secuencia de
subconjuntos w*-compactos {K,, : n > 1} de B tales que K, C K,y1 C sop(u)
y u(Ky) 1 1. Consideremos las probabilidades v, := (¢ | K,)/u(K,) y observemos
que :(i) sop(vy) C K, C B; (ii) la resultante r(v,) verifica r(1v,) € &% (K,) y
r(vn) — () = wo en la norma de X*. Esto quiere decir que existe py € N tal que
dist(r(vp),c0(Kp)) > d > 0, Vp > po, es decir, Pindex(K,) > d. Como Pindex(K,) =
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Width(K),) (ver la Prop. 1.10), concluimos que en K, y por tanto en B, hay una w*-
N-familia de anchura > d. |

Corolario 6.11. Sean X un espacio de Banach y K wun subconjunto w*-compacto
metrizable de X* tal que DIST(coV (K),co(Ext(K))) > d > 0. Entonces existen un
subcongunto w*-compacto H C Ext(K), una w*-N-familia A C H de anchura(A) >
d > 0 y una copia de la base de ¢i(c) dentro de H. Por tanto Width(Ezt(K)) >
DIST (e (K),co(Ext(K)).

Demostracion. Recordemos que, si el subconjunto w*-compacto K del espacio de Banach
dual X* es w*-metrizable, entonces Fxt(K) es un subconjunto Gs de K y, por tanto,
Ext(K) € Ba(K) (ver [24, 27.3 Corollary]). En consecuencia, por cada z € co¥ (K)
existe una probabilidad Borel Radon p sobre Ext(K) tal que r(u) = z (ver [24, 27.6
Theorem]) y se puede aplicar la Proposicién 6.10. |

NOTA. Si el w*-compacto K C X* no es metrizable y DIST(co¥ (K),co(Ext(K)) >
d > 0, sabemos por la Prop. 6.8 que Ezt(K) posee una w*-N-familia, pero no sabemos
relacionar Width(Ezt(K)) con d. A continuacién vemos como se relacionan Width(Ext(K))
y DISTy,(co¥" (K),eo(Ext(K))). Ademés, ya que todo subconjunto métrico separable
es CD, extendemos el Corolario 6.11.

Proposicién 6.12. Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w*-compacto de
X*. Entonces:

(1) Si DISTy, (0" (K),co(Ext(K))) > d > 0, eviste en Ext(K) una w*-N-familia
A, tal que anchura(A) > d > 0, y una copia de ¢1(c). Por tanto siempre Width(Ext(K)) >
DISTy, (0% (K),co(Ext(K))).

(2) Sea Ext(K) un subconjunto w*CD tal que DIST(co% (K),co(Ext(K))) > d >
0 y @ ™o (Ext(K)) = ¥ (K). Entonces existe en Ext(K) una w*-N-familia A con
anchura(A) > d > 0 y, por tanto, Width(Exzt(K)) > DIST(co%" (K),co(Ext(K))).

Demostracion. (1) Puesto que
DIST (" (K),co(Ext(K))) > DISTy, (6% (K),co(Ext(K))) > d > 0,

de la Proposicién 1.12 sale que K ¢ (P). Por la Proposicién 6.8 sabemos que Ext(K)
posee una w*-N-familia 4. Vamos a ver que se puede conseguir que anchura(A4) > d > 0.
Puesto que DISTy,(co¥” (K),co(Ext(K)) > d > 0, existen wg € co (K) y ¥ € S(Xy,)
tales que

inf (¢, wy — co(Ext(K))) >d > 0.

Puesto que ¢ € Xy, existe un subespacio cerrado separable ¥ C X tal que 9 €

B(Y)" = B(Y**) (aquf consideramos a Y** canénicamente sumergido en X**). Sean
i 'Y — X la inclusién canénica, L := i*(K), vy := i*(wg) y %o € B(Y™) tal que
i**(1po) = 1. Observemos que Ezt(L) C i*(Ext(K)). Obviamente L es un subconjunto
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w*-compacto w*-metrizable de Y*, @6%" (L) = i*(co” " (K)), co(Ext(L)) C i*( co( Ext(K))),
vg € €W (L) y se verifica

inf(¢pg, vo — co(Ext(L))) > inf(1hg, " (wy — co(Ext(K)))) =
f (i**(¢g), wg — co(Ext(K))) = inf (), wg — co(Ezt(K))) >d > 0.

Asi que DIST(eo"" (L),co(Ext(L))) > d > 0 y por Proposicién 6.10 existe en Ext(L)
una w*-N-familia A’ con anchura(A’) > d asociada a ciertas secuencias {y, : n > 1} C
B(Y) y {r, : n > 1} C R. Por tanto, si para cada a € A’ elegimos k, € Ext(K)
tal que i*(k,) = a, entonces A := {kq : a € A’} es una w*-N-familia en Ext(K) con
anchura(A) > d asociada a las secuencias {i(y,) :n>1} C B(X) y {rp,:n>1} CR.

(2) sale de la Proposicién 5.9. |

6.4. Contornos IC,

Vamos a ver que los contornos K, tienen un comportamiento mejor que el de Ext(K).
En primer término, un contorno K, es w*/CA y, por tanto, se le aplica todo cuanto se
ha dicho para estos contornos.

Proposicion 6.13. Sean K C X™* un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach
dual X*, (Kp)n>1 una secuencia de subconjuntos w*-compactos de K con K, C K41
de modo que B :=J,,~, K, es un contorno de K. Entonces

| v (K,) =co”

n>1

*

(K).

*

Por tanto @ (B) = @ (K).

Demostracion. En caso contrario existen wo € 0% (K) y eg > 0 tales que B(wp;eg) N
oV (K,) = 0, ¥n > 1. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que wq = 0. Por lo tanto
" (K,) N B(0;¢0) = 0 y de aqui que existe x, € S(X) tal que sup((co®” (K,,), z,)) <
—ep < 0. En consecuencia se tiene que

sup{limsup(b, x,,) : b € B} < —¢p < 0.

n—o0

Pero por la igualdad de Simons se tiene que

sup{limsup(b, z,,) : b € B} = sup{limsup(k, z,,) : k € co®" (K)} > limsup(0, z,,) = 0.

n—o0 n—0o0 n—oo

Hemos llegado a una contradiccién que prueba el enunciado. [

Sea K un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual X* y B un
contorno de K que es K. Hallemos la relacién entre Width(B) y DIST (6% (K),co(B)).
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Proposicién 6.14. Sea K un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach dual
X* y B un contorno de K que es K. Entonces Width(B) > DIST(co" (K)),c0(B)).

Demostracion. Todo subconjunto K, es w*/ICA y por tanto w*CD. Ahora basta aplicar
la Proposicién 6.13 y la Proposicién 5.9. |

6.5. Miscelanea

Estamos interesados en conocer la relacién entre DIST (co® (K),C) y DIST(B,C)
cuando C' es un subconjunto convexo de un espacio de Banach dual X*, K es un
subconjunto w*-compacto de X* y B es un contorno de K.

Proposiciéon 6.15. Sean X wun espacio de Banach, K C X* un subconjunto w*-
compacto y C un subconjunto convero de X* tal que C carece de una w*-N-familia
(en particular, si C carece de una copia de la base de £1(c)). Entonces:

(A) Si B C K es un contorno tal que Width(B) > DIST(co"" (K),co(B)), se
verifica
DIST(eo" (K),C) < 3dist(B,C).

(B) Si B C K es un contorno tal que Width(B) > DISTy,(co¥ (K),co(B)), se
verifica

DISTy, (6" (K),C) < 3dist(B, C).

Demostracion. (A) Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existen dos
nameros a,b > 0 tales que

DIST (" (K),C) > b > 3a > 3DIST (B, C).
En estas condiciones, como DIST (¢o(B),C) = DIST(B,C) < a, tenemos que
DIST (e (K),co(B)) > DIST (e (K),C) — DIST(c5(B),C) > b—a > 2a > 0.

Como Width(B) > DIST(co" (K),co(B)), existen secuencias {r,, € R : m > 1},
{zn:n > 1} C B(X) y, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N, un vector
nu,N € B tales que

NN (Tm) > 1rm +b—a, Vme M, y nyn(zn) <1y, Yn € N.

Como DIST(B,C) < a, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N existe
zu,ny € C de modo que ||zp,nv — nu,N|| < a. La familia {z);,n : M, N subconjuntos
disjuntos de N} estd acotada y satisface

2N (Tm) > T +b—2a, Yme M, y zyn(zn) <rp+a, VneN.

Puesto que r,,+b—2a = rp+a+(b—3a) > r,+a, el conjunto {zp,n : M, N subconjuntos
disjuntos de N} es una w*-N-familia en C, una contradiccién.
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(B) Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existen dos ntumeros
a,b > 0 tales que

DIST, (€0 (K),C) > b> 3a > 3dist(B, C).
En estas condiciones, como DIST(¢o(B),C) = DIST(B,C) < a, tenemos que
DISTy, (e (K),co(B)) > DISTy, (" (K),C) — DIST(c5(B),C) > b—a > 2a > 0.

Como Width(B) > DISTy,(co" (K),co(B)), existen secuencias {r,, € R : m > 1},
{zn :n > 1} C B(X) y, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N, un vector
nu,N € B tales que

UM,N(xm) Zrm—i_b_aﬂ vaMﬂ y 77M,N(33n) Srnv VnEN

Como DIST(B,C) < a, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N existe
zu,n € C de modo que ||zp,n — nu,n|| < a. La familia {z);n : M, N subconjuntos
disjuntos de N} estd acotada y satisface

ZMN(Tm) > T +b—2a, Yme M, y zyn(zn) <rp+a, VneN.

Puesto que r,,+b—2a = rp+a+(b—3a) > r,+a, el conjunto {zp n : M, N subconjuntos
disjuntos de N} es una w*-N-familia en C, una contradiccién. |

Corolario 6.16. Sean X un espacio de Banach, K C X* un subconjunto w*-compacto
y C un subconjunto convexo de X* tal que C carece de una w*-N-familia (en particular,
si C carece de una copia de la base de ¢1(c)). Entonces:

(A) Siempre se verifica DISTy,(co¥” (K),C) < 3DIST(Ext(K),C).
(B) Si K es w*-metrizable se verifica DIST(co%" (K),C) < 3DIST(Ext(K),C).
(C) Si B es un contorno K, de K entonces DIST(co® (K),C) < 3DIST(B, C).

Demostracion. (A) sale de la Proposicién 6.15 y de la Proposicién 6.12. (B) sale de la
Proposicién 6.15 y el Corolario 6.11. (C) es consecuencia de la Proposicién 6.15 y de la
Proposicion 6.14. |

A continuacién introducimos la nocién de pre-w*-N-familia.

Definicion 6.17. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto F de X™* es una pre-
w*-N-familia de anchura d > 0 si F es un conjunto acotado y tiene la forma

F ={nun : M,N subconjuntos disjuntos finitos de N},

y existen dos secuencias {rpy :m > 1} CR y {x,, : m > 1} C B(X) tales que para todo
par de subconjuntos disjuntos finitos M, N de N se tiene

NMN(Tm) > 1T +d, Yme M, y nun(xn) <7y, Vn € N.

Ademds, si Ty, =rg, Ym > 1, decimos que F es una pre-w*-N-familia uniforme en X*.
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Nota 6.18. Sea F = {nuyn : M, N subconjuntos finitos disjuntos de N} una pre-w*-
N-familia de anchura d > 0 con respecto a las secuencias {ry,, : m > 1} C Ry {zy, :
m>1} C B(X).Si H := ?w*, entonces H contiene una w*-N-familia de anchura d > 0
con respecto a las secuencias {ry,, : m > 1} C Ry {zy : m > 1} C B(X). En efecto, si
ponemos

Ap ={¢ € H :&(wm) > rm+d}y By={neH:n(z,) <rn}, ¥n>1,

entonces ((,,car Am) N (Npen Bn) # 0 para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de
N, por la compacidad de H. Elegimos v, n € ((,,ear Am) N ((N,en Br) para todo par de
subconjuntos disjuntos M, N de N. Claramente, {ya;,n : M, N subconjuntos disjuntos
de N} es una w*-N-familia de anchura d > 0 con respecto a las secuencias {r,, : m >
1} C Ry {zy : m > 1} C B(X). Finalmente observemos que la secuencia {z, : n >
1} € B(X) asociada a F es equivalente a la base de ¢1 (ver [65, p. 270]).

Proposicién 6.19. Sean X un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto de
X* yC un subconjunto convexo de X* tal que C carece de una pre-w*-N-familia (en

particular, si C*  carece de una w*-N -familia ¢ si C"  carece de una copia de la base
de £1(c)). Entonces si B C K es un contorno, se verifica

DISTy, (0" (K),C) < TDIST(B,C).
En particular, si K es metrizable, se verifica
DIST (e (K),C) < TDIST(B,C).

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existen dos ntimeros
reales a,b > 0 tales que

DISTy, (" (K),C) > b > 7a > 7TDIST(B, C).
Entonces, como DIST(¢o(B),C) = DIST(B,C) < a, tenemos que
DISTy, (6" (K),c6(B)) > b—a > 6a > 0,

de donde Bindexr.(co” (K)) > b — a > 6a. Por la Proposicién 5.4 hay en co®" (
w*-N-familia F := {ny n : M, N subconjuntos disjuntos de N} de anchura(F) > =
d > 2a > 0 asociada a ciertas secuencias {z, : n > 1} C B(X) y {r, : n > 1} C R.
Definimos

Ap ={t €@V (K): &(m) >rm+d} y
B, ={new@ (K):n(z,) <rn}, ¥n>1.

Puesto que co%" (B) = co¥ (K), entonces ((,,epsr Am) N (Npen Bn) Nco(B) # 0 para
todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N de N. En consecuencia, si para todo par
de subconjuntos finitos disjuntos M, N de N elegimos v, n € (s Am) W(Npen Br)D
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co(B), entonces A := {vyy n : M, N subconjuntos finitos disjuntos de N} es una pre-
w*-N-familia de anchura(A) > d asociada a las secuencias {z,, : n > 1} C B(X) y
{rn :n > 1} C R. Puesto que DIST (co(B),C) < a, podemos elegir zjs n € C, para cada
par de subconjuntos finitos disjuntos M, N de N, de modo que ||zp,y — N < a. La
familia Z := {zjrn : M, N subconjuntos finitos disjuntos de N} es acotada y satisface

ZMN(Tm) > T +d—a, Yme M, y zyn(xn) <rn+a, VneN.

Puesto que r,, + d — a > r, + a, entonces Z es una pre-w*-N-familia en C, una
contradiccion.

Si K es metrizable bastaria utilizar la Proposiciéon 5.1, en lugar de la Proposicién
5.4,y DIST en lugar de DISTy,. |

6.6. (i(c) y los contornos de B(X*)

En secciones anteriores hemos probado que, si X es un espacio de Banach, K un
subconjunto w*-compacto de X* y B C K un contorno w*KA de K 6 B = Ext(K),
entonces, caso de poseer K (6 @o® (K)) una w*-N-familia o una copia de la base de
¢1(c), estas estructuras también aparecen dentro de B. Los contornos de la bola unidad
dual B(X*) son especialmente importantes y es natural plantear la siguiente cuestion.

Cuestién 2. (a) Si X contiene una copia de {1 y B es un contorno de B(X*), shay
en B una w*-N-familia?. (b) Si X* contiene una copia de ¢1(c) y B es un contorno de
B(X™*), shay en B una copia de la base de ¢1(c)?

En esta seccién vamos a hacer sélo dos breves observaciones sobre esta cuestion. La
primera se refiere a la importancia del comportamiento de los espacios X isomorfos a
{;. La segunda trata del “buen comportamiento” de los espacios £..

Decimos que un espacio de Banach X tiene la propiedad B si todo contorno B
de B(X™*) posee una copia de la base de ¢1(c¢). Obviamente la propiedad B es una
propiedad isométrica. Por ello introducimos la siguiente propiedad isomorfica. Un espacio
de Banach X es isomdrficamente B si posee la propiedad B para toda norma equivalente
a la dada.

Proposicion 6.20. Los siguientes asertos son equivalentes:

(a) Todo espacio de Banach X con X** = Xy, tal que X* contiene una copia de
l1(c) es isomorficamente B.

(b) Todo espacio de Banach separable X tal que X* contiene una copia de ¢1(c) es
isomdrficamente B.

(c) £1 es isomorficamente B.
Demostracion. Las implicaciones (a) = (b) = (c¢) son obvias. Veamos (¢) = (a).

Supongamos que X** = Xy, y que X* posee una copia de ¢1(c¢). Sea B C B(X")
un cierto contorno. Distinguimos dos casos, a saber:



6.6 £1(¢) Y LOS CONTORNOS DE B(X*) 89

Caso 1. Sea Seq(X**) = Xy,. Entonces Seq(X**) = X**. Veamos que ¢o(B) =
B(X*). En efecto, si existiese algun vector wg € B(X™) \ ¢o(B), existirfa un cierto
P € S(X*™) y un d > 0 tales que

(¢, wp) > sup(¢h,co(B)) + d.

Por la Prop. 4.9 obtendriamos que dist(¢, Seq(X**)) > d/2 > 0 lo que no puede ser ya
que X** = Seq(X™**).

Caso 2. Sea Seq(X™) # Xy,. Entonces hay en X un subespacio isomorfo a ¢;, por
la Prop. 2.2, y claramente i*(B) es un contorno de B(Y™*), siendo i : Y — X la inclusién
canénica. Por (c) i*(B) posee una copia de la base de ¢;(c), digamos, {es : 1 < o < c}.
En consecuencia, si u, € B verifica i*(uq) = €4, 1 < a < ¢, entonces {uq : 1 < a < ¢}
es una copia de la base de ¢1(c¢) dentro de B. [

Cuestion 3. ;Son equivalentes los enunciados anteriores a que todo espacio de Banach
X tal que X* contiene una copia de {1(c) es isomdrficamente B?

Proposicion 6.21. Son equivalentes:

(a) Si X es un espacio de Banach tal que X* contiene una w*-N-familia (es decir,
0y C X ), todo contorno de B(X™) contiene una w*-N-familia.

(b) Si X es un espacio de Banach isomorfo a {1, todo contorno de B(X™*) contiene
una w*-N-familia.

Demostracion. Como claramente (a) = (b), pasemos a probar que (b) = (a). Sea B un
contorno de B(X™). Ya que por hipétesis X contiene una copia Y de ¢ y i*(B) es un
contorno de B(Y™*) (i : Y — X es la inclusién canénica), de (b) sale que i*(B) contiene
una w*-N-familia A. Por cada a € A se b, € B tal que i*(b,) = a. Es inmediato que
{ba : a € A} es una w*-N-familia dentro de B. [ |

Proposicién 6.22. Sea X un espacio de Banach que contiene un subespacio Y C X
tal que Y es isomdrficamente B. Entonces X es isomdrficamente B.

Demostracion. Sii:Y — X es la inclusién canénica y B C B(X™) es un contorno de
B(X*), entonces i*(B) es un contorno de B(Y™) y, por hipdtesis, contiene una copia de
la base de ¢1(c). En consecuencia B también contiene una copia de la base de ¢1(c). W

Un espacio de Banach X pertenece a la clase £, » con A > 1 si para todo subespacio
finito dimensional F' de X existe otro subespacio finito dimensional F' C G C X tal que
d(G, s (Dim(G))) < A, siendo d(-, -) la distancia de Mazur definida por inf{||T||-|| 7| :
T : G = ls(Dim(G)) isomorfismo}. La clase £ se define como £ 1= (Jy>q Loo -

Proposicién 6.23. Todo espacio X € £ no-Asplund es isomdrficamente B bajo (CH).
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Demostracién. Supongamos que X € £ ) con A > 1. Sea Y C X subespacio cerrado
separable tal que Y™* no es separable y {y, : n > 1} C S(Y) familia densa en S(Y).
Puesto que X € £ ), existe una secuencia de subespacios finitos Z,, C X tales que:

(i) yn € Zn, C Zp41, Yn > 1.
(ii) d(Zn, loo(Dim(Zy,))) < A, siendo d(-,-) la distancia de Mazur.

Sea Yy := J,,;>1 Zn- Se tiene que Y; es un subespacio separable de X tal que Y no
es separable, Yy € Loox, VX' > X, vy Y CYp. Sabemos que Y es isomorfo a Mp([0,1])
(ver [75], [10, Th. 3.1]) y que todo subespacio no-separable de Mg([0,1]) contiene una
copia de £1(Ry). Sea i : Yy — X la inclusién canénica y sea B un contorno de B(X™).
Entonces i*(B) es un contorno de B(Y}') tal que [i*(B)] no es separable y, por tanto,
contiene una copia de £1(X;). Por el T. de Talagrand i*(B) contiene una copia de la base
de ¢1(X1). En consecuencia B contiene una copia de la base de £1(Xy). n

Proposicién 6.24. Todo espacio X tal que X* es isomorfo a £1(I) con I incontable es
isomdrficamente B bajo (CH). En particular co(I) con I incontable es isomorficamente
B bajo (CH).

Demostracion. Recordemos que, si A C ¢1(I), entonces

sop(A) :={i €1:3a € A tal que a; # 0}.

Aserto. Sea A C ¢1(I) tal que |sop(A)| > ¢. Entonces A contiene una copia de la
base de ¢;(c).

En efecto, en primer término es inmediato que si Y C ¢1(I) es un subespacio tal
que [sop(Y)| > ¢ entonces Y contiene una copia de ¢1(c). Por tanto el subespacio [A]
contiene una copia de ¢1(c¢). Ahora basta aplicar el T. de Talagrand (ver Prop. 1.1).

Sea X un espacio de Banach tal que X™* es isomorfo a ¢1(I) con I incontable y sea
B C B(X*) un contorno. Es inmediato que sop(B) es incontable ya que B no es || - ||-
separable. Por tanto aplicando el Aserto concluimos que B contiene una copia de la base

de 61(c). [ |

Corolario 6.25. Sea X un espacio de Banach isomorfo a un C(K) tal que X* no es
separable. Entonces X es isomorficamente B bajo (CH).

Demostracion. Recordemos que todo espacio isomorfo a un C(K) es un espacio £4. Si
X no es Asplund, basta aplicar la Prop. 6.23. Si X es Asplund y X es isomorfo a un
cierto C(K), K es disperso por lo que X* es isomorfo ¢;(K) con K incontable. Ahora
basta aplicar la Prop. 6.24. |
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Capitulo 7

Contornos y la propiedad (C)

7.1. Introduccion

El presente Capitulo se dedica a los siguientes cometidos:

(1) Consideramos la propiedad (C') de Corson y obtenemos ciertos resultados necesarios
para los problemas que estudiamos a continuacién.

(2) Desvelamos la intima relacién entre la propiedad (C') de Corson y la topologia
Ty, en un espacio dual X*.

(3) Damos resultados que relacionan la propiedad (C') de Corson con los contornos.

(4) Obtenemos resultados relacionados con los espacios representables y universalmente
representables.

7.2. La propiedad (C) de Corson

Vamos a ver en esta seccién algunas consideraciones relacionadas con la propiedad
(C) de Corson, que utilizaremos més tarde. Recordemos que un subconjunto convexo D
de un espacio normado X tiene la propiedad (C') de Corson si toda coleccién de convexos
cerrados (relativos) de D que tenga interseccién vacia tiene alguna sub-coleccién contable
de interseccién vacia. El siguiente Lema es una “localizaciéon” del Lema de pag. 144 de
[93].

Lema 7.1. Sea X un espacio de Banach y D un subconjunto cerrado convero de X.
Son equivalentes:
(1) D no tiene la propiedad C.

(2) Ezxiste una coleccion € de subconjuntos convezros cerrados no-vacios de D, cerrada
para intersecciones contables, y existe € > 0 tales para todo subconjunto convexo M de
X con la propiedad (C) se verifica que existe Cpr € € tal que dist(M,Cyr) > €.

Demostracion. (2) = (1). Esta implicacién es obvia, pues debe ser (e C = 0, ya que
si existiese x € (e C, tomando M := {x} llegariamos a una contradiccion.
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(1) = (2). En primer término tenemos el siguiente aserto.

Aserto 1. Si para cualquier familia H de subconjuntos cerrados convexos no-vacios
de D, cerrada por intersecciones contables, y para cada ¢ > 0 existe a € X tal que
dist(a,C) < o, YC € H, entonces D tiene la propiedad (C).

Este aserto es el enunciado (x) que aparece probado en [93, p. 145].

Por tanto, como por hipétesis D no posee la propiedad (C'), existe una familia € de
subconjuntos cerrados convexos no-vacios de D, cerrada por intersecciones contables, y
existe g > 0 tales que para todo x € X existe C, € € verificando que dist(z,Cy) > €.
Fijamos la familia € y ¢p > 0. Para terminar la prueba de la implicacién (1) = (2)
bastara probar el siguiente aserto.

Aserto 2. Sea M subconjunto convexo de X con la propiedad (C). Entonces existe
Chr € € tal que dist(M, Chr) > €.

En efecto, supongamos que dist(M,C) < ¢, VC € €. Sea C := (C+ ¢y - B(X)) N
M, YC € €. Entonces € := {C : C € ¢} es una familia de convexos cerrados (relativos)
no-vacios de M, que tiene la propiedad de la interseccién contable. En efecto, si A C €
es una familia contable, entonces ) # NceaC =: NA € €, de donde

0 # (NATC NA.

Puesto que M tiene la propiedad (C') concluimos que existe zp € ﬁé, por lo que
dist(z,C) < €, VC € €. Hemos llegado a una contradiccién que prueba el Aserto
2. |

En la siguiente Proposicién vemos que la propiedad (C') estd Ni-determinada.

Proposicién 7.2. La propiedad (C) estd Ri-determinada para subconjuntos convexos
cerrados de espacios de Banach, es decir, si X es un espacio de Banach y D C X es un
subcongunto convexo cerrado, entonces D € (C) si y sdlo si todo subconjunto convexo
cerrado E C D con dens(E) = Xy verifica E € (C).

Demostracion. Sea X un espacio de Banach y D C X un subconjunto convexo cerrado.
Si D € (C) entonces es inmediato que todo subconjunto convexo cerrado E C D verifica
E € (C), porque la propiedad (C) es hereditaria para subconjuntos convexos cerrados.

Supongamos ahora que todo subconjunto convexo cerrado E C D con Dens(E) = ¥y
verifica E € (C') y probemos que D € (C). Supongamos que D ¢ (C). Naturalmente debe
ser Dens(D) > ¥y porque todo subconjunto convexo separable tiene la propiedad (C).
Por el Lema 7.1 existe una coleccién € de subconjuntos convexos cerrados no-vacios de D,
cerrada por intersecciones contables, y existe € > 0 tales para todo subconjunto convexo
M de X con la propiedad (C) se verifica que existe Cys € € tal que dist(M,Cyr) > e.
Vamos a construir en D dos secuencias de subconjuntos no-vacios cerrados convexos
{My:1<a<w}y{Cs:1<a<w}yunasecuencia de puntos {z,: 1 < a < w;}
de D tales que:
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(1) M, es separable y M, C Mg para todo 1 < a < f < w;.
(2) Cq € €, dist(My,Cqo) > €y xa € M<p<aCp para todo 1 < a < wi.
Procedemos por induccién transfinita.

Etapa 1. Sea p € D arbitrario. Hacemos M; := {p}. Como M; € (C) (todo
subconjunto cerrado convexo separable tiene la propiedad (C')), por el Lema 7.1 existe
C; € ¢ tal que dist(M;,Cy) > e. Sea x1 € C arbitrario.

Etapa 2. Sea M :=¢co({p,x1}). Como Ms € (C), por el Lema 7.1 existe Cy € € tal
que dist(Ms,Cy) > €. Sea x9 € C1 N Cy arbitrario. Recordemos que C1 N Cy € € ya que
¢ es familia cerrada por intersecciones contables.

Etapa o < wi. Supongamos construidos los subconjuntos convexos cerrados Mg, Cp
y elegidos los puntos zg para < a, verificando (1) y (2). Sea M, := co({p} U {xp :
B < a}), que es un subconjunto convexo cerrado separable de D. Como M, € (C), por
el Lema 7.1 existe C, € € tal que dist(M,,Cyo) > €. Sea x4 € Ng<oCp arbitrario.

El proceso se continiia para todo o < wi. Para cada 1 < a < wq sea D, := @({:pﬁ :
a < < w}). Es claro que {Dy : o < wi} es una familia de subconjuntos cerrados
convexos no-vacios de D, que es cerrada por intersecciones contables. De hecho Dg C
D, c Cyparal < v < f < wy. Como dens(D,) = Ny (porque ||zg — z-|| > € para
a < B <y <uwp), se verifica por hipdtesis que D, € (C), Va < wy.

Aserto. Ni<qcw; Do = 0.

En efecto, supongamos que existe 2 € Ni<q<w, Do. Como z € Dy, existe v < wy tal
que z € c6({zg : 1 < B < ~}) C M,. Por otra parte z € D., C C,. Como dist(M,C,) >
€ > 0, llegamos a una contradiccién, que prueba el Aserto.

Por el Aserto concluimos que Dy ¢ (C), lo cual es falso por hipétesis. Y esto termina
la. demostracién. |

Corolario 7.3. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes: (a) X € (C); (b) todo
subespacio cerrado’Y C X con Dens(Y) = Ny verifica Y € (C).

Demostracion. La demostracién sale inmediatamente de la Proposicién 7.2. |

Lema 7.4. Sea D; un subconjunto convexo cerrado no-vacio del espacio de Banach X;
tal que D; € (C), i = 1,2. Entonces D1 @ Dy es un subconjunto convezxo cerrado de la
suma directa X1 ® Xo, que tiene la propiedad (C).

Demostracion. Trabajaremos con la suma directa X1 G Xo. Es claro que D := D; ©
Dy es un subconjunto convexo y cerrado de X B Xa2. Supongamos que D carece
de la propiedad (C). Por el Lema 7.1 existe una familia € de subconjuntos convexos
cerrados no-vacios en D, cerrada por intersecciones contables, y existe € > 0 tal que para
todo subconjunto convexo M de X con la propiedad (C) existe un elemento Cj; € €
verificando que dist(M,Cys) > €. En consecuencia, como cada subconjunto D; @
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y, y € Xo, posee la propiedad (C), existe C, € € tal que dist(D1 @ y,Cy) > €. Sea
Py X1 @oo Xo — X3 la proyeccién canédnica sobre la segunda coordenada.

Aserto 1. H := {P(C) : C € €} es una familia de subconjuntos convexos cerrados
no-vacios de Dy, que tiene la propiedad de la intersecciéon contable.

En efecto, es obvio que dicha familia estd formada por subconjuntos convexos cerrados
no-vacios de Dy. Ademés es cerrada por intersecciones contables pues si A C € es una
familia contable, entonces (4.4 A # 0 por lo que

0#Py([) A c ) PAA).

AcA AcA

Aserto 2. Para todo y € X se verifica que dist(y, P»(Cy)) > €y, por tanto,

dist(y, Po(Cy)) > €.
En efecto, sea z € P>(Cy). Cojamos x € D; tal que x @ 2 € Cy. Como & Do Yy €
D1 @y y dist(Dy ®oo y, Cy) > €, debe ser ||y — z|| > € y esto prueba el Aserto 2.

Del Aserto 2 extraemos que (e H = (0, lo que entra en contradiccién con el hecho
de que D, tiene la propiedad (C'). Y esto termina la prueba del Lema. |

Lema 7.5. Sean X,Y espacios de Banach, D un subconjunto convexo cerrado no-vacio
de X con la propiedad (C) y T : X — Y wun operador lineal y continuo. Entonces T (D)
tiene la propiedad (C) en'Y.

Demostracion. Sea € una familia de subconjuntos convexos cerrados (relativos) de T'(D)
con la propiedad de la interseccién contable. Entonces H := {T-1(C)ND : C € ¢} es
una familia de subconjuntos convexos cerrados de D con la propiedad de la interseccién
contable. Por tanto (\zcq H # 0 puesto que D tiene la propiedad (C'). Como

T(() H)c ()¢,
HeH Cec¢
también (oce C # 0, lo que prueba que T'(D) tiene la propiedad (C). |
Corolario 7.6. Sean X un espacio de Banach, D;, i = 1,2, ....n, subconjuntos convexos

cerrados no-vacios de X dotados de la propiedad (C) y \j € R, i =1,2,...,n. Entonces
Yoy AiD; es un subconjunto convexo X, que tiene la propiedad (C').

Demostracion. Es inmediato que la aplicacién T : X™ — X tal que

n
T({L‘l, veey {L‘n) = Z )\zl'z
i=1

es lineal y continua. Como T'(D1 & D2 & ... ® Dy,) = > | A\iD;, del Lema 7.4 y Lema
7.5 sale que Y ;" | \; D; tiene la propiedad (C). |
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Proposicién 7.7. Sean X un espacio de Banach y D un subconjunto convezxo cerrado

no-vacio de X con la propiedad (C). Entonces [D] tiene la propiedad (C).

Demostracion. Sea A := J,5;{Q" N B({1(n))}, es decir, A es el colectivo de todas la
n-uplas (A1, ..., An) € Q" tales que >_1" | |\| < 1, n > 1. Es claro que |A| = Rg. Por
cada A = (A, ..., A\p) € A definimos M) como

M)y = {Z Nd; 2 d; € D,i =1, ,n}
i=1

Para cada A\ € A, M) es un subconjunto convexo no-vacio de X con la propiedad (C)
por el Corolario 7.6. A continuacién observemos que el colectivo {mM, : m € N, A € A}
es contable, todos sus elementos son conjuntos convexos con la propiedad (C') y la unién
de todos ellos es densa en [D]. Por [93, Proposition 2] se concluye que [D] tiene la
propiedad (C). |

Cuestion 4. Sea X un espacio de Banach y K := (B(X™*),w*). ;Son equivalentes:
(a) X € (C); (b) C(K) € (C)?

Una secuencia bésica B := {u, : @ < 8} de un cierto espacio de Banach X se dice
que es de tipo £ sii dist(0,c6(B)) > 0, lo que es equivalente a decir que existen z € X*
y d > 0 tales que (z,uq) > d, Yo < 0.

Proposicién 7.8. Si X es un espacio de Banach tal que X € (C), entonces X carece
de secuencias bdsicas incontables de tipo {1 . En particular X carece de copias de £1(N1).

Demostracion. En efecto, supongamos que existiera en X una secuencia bésica B :=
{tq : @ < wi} de tipo £]. Sean Cg = co({uy : B < a < wi}), VB < wy. Es claro que
la familia de convexos cerrados {C3 : f < w1} tiene intersecciones contables no vacias
y, sin embargo, [ B<uwn Cs = () por ser B una secuencia basica. Hemos llegado a una
contradiccién, que prueba la proposicion. |

7.3. La propiedad (C) y la topologia Ty,

Veamos la estrecha relacién que guardan los conjuntos con la propiedad (C) y la
topologia Ty, .

Proposiciéon 7.9. Sean X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X* con
la propiedad (C) de Corson yi:Y — X* la inclusion candnica. Entonces

(1) Y es cerrado en (X*,Ty,)-

(2) Y* = i*(Xn,), Tog | Y = w | Y yco(B) = @ (B) para todo subconjunto
BcCY.
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Demostracion. (1) Sea wg € X* \ Y. Entonces existen g € S(X**)NY " y un niimero
real b tales que (pg,wp) > b > 0. Sea

U:={pe€ B(X™): (p,wy) >b}yV :={x e B(X): (wp,z) > b}.

Claramente pg € U = v y 0 =1i"(pg) € i*(U) =i*(V) " B(Y™). Como Y € (C),
existe una familia contable {x,, : n > 1} C V tal que 0 € {i*(xy,) :n > 1} (ver [93, p.
147]). Sea T : £; — X el operador continuo tal que T(en) = x,, donde {e, : n > 1} es

la base canénica de 1. Puesto que {i*(zp) :n > 1} =i *oT**({en :n > i ) existe
no € {en:n > 1}w C B(£,) tal que i* o T**(ng) = 0.
Aserto. T**ny € Xy, N YL y (T 19, wp) > b > 0.

En efecto, puesto que i* o T**(ng) = 0, entonces T** 1y € Y. Ademds T**ny € Xy,
porque

T"ny € T* ({en : n > 1}w*) ={Te, :n > 1}w* ={x,:n> 1}‘“*

.
Finalmente, como (wg,z,) > b >0, Yn > 1,y T*ny € {x, : n > 1} , obtenemos que
(T**n0, wo) > b > 0.

Por tanto wg ¢ ?TRO y esto prueba que Y es Ty,-cerrado.

(2) Fijemos z € B(Y™). Puesto que

B(Y*) = *(B(X™)) = i*(B(X)

w

yY € (C), existe una famlha contable A, C B(X) tal que z € i*(4,) . Puesto
que *(A,) = i"(A, ) y A." < Xy,, obtenemos que z € i*(Xy,) y, finalmente,
Y* =i"(Xy,)- De este hecho sale que Ty, | Y = w | Y. Ademés, c6(B) = 6 *o (B) para
todo subconjunto B C Y, porque Y es Ty,-cerrado. |

Proposicién 7.10. Sean X un espacio de Banach y D un subconjunto convezxo cerrado
de X* con la propiedad (C) de Corson. Entonces

(1) D es cerrado en (X*,Ty,)-

(2) Tay | D =w | D yco(B) =6 ™ (B) para todo subconjunto B C D.

Demostracion. Por la Proposicién 7.7 el subespacio cerrado [D] posee la propiedad (C).
Aplicando la Proposicién 7.9 obtenemos (1) y (2). [
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7.4. La propiedad (C) y los contornos

En esta Seccion damos resultados de tipo cuantitativo y aplicaciones a los subespacios
cerrados de X* con la propiedad (C') de Corson.

Proposicién 7.11. Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w*-compacto de
X,

(1) Si By es un contorno de K tal que Y := [Bo] € (C) y K carece de una w*-N-
familia (en particular, si K carece de una copia de la base de £1(c)), entonces co® (K) =
co(By) C Y y ademds co(B) = co®" (H) para todo subconjunto w*-compacto H de 'Y y
todo contorno B de H.

(2) Si By es un contorno de K tal que Y := [By| € (C) y ¢ bien By es un w*K.A-
contorno de K 6 bien By = Ext(K), entonces 0¥ (K) = co(By) C Y y ademds co(B) =
oV (H) para todo subconjunto w*-compacto H de'Y y todo contorno B de H.

Demostracién. (1) Por la Proposicién 7.9 se tiene que ©o(By) = co /% (By). Por tanto,

co(By) = @™ (K) por el Corolario 5.11, de donde " (K) C Y = [By] € (C). De
aqui que Y = @ y por tanto Y es un subespacio w*K.A de X*. Puesto que K € (P) (es
decir, K carece de una w*-N-familia) también Y € (P) (ver [62, Prop. 3.8]). Por tanto
podemos aplicar el mismo argumento anterior a todo subconjunto w*-compacto H de

Y y todo contorno B de H.

(2) En primer término, todo subconjunto convexo con la propiedad (C) carece de
una copia de la base de ¢1(¢) (un facil ejercicio). Por tanto, By carece de una copia de
la base de ¢1(c), lo que por Proposicién 6.5 y Proposicién 6.9 implica que K carece de
una copia de la base de ¢;(c). Ahora basta aplicar (1). [

Proposicién 7.12. Sean X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X*
con la propiedad (C) de Corson, F un subconjunto convexo de Y, K un subconjunto
w*-compacto de X* y B un contorno de K. Entonces

(1) Si B = Ext(K) ¢ B es K,, se verifica DIST(co%" (K), F) < 3DIST(B, F).
(2) Si F carece de una pre-w*-N-familia, entonces DIST(co% (K), F) < TDIST(B, F).

Demostracion. (1) Supongamos que existen dos nimeros reales 0 < a, b tales que

DIST (" (K),F) > b > 3a > 3DIST(B, F).

Sea wp € co®” (K) tal que dist(wg, F) > b. Por el Teorema de separacién de Hahn-
Banach existe ¢y € S(X**) de modo que inf(pg,wy — F) > b. Sea 0 < € tal que
b+ e < inf{pg,wy — F) y definamos

(¢o,wo) — €}y

U:={p € B(X™): (p,wo)
,x) > (po, wo) — €}

>
V= {e e BX) : (wy,z) >
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Observemos que ¢g € U = V. Sii:Y — X*es la inclusién candnica, entonces ¢* :
X** — Y* satisface i*(pg) € i*(U) =i*(V) C B(Y™). Puesto que Y tiene la propiedad
(C), existe una secuencia {z,, : n > 1} C V tal que i*(pg) € {i*(xn) :n > 1} en la
w*-topologia o(Y*,Y). Sea T : ¢1(N) — X el operador continuo tal que T'(e,) = zy,
donde {e, : n > 1} es la base canénica de ¢1(N). Observemos que ||| < 1 y que su
adjunto T% : X* — (o (N) satisface T*(u) = (u(zp))n>1, Yu € X*. Como Y carece de
una copia de £1(c) (porque Y tiene la propiedad (C) y ¢1(c) no la tiene), T7%(Y') carece
también de una copia (y de una base) de ¢1(c). Sean F' := T*(F'), T*(K) =: H C B({x)
By := T*(B) y v := T*(wp). Claramente vy € co” (H), By es un contorno de H y H es
un subconjunto w*-compacto de B({x) tal que 6 bien Ext(H) C By, si B = Ext(K),
6 bien By es un Ky, si B lo es. En particular, DIST(By, F') < DIST(B, F') < a porque
* 2 *
IT*|| < 1. Puesto que i*(po) € {i*(zn) :n>1} = i*oT*({en:n>1}" ), existe
no € {en:n>1}  C B(£%) tal que i* o T (19) = i*(p0).

Aserto. inf(ny, vy — F> > by dist(vo, F) > b.

En efecto, es claro que T%*(ng) € {x,, : n > 1}w en B(X™). Por tanto

(1) (T (o), wo) = (o, wo) — € porque (wo, Tn) > (o, wo) — €, Vn > 1.
(ii) Si ¢ € F, se tiene que

(T™(m0), ) = (T (m0), i(c)) = (¥ o T*" (1), ¢) = (i* (0), €) = (0, €)-

Por consiguiente, para todo ¢ € F' se verifica

{(no, vo — T*c> = (onT*wo —T*c) = <T**(770)’w0 —¢) > (o, wo) — € — (po, c) =
= (po,wp — ) —€ >b+e—e=Dh,

y esto prueba el Aserto.

Por otra parte, como F C T(Y), F carece de una copia de la base de l1(c).

Asi que del Corolario 6.16 deducimos que dist(vg, F') < 3a < b. Obtenemos pues una
contradiccién que prueba que DIST(co¥ (K), F) < 3DIST(B, F).

(2) La prueba de esta parte es anédloga a la de la parte (1), teniendo en cuenta que
ahora se usa la Proposicién 6.19 en lugar del Corolario 6.16. Pasemos a dicha prueba.
Suponemos que existen dos numeros reales 0 < a, b tales que

DIST (" (K),F) > b> Ta > TDIST(B, F).

A continuacién hacemos la misma construccién que en la parte (1) y definimos F :=
T*(F), T*(K) =t H C B(ls), By := T*(B) y vy := T*(wp). Observemos que F
carece de una pre-w*-N-familia porque F también carece de ella. Claramente vy €
oV (H) y H es un subconjunto w*-compacto de B(f,) tal que By es un contorno
de H y DIST(By,F) < DIST(B,F) < a porque ||T*|| < 1. Puesto que i*(pp) €
{i*(xy) :n > 1}w* =i oT"{en:n > l}w*), existe g € {e, :n > 1}w* C B(£,) tal
que i* o 7" (o) = i* (o).
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Aserto. inf(ng,vg — F) > by dist(vo, F) > b..
La prueba de este Aserto es la misma que la del Aserto de la parte (1).

Por otro lado, de la Proposicién 6.19 se deduce que dist(vy, F ) < Ta < b. Obtenemos
una contradiccién que prueba que DIST(co% (K), F) < TDIST(B, F). [

En la Proposicion 6.2 hemos dado un resultado “cuantitativo”, que relaciona las
distancias DIST(co®” (K),C)y DIST(B, C), cuando K es un subconjunto w*-compacto
de un espacio de Banach dual X™*, B es un contorno de K y C' es un subconjunto
convexo de un subespacio cerrado Y C X* con bola unidad dual B(Y™) w*-angélica.
A continuacién damos algunas consecuencias de la Proposicién 6.2. Recordemos que
un espacio de Banach Y posee la propiedad (C) siempre que la bola dual B(Y™) sea
w*-angélica (ver [93, p. 147]).

Corolario 7.13. (Ver [18, Theorem 5.1]) Sean X un espacio de Banach, T C X* un
subconjunto w-CD (resp., w-KA) y By un contorno de B(X™) tal que By C T+ eB(X™)
con 0 < e < 1. Entonces co®” (K) = @o(B) para todo subconjunto w*-compacto K de X*
y todo contorno B de K. Ademds X* es w-CD (resp., w-KA).

Demostracion. Sea Y = m”'H. Es bien conocido que Y es un subespacio w-CD (resp.,
w-KA) de X*. Obviamente DIST(By,Y) < e < 1. Afirmamos que ¥ = X*. En
efecto, supongamos que Y # X*. Entonces se tiene que DIST(B(X*),Y) = 1. Por
otra parte, DIST(B(X™),Y) = DIST(By,Y) < 1 por la Proposicién 6.2 y porque la
bola dual B(Y™*) de un espacio w-CD (resp., w-K.A) es w*-angélica. Hemos llegado a una
contradiccién que prueba que Y = X*. Finalmente B(X*) = ¢5(B) para todo contorno
B de B(X™*) también por la Proposicién 6.2. [

Corolario 7.14. Sean X un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto de
X*, By un contorno de K yT" un subconjunto w-CD de X* tales que By C T'. Entonces
co(By) = o (K) y ademds para todo subconjunto w*-compacto H de mll'll
contorno By de H se verifica que co(By) = co® (H).

y todo

Demostracion. Sea’Y := [T] . Es bien conocido que Y es un subespacio w-CD 6 espacio
de Vasak y que la bola dual (B(Y™),w*) es angélica. La demostracién se termina
aplicando la Proposicién 6.2. |

A continuacién damos otro resultado en la misma linea que la Proposicién 6.2. Sea
H un espacio topolégico Hausdorff completamente regular y sea Cy(H) el espacio de
Banach de las funciones reales acotadas continuas sobre H con la norma del supremo.
Consideraremos a Cy(H) como un subespacio cerrado de (€oo(H), | - ||,)- Si k € H sea
V¥ la familia de los entornos abiertos de k en H. Definimos la oscilacién de Osc(f, k) de
f:H—Ren ke H como:

OSC(f? k) m (sup{f(i) - f(j) : ivj € V})

= 1f
Vevk
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La oscilacion de f en H es:
Osc(f) = sup{Osc(f,k) : k € H}.

Si H es un espacio topoldgico normal y f € {(H), se verifica que dist(f,Cy(H)) =
%Osc(f) (ver [9, Proposition 1.18, p. 23]). Decimos que un espacio topoldgico H pertenece
a la clase § (abreviadamente, H € §) si para todo A C H x H y todo h € H, con
(h,h) € A, existen d € H y una secuencia (a;),>1 en A tales que a,, — (d,d) cuando
n — oo. Por ejemplo, H estd en la clase § en los siguientes casos: (1) H es metrizable;
(2) H satisface el 1° Axioma; (3) H x H es Fréchet-Urysohn.

Proposicién 7.15. Sean H un espacio topolégico normal con H € §, W C loo(H) un
subconjunto w*-compacto y B un contorno de W. Entonces

DIST (e (W), Cy(H)) = DIST(B, Cy(H)).

Demostracion. Supongamos que existen un subconjunto w*-compacto W C B({s(H)),
un contorno B de W y dos numeros reales a,b > 0 tales que

DIST(co” (W),Cy(H)) > b > a > DIST(B, Cy(H)).

Elegimos fo € co® (W) con dist(fo, Cy(H)) > b. Entonces existe un punto ky € H tal
que %OSC(fO, ko) > b. Asf que existen € > 0y, para todo V' € V¥, dos puntos iy, jir € V
tales que

fo(iv) — fo(jv) > 20+

En particular, (ko, ko) € {(iv,jv): V € Vko}. Puesto que H € §, existen una secuencia
{(in,jn) : n > 1} C {(iv,jv) : V € V¥} y un punto hy € H tales que (in,jn) —
(ho, ho). Para todo n > 1, sea T}, : {oo(H) — R tal que T,,(f) = f(in) — f(Jn), para
todo f € loo(I). Claramente T,, es una aplicacién lineal, que ademés es || - ||-continua
y w*-continua con ||T,| < 2. Adun mas, se tiene que T, (fo) > 2b+¢€, Vn > 1,y
lim,, 00 T (f) = 0 para todo f € Cy(H).

Aserto. Para todo € B se tiene que limsup,,_,.. T,(5) < 2a.

En efecto, fijemos f € By, como DIST(B,Cy(H)) < a, elijamos f € Cy(H) tal que
I8 — fll < a. Se verifica que

lim sup T, (3) = limsup(Ty,(f) + Th(B — £)) =

n—oo n—oo

= lim T,,(f) + limsupT,,(5 — f) < 2a,

n—00 n—00
en donde hemos aplicado que lim, o0 T5,(f) =0, ||T|| <2y |8 — f]| < a.

Por la desigualdad de Simons [102, 2.Lemma] se tiene que

suplimsup 75,(B)] > inf[ sup  g(k) : g € co((Tn)n>1)]-
BEB n—00 kecow™ (W)
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En consecuencia existe cierto g € co((T},)n>1), digamos g = > 2 _ A\, T,, con A\, > 0y
P\, =1, tal que SUD 5™ (W) g(k) < 2a + e. Por otra parte, como fy € co® (W) y

n=1

To(fo) = fo(in) — fo(jn) > 2b+ € se tiene que

P
sup g(k) > Z MTn(fo) > 20+,
W) n=1

ket (

de donde obtenemos que 2a + € > 2b + €, una contradiccién que completa la prueba. B

Veamos las nociones de espacio representable y universalmente representable, que
fueron introducidas y estudiadas en [49] por Godefroy y Talagrand. Un espacio de Banach
X es representable si es isomorfo a un subespacio w*KA de £4. Un espacio de Banach X
es universalmente representable si es representable y todo subespacio Y de £, isomorfo
a X es w*KA en {. El Lema 6.1 permite extender el Théoréme 6 de [49] de la siguiente
manera.

Proposicién 7.16. Sean Y un espacio de Banach separable y X un subespacio cerrado
w*KCA del dual Y*. Los siguientes asertos son equivalentes:

(a) X es universalmente representable.
(b) X carece de una copia de £1(c).
(c) (B(X™),w*) es un espacio angélico.

(d) X es universalmente (P), es decir si Z es un subespacio de un espacio de Banach
dual V* y Z es isomorfo a X, entonces Z tiene la propiedad (P) en V*.

(e) X € (P) enY™.
(f) X € (C).

Demostracion. La equivalencia (a) < (b) < (c) es el Théoréme 6 de [49]. (¢) = (f) por
(93, p. 147] vy (f) = (b) porque todo espacio X con la propiedad (C') carece copias de
Kl(c).

(b) = (d). Supongamos que X carece de una copia de ¢i(c). Entonces, si Z es
isomorfo a X y subespacio de cierto espacio dual V*, Z € (P) en V* porque Z no posee
una w*-N-familia en V*.

(d) = (e) es obvio y (e) = (c) sale de Lema 6.1. [ |

Si X es un espacio de Banach. denotaremos por N A(X) al conjunto de los elementos
de X™ que alcanzan su norma sobre B(X). En [8] se prueban los dos siguientes resultados.

Lema 7.17. Sean X un espacio de Banach que carece de una copia de £i(c), J : X —
X** la inclusion candnica y M un subespacio cerrado y separable de NA(X) tal que
i* o J(B(X)) contiene un contorno w*-analitico de B(M*), siendo i : M — X* la
inclusion candnica. Entonces i* o J : X — M™ es un 1-cociente candnico.
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Demostracion. Ver [8, Lemma 2.10]. [ ]

Proposicién 7.18. Sean X un espacio de Banach, J : X — X** la inclusion candnica y
M un subespacio separable cerrado infinito dimensional de NA(X) tal que i* o J(B(X))
contiene un contorno w*-analitico de B(M™*), siendo i : M — X* la inclusion canénica.
Entonces X posee un 1-cociente infinito dimensional, que es isomorfo a un espacio dual.

Demostracion. Ver [8, Proposition 2.14]. [

Los anteriores resultados se pueden generalizar como sigue.

Proposicién 7.19. Sean X un espacio de Banach sin copia isomorfa de ¢1(c), J : X —
X** la inclusion candnica y M un subespacio cerrado de X* tal que, sii: M — X* es
la inclusion candnica, i* o J(B(X)) contiene

(i) o bien un contorno B de B(M™*), que es w*KA;
(ii) o bien Ext(B(M™)).

Entonces i* o J : X — M™ es un 1-cociente canonico.

Demostracion. En ambos casos es claro que M C NA(X). Sea B C i* o J(B(X)) un
contorno w*K.A de B(M*) 6 B = Ext(B(M*)). Claramente, B no posee una copia de
la base de ¢1(c), porque X no tiene copia de ¢;(c).

Aserto. co(B) = B(M™).

En efecto, supongamos que ¢o(B) # B(M*). Entonces:

(a) Sea B un contorno w*K.A de B(M*). Por la Proposicién 5.10 existe una w*-N-

familia dentro de B(M™*). Por la Proposicién 6.5 también existe una w*-N-familia dentro
de B. En consecuencia, B posee una copia de la base de ¢1(¢).

(b) Sea B = Ext(B(M?*)). Por la Proposicién 6.8 el conjunto B posee una w*-N-
familia y, por tanto, una copia de la base de ¢;(c).

Hemos llegado a una contradicciéon que prueba el Aserto.

Finalmente, observemos que el hecho ¢6(B) = B(M*) implica que i* o J : X — M*
es un l-cociente. |

Proposicién 7.20. Sean X un espacio de Banach, J : X — X** la inclusion candnica
y M un subespacio cerrado infinito dimensional de X* tal que, si i : M — X* es la
inclusion candnica, i* o J(B(X)) contiene

(i) o bien un contorno B de B(M™*), que es w*KA;
(ii) o bien Ext(B(M*)).

Entonces X posee un 1-cociente infinito dimensional, que es isomorfo a un espacio
dual.
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Demostracion. Si X no posee una copia de ¢1(c), aplicamos la Proposicién 7.19. Si X
contiene una copia de ¢1(c), entonces ¢, es cociente de X. n

Si M C X*, decimos que X posee una M-w*-N-familia si X, como parte de X**,
posee una w*-N-familia asociada a una secuencia {z, : n > 1} C MNB(X™*). El siguiente
resultado es mas general que los dos anteriores.

Proposicion 7.21. Sean X un espacio de Banach, J : X — X** la inclusion candnica
y M un subespacio cerrado de X* tal que, si i : M — X* es la inclusion candnica,
i* o J(B(X)) contiene

(i) o un contorno B de B(M*), que es w*K.A;

(ii) o bien Ext(B(M*)).

Entonces, si X no posee una M-w*-N-familia, i* o J : X — M™* es un 1-cociente
canonico.
Demostracion. Sea B C i*oJ(B(X)) un contorno w*A de B(M*) 6 B = Ext(B(M™*)).
Claramente, B no posee una w*-N-familia, porque X no tiene una M-w*-N-familia.

Aserto. co(B) = B(M*).
En efecto, supongamos que ¢o(B) # B(M™*). Entonces:

(a) Sea B un contorno w*CA de B(M*). Por la Proposicién 5.10 existe una w*-N-
familia dentro de B(M™*). Por la Proposicién 6.5 también existe una w*-N-familia dentro
de B, que se puede “alzar ” hasta X, porque B C i* o J(B(X)). En consecuencia, X
posee una M-w*-N-familia, lo que no puede ser.

(b) Sea B = Ext(B(M?*)). Por la Proposicién 6.8 el conjunto B posee una w*-N-
familia y, por tanto, X posee una M-w*-N-familia, lo que no puede ser.

Hemos llegado a una contradiccién que prueba el Aserto.

Finalmente, observemos que el hecho ©6(B) = B(M*) implica que i*o J : X — M*
es un l-cociente. |

Proposicién 7.22. Sean X un espacio de Banach, J : X — X** la inclusion candnica
y M un subespacio cerrado de X* tal que

(a) M no posee una copia de {1.

(b) Sii: M — X* es la inclusion canonica, i* o J(B(X)) contiene
(b1) ¢ bien un contorno B de B(M*), que es w*CD;

(b2) 6 bien Ext(B(M™)).

Entonces i* o J : X — M™ es un I1-cociente candnico.

Demostracion. Sea B C i*oJ(B(X)) un contorno w*CD de B(M*) 6 B = Ext(B(M™)).
Necesariamente ¢o(B) = B(M™) pues, de no ser asi, del Corolario 5.12 6 de la Proposicién
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6.8 deduciriamos que M contiene una copia de £1, que no es el caso. Finalmente observemos
que el hecho ¢o(B) = B(M*) implica que i* o J : X — M™ es un l-cociente. [

Corolario 7.23. Sean X un espacio de Banach, J : X — X** la inclusion candnica, M
un subespacio separable cerrado de X* tal que M no posee una copia de b1 yi: M — X*
la inclusion canonica.

(A) Sii* o J(B(X)) contiene un contorno B de B(M*), i* o J : X — M* es un
1-cociente.

(B) Si M C NA(X), i*oJ : X — M* es un 1-cociente.
Demostracion. (A) Todo subconjunto de B(M*) es w*CD porque (B(M*), w*) es métrico
compacto. Ahora basta aplicar la Proposicién 7.22.

(B) Como M C NA(X), B:=i*o J(B(X)) es un contorno de B(M™*). Ahora basta
aplicar (A). |
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Capitulo 8

El problema de la distancia
DIST(B,X) cuando B es un
contorno de B(X™¥)

8.1. Introduccion

En este capitulo vamos a considerar y resolver el siguiente problema. Sea X un
espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto del bidual X** y B un contorno
de K. Sabemos que, en general, co(B) # @ (K). Por tanto, dado un subconjunto
convexo C' de X**, puede ocurrir que DIST(B,C) < DIST(co" (K),C) y en particular
DIST(B,X) < DIST (o™ (K),X). Sabemos (ver [51]) que DIST (0¥ (K),X) <
5DIST(co(K), X), para todo subconjunto w*-compacto K C X**  y que existen (ver
[55, Proposition 10],[53, Proposition 3.1]) espacios de Banach X y subconjuntos w*-
compactos K C X** tales que DIST(co" (K),X) = 3DIST(co(K), X) > 0.

Cascales, Kalenda y Spurny probaron [15] que DIST(co¥" (K), X) < 2-DIST(B, X)
para todo subconjunto w*-compacto K C X** con KNX w*-denso en K y todo contorno
B C K. Asi que DIST(B,X) > $DIST(B(X**), X) para todo contorno B de B(X**)
y pudiera ocurrir que DIST (B, X) < DIST(B(X**), X) para algun espacio de Banach
X y algtin contorno B de B(X™**). Observemos que, claramente, DIST(B(X**), X) =1,
si X no es reflexivo, que DIST(B(X**),X) = 0, si X es reflexivo, y que siempre 0 <
DIST(B,X) < DIST(B(X™), X). ;Existe, pues, algin espacio de Banach X tal que
0 < DIST(B,X) < DIST(B(X**), X) para algin contorno B de B(X**)? Vamos a ver
que la respuesta a esta pregunta es negativa. De hecho, probamos a continuacién que, si
X es un espacio de Banach y B un contorno de B(X™**), se verifica que DIST(B, X) =
DIST(B(X**),X). Este “buen” comportamiento de los contornos B de B(X**) no debe
sorprendernos pues, en muchos aspectos, el comportamiento de dichos contornos B es
similar al de la bola B(X**) completa. Por ejemplo, en [90] se prueba que, si D es un
subconjunto acotado de X, D es w-compacto -es decir, D es o(X, B(X™*)) compacto- si
y sélo si D es o(X, B)-compacto para algin contorno B de B(X™).
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8.2. DIST(B,X) = DIST(B(X*),X) para todo contorno B
de B(X™)

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Grothendieck (abrev., X es Grothendieck)
si toda secuencia w*-nula de X* es w-nula. Los siguientes hechos son elementales:

(1) Todo espacio reflexivo es Grothendieck.
(2) Si X es Grothendieck y X* carece de una copia de ¢;, entonces X es reflexivo.

(3) Todo cociente de un espacio Grothendieck es Grothendieck, pero no lo son los
subespacios, en general.

(4) Un espacio X es Grothendieck y tiene bola dual (B(X*),w*) angélica sii X es
reflexivo.

(5) Un espacio de Grothendieck X no puede tener como cociente un espacio no
reflexivo Y tal que (B(Y™), w*) sea angélica.

Un espacio de Banach X contiene una copia asintdticamente isométrica de £1(N)
si existen una secuencia {a, : n > 1} C B(X) y una secuencia (6,)nen C (0,1]
convergiendo a 1 tales que, para toda secuencia finita (\;)1<i<n, de R, se satisface la

siguiente desigualdad:

1<i<n 1<i<n

Lema 8.1. Para todo espacio de Banach X ocurre una de las siguientes alternativas:
(I) X es reflexivo.
(II) X no es Grothendieck.

(III) X contiene una copia asintdticamente isométrica de £1(N).

Demostracion. Supongamos que ni (I) ni (II) ocurren (es decir, X es Grothendieck no
reflexivo) y probemos que X satisface (III). Razonamos por reduccién al absurdo y
suponemos que X no verifica (III). Por el Theorem 2 de [79] la bola dual B(X™) es
w*-bloque compacta, es decir:

(*) “Para toda secuencia (zy, )nen en B(X™) existen una secuencia (F},),en de subconjuntos
finitos de N disjuntos dos a dos y una secuencia (\;);en de nimeros reales, con ) ;. [\i| =
1, Vn € N, tal que, si b, := Zian Xizi, Vn € N, entonces (b, )neny w*-converge a algin
elemento by de (necesariamente) B(X™)”.

Aserto. B(X™) carece de una copia de la base de /.

En efecto, supongamos que (z,)nen €s una secuencia en B(X™) equivalente a la base
de /. Es facil ver que toda secuencia bloque normalizada de (z,),cn es equivalente a la
base de ¢1. Por (x) existe una secuencia bloque normalizada (b, ),en extraida de (zp)nen,
que w*-converge a algin by € B(X*). Como X es Grothendieck, (b, )nen w-converge a
bp, una contradiccién pues (by, )nen es equivalente a la base de ¢1. Esto prueba el Aserto.
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Asi que X es un espacio de Grothendieck tal que X* carece de una copia de ¢1, de
donde sale que X es reflexivo, una contradiccion. [

Corolario 8.2. 5i X es un espacio de Banach Grothendieck no reflexivo, para toda
norma equivalente a la dada hay en X una copia asintdticamente isométrica de £1.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 8.1. [ |

Proposicion 8.3. Sea X un espacio de Banach que contiene una copia asintéticamente
isométrica de ¢1(N) y sea B un contorno de B(X™**). Entonces existe b € B tal que
dist(b, X) = 1 = DIST(B(X**), X).

Demostracion. Sea (ay)nen una secuencia en B(X) asintéticamente isométrica a la base
canédnica de ¢1(N), asociada a la secuencia de coeficientes (0;);eny C (0, 1], que converge
a 1. Sea g, : X — R el funcional, que es la extension de Hahn-Banach a todo X del
funcional g, : [(ai)] — R tal que (gn,ai) = —d;, sii < n, y (Gn,ai)) = 0, sin < i.
Observemos que ||gn| = 1 porque trivialmente g, € B(X™*) y ademads

lgn|l = sup{gn, a;) = supd; = 1.
ieN ieN
Sea g € B(X™) un punto de w*-acumulacién de {g, : n > 1}. Sea h 1=}, 2 Fgr — g,
que satisface trivialmente [|h|| < 2.

Aserto. ||h| = 2.

En efecto, se tiene que

I > sup{hsas) = supa(S 2k~ S 2k 11y =2
ieN EN k>i

Por tanto existe un punto b € B tal que (b,h) = 2 y también (b,g,) =1, Vn > 1,y
(b,g) = —1.Seaz € X. Si (g,x) > 06 (g,x) < —2, entonces ||b —z| > [(b—z,g)| > 1.
En caso contrario —2 < (z,g) < 0 y. por razones de w*-densidad, existe cierto m € N
(dependiendo de z) tal que —2 < (x, §m) < 0. De aqui que —3 < (z — b, Gm) < —1 y de
nuevo [|b—z|| > |(b—x, gm)| > 1. Esto implica que la distancia dist(b, X) = 1 y termina
la prueba. |

En [32] se prueba que una copia isomorfa de ¢; no necesariamente contiene una copia
asintéticamente isométrica de ¢1. Sin embargo las copias isomorfas de ¢1(c) si la contiene
como se ve a continuacién.

Lema 8.4. Sea X un espacio de Banach isomorfo a ¢1(c). Entonces X contiene una
copia asintoticamente isométrica de 1.
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Demostracion. SeaY = ({1, | - ||;). Veamos que la bola B(Y**) no es w*-bloque compacta.
En efecto, si lo fuese, como Y* es Grothendieck, del Aserto de Lema 8.1 obtendriamos
que Y** carece de una copia de ¢1, lo que es falso. Puesto que X es isomorfo a ¢1(c), existe
un cociente ¢ : X — Y* = l. Por tanto ¢* : Y = £ (¢) — X* es un isomorfismo
entre Y** y su imagen ¢*(Y**), para la norma y para las topologias w*. En particular,
(B(X™),w*) no es w*-bloque compacta porque no lo es (B(Y**), w*). Por el Theorem 2
de [79] concluimos que X contiene una copia asintéticamente isométrica de ¢;. |

Corolario 8.5. Si X es un espacio de Banach que contiene una copia de ¢1(¢) y B C
B(X**) es un contorno de B(X**), se tiene que X contiene una copia asintéticamente
isométrica de ¢y y, por tanto, existe b € B tal que dist(b, X) = 1.

Demostracion. Sale del Lema 8.4 y la Proposicién 8.3. |

Lema 8.6. Sean X un espacio de Banach, ¢g > 0, {z} :n > 1} C S(X™*) una secuencia

con x}, Y0 y z € S(X™*) tales que (z,x}) > €y > 0, ¥Yn > 1. Entonces para todo € > 0
existen z. € S(X**) y una secuencia {uy, : n > 1} dentro de la lasca cerrada

S(ze, €, B(X™)) :=={2" € B(X™) : (ze,2") > 1 — ¢}
(dependiendo de €) tal que uy, “ 0.
Demostracion. Para cada n > 1 definimos a(n) como sigue:
a(n) = mnf{||z"| : " € co({z}, : K > n})}.
Obviamente ¢y < a(n) < a(n+1) < 1. Sea

a = lim a(n) = sup a(n).
nzl n>1

Elegimos n > 0y ng € N tales que 1 > 1—ey a—n < a(ng). Por cada k € N cogemos
v € co({z) 1 n > ng + k}) de modo que a(ng + k) < ||vg]| < a(no + k) + n. Por tanto
para cada k > 1 se verifica:

a—n<a(ng) <alng+k) <|vg|| <alng+k)+n<a+n.
Sean M = (a+n) A1y ug :=vg/M, Yk € N. Entonces:
(1) Por la definicién de a(ng) todo u € co({uy : k > 1}) verifica:

a(ngp) La-n_a-1n

>1—e
M M “atn- °

1> [lul| >

Por tanto co({ug : k > 1}) N Bx+(0,(a — n)/M) = (). Por el Teorema de separacién
de Hahn-Banach existe z. € S(X™) tal que (z¢,u) > (a —n)/M > 1 — e para todo
ueco({ug : k> 1}).
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(2) Puesto que uj es una combinacién convexa finita de elementos de {x /M : n >

no+k}y al “2 0 en la w*-topologia de X™*, necesariamente wug "0 en la w*-topologia
de X*. [

Lema 8.7. Sea X un espacio de Banach que no es Grothendieck. Entonces para todo
e > 0 existe ze € S(X™) y una secuencia {v, : n > 1} C S(ze,€, B(X*)) N S(X*)

(dependiendo de €) tal que v, Y 0.

Demostracion. Puesto que X no es Grothendieck, existen una secuencia {z} : n >

1} € S(X*) con z N 0, un vector z € S(X*™) y un nimero real ¢y > 0 tales que
(z,2%) > € > 0, Vn > 1. Por el Lema 8.6 para todo € > 0 existen z. € S(X**) y una

secuencia {u, : n > 1} C S(ze, €, B(X™)) (dependiendo de €) de modo que uy, “ 0.
Ahora basta tomar v, := u,/||uyl|, ¥Yn > 1. [

Proposicion 8.8. Sean X un espacio de Banach no-Grothendieck y B un contorno de
B(X**). Entonces DIST(B,X) = DIST(B(X*),X) = 1.

Demostracion. Supongamos que existen € > 0 y un contorno B de B(X™**) tales que
DIST(B,X) <1—e€ < 1. Por el Lema 8.7 existen z. € S(X*) y una secuencia {uy, :

n > 1} C S(X*) tales que uy, “0 ¥ (26, un) > 1 — ¢, ¥n > 1. Es inmediato que todo
punto w € B(X***) de w*-acumulacién de {u, : n > 1} satisface:

(1) we X+

(2) [lw]] > 1 — § porque (ze,un) > 1 — ¢, ¥n > 1. Por tanto existe v € S(X™) tal
que (w,v) >1— £.

(3) Como DIST(B,X)<1—¢eywec X+ N B(X*"), para todo b € B se tiene:

(w,b) < (1—¢€)|w|| <1—e.

Aserto 1. Para todo b € B se verifica limsup,,_, .. (b, un) <1 — €y de aqui que

sup{limsup(b,u,) : b€ B} <1 —e.

n—o0

En efecto, supongamos que el Aserto 1 es falso. Entonces existen by € B y una
subsecuencia {uy, : k > 1} de {u, : n > 1} tales que (bo,up,) > 1 —¢€, Vk > 1. Sea w
un punto de w*-acumulacién de {uy, : k > 1} en B(X***). Se tiene que:

(a) Por un lado, obviamente, (w, bp) > 1 — € porque (by, up, ) > 1 —€, Vk > 1.

(b) Pero por otro lado, como w es también un punto de w*-acumulacién de {u, :
n > 1} en B(X*), por (3) se verifica que (w,by) < 1 —e.

Llegamos a una contradiccién que prueba el Aserto 1.

Aserto 2. sup{limsup,,_,(v,u,) :v € B(X™)} > 1 - £.
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En efecto, fijemos un punto de w*-acumulacién wg de {u, : n > 1} en B(X***). Por
(2) existe un vector v € S(X**) tal que (wo,vp) > 1 — §. Como wp es un punto de

w*-acumulacién de {u, : n > 1} y v € S(X**) satisface (wo,vo) > 1 — §, existe una

subsecuencia {uy, : k> 1} de {u, : n > 1} tal que (vo, un,) >1—§, Vk > 1. Por tanto

£

lim sup(vo, un) > limsup(vo, tp,) > 1 — §
n—r00 k—ro0

y esto prueba el Aserto 2.

Por la igualdad de Simons se tiene

sup{limsup(b, u,,) : b € B} = sup{limsup(v, u,) : v € B(X™)}.

n—oo n—oo

Llegamos a una contradicciéon que prueba la Proposicién. |
Teorema 8.9. Si X es un espacio de Banach y B un contorno de B(X**), se verifica
que DIST(B,X) = DIST(B(X*), X).

Demostracion. Basta aplicar el Lema 8.1, la Proposicion 8.3 y la Proposicién 8.8. B

8.3. El indice de Grothendieck-nidad

Vamos a introducir un indice para “medir” cémo de lejos estd un espacio de Banach
X de ser Grothendieck. Si X,Y son espacios de Banach y T : X — Y un operador
continuo, indicaremos por:

Yi={zeY"™ :(2,9) =0, VyeY}

y por
g(T) = sup{|jul| : uw € T**(B(Y™))}.

El cp-indice de Grothendieck-nidad go(X) de un espacio de Banach X se define como
9o(X) :=sup{g(T)|T : X — ¢y operador continuo con ||T| < 1}.

Elegimos este indice para “medir” como de lejos estd un espacio de Banach X de ser
Grothendieck porque, si X es Grothendieck y T : X — ¢q es operador continuo, entonces
T***(cy) = {0}.

Proposicion 8.10. Sea X un espacio de Banach.
(4) 0 < go(X) < 1.

(B) Son equivalentes: (i) X es Grothendieck; (ii) go(X) = 0.
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Demostracion. (A) Es claro que 0 < go(X) < 1 porque 0 < g(T") < 1 para todo operador
continuo 7" : X — ¢g con ||T]| < 1.

(B) (i) = (7). Sea T': X — ¢¢ un operador continuo con ||T']| < 1. Bastard probar
que T**(cg) = 0. Si {e, : n > 1} es la base canénica de ¢1 = ¢}, se verifica que T*e,, — 0

porque ey Y0 en ¢1 y X es Grothendieck. Observemos que el subespacio cé de cj™* es

cg = Mp(N*). Consideremos la probabilidad de Dirac 1, con p € N*. Sabemos que 1,

es punto w*-limite de {e,, : n > 1} en (cj™, w*) por lo que T***(1,) es punto w*-limite

de {T***e, : n > 1} en (X**, w*). Como T"e, “ 0 en (X, w*), concluimos que
T***(1,) = 0. Finalmente, observemos que el subespacio [{1, : p € N*}| generado por
las probabilidades de Dirac {1, : p € N*} es w*-denso en cg. Por lo tanto T"**(cp) = 0.

(1) = (7). Sea {x} : n > 1} C B(X™) una sucesién tal que x} “ 0 en (X*, w*).
Queremos probar que z}; 2 0. Supongamos que no es asi y obtengamos una contradiccién.
Sin pérdida de generalidad, pasando a una subsucesién si es preciso, podemos suponer
que existen z € S(X**) y € > 0 tales que (z,z}) > ¢, Vn > 1. Sea T : X — ¢ el
operador tal que T'(x) := ((x},2))n>1, Yo € X, que es continuo y verifica ||T|| < 1y
T*e, = x}, Vn > 1, siendo {e, : n > 1} la base canénica de ¢;. Fijemos p € N*. Sabemos
que 1, estd en B(cy) y es punto w*-limite de {e, : n > 1} en ¢§**. Se tiene que:

(a) Por una parte es claro que 7%**(1,) = 0 pues por hipétesis g(7') = 0, es decir,
T*(B((co)™)) = 0.

(b) Pero por otra parte 7%**(1,) es punto w*-limite de {T"**(ey) : n > 1} = {z}, :
n > 1} en X***. Como (z,z}) > € >0, Vn > 1, concluimos que también (T7***(1,), z) >
€ > 0, es decir, T"**(1,) # 0.

Hemos llegado a la contradiccién que buscabamos. |
Proposicién 8.11. El indice de Grothendieck-nidad es 0 ¢ 1.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach. Si X es Grothendieck, entonces go(X) = 0
por la Proposicién 8.10. Supongamos que X no es Grothendieck y sea 0 < € < 1. Por
el Lema 8.7 existe z. € S(X™) y una secuencia {z} : n > 1} C S(z., €, B(X*)) N S(X™*)
(dependiendo de ¢€) tal que x; “0.Sea T : X — ¢ tal que T'(z) := ((z}, x))n>1. Es claro
que |T]| <1y que T%e, = T"*e, =z}, Vn > 1, siendo {e, : n > 1} la base candnica
de /1. Fijemos p € N*. Sabemos que 1, estd en B(cé) y es punto de w*-acumulacién
de {e, : n > 1} en B(cj™). Se tiene que T%**(1,) es punto de w*-acumulacién de
{T"*(en) :m > 1}y ={z} :n > 1} en X***. Como (z.,z)) > 1—¢, ¥n > 1, concluimos
que también (T%**(1,), z.) > 1 — ¢, es decir, go(X) > g(T) > 1 —€. Como 0 < e < 1 es
arbitrario, concluimos que go(X) = 1. [

NOTA. De todo los anterior se deduce que la propiedad de ser Grothendieck, medida
mediante el indice go(X), sigue la regla del “todo 6 nada” .
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Capitulo 9

La distancia DIST(B, X) vs
DIST (@ (K),X) cuando B es un

contorno de un w*-compacto K de
X**

9.1. Introduccién y preliminares

Sabemos (ver [61]) que todo espacio de Banach X tiene M-control en su bidual
X**, para cierta constante M tal que 3 < M < 5, es decir, que DIST(co%" (K), X) <
M -DIST(K, X) para todo subconjunto w*-compacto K de X**. Incluso se verifica que
DIST(ee" (K),C) < M - DIST(K, C), para todo subconjunto convexo C de X y todo
subconjunto w*-compacto K de X**. En consecuencia es natural plantearse la siguiente
cuestion.

Cuestion 5. ;Serd wverdad que existe una constante wuniversal My tal que
DIST (" (K),X) < My-DIST(B, X), para todo subconjunto w*-compacto K de X**
y todo contorno B de K ?

Desconocemos la respuesta general a esta cuestion. Sin embargo observemos lo
siguiente:

(1) Hay clases sencillas de espacio de Banach para las que existe dicha constante.
Por ejemplo, la clase de los espacios de Banach X tales que (B(X*),w*) es angélica goza
de esta propiedad para la constante My = 1 (ver la Prop. propconange2).

(2) Si K C X** es un subconjunto w*-compacto tal que K N X es w*-denso en K,
entonces DIST (6% (K), X) < 2- DIST(B, X) (ver [15]).

En este Capitulo nos dedicamos a probar la existencia de dicha constante M (con 1 <
My < 3) para las siguientes clases de espacios de Banach: ciertas sumas 1-incondicionales,
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reticulos o-continuos, espacios con generador proyectivo, etc.

9.2. Sumas directas l-incondicionales

Comenzaremos estudiando el comportamiento de los espacios de Banach X, que
son suma directa l-incondicional de espacios con buenas propiedades (vg., espacios
WCG). Vamos a probar que estos espacios de Banach X verifican DIST (co”" (K), X) <
2DIST (B, X), para todo subconjunto w*-compacto K C X** y todo contorno B C K,
aunque hay numerosos casos (v.g., si X no tiene copias de ¢1(X;), si X tiene base
1-simétrica) en que vale la constante 1. Entre estos espacios, que son suma directa 1-
incondicional de “buenos” espacios, destacan los reticulos de Banach orden-continuos
(abrev. o-continuos). En todo lo relativo a las nociones de reticulo de Banach y sus
propiedades nos remitimos a [77] y [82].

Vamos a estudiar la estructura de X, X* y X** cuando X es una suma directa
l-incondicional de una familia de subespacios de Banach {X, : a € A} de X.

Definicion 9.1. Un espacio de Banach X es suma directa I-incondicional de una
familia de subespacios de Banach {X, : o € A} de X, abrev. X = 3 _,®X, 1-
incondicional, cuando X = [UpeaXa] ¥, st o € Xo €0 = £1, a € A, y A es un
subconjunto finito de A, entonces || Y ca €aall <D qca Tall-

Si X =3 c4®Xq l-incondicional, entonces

(i) Por cada subconjunto A C A existe una proyeccion P4 : X — X tal que || Pal| =
L= [l = Pally Pa(X) = X qea ®Xa-

(ii) Cada z € X admite una tnica representaciéon de la forma x = ) 4o con
Tq € Xo y s6lo un nimero contable de coordenadas x, no nulas, de modo que la serie
anterior converge incondicionalmente y || Y 4 €aall = [|z] siendo e, = £1, Ya € A.

(iii) Siw € X*, a la restriccién uq :=u [ X4 € X la denominaremos la coordenada
a-ésima de u. Identificaremos u con el conjunto (uq)ac4 de sus coordenadas.

Cada dual X} se considera sumergido canoénica e isométricamente en X* de la
siguiente forma. Si P, : X — X, es la proyeccién candnica con norma ||P,| = 1,
entonces P}(X}) es un subespacio de X* isométrico a X. Pues bien, consideraremos
a X sumergido en X* ocupando la posiciéon de P} (X}). Dentro de X* disponemos del
subespacio cerrado Yp := [Uae 4 X%], que, en realidad, es la suma directa 1-incondicional
de los subespacios cerrados {X7 : o € A}, es decir, Yy = Y . 4 ®X} l-incondicional.
Sea Y el dual de Yp.

Aserto 1. Y se sumerge candnica e isométricamente en X**.

En efecto, si z € Y}, para cada a € A definimos z, := z | X, que verifica z, € X}*,
e identificamos z con el conjunto de sus coordenadas (zq)acA. Para sumergir Y en X**,
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definimos la aplicacién h : Yy — X™* del siguiente modo

Vz e Yy, Vu € X*, h(z)(u) =) za(ua).
acA

La definicién de h precisa de varias aclaraciones y comprobaciones, a saber:

(A) En primer término hay que cerciorarse de que el anterior sumatorio es convergente.
Si Ap C A es un subconjunto finito, entonces » Uq € Yoy ademas si e, = +1, Va €
A, se tiene que

> zaleata) = 2( Y €atia) < Nzl - 1| D catiall < 2] - [Jull

acAy acAy acAp

aEAy

De aqui deducimos que: (i) [{a € A : zo(ua) # 0} < Vo; (ii) la serie D 4 Za(Ua)
converge absolutamente y, ademds, »° . 4 Za(ua) < ||2]| - ||ull. En consecuencia, h(z) €
X** con ||h(z)]] < ||z|l, Vz € Yy, y h es una aplicacién lineal y continua que verifica
[p]l < 1.

(B) Veamos que h es una isometria. En efecto, como h(z) | Yy = 2z, Vz € Y|, se tiene
que

[P (2)[| = sup{(h(2), u) : w € B(X)} > sup{(z,u) : uw € B(Yo)} = ||z]|.
Por otra parte ||h(z)] < ||z||. En consecuencia, h es una isometria.

Sabemos que el subespacio Y55 = {z € X** : (z,y) = 0, Vy € Yy} de X** es

isométricamente isomorfo al dual (%)*

Aserto 2. X** = h(Yy) & Yi-, en donde “ & ” indica suma directa monotona, es
decir, X** es la suma directa mondtona de h(Yy') y de YOL, lo que quiere decir que todo
z € X** admite una tnica descomposicién z = z; + 29 con z; € h(Yy) y 22 € YOl de
modo que [|z[| > [z1[} V' [|z2]]-

En efecto, es inmediato que h(Yy)NYgh = {0}. Sea z € X** y denotemos wy := z | Y.
Veamos que z — h(w) € Yg-. Para todo a € Ay todo v € X}, se tiene

(z = h(w1),v) = (z,0) = (h(w1),v) =
= (z [ X}, v) — (Wia,v) = (z | X, v) — (2 | X}, v) =0.

En consecuencia, X** = h(Y§)®Y; . Ademés la anterior suma directa es monétona,
pues si z = 21 + 22 € X** con 2z € h(Yy) y 22 € Yg-, se tiene, por una parte, que

|z|l = sup{{z1 + 22,u) : uw € B(Yy)} = sup{(z1,u) : u € B(Yo)} = ||z1]

Por otra parte, dado € > 0, elijamos v € B(X™) tal que [|z2]| — § < (22,v). Sabemos que
(21,v) = Y e #1a(va) (donde 214 := 2 [ X)) de modo que existe un subconjunto finito
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Ao C A tal que |Za€A\Ao 21a(va)| < §. Por tanto, si u = v — Zaer Uq, Se tiene que
U € B(X*)v <22,U> = <Z27U> y

er,u) = 1) za(uwa)| =1 Y z1a(va)l < §,

acA ac A\ Ao

de donde
22|l — § < (22,v) = (22,u) < (21 + 22,u) + 5 = (z,u) + § < [|z] + 5.

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos que ||22]| < ||z||. Asi que la suma directa X** =
h(Yy) & Y5h es monétona.

Por tltimo, observemos que la copia canénica J(X) de X en X** estd dentro de
h(Yy) aunque, en general, J(X) # h(Yy).

Lema 9.2. Sea X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w-compacto. Dados
z € B(X*) yn >0, existe y € B(X) tal que

Vk € K, z(k) —n < y(k) < z(k) +n.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que K es convexo y simétrico
respecto del origen (tomando ¢6(K U—K) en lugar de K). Sean M := sup{||k|| : k € K}
y € > 0 tal que (M + 1)e < 7. Consideremos el espacio de Banach Z = X @; R.
Entonces Z* = X* @ Ry Z* = X™ @1 R. Sean Hy := {(k,2(k) — 5) : k € K}
y Hy := {(k,z(k) + 5) : k € K} dos subconjuntos disjuntos convexos w-compactos
de Z* tales que, si H = Hy — Hy, entonces H C Z* es un subconjunto convexo

[e]
w-compacto, y por tanto w*-compacto, de Z* verificando que H N B(0;§) = (. Por
tanto, si cogemos QLJFE < p < 1, entonces H N B(0; %) = () y por el teorema de Hahn-
Banach existe un vector ¢ € B(Z) tal que (h,p) > &, Vh € H. Si ¢ = xg + to, con
g € X, to € Ry |l¢| = ||zol| + [to] < 1, resulta que para todo (ky,2(k1) —5) € Hy y

todo (k2, 2(k2) + 5) € Ha se tiene que
p((ka, 2(k2) + 5)) — @((k1, 2(k1) — 5)) = 5,
es decir

xo(ka) + toz(ka) + to% > xo(k1) + toz(k1) — to% + %7 (9.1)
de donde, tomando k; = k en (9.1), obtenemos toe > £, es decir, § < tg < 1, por lo
que |lzo|| <1 — 5. Haciendo k; = 0 en (9.1) obtenemos

Vk € K, xo(k) +toz(k) +to§ > —tos + 5,

es decir

Vk € K, —Lao(k) < 2(k) + §2972 < 2(k) + «.
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Por otra parte, haciendo k2 = 0 en (9.1) obtenemos

Vk € K, e > zo(k) + toz(k) —tog + 5,

es decir
2t0— 1
Vk € K, z(k) — € < z(k) — 555 < —-zo(k).
Por tanto, tomando = = —%:1:0, que verifica ||z| < 1 + €, se satisface el enunciado del

Lema, aunque, en general, = ¢ B(X). A continuacién distinguimos dos casos:
Caso 1. Si ||z|| <1 cogemos y = z.

Caso 2. Supongamos que ||z|| > 1, aunque |z]| < 1+ €. Sea y := z/||z||. Se tiene
para todo k € K que

] — 1
|

(y —x, k) < M|z = M([Jz]| = 1) < Me,

de donde
(z =y, k) =(z—2z+z—y, k)| >z -2, k) + [{z —y, k)| < (M +1)e <n.

Esto completa la prueba. [

Proposicién 9.3. Sea X un espacio de Banach, que es suma directa 1-incondicional
de una familia {X, : o € A} de espacios de Banach WCG, digamos, X =3 . 4 ®Xa.
Entonces DIST(co" (K),X) < 2DIST(B,X), para todo subconjunto w*-compacto
K C X** y todo contorno B C K.

Demostracion. Adoptamos la notacién de los péarrafos precedentes. Asi que sea W, C
B(X,) un disco w-compacto de X, tal que 0 € W, y X, = [W,], a € A. Supongamos
que existe un subconjunto w*-compacto K C X™* tal que para ciertos a,b > 0 se verifica

DIST(c6"" (K),X) > b > 2a > 2DIST(B, X) > 0.
En particular estamos suponiendo que
DIST(B,X)= DIST(co(B),X)=DIST(co(B),X) < a

y que existen uy € @% (K) y ¥ € S(X**) N X+ tales que (¢, ug) > b.

Etapa 1. Puesto que (¢, up) > by B(X*) es w*-denso en B(X***), podemos hallar
un vector 7 € B(X™) tal que (ug, x]) > b, asi como otro vector 71 € co(B) de modo que
(m,z}) > b. Sean =ni+nf conni € Xy |n?| <a. Comoni € X, podemos hallar un
subconjunto contable A; C A tal que ni € ZaeAl ®X,. Denotemos Ay := {a1, : n > 1}
y sea Hy = {uo} U (3_; ;<1 ®Wa,;), que es un subconjunto w-compacto de X**.

Etapa 2. Puesto que (1),ug) > by ¢ € X+, por el Lema 9.2 existe un vector
x5 € B(X™) tal que (ug,z3) > by

Vk € Hy, (,k) — 271 < (k,ab) < (¥, k) +271.



118 LA DISTANCIA DIST(B,X) VS DIST(CO" (K),X)

En particular, |(k,23)| < 27!, Vk € >ij<1 ®Wa,, porque ¢ € X+, Como (ug,z}) >
b, i =1,2, existe n2 € co(B) tal que (12,x}) > b, i =1,2. Sea ny = ns+n3 conni € X
y |[73]| < a. Como 1} € X, podemos hallar un subconjunto contable A C A tal que
ns € ZaeAz ®X,. Denotemos As := {ag, : n > 1} y sea Hy := {ug} U (Zi,j§2 SWay; )
que es un subconjunto w-compacto de X**.

Etapa 3. Puesto que (1),ug) > by ¢ € X+, por el Lema 9.2 existe un vector
xi € B(X™) tal que (ug,z3) > by

Vk € Ho, (,k) — 272 < (k,a8) < (4, k) + 272

En particular, |(k,z3)| < 272, Vk € > i <o ®Wa,, porque ¢ € X+, Como (ug,z}) >
b, i =1,2,3 existe 73 € co(B) tal que (n3,z}) > b, i =1,2,3,. Seang = ni +n2 connl €
X y ||3]| < a. Como n} € X, podemos hallar un subconjunto contable A3 C A tal que
77§ € ZCYEAg ®X,. Denotemos As := {ag, :n > 1} y sea Hg := {up} U (Zi,j§3 SWay; )
que es un subconjunto w-compacto de X**.

A continuacién reiteramos hasta el infinito. Obtenemos de este modo las secuencias
{zp + k> 1} € B(X*), {m : k > 1} C co(B) y {Ax : k > 1}, Ay C A. Sean
Ao == Up>1An, Xo = Zaer eX, v Py : X — X la proyeccién candnica sobre Xy,
cuya norma es || Py|| = 1. Sea ¢ un punto de w*-acumulacién de (x}),, en B(X***).

Aserto 1. X es un espacio WCG y ¢o L Xp.

En efecto, si W := Zi,j>1 692*(”7')Waij, entonces Wy es un subconjunto w-compacto
PW,

de X tal que Xo = [Wj]. Finalmente, ya que |(k,z})| < 27! paratodok €
concluimos que ¢gl Xj.

,7<n ij?

El espacio X admite la descomposicién mondtona
m
X = Xy @ X; siendo X; = Z X,.
ac A\ Ao

De aqui se obtienen las descomposiciones mondétonas
* * m * kok kok m kok kokok kokk m skokk
X :XO @Xl, X :XO @Xl 5 X :XO @Xl 5 etC,

con proyecciones Py : X — Xo, Py : X* — X, Py* : X™ — X§*, Py™ « X™ — X§™,
etc. Para cada k£ > 1 se tiene

e = Fo™ () + (I = B (mk) = Pg™ (ng + ) + (I — Po™) (mg, + 17i) =
=y, + B () + (I = Py™) (1),

siendo, pues, Fy* (i) = my, + Py () y (I — Bg™) (i) = (I — Fg™) (). Sean no, 5 y 115
puntos de w*-acumulacién de las secuencias {ny : k& > 1}, {FPy*(nx) : k > 1} y {(I —
P§*) (k) : k > 1}, respectivamente, en X** de modo que 19 = 1} +ng. Claramente 1} €

*

X" = Xg*, [n3l < a. By*(mo) = nb y (I — By*)(m) = nd- Sean H := Pg*(K), wp :=
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Pi*(no) = nt v By := P;*(B). Claramente, By es un contorno del subconjunto w*-
compacto H de X;* y n} € @0¥" (By) = co® (H).

Aserto 2. DIST(By, Xy) < a.

En efecto, como ||Fj*|| = 1, resulta que

DIST(By, Xo) = DIST(P;*(B), P;*(X)) < DIST(B, X) < a.

Aserto 3. dist(Pi*no, Xo) > b — a.

Se tiene que (ng,z)) > b para k > n, de donde obtenemos que (1o, z}) > b, Vn > 1.
Por tanto (wo,m0) > b. De aqui que (@o, P;*(n0)) > b — a porque |[(I — P§*)no|l < a.
Como oL Xy, sale que dist(Py*ng, Xo) > b —a.

Como Xj es un espacio WCG y b — a > a, llegamos a una contradiccion aplicando
la Proposicién 6.2 y esto termina la prueba del enunciado. |

Proposicién 9.4. Sea X un espacio de Banach, que es suma directa X =) . 1 ®Xq
I-incondicional de una familia {X, : o € A} de espacios de Banach WCG. Si K C X**
es un subconjunto w*-compacto de X** y B es un contorno de K tal que co(B) N X es
w*-denso en co(B), se tiene que DIST(co¥ (K),X) = DIST(B, X).

Demostracion. La prueba es andloga a la de la Proposicién 9.3 con ligeros cambios, a
saber: como co(B) N X es w*-denso en co(B), elegimos 7y, € co(B)N X para cada k > 1.
De modo que ahora 77,1, =Ny 17,% =0 para k > 0. |

Corolario 9.5. Sea X un espacio de Banach, que es suma directa X =3 4 ®Xq 1-
incondicional de una familia {X, : « € A} de espacios de Banach WCG. Si K C X** es
un subconjunto w*-compacto de X* y B es un contorno de K tal que KN X es w*-denso
en K, se tiene que DIST(co" (K),X) = DIST(B, X).

Demostracion. Consideremos By := B U (K N X) que es un contorno de K tal que
(i) DIST(By,X) = DIST(B, X); (ii) co(Bp) N X es w*-denso en co(By).
Ahora basta aplicar la Proposicién 9.4. |

Un espacio de Banach X es, para cierto ordinal 6, suma directa transfinita X =
> ico DX de subespacios cerrados {X; : i < 0} si existe una constante 1 < M < oo
tal que para todo par m,n € N, toda secuencia finita i1 < i3 < ... < tm+n < 6, todo
zp € Xi, vy A € R,1 <k <m +n, se verifica

n+m

n
1>~ e | < MY Al
k=1 k=1

Si z € X*, denotaremos por z; a la restriccién de z a X; y llamaremos soporte de z
(abrev., supp(z)) al conjunto supp(z) := {i < 6 : z; # 0}. Si |supp(z)| < Vg diremos que
z es un elemento de soporte contable.
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Proposicién 9.6. Sea X un espacio de Banach que, para cierto ordinal 6, es suma
directa transfinita X =Y, o ®X; de subespacios cerrados {X; : i < 0} que son WLD (=
weakly Lindelof determined) de modo que todo z € X* tiene soporte contable. Entonces
X es WLD, X tiene la propiedad (C) de Corson, la bola (B(X*),w*) es angélica y
para todo subconjunto convexo C C X, todo subconjunto w*-compacto K C X*™* y todo
contorno B de K se verifica DIST(co"" (K),C) = DIST(B, C).

Demostracion. Es bien conocido que la bola unidad dual (B(Z*),w*) de un espacio
de Banach Z es w*-angélica y que Z € (C) si Z es WLD (ver [4]). Por tanto por
la Proposicién 6.2 basta probar que X es WLD, esto es, que existen un conjunto
J y un operador lineal inyectivo | - |-continuo T : X* — (5 (J) = {f € leo(J) :
supp (f) es contable} que es w*-puntualmente continuo (ver [4, Definition 1.1]). Puesto
que cada X;, i < 0, es WLD, existe un conjunto J; y un operador lineal inyectivo || - ||-
continuo T; : X — ¢, (J;) que es w*-puntualmente continuo y satisface ||T;|| < 1.
Supongamos que los conjuntos {J; : ¢ < 6} son disjuntos dos a dos y pongamos
J = U;cpJi- Definimos T' : X* — [y (J) de modo que, si z* € X* y 27 € X/
es la restriccion zf = z* | X;, entonces Tz* = (Tj(x}))i<p. Claramente T es un
operador lineal inyectivo || - ||-continuo y w*-puntualmente continuo. Ademas, como la
descomposicién de X es de tipo contable, se tiene que supp(T'z*) es contable para todo
x* € X* y esto completa la prueba. |

Sea X un espacio de Banach que admite una descomposicion X = > ., ©®X, como
suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados X,. Decimos que la descomposicién
X =) nca DXy es de tipo contable si para todo u € X* el conjunto soporte supp(u) :=
{a € A : uy # 0} es contable, siendo (uq)aca €l conjunto de las coordenadas de
u, es decir, uy = uf Xo = uo P,, donde P, : X — X, es la proyecciéon canonica.
Por ejemplo, si I es un conjunto infinito, M : R — [0,4+o00] una funcién de Orlicz
tal que su complementaria M* (ver [76, Chapter 4]) verifica M*(¢) > 0 para t > 0,
entonces el espacio de Orlicz ha(I) == {f € RT : 3.0, M(fi/A) < 00,VA > 0} tiene
descomposicién contable respecto de su base candnica, porque todo elemento de su dual
(que es hps(I1)* := £y« (1)) tiene soporte contable.

Lema 9.7. Sea X un espacio de Banach que admite una descomposicion X = . 4 ®Xq
como suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados X,. Son equivalentes

(1) La descomposicion X =3 . 1 ®X, no es de tipo contable.

(2) Eziste en X una copia de £1(R1) dispuesta disjuntamente respecto de la descomposicion
X =3 0ca®Xq, es decir, existe un subconjunto Ay C A con cardinal |A1| = Ry y por
cada o € Ay un elemento v, € X, de modo que la familia {v, : o € A1} es equivalente
a la base canonica de £1(Ry).

Demostracion. (1) = (2). Si la descomposicién no es de tipo contable, existe un cierto
u € X* tal que el conjunto Ay := {a € A : uy # 0} verifica |Ag| > Ny, siendo
Ugq ‘= u] Xo = uoP,, donde P, : X — X, es la proyeccién candnica. Pasando a un
subconjunto si es preciso, se puede encontrar un nimero real ¢ > 0, un subconjunto
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A; C Ag con |A1] = 8y y una familia {v, : @ € A} con v, € B(X,) de modo
que (U, vq) = (Uq,Vq) > €. En estas condiciones, es inmediato probar que la familia
{va : @ € A1} es equivalente a la base candnica de £1(X1) y genera una copia de ¢1(N;)
que estd disjuntamente dispuesta respecto de la descomposicién X = - 1 ©Xq.

(2) = (1). Sea A; C A un subconjunto con cardinal |A;| = N; y por cada « € A;
sea v, un elemento de X, de modo que la familia {v, : o € A;} sea equivalente a la
base candnica {e, : o € A1} de ¢1(Ay). Sea T : £1(A1) — X el isomorfismo entre ¢1(A;)
y el espacio cerrado generado por {v, : @ € A1} de modo que T'(e,) = v,. Puesto que
T : X* — L5 (A1) es un cociente y, por tanto, T*(X*) = £ (A1), si wo € loo(A1) es tal
que wo(a) = 1, Yo € Aj, existe un vector u € X* tal que T%(u) = wp. Entonces para
todo o € A; se tiene

(u,v) = (u, Teq) = (T u, eq) = (wo, €q) = 1,

lo que prueba que u es un elemento de X* que no tiene soporte contable respecto de la
descomposicién X = > . 4 ®Xq,. [ ]

Lema 9.8. Sea X un reticulo de Banach o-continuo con unidad débil e > 0. Entonces

X es WCG.

Demostracion. Sabemos (ver [76, p. 28]) que el intervalo [0,e] := {x € X : 0 < x < e}
es un subconjunto w-compacto de X. Queremos probar que X = [[0,¢]], es decir, que
X es el cierre del subespacio generado por [0,e]. Cojamos un elemento positivo x €
X ™. Entonces ne A x T x para n — oo, por lo que, al ser X o-continuo, se tiene que
lz — ne Azl L 0. Ast que J,~1[0,ne] = J,;~1 n[0, €] es denso en el cono positivo X .
Como X = X+ — X+, concluimos que X es el cierre del subespacio generado por [0, €].

Lema 9.9. Si X es un reticulo de Banach o-continuo entonces X es la suma directa
I-incondicional X =) 1 ®©Xy de una familia de ideales {Xo : o € A} mutuamente
disjuntos, de modo que cada uno de ellos tiene unidad débil y es WCG.

Demostracion. Por [77, 1.a.9] X admite la expresion X = »  _,®X, como suma
directa de los ideales cerrados mutuamente disjuntos {X, : a € A} (por tanto como
suma directa 1-incondicional), de modo que cada ideal X, tiene unidad débil. Aplicando
el Lema 9.8 se concluye el resultado. |

Corolario 9.10. Sean X un reticulo de Banach o-continuo, K C X™* un subconjunto
w*-compacto de X** y B un contorno de K. Entonces DIST (co®” (K), X) < 2DIST (B, X)
y, si KN X es w*-denso en K, entonces DIST(co%" (K), X) = DIST(B, X).

Demostracion. El resultado es consecuencia del Lema 9.9, la Proposicion 9.3, la Proposicién
9.4 y el Corolario 9.5. |



122 LA DISTANCIA DIST(B,X) VS DIST(CO" (K),X)

NOTA. (1) Observemos que si X es un reticulo de Banach que no es o-continuo,
el control de X en su bidual X** puede ser peor que el 2-control del Corolario 9.10. El
ejemplo nos lo ofrece [62], en donde se construyen contraejemplos, que son reticulos de
Banach no o-continuos, que tienen 3-control como mucho.

(2) Es claro que si X es un reticulo de Banach o-continuo que no contiene copias de
¢1(Ry), entonces X admite una descomposicién de tipo contable X =3 _  ®X, como
suma directa disjunta l-incondicional de ideales cerrados X, que poseen unidad débil
cada uno.

Proposicién 9.11. Sea X un reticulo de Banach o-continuo que carece de copia de
01 (Ry). Entonces X es WLD vy, por tanto, para todo subconjunto convero C C X, todo
subconjunto w*-compacto K de X*™™ 'y todo contorno B de K se werifica
DIST (¥ (K),C) = DIST(B,C).

Demostracion. Claramente, por el Lema 9.9 y el Lema 9.7, X admite una descomposicién
de tipo contable X = ", ®X, como suma directa 1-incondicional de WCG ideales
cerrados X,. Ahora basta aplicar la Proposiciéon 9.6 |

9.3. Espacios con la propiedad Q

Sea X un espacio de Banach y consideremos el juego con dos jugadores A y B, cuyas
jugadas consisten en elegir subespacios cerrados separables de X de la siguiente manera:
(1) primero juega A y elige un subespacio cerrado separable F; de X; (2) luego juega
B y elige un nuevo subespacio cerrado separable Ej tal que Fy C E; C X; (3) vuelve
a jugar A y elige un subespacio cerrado separable Fy tal que Fy C Fy C Fy C X; etc.
Decimos que B gana la partida si existe una proyeccién P : X — Y = Un21 E, con
||IP|| = 1. Decimos que el espacio de Banach X pertenece a la clase Q (abrev., X € Q)
si el jugador B tiene una estrategia ganadora.

Proposicion 9.12. Sea X un espacio de Banach con X € Q. Entonces para todo
subconjunto w*-compacto K C X** y todo contorno B de K se tiene que: DIST(co¥” (K), X) <
3DIST (B, X).

Demostracion. En caso contrario, existirdn un subconjunto w*-compacto K C B(X™**),
un contorno B de K y dos ntimeros reales a,b > 0 tales que

DIST (" (K),X) > b > 3a > 3DIST(B, X).

Elegimos 1) € S(X**)N X+ y wo € &% (K) tales que (¢, wo) > b. Sea f = (f1, f2,...)
una estrategia ganadora para el jugador B. A continuaciéon procedemos por etapas.

Etapa 1. Puesto que (¢,wg) > b, existe 27 € S(X*) tal que (wp,z}) > b. De
aqui que existe un cierto 7y € co(B) tal que (z7,n1) > b. Claramente 7; tiene la forma
m = Z:;l )\1i771i con )\11' S [0, 1], mi € B, 1 = 1,2,...,7‘1, y sz:l )\11' = 1. Como
mi € By DIST(B,X) < a, podemos hacer la descomposicién n1; = ni; + n%;, siendo
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n; € X y n?, € aB(X**). El jugador A comienza la partida eligiendo el subespacio
cerrado separable F; C X y le responde el jugador B utilizando la estrategia ganadora
f v eligiendo otro espacio cerrado separable Fy := fi(F}) tal que Fy C Ej. Sea {ey, :
n > 1} C E; una familia contable densa en Fj.

Etapa 2. Sea Y7 := [{n]; : i = 1,2,...,r1}U{e;j : 1,5 < 1}], que es finito-dimensional.
Se tiene que:

(i) Como (Y,wp) > by ¢ | Y1 = 0, existe 5 € S(X*) tal que 25 [ Y1 =0y
(wo, 5) > b.

*

(ii) Como (wo,z}) > b, i = 1,2, existe un cierto 72 € co(B) tal que (x,12) > b, i =
1,2. Claramente 77 tiene la forma ny := >":2, Agima; con Ao; € [0,1], my € B, i =
1, 2, T2,y Z:il /\Qi =1.

Como n9; € By DIST(B, X) < a, podemos hacer la descomposicién ny; = n%l- + 17%1-,
siendo nd; € X y 73, € aB(X*™), i = 1,2,...,72. A continuacién el jugador A elige
como subespacio cerrado separable F5 al subespacio cerrado generado por Ej U {17%2 :
i =1,2,...,r2}. El jugador B, utilizando la estrategia ganadora f, elige el subespacio
cerrado separable Ey := fo(F, E1, F») tal que Fy» C Es. Sea {ea, : n > 1} C E una
familia contable densa en FEs.

Etapa 3. Sea Y5 := [{n}; : i = 1,2;1 < j < i} U{ej; : 4,5 < 2}], que es finito-
dimensional y verifica Y7 C Yo C X. Se tiene que:

(i) Como (,wo) > by ¢ | Yo = 0, existe 25 € S(X*) tal que 25 [ Yo =0y
(wo, %) > b.

(ii) Como (wp,z}) > b, i = 1,2,3, existe un cierto n3 € co(B) tal que (z},73) >
b, ¢ = 1,2,3. Claramente 73 tiene la forma nz := > 1%, A3;m3; con Ag; € [0,1], n3; €
B, i=1,2,..,r3,y >.i2 A3 = L.

Como n3; € By DIST(B, X) < a, podemos hacer la descomposicién ns; = ni; +n3;,
siendo n3, € X y 13 € aB(X*™), i = 1,2,...,73. A continuacién el jugador A elige
como subespacio cerrado separable Fj al subespacio cerrado generado por Fs U {n%l :
i = 1,2,...,r3}. El jugador B, utilizando la estrategia ganadora f, elige el subespacio
cerrado separable Es3 := f3(Fy, Ey, Fy, Eo, F3) tal que F3 C F3. Sea {e3, : n > 1} C Ej
una familia contable densa en E3.

A continuacién reiteramos hasta el infinito. Sea Y := Up>1Yy = Up>1Er = Up>1F), C
X, que es un subespacio cerrado separable de X tal que existe una proyeccion P : X — Y
con ||P|| = 1. Sea np un punto de w*-acumulacién de {ny : k > 1} en X**. Obviamente
no € 0¥ (K). Sean H := P**(K) y By := P**(B). Observemos que H es un subconjunto

w*-compacto de X** (en realidad, dentro de ?w*), con co” (H) = P**(co¥" (K)), y Bo
es un contorno de H.
Aserto 1. 79 se descompone como 7y = 1§ + ¢ con 1} € v y me € aB(X*).

En efecto, esto es obvio porque cada 7 se descompone como 7, = 77,% —1—17,% con n,}: eY
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y n2 € aB(X*) y aB(X**) es w*-compacto.

Aserto 2. dist(ng,Y) > by dist(n},Y) >b—a.

En efecto, sea ¢ € B(X™**) un punto de w*-acumulacioén de {z}, : n > 1}. Puesto que
(M, z3,) > b, Vk > n, concluimos que (no,z;) > b, de donde obtenemos que (p,70) > b.
Por otra parte ¢ € Y, pues xp | Yy—1 = 0. De aqui que dist(no,Y) > (p,m0) > b.
Finalmente, como n3 € aB(X**), también obtenemos que dist(n},Y) > b — a.

Aserto 3. dist(P**no,Y) > b — 2a.

En efecto, observemos que P**né = 77(1], pues P** es la identidad sobre Y . Asf que
P**ng = ng + P**n3, con |P**n2|| < a. Por tanto

dist(P**no,Y) > dist(ng,Y) —a > b — 2a > a.

En definitiva hemos llegado a la siguiente situacion:

(1) DIST(By,Y) < DIST(B,X) < a, siendo By un contorno de subconjunto w*-
compacto H.
(2) dist(P**1n9,Y) > b— 2a > a, con P**ny € co® (H).

(3) Y es un espacio de Banach separable.

Por la Proposicion 6.2 estamos ante una contradiccién que prueba el enunciado. W

Proposicién 9.13. Sea X un espacio de Banach con X € Q. Entonces para todo
subconjunto w*-compacto K C X** y todo contorno B de K tal que X N B es w*-denso
en B, se verifica que DIST(co" (K),X) = DIST(B, X).

Demostracion. Basta seguir los pasos de la demostracion de la Proposicién 9.12 pero
cogiendo n; en X N B, lo que implica que ny € YY. |

Proposicion 9.14. Sea X wun espacio de Banach con X € Q. Entonces para todo
subconjunto w*-compacto K C X** con X N (K) w*-denso en &% (K) y todo
contorno B de K, se verifica que DIST(coV (K),X) = DIST(B, X).

Demostracion. Consideremos H := co® (K) y By := BU (X N (K)). Observemos
que

(i) By es un contorno de H y DIST(By,X) = DIST (B, X); (ii) co(By) N X es
w*-denso en H y, por tanto, en co(By).

Por la Proposicién 9.13 obtenemos que DIST(H, X) = DIST(By, X) = DIST(B, X).
|

Qué espacios de Banach pertenecen a la clase Q7 Vamos a ver en la siguiente
proposicién que pertenecen a esta clase todos los espacios con un generador proyectivo.
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Se dice (ver [68, pg. 42],[37, pg. 106]) que un espacio de Banach V' admite un generador
proyectivo (W, ®) si W es un subconjunto W C V*, que es Q-lineal (es decir, W es un
espacio vectorial respecto de Q) y 1-normante sobre V', y ® es una aplicaciéon ¢ : W — 2V
tal que |®(w)| < Ng, Yw € W, y para todo subconjunto Q-lineal B C W se verifica que

o(B)* N B" = {0}.

Proposicion 9.15. Si un espacio de Banach V' admite un generador proyectivo, entonces

Ve Q.

Demostracion. Supongamos pues que (W, ®) es un generador proyectivo para V. Definimos
U :V — 2 de modo que ¥(v) C W N B(X*) sea un subconjunto contable verificando
||v]| = sup(¥(v), v). Precisamos el siguiente resultado de [37, pg. 104].

Aserto. Sean V un espacio de Banach, W un subconjunto Q-lineal de V*, & : W —
2V y ¥ : V — 2W dos aplicaciones tales que ®(w) y ¥(v) son contables para todo
weWyveV,yACV,BCW dos subconjuntos contables. Entonces existen dos
subconjuntos contables Q-lineales B(A) C V y &(B) C W tales que A C B(A), B C
&(B), (B(B)) C B(A) y ¥(&(A)) C B(B).

Sean A, B nuestros jugadores. Comencemos el juego.

Primera jugada. En primer lugar el jugador A elige un subespacio cerrado separable
F, C V. Sean A; C Fj un subconjunto contable denso de Fy y By = ¥(A;) C W.
Por el Aserto existen sendos subconjuntos contables Q-lineales &(A;), &(B;) tales que
Al C @(Al) cV, B C 6(31) c W, @(@(Bl)) C @(Al) y \I/(@(Al) C 6(B1) A

continuacién B elige un subespacio cerrado separable E; cogiendo E1 = &(A;).

Segunda jugada. El jugador A elige un nuevo subespacio cerrado separable Fj
tal que i C F5 C V. Sean Ay un subconjunto contable denso de Fy de modo que

& (A1) C Ay y By = ¥(A2)UB(B1), que es un subconjunto contable de W. Por el Aserto
existen sendos subconjuntos contables Q-lineales Ay C B(Ag) CV y Bo C B(Bg) C W
tales que ®(&(B2)) C B(A2) y ¥(B(Asz)) C &(B2). A continuacién elige B un subespacio

cerrado separable Ey cogiendo Fy = &(Ay).

La partida prosigue hasta el infinito.

Sean Y = m, Ay = Un21 A, CVyBy= Un21 B, C W, que verifican

(a) Ap y Bp son subconjuntos contables Q-lineales.

(b) Y = Aq.

(c) ¥(Ag) C Bo y ®(By) C Ap. Ademds, puesto que (VV,*(ID) es un generagior
proyectivo y By C W es un subconjunto Q-lineal, se tiene Aé‘ NBy" C ®(By)*+ NB," =
{0}.

(d) Ya € Ao, |la|| =sup(Bo N B(V*),a).

Por tanto, de [37, Lemma 6.1.1] se sigue que existe una proyeccién P : V. — V de
norma 1 tal que P(V) =Y. |
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Si I es un conjunto, se denota por X(I) al subconjunto de R’ consistente en los
elementos con soporte contable. Al espacio R’ se le dota de la topologia producto, que
es la topologia de la convergencia sobre I. Si (K, Tk ) es un compacto Hausdorff, decimos
que un subconjunto A de K es un ¥-subconjunto (ver [68]) de K si existe una inyeccién
continua h : K — R, para algiin conjunto I, tal que h(A) = h(K) N %(I). Se dice que
un compacto Hausdorff K es un compacto de Valdivia si K tiene algin Y-subconjunto
denso.

Consideremos las siguientes clases de espacios de Banach:

(A) La clase A. Un espacio de Banach X pertenece a la clase A sii existe un
compacto de Valdivia K tal que X es (isométricamente isomorfo a) un subespacio de
C(K) y ademds X es 74-cerrado en C(K) para algiun Y-subconjunto denso A de K,
siendo 74 la topologia de la convergencia sobre A.

(B) La clase V. Un espacio de Banach X pertenece a la clase V sii existen un
subespacio 1l-normante F' C X™*, un conjunto I y una aplicacién continua inyectiva
j: (Bx+,w*) — R! tal que F'N Bx~ C j~Y(X(I)) (en particular (Bx«,w*) es compacto
de Valdivia).

(C) Espacios 1-Plichko. Un espacio de Banach X se dice que es 1-Plichko si X

posee un subconjunto M C tal que X = [M] y el subespacio de X*
{z* e X" : {x € M : (z",x) # 0} es contable}
es 1-normante sobre X.

Ocurre que estas tres clases de espacios de Banach coinciden entre si (ver [111],[88],[68]).

Corolario 9.16. Se tiene que V C Q, es decir, todo espacio de Banach de la clase V
pertenece a la clase Q.

Demostracion. Basta aplicar que todo espacio de Banach de la clase V tiene un generador
proyectivo (ver [88]) y la Proposicién 9.15. [ ]

NOTAS. Como consecuencia del Corolario 9.16 los siguientes espacios de Banach
estdn en la clase Q:

(a) Los espacios de Banach que son WLD. Para estos espacios, que tienen bola dual
unidad cerrada w*-angélica, hemos dado resultados maés fuertes en capitulos anteriores
(ver la Proposicién 6.2).

(b) Los espacios C'(K) con K compacto de Valdivia. En particular todos los espacios
C([0,1]) y C({0,1}).

(c) Los espacios de Banach V que admiten una PRI y verifican Dens(V) < Rj.
Estos espacios son 1-Plichko (ver [68, pg. 48]) y es muy fécil construirles directamente
un generador proyectivo.

(d) Los espacios de Banach V' que admiten base 1-incondicional (e;);cr. Estos espacios
son 1-Plichko, pues el propio sistema biortogonal (e;, f;)icr, donde f; es el funcional
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asociado a e;, es un sistema de MarkuSevi¢ contablemente 1-normante. Para estos
espacios se han obtenido mejores resultados en la secciéon anterior.
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Capitulo 10

Sobre la igualdad X*™* = Seq(X™**)

10.1. Introduccién y preliminares

Decimos que un espacio de Banach dual X* es super-(P) si para todo subconjunto
w*-compacto K C X* y todo contorno B de K se verifica que co(B) = co¥ (K). En
los Capitulos previos hemos probado (ver Proposicién 4.10) que, si X* no es super-(P),
entonces X** # Seq(X™*), es decir, que X** = Seq(X™*) implica que X* es super-(P).
Sabemos que ambas propiedades son equivalentes cuando X es separable, gracias a una
combinacién de resultados de Haydon, Odell-Rosenthal y Simons.

Proposicién 10.1. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces son equivalentes:

(a) X carece de una copia isomdrfica de ¢;.

(b) X** = Seq(X**).

(c) X* es super-(P).
Demostracion. La equivalencia (a) < (b) es el T. de Odell-Rosenthal [87] y (b) = (c)
sale de la igualdad de Simons [102]. Finalmente (c¢) = (a) sale de [65]. [ |

A la vista de estos resultados parece natural preguntarse si estas propiedades son
equivalentes en general. Vamos a dedicarnos a continuacién a estudiar este problema.

10.2. Consecuencias de la desigualdad Xy, # X™*

Recordemos que, si (Y, 7) un espacio topolégico, A C Y un subconjunto y = € A, la
“tightness” de x respecto de A es el cardinal ¢(z, A) (6 t;(z, A)) definido por

t(x,A) =min{|D|: D C A,x € D}.

Por tanto, si X es un espacio de Banach, el hecho Xy, # X** equivale a decir que
existe u € X** tal que ty+(u, X) > Ny. Si k es un cardinal incontable, denotaremos por
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X al subespacio de X**
Xew:=U{[A]" :AC X, |A| <k}

Proposiciéon 10.2. Sea X un espacio de Banach y k un cardinal incontable. Entonces:
(1) Sicf(rk) > No, X<k es un subespacio || - ||-cerrado de X**.
(2) Xny = Xen, C Xk, y S(X<k) es un contorno de B(X™), Vk > Ny.

Demostracion. Son propiedades de demostracion inmediata. |

La Proposicién 10.3, que sigue a continuacién, muestra cémo construir una secuencia
béasica mondtona {z}, : o < K} C S(X*) con funcionales asociados {uq : a < K} C X<y,
que constituyen también una secuencia bédsica monétona, cuando ty«(u, X) > k> Ny y
cf(k) > Ny, para algin u € X**.

Proposicion 10.3. Sea X un espacio de Banach y k& un cardinal tal que Kk > N
y cf(k) > Ny. Supongamos que existe u € S(X**) wverificando ty-(u, X) > Kk y sea
dist(u, X<x) > €9 > 0. Entonces existen:

(A) Dos secuencias de subespacios {Aq : o < Kk} y {Ba : @ < k} de X y X*,
respectivamente, tales que: (i) Aq y Ba se 1-norman mutuamente; (ii) Dens(Aq) <
lwo + a| > Dens(By,); (iii) Aa C Ag y B C Bg paral < a < f < k.

(B) Una secuencia bdsica mondtona {z}, : o < k} C S(X*) tal que (u,z}) > € >0
(por tanto es de tipo (1), 1, L Ay y 2, € Bay1 para todo 1 < a < k.

(C) Una secuencia {wy, : o < K} C B(X™) tal que, si zo = Way1 — Wq, para todo
1 < a < k se verifica:
(C1) w; =0, wa € B(A," ) y (wa, T5) = (u, %) > €, para B < a.

.
(C2) zaLBq, 20 € Aat1 , (Za;25) > €0, (20, Tf) =0, paraa # B, y e < [|zall < 2.
(C3) {24 : @ < K} es una secuencia bdsica mondtona de Xy tal que, para unos

coeficientes % < po < 1/€p adecuados, se verifica que {fiaza : @ < K} es el sistema de

funcionales asociados a {x}, : o < K}.

Ademds, si Dens(X) = Kk, la anterior construccion puede hacerse de modo que

_ ok * B ——
X = U Ay, Xep = U ALY ,ng()pama—)/i, y{we:a <k} NX"\Xcpx) # 0.

a<k a<k

Demostracion. En primer término dist(u, X<x) > 0 (porque X . es | - |-cerrado y
u ¢ X<x), por lo que existe 1 > ¢y > 0 verificando dist(u, X<,,) > ¢y > 0. A continuacién
procedemos por induccion transfinita.

Etapa 1. Hacemos A; = {0} = B; y w; = 0. Elegimos z] € S(X*) tal que
(u,x]) > €p, asi como subespacios separables Ay C X y By C X* tales que se 1-norman
mutuamente y z7 € Ba. Esto se hace de la siguiente forma. Se considera Ba; = [z]] v se
elige un subespacio separable Ao; C X que 1-norme a Bsj. A continuacion sea Bos C X*
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un subespacio separable que 1-norme a As; y tal que Bo; C Bss. En la siguiente etapa
elegimos un subespacio separable Aoo C X que l-norme a Bos y tal que As; C Age. Y
asi sucesivamente. Hacemos Ag := Up>1 42, v By := Up>1Bay.

Obviamente 271 A;. Consideremos los operadores

i
A2 — X
« Vo J
A5 —~ X" & By
Ay =L S oxe L g
9 = 2 > — 2
en donde “—” indica inclusién isométrica y “«<” 1l-cociente candnico. El operador ¢* o
. . L, oo . . . ——w*
Jj =:1 : By — Aj es una inclusién isométrica, por lo que j* o ** =9* : Ay~ — BJ es
un l-cociente canénico w*-w*-continuo. Por tanto

—w™

V*(B(A2 ) = B(B3).
Como j*(u) € B(B;), existe wy € B(fgw*) tal que ¢*(w2) = j*(u) y, por tanto
(we, x7) = (u,x]) > €.

Ademas, si hacemos z; := wy — w1 = ws, entonces z1 1B, 21 € /Tgw , (z1,27) > €
y €0 < |[z1]] € 1 < 2. Aqui termina la Etapa 1. Observemos que hemos construido
Ai, Bi,w;, parai < 2,y x7, 2; para j < 1.

Etapa 2. Como dist(u, As *) > ¢ (porque A" c X_,), existe x5 € S(X*) N Ay
tal que (u, z3) > ¢p. Observemos que se verifica:

(1) M < [IMixf + Xexs|l, VA1, A2 € R, porque Az 1-norma al subespacio [z}] y
ZL‘; 1 AQ.

(2) Si A1, A2 € RT, entonces || A1z} +Xaz3|| > €o(A1+M2) porque (u, zF) > eo, i = 1,2,.

Sean As C A3 C X y By C By C X* subespacios separables tales que se 1-norman
mutuamente y x5 € B3. Consideremos los operadores

i
A3 — X
* /L'* * ‘7
o iF* 7
A = A3Y < X*™ 5 B}

El operador ¢* o j =: 9 : B3 — A} es una inclusién isométrica, por lo que j* o i** = ¢* :
——w* . , . .
Az~ — Bj es un l-cociente candnico w*-w*-continuo. Por tanto

—w™*

P (B(43" ) = B(B3).
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Como j*(u) € B(Bj), existe w3 € B(Igw*) tal que ¢*(w3) = j*(u), de donde
(wz,z;) = (u,z;) > e€o, i =1,2.

Hacemos 23 := w3 — wo. Entonces 291 Ba, 29 € Aigw*,<22,$’{) = (z1,25) = 0, (z2,25) > €
y €0 < ||z2|| < 2. Ademads {z1, 22} es secuencia basica monétona pues

H)\lle < ”)\121 + )\QZQH,V)\l, A € R,

porque By 1-norma al subespacio [z1] y 22 L Bs. Aqui termina la Etapa 2. Observemos
que hemos construido A;, B;, w;, para i < 3,y :U;‘f, zj para j < 2.

Etapa a < k . Supongamos construidas las etapas para todo 8 < «. Disponemos

de los subespacios Agy1 y Bgy1 de X y X*, respectivamente, y de los vectores wg41 €

B(A5+1w*) y zj; € S(Bg+1), B < a, verificando los requisitos recogidos en (4), (B) y
(C). Hacemos

A, = U A1y Ba:i= U Bgy1,
B<a B<a

que son subespacios de X y X*, que se 1-norman mutuamente. Ademas

Dens(Aq) < |a| x sup{Dens(Agy1)} < |a| X |wo + | = |wo + | < k.
B<a

Andlogamente Dens(B,) < |wo+a| < k. Como Taw* C X<, se tiene dist(u, Aq ) > €0
y, por tanto, existe ¥, € S(X*) N AL tal que (u,z)) > €. Observemos que, para
a* € [{zf; 8 < a}] y A €R, se verifica:

(1) [lz*]] < [lz* + Az, porque Aq l-norma al subespacio [{z;8 < a}] C B,y
xh L Aq.
(2) Si 2* € co{z} : v < a}, entonces |[z*|| > €9 porque (u,z}) > €, 5 < a.

Sean A, C Ap+1 C X vy By C Bay1 C X™ subespacios tales que se 1-norman
mutuamente, x} € Bot1y Dens(Ag+1) < |wo + @+ 1| > Dens(Ba+1). A continuacién
distinguimos dos casos, a saber:

Caso 1. a € LO(< k). Hay que elegir wq y wqo+1. Elegimos w, arbitrariamente entre

los puntos de (N5, {wy: B <7< o}’ . Con esta eleccién se tiene que wo € B(Aq" )
y {waq, x:g) = (u, :1:;,;) > €9, VB < a. La eleccién de wqyy1 se hace como en el Caso 2 que
sigue.

Caso 2. a = 8+ 1. Hay que elegir wq41. Consideremos los operadores
Aoi1 > X
Af L =< X* & By

kok w

* Z** %k ‘7* *
or1 = Aoy = X7 = By
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El operador i* 0 j =: % : Bay1 < A}, es una inclusién isométrica, por lo que j* o™ =

5w . s .
Y*: Aqy1 — B} es un l-cociente candénico w*-w*-continuo. Por tanto

U (B(Aas1" ) = B(Bypy).
Como j*(u) € B(B;_ ), existe wai1 € B(Aa+]_w*) tal que ¥*(wat1) = j*(u), de donde
(Wat1,27) = (u,x7) > €, @ < au

Hacemos z, := Wai1 — We. Entonces z4 1 By, 24 € Aa+1w (Za,x}) = 0 para i < a,
(Zayxh) > €0y €0 < ||zal] < 2. Aqui termina la Etapa a. Observemos que hemos
construido A;, B, w;, parai < a+ 1,y z;, zj para j < a.

La induccién transfinita nos asegura que pueden construirse todas las etapas para
«a < k. Escogemos los nimeros u,, verificando % < po < 1/€g de modo que (ppzq, k) =
1, Va < k.

Finalmente supongamos que Dens(X) = k y sea {z, : @ < £} una familia || - ||-densa
en B(X). Construimos los subespacios A4, de modo que x, € A,+1. Con este requisito

o . S ——w* *
adicional es claro que X = {J, o, Ao, X<w = Uger 4a ¥ T4 % 0 para o — k. Sea

V0 € Ngep{wy: B <y < x} . Entonces es inmediato que
(vo, xf,) > €0, Va <Ek.

¥ ¥ —’UJ*
Como z51A4," v Xep = Uyor Aa , necesariamente vy € {wq : a < £} N (X

a<k TTQ

Xew). n

Proposiciéon 10.4. Sea X espacio de Banach. Entonces:

(A) La propiedad X** = Xy, estd Ni-determinada en el sentido de que X** = Xy,
sii todos los subespacios Y C X con Dens(Y') = Xy wverifican Y** = Yy, .

(B) Son equivalentes: (B1) X** = Seq(X™**); (B2) todo espacio de Banach'Y que sea
subespacio 6 cociente de X verifica Y** = Seq(Y™*); (B3) todos los subespacios Y C X
con Dens(Y) = Xy verifican Y** = Seq(Y™*").

Demostracion. (A) Por el Cor. 2.5, st X™* = Xy,, todos los subespacios Y C X verifican
Y** = Yy,. Supongamos que X** # Xy,. Entonces la construccién efectuada en la
Proposicion 10.3 se puede hacer hasta una etapa k > wi. Adoptando la notacion de
la Proposicién 10.3, sea Y := A, , que es un subespacio de X tal que Dens(Y) = Ny,

Y = Ua<w1A7a y Yy, = Ua<wlA7aw . El vector w,,, verifica:

T = B(Y™).

B(Y)

(a) wy, € B(Y

(b) wy, ¢ Yy,, porque wy, ¢ Taw*, Va < wi, ya que (wy,,xh) > € perox) LAy, Va <
w1.

En consecuencia Y** # Yy, .
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(B) (B1) = (B2) es inmediato (ver Cor. 1.20). (B2) = (B3) es obvio. Veamos
(B3) = (B1). En primer término, (B3) implica que X carece de copia de ¢1, de donde
todo subespacio Y C X verifica Yy, = Seq(Y**) por la Prop. 2.2. Por tanto, todo
subespacio Y C X con Dens(Y) = ¥y verifica Y** = Yy,. Por (A) concluimos que
X = Xy,, es decir X™ = Seq(X™*), porque Xy, = Seq(X*) ya que X carece de
copia de £1. [ |

Lema 10.5. Sean X un espacio de Banach, D un conjunto incontable y {x}; : d € D}
una familia de vectores de B(X™) tales que

(i) Para todo x € X y todo € > 0 se verifica |{d € D : [(z}, x)| > €}| < Ro, es decir,
el operador lineal continuo T : X — ls(D) tal que T'(x) = ((x},2))dep verifica que
T(X) C C()(D).

(ii) Ezisten u € X™ y eg > 0 tales (u,x}) > €0, Vd € D, es decir, Va* € co({z} :
d € D}) se verifica ||z*| > €.

Entonces X* no es super-(P).

Demostracion. Bajo las condiciones del enunciado el operador continuo 7' : X — loo(D)
tal que T'(xz) = ((z}},x))aecp verifica que T(X) C cy(D). Sea B := {eq : d € D} la
base canénica de ¢1(D) = cj(D). Entonces en (¢1(D),w*) se tiene que K := B =
{eq : d € D} U {0} y B es un contorno de K tal que 0 ¢ ¢6(B). Sean H := T*(K) y
By := T*(B). Es claro que By es un contorno del subconjunto w*-compacto H y que
By = {x};: d € D}. Como (u,z}j) > €, Vd € D, resulta que (u,z*) > €, Va* € co(By).
Por tanto 0 ¢ ¢o(By) aunque 0 € H, lo que implica que X* no es super-(P). [

Sea X un espacio de Banach. Veamos algunas definiciones que se utilizaran a continuacion.

(1) Si 7 es un cardinal infinito, decimos que X* es 7-super-(P) si todo subespacio
Y C X con Dens(Y') = 7 verifica que Y* es super-(P). Es claro que X* es Rp-super-(P)
sii X carece de copias de 1 (esto es facil).

(2) X* es ultra-(P) si para todo subespacio cerrado Y C X se verifica Y* es super-
(P).

(3) X* es cop-super-(P) si, para todo operador lineal continuo 7' : X — ¢o(I) con
[I| > Wy, se verifica que {T*(e;) : i € I'} no es una ¢;-secuencia en X*, es decir, que
no existen u € X** y ¢y > 0 tales que (u,T*(e;)) > €y, Vi € I. Observemos que si X*
no es cg-super-(P), entonces X* no es super-(P), por el Lema 10.5. Ademds, también
es obvio que si X* no es cyg-super-(P), entonces X* no es Rj-super-(P). En lo que sigue
probaremos en numerosas ocasiones que un cierto dual X* no es super-(P) y lo haremos
demostrando que X* no es cg-super-(P).

Las razones que nos mueven a introducir estas propiedades (en especial la propiedad
ultra-(P)) se recogen a continuacion:



10.2 CONSECUENCIAS DE LA DESIGUALDAD Xy, # X™** 135

(a) La propiedad “X* super-(P)” pasa a Y* para todos los espacios cocientes Y de
X (es trivial), pero no parece que pase a Y* para todos los subespacios cerrados Y C X,
aunque carecemos de contraejemplos.

(b) Sin embargo las propiedades “X* ultra-(P)” y “X*™* = Seq(X™**) ” pasan a Y*
tanto si Y es cocientes como si es subespacio de X (esto es ficil). Por tanto se trata
de propiedades muy fuertes. A primera vista parecen propiedades mucho més fuertes
que la simple super-(P). En consecuencia, es més plausible que “X** = Seq(X**) ” sea
equivalente a la propiedad “X* ultra-(P)” a que lo sea a la simple “X* super-(P).”

(c) Si se verifica “X** = Seq(X*™)" y Z =Y ", 8X;, X; = X, i =1,2,...,n,
entonces “Z** = Seq(Z**)” (esto es trivial). También es verdad para sumas directas
infinitas contables shrinking, pero no lo es para sumas directas infinitas contables arbitrarias.
Por ejemplo, no es verdad para ¢;-sumas infinitas.

(d) Si 7 es un cardinal infinito, la propiedad “X* es T-super-(P)” pasa trivialmente
a Y™, para todo subespacio Y de X. También pasa a Y* para todo cociente Y de X,
como se prueba a continuacion.

Lema 10.6. Sean X un espacio de Banach, F' un subespacio cerrado de X, W C %
un subespacio cerrado infinito dimensional y Q : X — % el cociente canonico. Entonces
existe un subespacio cerrado L C X tal que

Dens(L) = Dens(W) y int(B(W)) C Q(B(L)) C B(W),
y por tanto Q(L) = W.

Demostracion. Sea W := {w; : i < Dens(W)} familia densa en int(B(W)) y sea {v; :
i < Dens(W)} C B(X) familia tal que Q(v;) = w;, i < Dens(W). Entonces L :=
[{v;i : i < Dens(W)}] verifica el Lema. En efecto:

(1) Es claro que Q(B(L)) C B(W).

(2) Veamos que int(B(W)) C Q(B(L)). Para ello bastard probar que B(W) C
(1+€)Q(B(L)), Ve > 0. Fijemos pues € > 0. Sea w € B(W) y hallemos v € (1+¢€)B(L)
tal que Qu = w. Elegimos w;, € W tal que ||[w — w;, || < 27e. A continuacién se puede
elegir w;, € W tal que ||[w — w;, — 27 ew;,|| < 272¢. Reiterando, hallamos vectores
w;,, € W tales que

|w — wi, — 2  ews, — ... — 27" ew;, || < 27", Vn > 2.

Sea v := v, + > o9 2 ¥ Lev;, , que es un vector de (1 + €)B(L). Obviamente Qv = w.
= >

Proposicién 10.7. Sean 7 es un cardinal infinito, X un espacio de Banach y F un
subespacio cerrado de X tales que X* es T-super-(P). Entonces (X/F)* es también
T-super-(P).
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Demostracion. Sea W C % un subespacio cerrado con Dens(W) = 7. Por el Lema 10.6
existe un subespacio cerrado L C X tal que Dens(L) = 7y Q(L) = W. Ahora basta
aplicar que la propiedad super-(P) pasa a los cocientes. |

Lema 10.8. Sean X un espacio de Banach, Z C X* un subespacio, i : Z — X* la
inclusion candnica y vo € B(Z) . Entonces existe wg € B(Z**) tal que i**(wg) [ X =
V0.

Demostracion. Sea (wq)aca C B(Z) una red tal que z, N vp para « € A. Pasando a

una subred si es preciso, podemos suponer que existe wy € B(Z**) tal que z, s wo
para a € A en (B(Z**),w*). Por tanto, si z € X, se tiene que

(" (wo), z) = lim (i(2a), ) = (vo, 7).

En consecuencia i**(wp) [ X = vp. [

Lema 10.9. Sean 6 un ordinal incontable, X un espacio de Banach con base {zq, : o <
0y € S(X) y{z}, : « < 0} C X* los funcionales asociados a la base {xqo : o < 0}.
Supongamos que existen w € X** y e > 0 tales que (w,x}) > €, Ya < 0. Entonces X*
no es co-super-(P).

Demostracion. Sabemos que ((z3,2))a<g € co(f), Yz € X. En consecuencia, T': X —
co(0) tal que T'(z) := ((x}, x))a<p, Yz € X, es un operador lineal y continuo. Ademas
(w, T*(eq)) = (w,x}) > €9, Ya < 6. Por Lema 10.5 X* no es cyg-super-(P). [

Proposicién 10.10. Sean k > Ny un cardinal con cf(k) > Ny y X un espacio de
Banach tal que existe u € S(X**) verificando 7(u, X) > K (en particular esto ocurre si
X** # Xy, ). Entonces existe un subespacio Z C X<, dotado de k-base {zo : a < K} con
funcionales asociados {sq : o < K}, un nimero € > 0 y un vector wy € Z** tales que
(wo, 8a) > €, Yo < k. En consecuencia, Z* no es co-super-(P) y XZ, (asi como Xy )
no es Ny-super-(P).

Demostracion. Sea dist(u, X<,) > €p. Hacemos la construccién de la Proposicién 10.3
y adoptamos su notacién. Sean Z := [{z4 : @ < K] y i : Z — X la inclusién candnica.

Sea vy € {wy : a0 < Ii}w* N (X**\ X<) verificando (ver proposicién 10.3)

(vo, x) > €9, Va < k.

* *

Como w, € B(Z)" |, a < &, es claro que vy € B(Z)" . Por Lema 10.8 existe wy €
B(Z**) tal que i**(wg) | X* = wvg. En particular, (i**(wp),x}) = (vo,x}). Sea W :=
{zf :a < k}]yj: W — X*lainclusién candnica. Por la construccién de la Proposicién
10.3 existen nimeros A, > 0 tales que, si s, := 7" 0 j**(\yz}), entonces :(i) {sq : @ < K}
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son los funcionales asociados a la base {zo : @ < Kk} de Z; (ii) existe ¢ > 0 tal que
(vo, Aa}) > €, Yo < k. Por tanto

(wo, $a) = (wo,7" 0 j™" (Aaty)) = (i (w0), 7™ (Aawq)) = (vo, Aaty) > €.
Ahora basta aplicar el Lema 10.9. |

Corolario 10.11. Sea X un espacio de Banach. Entonces “Xy  es Ry-super-(P)” =
“X** = Seq(X™) "= “X* es ultra-(P)”.

Demostracidn. Veamos que “Xy —es Ny-super-(P)” = “X*™ = Seq(X™*). En primer
término, X* es Nj-super-(P) porque X C Xy,. Por tanto X carece de una copia de ¢; y
Xy, = Seq(X**). Ahora basta aplicar la Proposicién 10.10.

Finalmente observemos que el hecho X** = Seq(X**) implica inmediatamente que
X* es ultra-(P) por la Proposicién 10.16. [

10.3. Algunos resultados positivos

El siguiente resultado siempre es cierto.

Proposicién 10.12. Sea X un espacio de Banach y consideremos los siguientes asertos:

(0) (B(X™**),w*) es angélico.

(1) X* posee la propiedad (C) de Corson.

(2) X* carece de una secuencia bdsica incontable de tipo (7 .
(3) X** = Seq(X™*).

(4) X* es super-(P).

(5) X es (C) y carece de una copia de {;.
Se wverifica siempre que (0) = (1) = (2) = (3) = (4) = (5).

Demostracion. (0) = (1) sale de la caracterizacién de Pol de la propiedad (C) (ver [93,
3.4 Theorem]) y (1) = (2) estd probado en la Proposicién 7.8.

(2) = (3). Sea z € X™. Por la Proposicién 10.3 existe un subespacio cerrado
separable Y C X tal que z € v Por otra parte, X no posee copia de £ porque, de
poseerla, resultarfa que X* tendria una copia de ¢ (¢), que contradice (2). En consecuencia
Y carece de copias de £;. Si identificamos Y ** con ?w*, del teorema de Odell-Rosenthal
[87] obtenemos que existe una secuencia {y, : n > 1} C Y tal que y, — z en (X**, w*).
Por tanto z € Seq(X™*).

(3) = (4). Esta implicacién es consecuencia del Corolario 4.16.

(4) = (5). En primer término, “X* es super-(P)” implica que “X* es (P)” y este
hecho implica, por un resultado de Haydon [65], que X carece de copias de ¢1. Veamos
que X es (C). Supongamos que (X) no es (C). Por la caracterizacién de R. Pol (ver
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*

(93]) de la propiedad (C) existe un subconjunto convexo A C B(X*) tal que 0 € A" |
pero 0 ¢ co®” (D) para todo subconjunto contable D C A. Sea By

By := U{ﬁw* (D) : D C A contable}.

Obviamente 0 ¢ By. Por otra parte es trivial ver que By es convexo || - ||-cerrado y

, —Sw . . .2
ademads es un contorno de A~ . En consecuencia, X* no es super-(P), una contradiccién
que prueba que X es (C). [ |

Corolario 10.13. Sea X un espacio de Banach y consideremos los siguientes asertos:

(1) X** es super-(P).
(2) X* es (C).
(3) X** = Seq(X™*).

(4) X* es super-(P).
(5) X es (C).
Se wverifica siempre que (1) = (2) = (3) = (4) = (5).

Demostracion. Todas las implicaciones salen de la Proposicién 10.12. |

Corolario 10.14. Sea X un espacio de Banach. Entonces:
(1) X** = Seq(X**) = X** = Seq(X™*) .
(2) X* es (C) = X es (C).
(3) X** es super-(P) = X* es (C) = X = Seq(X™) = X* es super-(P).

Demostracion. Todas las implicaciones salen del Corolario 10.13. |

Nota. Sabemos que “X* es super-(P)” implica que “X es (C') y X carece de una
copia de £1” . Al revés es falso. Basta considerar X := ¢y(I) con |I| > Ny, que verifica:

(i) X es (C) y carece de copias de ¢;.

(ii) X* = £1(I) no es (C) y existe un subconjunto w*-compacto K C X* y un
contorno B C K tales que K C @o(B) # () (ver Contraejemplos de Capitulo 5).

El siguiente resultado es elemental.

Proposicién 10.15. Para todo espacio de Banach separable X son equivalentes los
stguientes asertos:

(0) (B(X™**),w*) es angélico.

(1) X* posee la propiedad (C) de Corson.

(2) X* no posee secuencias bdsicas incontables de tipo ET.
(3) X** = Seq(X**).

(4) X* es super-(P).
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(5) X carece de una copia de {;.
(6) X* carece de sistemas de Markusevic incontables.

(7) X* carece de copia de {1(c).

Demostracion. Las implicaciones (0) = (1) = (2) = (3) = (4) = (5) estdn probadas
en la Proposicién 10.12.

(5) = (0). Como X es separable, (B(X*),w*) es un espacio topoldgico compacto
metrizable, es decir, un espacio polaco. Puesto que X** = Seq(X**) (por el Teorema
de Odell-Rosenthal), todos los elementos de X** son 1-Baire sobre (B(X™),w*) (ver
[87]). Aplicando un resultado de Bourgain, Fremlin y Talagrand [11] llegamos a que
(B(X™**),w*) es un espacio angélico.

(1) = (6). Se tiene que X* € (C) y que w* — Dens(X**) < Ny (porque X es w*-
denso en X**). Por [50, 3.Prop.] obtenemos que X* carece de sistemas de Markusevic
incontables.

(6) = (7) es obvio y (7) = (5) es inmediato. [ ]

Proposiciéon 10.16. Sea X un espacio de Banach y T un cardinal infinito. Consideremos
los asertos:

(a) X* es (C).

(b1) X** = Seq(X*); (b2) X** = Xy,.

(c1) X* es ultra-(P);(c2) X* es T-super-(P); (¢3) X* es Xy-super-(P)
(d) X* es super-(P).

(e1) X es (C) y carece de copias de ¢1;(e2) X carece de copias de l1; (e3) X* es
Ng-super-(P).

Entonces

(i) (a) = (b1) = (b2) y (b1) = (cl) = (d) = (el) = (e2) & (e3).
(ii) (c1) = (e3) = (el).

(i17) (c1) = (c2) = (e2).

Demostracion. (i) Ya sabemos que (a) = (bl) = (b2). Como la propiedad “X** =
Seq(X**)” pasa a los subespacios, es claro por Proposiciéon 10.12 que (b1) = (cl).
(cl) = (d) es obvio, (d) = (el) sale de Proposicién 10.12 y (el) = (e2) < (e3) son
inmediatas.

(ii) (¢l) = (c3) es inmediato. (¢3) = (el) sale de que la propiedad (C) estd Ni-
determinada (ver Proposicién 7.2) y de la Proposicién 10.12.

(iii) (cl) = (¢2) = (e2) son triviales. [
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10.4. Las propiedades “X*™ = Seq(X™)” y “(B(X*),w*) es
(CT) 99

Un espacio topoldgico (X, 7) es (CT)(=countable tightness) si t-(u, A) < Xy para
todo subconjunto A C X y todo u € A. Si (X, 7) es un espacio vectorial topoldgico y
C' C X un subconjunto convexo, decimos que C' es (CCT')(=convex countable tightness)
si para todo subconjunto A C C'y todo u € A, existe un subconjunto contable D C A
tal que u € o™ (D).

Nuestro objetivo en esta Seccién es probar que, si X es un espacio de Banach, el
hecho “X** = Seq(X™) ” implica que “(B(X*),w*) es (CT)” . Observemos que ya
sabemos que “X** = Seq(X**)” implica que “(B(X™*),w*) es (CCT)” , gracias a un
resultado de Pol [93] y a que, como hemos visto, “X* es super-(P)” implica que “X es
(C)” . Comencemos viendo el siguiente Lema.

Lema 10.17. Sean X un espacio de Banach y A C B(X™) tal que 0 € v pero 0 ¢ DY
para todo subconjunto contable D C A, es decir, t,-(0,A) > X;. Entonces

(a) 0 ¢ A, siendo w la topologia débil de X*.
(b) Si F(A) = U{Ew* :D C A, |D| < Ro}, F(A) es w-cerrado y 0 ¢ F(A).
(c) Existenn >0 yv € X** tales que |[{a € A: (v,a) > n}| > N;.

Demostracién. (a) En primer término, 0 ¢ A" porque, al tener todo espacio de Banach
contable tightness para la topologia débil (ver [114, p. 229] por ejemplo), el hecho 0ecA”
conllevarla la existencia de un subconJunto contable D C A tal que 0 € D”. Como
D" c D" , obtendriamos que 0 € D" , lo que es falso.

(b) Sea u € F(A)". Al tener todo espacio de Banach contable tightness para la
topologfa débil, existira D C A con [D| < Rg tal que u € D C Ew*, es decir, u € F(A).
Obviamente 0 ¢ F(A) por hipdtesis.

(c) Como 0 ¢ A", existen > 0 y vectores vy, ..., v, en X** tales que A C |JI_ {z €
X : (vi, ) > n}. Puesto que las hipdtesis implican que A es incontable, necesariamente,
para cierto j € {1,...,n}, se verifica que [{a € A : (vj,a) > n}| > N;. Basta coger ahora
U 1= V5. [

Lema 10.18. Sean X un espacio de Banach, Y C X un subespacio separable, A C
B(X*) con 0 € AY y t,(0,4) > Nl y Ap C A tal que |Ag| < Vg. Entonces existen
D C A\ Ay con |D| <Ry ywy € DY tales que wy LY.

Demostracion. Sea {y, : n > 1} familia densa en B(Y') y denotemos

F(A\ Ap) : U{D :D C A\ A, |D| <N}
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y consideremos los entornos w*-abiertos de 0

Vo= {a* € X*: |(a*,y)| < &

n?

i=1,.,n}, Vn>1.

Como 0 € F(A\Ao)w*, ocurre que V,, N F(A\ Ag), Vn > 1. Elegimos w, € V, N
F(A\ Ap), Vn > 1. Es claro que (wyp,y;) — 0 para i > 1, de donde obtenemos que
n—oo

(wp,y) — 0 paratodoy € Y. Sea D, un subconjunto contable (puede haber muchos)
n—oo

de A\ Ay tal que w, € D" ,Vn>1,yseaD:= U,>1 Dn- Es inmediato que |D| < Xy

y que w, € 5“1*, Vn > 1. Sea wy un punto de w*-acumulacién de {w, : n > 1}. Es

claro que wy € D” y que wy LY. |

Lema 10.19. Sea X un espacio de Banach con Dens(X) = Ny. Son equivalentes:
(a) (B(X™),w") & (CT).
(b) Eziste en B(X™) una secuencia {y} : o < wi} tal que:

(b1) yr — 0 en la w*-topologia de X* para o — wi.

(b2) 0 ¢ {y} : a < B} ) para todo < wy.
(b3) Existenn >0 yv € X** tales que |[{a < wy : (v,y%) > n} =Ny.

Demostracion. (b) = (a) es inmediato a partir de (bl) y (b2).

(a) = (b). Como (B(X™),w*) no es (CT), existe A C B(X™) tal que 0 € a pero
0¢ F(A) := U{Ew* :D C A,|D| <No}. Sea {zq : @ <wi} C B(X) familia || - ||-densa
en B(X). Construimos a continuacién secuencias {Y, : a < w1}, {Dgy : @ < w1}y
{y} o <wi} C B(X™) tales que

(1) Y, es un subespacio cerrado separable de X y z, € Y, C Y3 para a < 8 < wy.

(2) {Dy : @ < w1} es una familia de subconjuntos contables de A disjuntos dos a
dos.

(3) yi € ﬁaw* y yh LY, para a < w;.

Procedemos por induccién transfinita.

Etap? 1. Sea Y7 = [x1]. Por el Lema 10.18 existen Dy C A con |Dy] < Rg y
yi € D1 tal que yi L Y7,

Etapa 2. Sea Yy = m, que es separable. Por el Lema 10.18 existen Dy C
A\ D; con |Do| <Rgyys e Dy" tal que ys L Y5,

Etapa a < w;. Supongamos construidos los elementos Yz, Dg y y/’; para 8 < «

verificando (1), (2) y (3). Sea Yo = [{za} U (Ug<, Yp)], que es un subespacio separable

de X. Por el Lema 10.18 existen Do C A\ Ug., D con [Do| < Noy y, € ﬁaw* tal que
yr LY,
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La construccién puede hacerse para todo o < wy.

Por construccién, es claro que X = |
a — w1 y que para todo 8 < wy

0¢ |J waa<pr.

B<wr

Y., yi — 0 en la w*-topologia de X* para

a<wi

Finalmente, por el Lema 10.17, existen n > 0y v € B(X™) tales que [{a < wy : (v,y}) >
ny| =R u

Decimos que un espacio de Banach X es N;-(CT) si todo subespacio Y C X con
Dens(Y) <Ny verifica que (B(Y™),w*) € (CT).
Proposicién 10.20. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes

(a) (B(X™*),w*) e (CT); (b) X es X1-(CT).

Por tanto la propiedad (B(X™),w*) € (CT) esta Ry-determinada.
Demostracion. (a) = (b) es obvio porque la propiedad (CT') se conserva por cocientes
entre compactos.

(b) = (a). Supongamos que (B(X™),w*) no es (CT). Esto quiere decir que existe
A C B(X*) tal que 0 € A” y t,+(0,A) > Ry. De este hecho vamos a deducir una

contradiccién. Sea F(A) := (J{D” : D c A,|D| < N}, que es un subconjunto w-
cerrado de X* tal que 0 ¢ F'(A) (ver Lema 10.17). Por tanto dist(0, F/(A)) > € para cierto
€ > 0. Sea {z, : @ < w1} C B(X) tal que Dens([{zq : @ < wi}]) = Ry. Construimos a
continuacién secuencias {Yy : o < wi}, {Dg o < w1}y {z) : o < w1} C B(X™) tales
que

(1) Y, es un subespacio cerrado separable de X y z, € Y, C Yg para o < 8 < wy.

(2) {Dq : @ < w1} es una familia de subconjuntos contables de A disjuntos dos a
dos.

(3) =% € ﬁaw* y i LY, para o < wy.
(4) Siig : Yo — X es la inclusién candnica, se tiene que
Y o
0¢i5(Us<aDp)  =ia(Us<aDg ), Yo <uwr.
Procedemos por induccién transfinita.
Etapa 1. Sea Y; = [z1]. Por el Lema 10.18 existen D; C A con |Dy| < Xg y
x] € D1 tal que x] LY.

Etapa 2. Como dist(O,ﬁlw*) > €, existe una familia finita Fp C B(X) tal que

DY {z* € X* : sup(a™, Fy) > €}.
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Sea Ya = [Y1 U{x2} U Fy], que es separable. Observemos que 0 ¢ zg(ﬁlw*) Por el
Lema 10.18 existen Dy C A\ Dj con |Da| < Ngy x5 € Dy tal que x5 L Ys.
Etapa a < w;. Supongamos construidos los elementos Y3, Dg y x; para § < «

verificando (1),(2),(3) y (4). Como dist(0, U5<aDgw*) > €, existe una familia finita
F, C B(X) tal que

Ug<aDpg e {z* € X* : sup(a™, F,) > €}.

Sea Yo = [{za} U (Us<o Yp) U Ful, que es un subespacio separable. Observemos que

0 ¢ i;(UB<aD5)w . Por el Lema 10.18 existen Do C A\ Ug, Dp con [Daf < Rg y
xh € ﬁaw* tal que z}, 1 Y,.
La construccién puede hacerse para todo a < wj.

Sean Y := Uy<y, Yo, que es un subespacio cerrado de X con Dens(Y) =Ny, i:Y —

X la inclusién candnica y vy, = i*(z},), a < wi. Se verifica que

(b1) y “50 para o — wy en B(Y™).

(b2) 0 ¢ {y: :a < 5}w* para todo < w;.

(b3) Por Lema 10.17, (bl) y (b2) existen n > 0y v € X** tales que [{a < wy :
(v,95) > ntl =R

Por Lema 10.19 concluimos que (B(Y™*),w*) ¢ (CT), que es la contradiccién que
buscabamos. |

Proposicién 10.21. Sea X un espacio de Banach tal que X** = Seq(X™**). Entonces
(B(X™),w*) es (CT).

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo. Suponemos que (B(X™*),w*) no
es (CT) y deducimos una contradicciéon. Por la Proposicién 10.20 podemos suponer que
Dens(X) = Ny. De Lema 10.19 sale, pasando a una subsucesién si es preciso, que existen
una secuencia {z}, : @ < w;i} en B(X*), u € B(X™) y ¢ > 0 tales que:

(al) =¥ — 0 en la w*-topologia de X* para a — wj.
(a2) (u,x}t) > €o, Va < wi.
Sea {x, : n > 1} C B(X) una secuencia tal que x, — wu en la w*-topologia.

n—oo
Entonces

1,w1) = U{a <wi (@), xn) > €0}
n>1

En consecuencia, existe m € N tal que [{a < wy : (2}, zm) > €}| = Ry, lo que no puede
ser por (al). Por tanto (B(X™),w*) es (CT). [
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Si X es el espacio de Johnson-Lindenstrauss J Lo (ver [30, pg. 189]), es trivial probar
que JLy € (C), JL5 € (C), (B(X*),w*) no es angélica, etc. Pero, ;(B(X*),w*) €
(CT)? Como aplicacion de los resultados anteriores vemos a continuacién que la respuesta
es afirmativa.

Corolario 10.22. (A) Sea X wun espacio de Banach tal que X* € (C). Entonces
(B(X™),w") € (CT).

(B) Si X := JLy, se verifica que (B(X™*),w*) € (CT) aunque (B(X™),w*) no es un

espacio angélico.

Demostracion. (A) Si X* € (C) entonces X** = Seq(X**) por Corolario 10.13. Ahora
basta aplicar la Proposicion 10.21.

(B) Este enunciado sale de (A) porque JL3 = ¢1 @ l2(c) € (C). Que (B(X™),w*) no
es un espacio angélico puede verse en [35, pg. 577]. |
Proposicién 10.23. Sea X un espacio de Banach tal que X** = Xy,. Son equivalentes:

(1) X** = Seq(X™**).

(2) X* es super-(P).

(3) X € (C) y X carece de una copia de (7.

(4) X carece de una copia de ¢;.

(5) X* carece de secuencias bdsicas {z, : @ < w1} de modo que w*-Dens(B(Z*)) <
N, siendo Z := [{zq : @ < w1 }].

(6) X* carece de copia de ¢1(c).

Demostracion. Ya sabemos (ver la Prop. 10.12) que (1) = (2) = (3) = (4).

(4) = (5). Supongamos que X* posee una secuencia bdsica {z, : @ < w1} de modo
que w*-Dens(B(Z*)) < N, siendo Z := [{zq : @ < w1 }]. Por ser X** = Seq(X**) y w*-
Dens(B(Z*)) < Ng existe un subespacio cerrado separable Y C X que es 1-normante
sobre Z. En particular Z “vive” en Y™, es decir, si i : Y — X es la inclusién candnica,
Z yi*(Z) C Y* son isomorficamente isométricos. Puesto que Y** = Seq(Y™**), llegamos
a una contradiccién por la Prop. 10.15. En consecuencia (5) es cierto.

(5) = (6) es obvio porque w*-Dens(B({x(c))) = Ro.
(6) = (1). Puesto que X* carece de copia de ¢;(c), X carece de copia de ¢1, de donde

obtenemos que Xy, = Seq(X™**). Por tanto X** = Seq(X**) por la hipdtesis de trabajo.
|
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Capitulo 11

La igualdad X™ = Seq(X™*") y el
Axioma de Martin

11.1. Introduccion

En este Capitulo vemos que para un espacio de Banach X, bajo ciertas formas del
Axioma de Martin, la propiedad X** = Seq(X**) y la propiedad ‘X* es super-(P)”
(6 propiedades andlogas) son equivalentes.

11.2. La igualdad X** = Seq(X™) y el Axioma de Martin

Las siguientes lineas tienen por objeto introducir las modalidades del Axioma de
Martin, que vamos a utilizar. Una excelente referencia para este material es [46]. Sea
(P,<) un conjunto parcialmente ordenado (un “poset”). Se dice que dos elementos
p,q € P son compatibles si existe r € P tal que p < r y ¢ < r. En caso contrario, se
dice que p,q son incompatibles. Se dice que P verifica la propiedad CCC' (countable
chain condition) si para toda familia incontable P; de P existen al menos dos elementos
p,q € P1 compatibles. Un subconjunto @ C P es cofinal en P si para todo p € P existe
q € Q tal que p < ¢q. Un subconjunto R C P es T-dirigido si para todo par de elementos
p,q € Rexistere Rtalquep<ryq<r.

Por cada cardinal x sea M A(k) el siguiente aserto:

“Si (P,<) es un poset CCC y F una familia de subconjuntos cofinales en P con
|F| < kK, existe un subconjunto R C P f-dirigido tal que corta a cada subconjunto de
F.

Se puede probar que M A(wy) es cierto pero que M A(c) es falso (ver [46]).
Definicién 11.1. m es el minimo cardinal tal que M A(m) es falso.

Naturalmente w; < m < c.
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Definiciéon 11.2. El axioma de Martin M A es la afirmaciéon m = ¢. En otras palabras,
si (P, <) es un poset CCC y F una familia de subconjuntos cofinales en P con |F| < «,
existe un subconjunto R C P t-dirigido tal que corta a cada subconjunto de F.

Claramente, (CH) = MA ((CH) = hipétesis del continuo, es decir, w1 = ¢) y
MA+—(CH) S w <m=c.

Definicién 11.3. El axioma de Martin M A,, es la afirmacion w; < m. Por tanto
MA,, es el siguiente aserto: si (P,<) es un poset verificando CCC y {Dy : @ < w1} es
una familia de subconjuntos cofinales en P, existe un subconjunto T-dirigido J en P tal
que J NDy # 0, Vo < wy.

Veamos la interpretacion de M A,, en un contexto topolégico. Recordemos que, si
(X,T) es un espacio topolégico, X es CCC (countable chain condition) si toda familia
de subconjuntos abiertos de X, disjuntos dos a dos, es contable.

Definicién 11.4. El azioma de Martin M A, es el siguiente aserto: Si K es un espacio
topoldgico compacto Haussdorf CCC y {Dy : a < w1} es una familia de subconjuntos
abiertos y densos en K, entonces N{Dy : @ < w1} es denso en K.

El Axioma MM (Martin’s Maximum Axioma) fue introducido en [45]. Se trata de la
version mas fuerte del Axioma de Martin consistente con ZFC. En particular MM =
MA,,. Vamos a dar una definicién de MM en términos topoldgicos. Indicaremos por
DO(X) a la familia de subconjuntos abiertos y densos en un espacio topolégico (X, T),

y por
m(X) := min{|U| : U C DO(X),"U = 0}.

Sea M la familia de los espacios Cech-completos K que satisfacen la propiedad CCC'y
verifican que, dada una secuencia de abiertos regulares {O, : @ < w1} de K, existe un
subconjunto “club” I' de wy tal que Oy, gy es constante para todo par o, € I';a < 3,
siendo

O[aﬁ) = int(Ua§§<gOg).
Definicién 11.5 (Definicién del cardinal mm). El cardinal mm se define como
mm = m(M) := min{m(K) : K € M}.

El cardinal mm verifica w; < mm < ws.

Definicién 11.6. El Azioma MM es el aserto w; < mm.

El siguiente Lema es conocido como el Lema de los A-sistemas.

Lema 11.7. Sea S un conjunto y {Ss : @ < w1} una familia de subconjuntos finitos de
S. Entonces existen un nimero entero n > 1, un subconjunto Sy C S (puede ser vacio)
y una familia no acotada A C wy tal que So NS = So y |Sa| =n, Va,p € A.
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Demostracion. Ver [66]. [

Proposicién 11.8 (MA,,). Sea X un espacio de Banach tal que Dens(X) = Ry. Son
equivalentes:

(1) X** = Seq(X**); (2) X* es super-(P) y (B(X*),w*) € (CT).

Demostracion. (1) = (2) siempre ocurre en (ZFC) por Corolario 4.16 y la Proposicién
10.21.

(2) = (1). Hacemos un razonamiento por reduccién al absurdo. Asi que asumimos
la siguiente hipotesis de trabajo

(&) X* es super-(P) y (B(X™),w*) € (CT) pero X** # Seq(X™*"),

y deducimos de aqui una contradiccién. En primer término, X no tiene copias de ¢,
por ser X* super-(P), y en consecuencia Seq(X**) = Xy, (por la Prop. 2.2), de donde
Xy, # X™ por (). Por tanto, se puede hacer la construccién de Proposicién 10.3
para k = wi. Asi que existen ¢g > 0, u € S(X*), una secuencia béasica mondtona
{z} : a < w1} C B(X*) y subespacios cerrados separables {4, : @ < w1} de X tales
que:

(i) Ao CAg,sia < B <wi,y X =Uyen, 4a-

(ii) ¥ L Ag, Vo < wy, por lo que x5 % 0 para oo — wy.

(iii) (u,x}) > €, Va < wy.

Sea T : X — lo(w1) el operador continuo definido por T'(z) := ({2}, z))a<w,. Por
(ii) es claro que T(X) C ¢5 (w1)(=elementos de o (w1) con soporte contable). Ademds
sop(T'(X)) = w1 porque como |[z}| = 1, Yo < wy, existe z € X tal que (z},x) # 0.
A continuacién utilizamos un razonamiento inspirado en ideas de Todorcevic (ver [64,
The. 4.46]). Fijemos un subconjunto S denso en B(X) para la norma con |S| = N;. Sea
(P, <) el conjunto parcialmente ordenado definido de la siguiente forma:

(1) P es la familia de todos las 3-uplas p := (D,, I, €,) tales que D,, es un subconjunto
finito de S, I', es un subconjunto finito de wy y €, € QN (0, 1).

(2) El orden parcial < se define de la siguiente forma. Para una familia finita G C
[1,w1) denotemos Sup(G) : X — R tal que

Ve € X, Sup(G)(z) :=sup{|(z},z)| : a € G}.

Sipi = (Dp,,Ip,€p,) € P, i = 1,2, decimos que p; < pg sii Dy, C Dp,, I'y, C Iy,
€pa S €p1 Y
sup{Sup(L'p, \ I'p,)(2) : & € Dp, } < ¢,

Aserto A. (P, <) satisface la propiedad CCC.
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En efecto, sea C; una familia incontable de elementos de P, cuyos integrantes son
distintos dos a dos. Tenemos que hallar dos elementos p1, p2 € C1 que sean compatibles,
es decir, tales que existe r € P verificando p1,p2 < r. Si I',, = I'p, para algun par
distinto p1,p2 € Cy, cogiendo r = (Dp, U Dp,, Iy, €p, A €p,), €5 claro que p1,p2 < ry
hemos terminado. Asi que supondremos que I',, # Iy, para todo par distinto p1,p2 € Cy.

SubAserto Al. Existen € € QN (0,1), dos nimeros enteros n,m > 0, conjuntos
finitos £ C S'y A C w; asi como

(a) una secuencia {F, : a < w1} de subconjuntos finitos de S, disjuntos respecto de
E y dos a dos, de modo que |E,| = cte = n, Va € wy;

(b) una secuencia {A, : @ < wy} de subconjuntos finitos de w; de modo que |A,| =
cte = m, Va € wy, mdxA < minA, < mixA, < minAg, o < 8 < wi, y tal que
{z} rae Ay} L EUE, siempre que p < K < wi;

verificdndose que Co := {(E'U E,, AU Ay, €) : @ < wi} es una subfamilia incontable
de Cl.

En efecto, partiremos de la familia C;. Puesto que el conjunto QN (0, 1) es contable,
existen e € Q N (0,1) y un subconjunto incontable C1; C C; tal que €, = € para todo
p € C11. A continuacién le aplicamos el Lema 11.7 a las familias de subconjuntos finitos
{Dp:p€Ciu}ty{lp:peCi}. Hallamos una subfamilia incontable Ci2 C C11 de modo
que existen subconjuntos finitos £ C S y A C wy y dos ntimeros enteros n > 0y m > 1
cumpliendo para todo p,q € Ci2 que

DpnDy=E, ‘Dp\E’:|Dq\E|:”’ rynly=A4A"y |Fp\A‘:|Fq\A’:m-

Denotaremos E, = D, \ Ey A, =T, \ A, Vp € Cia.

Aprovechando que {o < wy : (zf,z) # 0} es contable para todo x € X, pasamos
a una subfamilia incontable C13 C C12 de modo que, convenientemente ordenada de la
forma Ci13 = {po = (EU Ey, AU A, €) : a < wy}, se verifiquen todas las demds
condiciones adicionales de (b). Haciendo Co = Ci3 se cumplen todos los requisitos del
SubAserto Al.

Para cada par o < 8 < wyq, sea pag = (EUELU Eg, AUA, UAg,¢€). Es trivial ver
que po < pa,s- De modo que, para probar que el Aserto A es cierto, bastard probar que
existe un par a < 8 < wy tal que pg < py g, es decir

sup{Sup(|z3] v € An)(z) : v € EU Eg} <e.

Recordemos que m > 1 y razonemos por reduccién al absurdo, es decir, asumimos que

m

Pg £ Pap, Vo < B < wy. Denotemos Z := X &, -7-@®1 X, que es un espacio de Banach tal

que Z* = X* Poo - - - Boo X* v, ademas, el espacio topolégico (B(Z*),w*) es el producto
topolégico de m copias de (B(X*),w*). Por cada a@ < w; sea A, = {a1,....,am} y
pongamos

= (2}, ,...,x} ) € B(Z").

Qm,
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SubAserto A2. Se verifica que 2} € B(Z*), z; — 0 en (B(Z*),w*) para a — wy y
0¢ {zt:a<pB} ,VB<uw.

En efecto, es claro que 2 € B(Z*) porque Tj € B(X*). Ademas, para k € {1,2,...,m}
fijo, ax — w1 cuando @ — wy (porque min A, se va hacia wy). Por tanto zj,, — 0 en
la w*-topologia de X* y de aqui que 2} — 0 en la w*-topologia de Z*, para o — wy.
Observemos que, si o < 3 < w1, la incompatibilidad de pg con p, g equivale a decir lo
siguiente:

”

“Para todo par a < 8 < wi, existen € Eg y 1 < j < m tales que (23 ,z)| > € .

La anterior sentencia equivale a decir

({9

2o = (x3,,,...,x,, ) € Hg, para todo par a < 8 < wi, siendo Hg el subconjunto

o Lo

w*-cerrado de B(Z*) definido por:

Hg :={(%],...,2y,) € B(Z") : |(2], )| > € para algin i € {1,...,m} y algin z € Eg}.”

- .
Como 0 ¢ Hgy {2} :a<f} C HgresultaqueO ¢ {z}:a<p} , VS <w,y esto
prueba el SubAserto A2.

Puesto que 2, %5 0 para a — wy, es claro que

Oe{z;:6§a<w1}w*, VB < wi (11.1)

Por hipétesis (B(X™), w*) tiene contable tightness. Por tanto (B(Z*), w*) tiene contable
tightness por ser producto finito de compactos con contable tightness (ver [67, p. 113]).

-y w
Este hecho junto con (11.1) implican que existe vp < wy talque 0 € {2} :a < 5} , VG €
[Y0,w1), lo que contradice el SubAserto A2. Por lo tanto, existe un par a < 8 < w; tal
que pg < po.g ¥ esto concluye la prueba del Aserto A.

Por cada a € wj,z € Sy e € QN (0,1) sean
Po:={peP mixI', >a},Pr={peP:x€Dy},Pe:={peP:e <€}

Sean o € wy,z € Sy e € QN (0,1) fijos y probemos que P, NP, NP, es un subconjunto
de P que es denso en (P,<). Sea p = (D,,I'p,¢,) € P arbitrario. A continuacién
elegimos 8 > a tal que (zj, Dp U{z}) = {0}. En estas condiciones es inmediato ver que
p < (DpU{z}, T',U{S}, min{e,, e}) € PoNP,NPe. En consecuencia £ := {Po NP, NP :
a € wp,x € S;e € QN (0,1)} es una familia de subconjuntos de P, cada uno de
ellos cofinal en (P, <), tal que || = N;. Por M A,, existe un filtro F C P tal que
F N PoNPyNPe# 0 paratodo a € wi,z € SyeeQn(0,1)}. Sea T := 7 Tp.

Aserto B. |I'| =Ny y para todo x € X se verifica que ({23, ))er € co(T').

En efecto, veamos que |[I'| = X;. Sea a < w;. Por la densidad del filtro F, existe
p = (Dp,Tp,€p) € FNP,. Por tanto v = max T, verifica v € ' y ademds v > a. De
aqui que I' es un subconjunto no acotado de wy, por lo que |I'| = N;.
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Para probar que ((z7,7))yer € co(I'), Vx € X, bastard comprobar este hecho para
zeS. SeaneecQN(0,1) yp=(Dp,Ip,ep) € FNPrNPe. Seany € I'\I') yge F
tales que v € I';. Puesto que F es un filtro, podemos suponer que p < ¢. Por tanto
(23, )| <€, es decir

fyel: o) > e < T,

lo que prueba, al ser e € QN (0,1) arbitrario, que ({27, z))yer € co(I'). Y esto concluye
el Aserto B.

Finalmente observemos que (u,z) > ¢ > 0, Vy € I, lo que unido al Aserto B nos
permite concluir que X* no es super-(P) aplicando el Lema 10.5. Hemos llegado a una
contradiccién que prueba la implicacién (2) = (1). [

Proposicién 11.9 (M A,,). Para todo espacio de Banach X los siguientes asertos son
equivalentes:

(1) X** = Seq(X*); (2) X* es ultra-(P) y (B(X™*),w*) € (CT); (3) X* es N;-
super-(P) y (B(X*),w*) € (CT).

Demostracion. (1) = (2) sale de la Proposicién 10.16 y la Proposicién 10.21. (2) = (3) es
obvio. Finalmente observemos que (3) = (1) sale de la Proposicién 11.8 y la Proposicién
10.4. |

Corolario 11.10 (M A,,). En la clase de los espacios de Banach X cada una de las
siguientes propiedades:

(A) Dens(X) =Ny, X* es super-(P) y (B(X*),w*) € (CT);
(B) X* es ultra-(P) y (B(X*),w*) € (CT);
(C) X* es Ny-super-(P) y (B(X*),w*) € (CT);

es productiva, es decir, si X1, ..., X, son espacios de Banach todos ellos verificando la
propiedad (A) 6 (B) 6 (C), entonces el producto X1 X ... x X, verifica la correspondiente
propiedad.

Demostracion. Es consecuencia de las Proposicién 11.9, la Proposicién 11.8 y de que la
propiedad X** = Seq(X**) es productiva. |

Sean (X,Tx) un espacio topolégico, A C X y k un cardinal. Recordemos que A,
denota el conjunto.

Ay =U{D:DC A,|D| <k}

Decimos que A es x-cerrado sii A = A,. Decimos que A es contablemente cerrado sii A
es No-cerrado, es decir, sii A = Ay, .
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Lema 11.11. Sea X un espacio de Banach. Entonces:
(1) (B(X™*),w*) no es (CT) sii existe A C B(X™) tal que A es contablemente w*-
cerrado (es decir, A = Ay, en la w*-topologia) y 0 € AY pero0 ¢ A.

(2) Si A C B(X™) es contablemente w*-cerrado, entonces A es w-cerrado.

Demostracion. (1) es trivial.

(2) Sea z € A”. Como (X*,w) es (CT), existe una familia contable D C A tal que

z e D". Por tanto, z € D* ¢ D" C Ay, = A. En consecuencia, A es w-cerrado. |

Proposicién 11.12. Sea X un espacio de Banach tal que Dens(X) < mm y X* es
super-(P). Entonces (B(X™*),w*) es (CT).

Demostracion. Supondremos que R; < Dens(X), porque, si Dens(X) < ¥y, siempre
ocurre que (B(X™),w*) es métrico y por tanto (CT'). Supongamos que (B(X™),w*) no
es (CT). Esto quiere decir que existe un subconjunto K C B(X™*) contablemente w*-

cerrado tal que 0 € K pero que 0 ¢ K. Sin pérdida de generalidad, supondremos que
K es simétrico respecto de 0 (si no lo es, trabajamos con H = K U —K, que ya lo es,

ademas de ser contablemente w*-cerrado y verificar 0 € " pero 0 ¢ H). Puesto que
2K es w-cerrado (ver Lema 11.11) y 0 ¢ 2K, existen uy,...,up, € B(X™) y € > 0 tales
que V N 2K = (), siendo

Vi={z" e X" : (u,z%) <ei=1,..,p}
Por la prueba de [109, Theorem 3| existe una familia incontable

F = {fa_ga:fa’gocEKafa#ga;a<Wl}C2K

tal que, si T': X — loo(w1) se define como

Vo € X, T(l‘) = (<foz - ga7$>)o¢<w17

entonces T es un operador lineal continuo tal que T'(X) C co(w1) y T(X) es no-separable.
Puesto que NV = (), se tiene que

FcC U {z* € X : (u;,x") > €}
1<i<p

Como F' es incontable, existe j € {1,...,p} tal que Fy := {f € F : (u;, f) > €}

es incontable. Por el Lema 10.5 se concluye que X* no es super-(P). Llegamos a una
contradicciéon que prueba el enunciado. |

Corolario 11.13 (MM). Sea X un espacio de Banach tal que Dens(X) = N;. Son
equivalentes:

(1) X** = Seq(X**); (2) X* es super-(P) y (B(X*),w*) € (CT); (3) X* es super-
(P).
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Demostracion. Ya sabemos que (1) < (2) por la Proposicién 11.8 y porque MM =
MA,,. (2) = (3) es obvio y (3) = (1) por la Proposicién 11.12. [ |

Corolario 11.14 (MM). Para todo espacio de Banach X los siguientes asertos son
equivalentes:

(1) X** = Seq(X™*").

(2) X* es ultra-(P) y (B(X™*),w*) € (CT); (2’) X* es ultra-(P).

(3) X* es Ny-super-(P) y (B(X*),w*) € (CT).; (3’) X* es Ny-super-(P).
Demostracion. (1) < (2) < (3) sale de la Proposicién 11.9 y de que MM = M A,,.

(2) = (2) = (3') es obvio.

(3') = (1) por el Corolario 11.13 y porque la propiedad “X** = Seq(X**)” es N;-
determinada (ver la Proposicién 10.4). [ ]

Corolario 11.15 (M M). En la clase de los espacios de Banach X cada una de las
siguientes propiedades:

(A) Dens(X) =8y y X* es super-(P).
(B) X* es ultra-(P).
(C) X* es Ny-super-(P).

es productiva, es decir, si X1, ..., X, son espacios de Banach todos ellos verificando la
propiedad (A) 6 (B) 6 (C), entonces el producto X1 X ... x X, verifica la correspondiente
propiedad.

Demostracion. Es consecuencia del Corolario 11.13, el Corolario 11.14 y de que la
propiedad X** = Seq(X**) es productiva. |
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Capitulo 12

La igualdad X** = Seq(X™**) para
X con generador proyectivo

12.1. Introduccion

En este Capitulo vamos a investigar qué efectos tiene, sobre la relacién entre “X** =
Seq(X*™) 7 y “X* es super-(P)” , el hecho de que el espacio de Banach X posea un
generador proyectivo (abrev., X € (PG)). Recordemos que un par (W, ®) es generador
proyectivo (abrev., (PG)) del espacio de Banach X si:

(a) W C X* es un subconjunto Q-lineal.
(b) Para todo x € X se verifica ||z| = sup(W N B(X™*), z).

(c) @ : W — 2% es una multifuncién tal que |®(w)| < Rg, Yw € W, y para todo
subconjunto B C W que sea Q-lineal se verifica ®(B)* N B" = {0}.

La clase de los espacios de Banach con (PG) es muy amplia e incluye a los WCG,
WCD, WLD, espacios 1-Plichko, etc.

12.2.  “X*™ = Seq(X*™)” y “X* es super-(P)” para X € (PG)

Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 12.1. Sea V' un espacio de Banach tal que V posee generador proyectivo.
Entonces son equivalentes

(1) V* es super-(P) ; (2) V** = Seq(V**).
(3) V* es ultra-(P); (4) V* es Ny-super-(P).

Demostracion. (2) = (1) Esta implicacién estd probada en la Proposicién 4.10.

(1) = (2). Supongamos que existe ¢ € S(V**) \ Seq(V**). Por (1) y un resultado
de Haydon [65] se tiene que V' carece de una copia de ¢;. Por tanto ¢ ¢ Vi, por el



154 X** = SEQ(X**) PARA X CON (PG)

Lema 2.2, por lo que existe 1 > ¢y > 0 tal que dist(p, Vy,) > €. Vamos a construir un
subconjunto w*-compacto H C V* y un contorno B de H tales que co(B) # co® (H).
Mas concretamente, tal que

inf(p, B) > 0 = inf(p, H).

Sea (W, @) el generador proyectivo de V. Construimos las proyecciones P,, w < a < p =
Dens(V) siguiendo las pautas de [37, Lemma 6.1.1,6.1.3 y Proposition 6.1.4, 6.1.7], pero
introduciendo algunas modificaciones en la construccién para w < a < wi. Para aplicar
[37, Proposition 6.1.4] hacemos Y =V, f(z) =z, Vo € V, {ys : w < a < p} familia
densaen V y ¥ :V — 2W tal que ¥(z) C WNB(V*), |[¥(x)] < Roy ||lz| = sup(¥(x), x).
Observemos el siguiente Hecho:

HECHO. Si D := |J{co¥ (FU—~F) : F Cc WNB(V*), |F| < X}, se verifica que
D = B(V*).

En efecto, D es convexo, simétrico respecto del centro y || - ||-cerrado. Ademds D es
un contorno de B(V*). Puesto que V* es super-(P), resulta que B(V*) =co(D) = D.

A continuacién construimos las proyecciones Py : V =V, w <a<pu, P, =0, P, =
idy, subconjuntos A, C V, B, C V* para w < a < u de modo que P,V = A,
P:V* = B, para w < a < uy vectores iy, w < a < u de modo que xy g

Prwi = (Pl — Po)ady paraw < a < p.

[l

Etapa w. Hacemos F,, = 0.

Etapa w + 1. Elegimos z,, € S(V*) tal que (p,z},,) > e > 0. Por el HECHO
existe una familia contable W11 C W N B(V*) tal que z,; € €0 (W1 U —Wip1).
Aplicamos la maquina del [37, Lemma 6.1.3] al par Ag = {yw} v Bo = Wyt1 U —Wyt1.
Obtenemos subconjuntos contables A, B tales que 40 CACV y By C B C W, siendo
A 'y B subespacios vectoriales de V' y V* respectivamente, de modo que

(1) ¥(A) C B, ®(B) C Ay |la|| = sup(BN B(V*),a),Va € A.

(2) Atn BY = {0} y por [37, Lemma 6.1.1] existe una proyeccién P : V — V tal
que |[P|| =1, P(V) = Ay P*(V*) = B"

Hacemos A, y1 = A, Buy1 = By Py 1 = P. Observemos que z, | € P}, V", es
decir, zf,, ) = Pl a1 = (Biy — Po)wi

w

Etapa w+2. Como dist(cp,mw*) > dist(p, Vx,) > €, existe z), , € S(V*) tal que
(p.ak 9) > €0 >0y (xf,9, Por1V) = (¥ 5, Aut1) = {0}. Por el HECHO existe una
familia contable W12 C WNB(V*) tal que x5, € 0" (Wqp2U—W,42). Aplicamos la
méquina del [37, Lemma 6.1.3] al par Ag = Ay1U{Yw+1} ¥y Bo = Bur1UWpoU—W,,40.
Obtenemos subconjuntos contables A, B tales que A C ACV y By C B C W, siendo

Ay B subespacios vectoriales de V' y V* respectivamente, de modo que

(1) ¥(A) C By |la|| = sup(BN B(V*),a),Va € A.
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(2) A+t N B = {0} y por [37, Lemma 6.1.1] existe una proyeccién P : V — V tal
que ||P|| =1, P(V) = Ay P*(V*) = B"
Hacemos Ay y2 = A, Buyo = By Pyi2 = P. Observemos que z},,5 € P}, V", es

decir, I:;-i-z = P$+2(IZ;+2) = (Pz:;k+2 - Pj+1)($:;+2)-

Etapa v < wj. Supongamos hecha la construccién para todo a < . Hay dos casos,
a saber:

Caso 1. v es ordinal limite. En este caso cogemos A, := Uqa<yAn ¥ By := Ua<yBa,
que verifican A+ N BY = {0}. Por [37, Lemma 6.1.1] existe P, : V — V proyeccién de

norma || P =1 tal que P,(V) = A, y PyV* = B, . No elegimos %,

Caso 2. v := f+ 1. Como dist(go,ﬂu*) > dist(p, Vx,) > €9, existe x5, € S(V7)
tal que (p,25,1) > €0 y (zf, PsV) = {0}. Por el HECHO existe una familia contable
Wsi1 € W N B(VY) tal que 2,4 € 0" (Wsy1 U —Wpy1). Aplicamos la maquina del
[37, Lemma 6.1.3] al par Ag = Ag U {yg} v Bo = Bg U Wpy1 U—-Wgiq. Obtenemos
subconjuntos contables A, B tales que A9 C A C Vy By C B C W, siendo Ay B
subespacios vectoriales de V' y V* respectivamente, de modo que

(1) ¥(A) C By |la]| =sup(B N B(V*),a),Va € A.
(2) AN BY = {0} y por [37, Lemma 6.1.1] existe una proyeccién P : V — V tal

W

que [P =1, P(V) = Ay P*(V*) = B
Hacemos A, = A, By = By P, = P. Observemos que :L‘:g+1 € PJV*, es decir,
vh1 = Py(ah) = (Pop — Fp)(2h.)-
El proceso se continia con las modificaciones descritas para todo v < wy. A continuacion,

para w; < v < p seguimos el proceso standard descrito en [37, Proposition 6.1.4,6.1.7,
etc.].

Sea I := [w,w1)y F: X — co(I) tal que F(z) = ((z},z) : w < a < wy). Observemos
que F(x) estd efectivamente en c¢o(I) porque para todo z € V' y todo € > 0 el conjunto
{a < p: |[(Pas1 — Pa)(@)|| > €} es finito (ver [37, Prop. 6.2.1]). Ademads es claro que
F es un operador lineal y continuo tal que ||F|| < 1y F*(eq) = 2}, Ya € I, siendo

*
{eq : @ € I} la base candnica de £1(I). Sabemos que K := {eq:a €} ={ey:a €
I}U{0} y que B := {eq : a € I'} es un contorno de K, tal que co(B) # o (K) (porque
0 ¢ co(B)). Sea H := F*(K), que es un subconjunto w*-compacto de V*. Es claro que
"
H={zt:acl} ={zf:aecl}U{0}yqueBy:=F(B)={z}):a¢cl}esun
contorno de H.

Aserto. inf(yp, By) > ¢y > 0 > inf(yp, H). Por tanto, 0 ¢ co(By) y co(By) # co™ (H).

En efecto, esto sale por construccién ya que (p,x}) > ¢y para todo « € I.

Hemos llegado a una contradiccién que prueba que se verifica (2).
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(2) = (3). En primer término, todo subespacio Z C V verifica Z** = Seq(Z**) por
el Corolario 1.20. Ahora basta aplicar la Proposicién 4.10.

(3) = (4) es obvio.

(4) = (2). Por la Proposicién 10.4 bastard probar que, si Y C V' es un subespacio
con Dens(Y) = Ny, se verifica que Y** = Seq(Y**). Como V tiene generador proyectivo,
se puede construir una PRI {P, : a < u}, p = Dens(V), tal que Y C P, (V) =: Z.
Observemos que el subespacio cerrado Z verifica: (1) Dens(Z) = Ny; (ii) Z tiene una
PRI, (iii) Z* es super-(P). Por [64, p. 192] el subespacio Z tiene generador proyectivo.
En consecuencia, teniendo en cuenta la equivalencia (1) < (2) probada més arriba,
concluimos que Z** = Seq(Z**) y de aqui que Y** = Seq(Y™*) por el Corolario 1.20. B

NOTAS. (A) Para espacios X € (PG), la propiedad X € (C) no implica que
X** = Seq(X™). En efecto sea X := ¢o(w1), que verifica X € (C) y X € (PG) (por [64,
p. 192], ya que Dens(X) = Ry y X tiene PRI (tiene base monétona)), y sin embargo
X** # Seq(X™).

(B) Si X € (PG) y X* = Xy,, no necesariamente debe ser X™* = Seq(X**). Un

contraejemplo sencillo es X = {1 @1 f2(w1). Observemos que
(i) X** = Xy, pero X** # Seq(X*).
(ii) Por [64, p. 192] X tiene generador proyectivo, ya que Dens(X) = R; y X tiene

PRI (tiene base mondtona).

Recordemos que en el Cap.1 hemos introducido las nociones de espacio Plichko y
1-Plichko. Son Plichko los siguientes espacios:

(1) Espacios con base de Markusevic. En particular los espacios con base de Schauder
{zq : @ < 0} siendo # un ordinal.

(2) Los espacios WCG, WCD, WKA, WLD, ver [64, p.184]).
(3) Los espacios de Banach X con una PRI tales que Dens(X) = N;.

Corolario 12.2. Sea X un espacio de Banach que es Plichko. Entonces son equivalentes:
(1) X* es super-(P); (2) X** = Seq(X™*).
(8) X* es ultra-(P); (4) X* es Ry-super-(P).

Demostracion. Basta aplicar la Proposiciéon 12.1 y tener en cuenta que:

(1) Todo espacio de Banach Plichko X admite una norma equivalente | - | tal que
(X,]-]) es 1-Plichko (ver [68, Theor. 4.16]).

(2) Todo espacio 1-Plichko posee un generador proyectivo (ver la demostracién de
(64, p. 192]). [
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12.3. Generador proyectivo, angelicidad, (CT) y (CCT)

Estamos interesados en ver, en la clase de los espacios con generador proyectivo,
la relacién de la propiedad X* € (C) con las propiedades que estamos considerando
(es decir, X* es super-(P), X** = Seq(X™**), etc.). De entrada digamos que siempre
X* € (C) implica X™* = Seq(X™*).

Proposicién 12.3. Sea X un espacio de Banach que posee un generador proyectivo
(W, ®). Son equivalentes:

(1) (B(X™*),w*) es angélica.

(2) (B(X™),w") es (CT).

(3) (B(X*),w*) es (CCT).

(4) X es (C).

(5) Para todo x* € B(X*) existe una secuencia {w, : n > 1} € B(X*)NW,
dependiendo de x*, tal que wy, > x* en la w*-topologia de X*.

(6) B(X*) = U{F" : F C B(X*)NW,|F| < Ro}.
Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) y (1) = (5) = (6) son obvias.
(3) < (4) por [93, pg.147]

(3) = (6). Sea z € B(X™*). Puesto que z € B(X*) = B(X*)NW *, por (3) existe
una familia contable D € B(X*) N W tal que z € co®" (D). Como o (D) = @}5*(D),
resulta que haciendo W, := cog(D) se tiene que |W,| < Xo, W, C B(X*)NW y
z € sz .

(6) = (1). Suponemos que Dens(X) > Wy, porque si X es separable es claro que

se verifica (1). Fijemos Z C B(X*)y z € Z" . Queremos hallar una secuencia {z, :
n > 1} C Z tal que z, ., %o en la w*-topologia. Aprovechando que X tiene un
n oo

(PG), vamos a construir las w primeras proyecciones {P, : w < a < 2w} de una
PRI en X, siguiendo las pautas de [37, Lemma 6.1.1,6.1.3 y Proposition 6.1.4, 6.1.7],
aunque con algunas modificaciones. Para aplicar el Lemma 6.1.3 y Proposition 6.1.4 de
[37] cogemos una secuencia {y, : w < a < u}, p = Dens(X), densa en X, hacemos
Y =X, f(z) =2, Vo € X,y U : X — 2% tal que ¥(x) C B(X*)NW, |¥(z)] < Vg
y |lz|| = sup(¥(x),z), Vz € X. Utilizamos un proceso inductivo para construir las
proyecciones {P, : w < a < 2w}.

Etapa 0. Hacemos F, = 0.

Etapa 1. Vamos a construir la proyecciéon P,y;. Por (6) existe un subconjunto
contable F; C B(X*) NW tal que 2z € " Aplicamos el Lemma 6.1.3 de [37] al
par Ay = {y,} v Bo = Fi. Obtenemos subconjuntos contables Q-lineales A, B con
Ag CAC Xy ByCBCW tales que
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(i) ¥(A) C By |la|| = sup(B N B(X*),a), Va € A.

(i) A+ nBY = {0} y por [37, Lemma 6.1.1] existe una proyeccién P : X — X tal
que |P| =1, P(X)=Ay P*X*=B"

Hacemos A,+1 := A, Byy1 := By Pw+1 := P. Observemos que zg € B} X",

es decir, P} 120 = 29. Como zg € Pw+1Z C B(P} 1 X") y como (B(P} X*),w")

es metrizable, existe una secuencia {a1, : n > 1} C Z tal que P}, a1, — 2o en la
n—o0

w*-topologia.

Etapa 2. Construlmos P, +2. Por (6) existe una familia contable Fy C B(X*)NW tal

que {ai, :n>1} C 5" . Aplicamos el Lemma 6.1.3 de [37] al par Ag = Aw+1U{Yw+1}
y By = By+1 U Fs. Obtenemos subconjuntos contables Q-lineales A, B con Ag C A C X
y Bp C B C W tales que

(i) ¥(A) € By |la|| = sup(BN B(X*),a), Va € A.

(ii) A+ NBY = {0} y por [37, Lemma 6.1.1] existe una proyecciéon P : X — X tal
que |[P| =1, P(X)=Ay P*X*=B"

Hacemos A,40 := A, B,ys := By P,19:= P. Observemos que 20, A1n € P} X",
es decir, P} 520 = 20 ¥ P}, 2010 = a1p, ¥n > 1. Como zy € pP* 7 Jr2Z C B(P} . X")y
como (B(P},,X*),w*) es metrizable, existe una secuencia {az, : n > 1} C Z tal que

P} 0a2, — 20 en la w*-topologia.
n—oo

Etapa m + 1. Supongamos hechas las construcciones hasta la etapa m € N. En
particular, disponemos de la secuencia {a,n;n € N} C B(X*)NW tal que P}, amn =
20, en la w*-topologia, y de los conjuntos contables Q-lineales Ayt y Buytm. Por (6)
existe un subconjunto contable F, 1 C B(X*) N W tal que {amn : n € N} C Fiqq )
Aplicamos el Lemma 6.1.3 de [37] al par Ay = Aytm U {Ywtm} ¥ Bo = Butm U Frpt1.
Obtenemos subconjuntos contables Q-lineales A, B con A CAC Xy ByCc BCW
tales que

(i) ¥(A) C By |la|| = sup(B N B(X*),a), Va € A.

(ii) At NBY = {0} y por [37, Lemma 6.1.1] existe una proyeccién P : X — X tal
que |P||=1, P(X)=Ay P*X* =B"

Hacemos Ayim+1 := A, Bytme1 := By Potmy1 := P. Observemos que zg, Gmn €

Py 1 X", es decir, P, 120 = 20 Y Plimi10mn = Gmn, Vn > 1. Como 2y €
Pj+m+1Zw C B(P},,,.1X") y como (B(P},,,1X"),w*) es metrizable, existe una

secuencia {am41,, : n > 1} C Z tal que P} tmi1dmiln — Zo en la w*-topologfa.
n—00
Utilizando induccién se puede hacer la construccién para todo n € N.

Etapa final w. Vamos a construir P,. Hacemos As, := U,cny Awin ¥ Bow =
Unen Bo+n, que son subconjuntos contables Q-lineales de X y W, respectivamente, que
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verifican
(i) U(Ag,) C Bay v |la|| = sup(Ba, N B(X*),a), Ya € Ay,,.

(ii) A5, N Ew* = {0} y por [37, Lemma 6.1.1] existe una proyeccién P : X — X
tal que ||P|| =1, P(X) = Agy y P*X* = By, .

Hacemos Py, := P. Observemos que zq, Gmn € Py, X™*, Vn,m > 1.

Aserto. zp € {amn : m,n > 1} .

En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos que zp = 0. Sean v1,...,v, € X y
€ > 0 y consideremos el entorno w*-abierto V' de 0 € X* definido del siguiente modo

Vi={ze X" |[(z,v)| <ei=1,..p}
Queremos ver que existe a,s € V. Cada v; lo descomponemos del siguiente modo

v; = ;1 + v2  siendo vy = Poyv;.

Observemos que P,v; U Py,v;i = vi1, @ = 1,...,p, para a 1 2w, v que (Gmn, Vi) =
(@mn,vi1) porque Py Gmn = Gmp. A continuacién, como Pyv; — Payvi, © = 1,...,p, en
norma, para « 1 2w, podemos escoger r < w de modo que ||v;1 — P,4,vi]| < €/2, i =
1,...,p. Como P}, .am, — 0 en law*-topologia, existe s < w tal que
n—oo
(P yrars, vi)| = [(ars, Pugrvi)| < €/2, i =1,...,p.
Por tanto para i = 1, ..., p se verifica
|<aT87Ui>’ = |<ar8a Ui1>| = |<a7’savi1 - PerrUi + Pw+rvi>| <

< Kaps, vi1 — Poyrvi)| + |{ars, Posrvi)| < €/2+€/2 = .

Esto prueba el Aserto.

Como 2y € {amn : m,n € N} C B(P;,X*)y (B(P5,X*),w*) es métrico compacto,
existe {z, : m > 1} C {amn : m,n € N} tal que z,, — 2p en la w*-topologia de X*.
n—oo

Esto prueba que (B(X*),w*) es angélico. [

Corolario 12.4. Sea X un espacio de Banach tal que X™* posee un generador proyectivo
(W, ®) wverificando W = X. Son equivalentes:

(1) (B(X™**),w*) es angélica.
(2) (B(X*),w*) es (CT).
(3) (B(X*),w*) es (CCT).
(4) X* es (C).

(5) X** = Seq(X™*").

(6) Xy, = X**.
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Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 12.3. |

Corolario 12.5. Sea X un espacio de Banach que es Asplund. Son equivalentes:

(1) (B(X™**),w*) es angélica.

(2) (B(X*),w*) es (CT).

(3) (B(X*),w*) es (CCT).

(4) X* es (C).

(5) X** = Seq(X**).

(6) Xy, = X*.

(7) (B(X™*),w) es Lindeldf.

(8) (B(X™**),w*) es un compacto de Corson.
Demostracion. Si X es Asplund, X* posee un generador proyectivo (W, ®) tal que W =
X (ver [37, Proposition 8.2.1]). Por tanto los asertos (1),...,(6) son equivalentes por el

Corolario 12.4. Finalmente, las implicaciones (1) < (7) < (8) son parte de [88, Corollary
8. m

Corolario 12.6. Sean X un espacio de Banach tal que Dens(X) =8y y{P, :w < a <
w1} una PRI en X. Son equivalentes:

(0) B(X*) = Up<acw, BPaX").
(1) (B(X™), w*

(2) (B(X*),w*) es (CT).
(3) (B(X™*),w*) es (CCT).
(4) X es (C)

Demostracion. Puesto que todo espacio X con Dens(X) = ®; y una PRI es 1-Plichko
y posee (PG) ([68, Theor. 4.15],[?, Theor. 5.63, pg. 192]), de la Proposicién 12.3 sale
que (1)  (2) & (3) & (4).

*

,w*) es angélica.

(0) = (1). Sean A C B(X*) y 2z € A", Ponemos en marcha un proceso inductivo.
Etapa 1. Por (0) existe oy < wy tal que 29 € B(P; X*). Es claro que 29 = P} 2 €

P;lAw . Como (B(P; X*),w*) es un espacio metrizable, existe una secuencia {ai, :
n > 1} C A tal que P} a1, . o en la w*-topologia de X*.
n—oo

Etapa 2. Por (0) existe un ordinal ay con a3 < ag < w; tal que

Pj,a1, = ai,, Vn > 1.

Naturalmente zg = Py, 20 € P;‘QAw , de donde (como en Etapa 1) sale que existe una
secuencia {ag, : n > 1} C A tal que Po*z2a2n — 2z en la w*-topologia de X*.
n—o0
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El proceso se repite para todo n < wg. Sea ap = sup,,>; &n que es un ordinal limite
con o < wy y ademas P;‘Oamn = Qmn, YMm,n € N.

Aserto. zy € {amp : m,n € N}w )

En efecto, supongamos, para simplificar, que zp = 0. Fijados € > 0 y vy, ...,v, € X,
consideremos el entorno w*-abierto V de 0 € X™* definido por

Vi={a" e X" :|(z",v)| <e:i=1,..,p}
Queremos ver que existe a,s € V. Cada v; lo descomponemos del siguiente modo

v; = vj1 + V2 siendo vy 1= Py v;.

Il .

Observemos que P,v; —L Pyvi = vi1, ¢ = 1,..,p, para a T ag, ¥y que (Gmn, Vi) =
(@mn,vi1) porque Py amn = Gmn. A continuacién, como Pov; — Po,vi, = 1,...,p, en
norma, para « 1 ag, podemos escoger r < wy de modo que ||v;1 — P,,vi|| < €/2, i =

1,...,p. Como P} arp = 0 en la w*-topologia, existe s < wy tal que [(as, Pa,vi)| <
n—oo

€/2, i =1,...,p. Por tanto para i = 1,..., p se verifica

[{ars, vi)| = |{ars, vi1)| = [{@rs, Vi1 — Pa, Vi + Pa,vi)| <
< [aps, vi1 — Pa,vi)| + [{ars, Pa,vi)| < €/2+€/2 = €.

Esto prueba el Aserto.

Como 2 € {amn : m,n € N}w C B(P;,X*) y (B(P;,X"), w*) es métrico compacto,
existe {z, : m > 1} C {amn : m,n € N} tal que z,, — 2o en la w*-topologia de X*.
n—oo
Esto prueba que (B(X™),w*) es angélica.

(3) = (0). Basta tener en cuenta que B(X™*) = ua<wlB(Pg;X*)°”*, B(P:X™*) es
w*-compacto y que B(P;X*) C B(P3X™) para a < 3 < wi. [

Una aplicacién de la Proposicion 12.3 es el siguiente Corolario.

Corolario 12.7. FEl espacio de Johnson-Lindenstrauss JLo carece de (PQG).

Demostracion. Es conocido que JLy € (C) y que la bola unidad (B(JL%), w*) no es
angélica. Ahora basta aplicar la Proposicién 12.3. |

Nota. Que JLy carece de (PG) también sale del hecho de que JLy carece de M-
sistemas incontables [50].

Corolario 12.8. Sea X un espacio de Banach tal que X € (PG) y X* posee un
generador proyectivo (W, ®) verificando W = X. Son equivalentes:

(1) (B(X™*),w*) es angélica.
(2) (B(X**),w*) es (CT).
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(3) (B(X*),w*) es (CCT).
(4) X* es (C).

(5) X** = Seq(X**).

(6) Xy, = X**.

(7) X* es ultra-(P).

(8) X* es super-(P).

(9) X* es Ny-super-(P).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Cor. 12.4 y la Proposicion 12.1. |

Corolario 12.9. Sea X un espacio de Banach tal que X € (PG) y X es Asplund. Son
equivalentes:

(1) (B(X™**),w*) es angélica.
(2) (B(X**),w*) es (CT).
(3) (B(X*),w*) es (CCT).
(4) X* es (C).

(5) X** = Seq(X™*").

(6) Xy, = X**.

(7) X* es ultra-(P).

(8) X* es super-(P).

(9) X* es Ny-super-(P).

(10) (B(X™*),w) es Lindeldf.
(11) (B(X™**),w*) es un compacto de Corson.

Demostracion. X* posee un generador proyectivo (W, ®)) tal que W = X ya que X es
Asplund. Ahora basta aplicar el Cor. 12.5 y Cor. 12.8. |

Un ejemplo. El espacio largo de James J(w;) es Asplund y posee un generador
proyectivo (porque es el dual de un Asplund y por [37, Prop. 8.2.1] ). Sin embargo J(w1)
no verifica ninguna de los items del Cor. 12.9.
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Capitulo 13

La igualdad X™* = Seq(X™**) para
X reticulo de Banach

13.1. Introduccién
En este Capitulo estudiamos la igualdad X** = Seq(X**) cuando X es un reticulo
de Banach. En particular nos dedicamos a los siguientes cometidos:

(1) Mostramos que, cuando X es un reticulo de Banach o-completo, X* es super-(P)
siit X** = Seq(X™").

(2) Caracterizamos las propiedades X** = Seq(X**) y X*™* = Xy, para X = C(K).

13.2. la igualdad X** = Seq(X**) para reticulos de Banach

Vamos a estudiar en esta seccién la propiedad X** = Seq(X**) y propiedades
relacionadas en el ambito de los reticulos de Banach.

Proposicion 13.1. Sea X un reticulo de Banach o-orden-completo. Los siguientes
asertos son equivalentes:

(1) X* posee la propiedad (C) de Corson.
(2) X** = Seq(X**).
(3) X* es super-(P).

Demostracion. (1) = (2) = (3). Estas implicaciones se verifican siempre en todo espacio
de Banach (ver Proposicién 10.12).

(3) = (1). De (3) y un resultado de Haydon [65] obtenemos que X carece de copia
de /1. De aqui se deduce que:

(a) X es Asplund, es decir, X* es RNP (ver [82, Theorem 5.4.14, p. 367]).

(b) X* es o-continuo. En efecto, X* es orden-completo por ser un reticulo dual.
Ademds X* carece de copias de ¢ (por ser RNP), de donde sale que X* es o-o-continuo
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por [77, Proposition 1.a.7, p. 7]. En definitiva X™* es o-continuo por [77, Proposition 1.a.8,
p. 7].

(c) X es o-continuo. En efecto, X es o-o-continuo porque es o-completo, no contiene
copia de lo, y por [77, Proposition 1.a.7, p. 7]. En definitiva X es o-continuo por [77,
Proposition 1.a.8, p. 7.

Hay dos casos posibles:

Caso 1. X* es reticulo o-continuo de tipo contable (ver definiciones en Cap.9).
Entonces de Lema 9.9 y Proposicién 9.6 deducimos que X* posee la propiedad (C)
de Corson.

Caso 2. X™ es reticulo o-continuo que no es de tipo contable.

Esto quiere decir que X* admite una descomposicion X* =" , ®X como suma
directa 1l-incondicional de subespacios cerrados X tal que existe en X* una copia de
¢1(Ny) dispuesta disjuntamente respecto de la descomposicion X* = Y _ , ®X}, es
decir, existe un subconjunto A; C A con cardinal |A;| = X; y, por cada a € Aj, un
elemento v, € X de modo que la familia {v,, : @ € A;} es equivalente a la base candnica
de £1(X;). Puesto que los v, son disjuntos dos a dos, de [82, Corollary 2.4.3, p. 87] sale
que, si Tz := ((Va, T))acA,, Vr € X, entonces Tz € co(A1) y T : X — co( A1) es un
operador lineal y continuo tal que T*(e,) = vq, Yo € Aj, siendo {e, : a € A1} la base
canénica de £1(A;) = co(A1)*. Sabemos K := {eq:a € A1} = {ea: a € A} U{0}
y que B := {ey : @ € A1} es un contorno de K, tal que co(B) # " (K) (porque
0 ¢ co(B)). Sea H := T*(K), que es un subconjunto w*-compacto de X*. Es claro que
H={vg:ac A1} ={va:aecA}U{0}yque By:=T%B)={vy:a€ A} esun
contorno de H tal que ¢o(By) # co® (H) (porque 0 ¢ co(By)). Este hecho contradice
(3) y prueba que no se da el Caso 2. |

Proposicion 13.2. Sea Y un reticulo de Banach y X := Y™*. Los siguientes asertos son
equivalentes:

(1) X* posee la propiedad (C) de Corson.
(2) X** = Seq(X™**).
(3) X* es super-(P).

Demostracion. Basta aplicar la Proposicién 13.1 y que el dual de un reticulo de Banach
es un reticulo o-completo y, por tanto, o-completo. |

13.3. Caracterizacion de la igualdad X** = Seq(X™) cuando
X =C(K)

Necesitamos el siguiente lema elemental.

Lema 13.3. Sea K un compacto Hausdorff y p € K un punto de K. Se tiene
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(1) p es un Gs-punto de K si y sélo si p tiene en K una base contable de entornos.

(2) Supongamos que p no es un Gs-punto de K y sean By := {1 : k € K\ {p}} v
B; := By U (—By) subconjuntos de C(K)*. Entonces By y By son contornos de Pr(K)
y B(C(K)*), respectivamente, y verifican ¢o(By) # Pr(K) y co(B1) # B(C(K)*).

Demostracion. (1) Supongamos que p es Gs-punto en K y sea {V}, : n > 1} una secuencia
de entornos abiertos de p tal que (), - Vs = {p}. Elegimos entornos abiertos {W,, : n >
1} de p tales que W,, C W,, C V,,, Vn > 1. Afirmamos que {()/_; W; : n > 1} es una
base de entornos de p. En efecto, sea G un entorno abierto de p. Como (,,~ iz, Wi =
{p} C G, por razones de compacidad existe m € N tal que (;2; W; C G, y esto prueba
que {(i_; Wi : n > 1} es una base de entornos de p.

Finalmente, es obvio que p es un Gs-punto en K, caso de tener una base contable de
entornos.

(2) Como p no es un Gs-punto en K, es claro que toda funcién continua f sobre
K alcanza en K \ {p} su méximo sobre K. De aqui que: (i) el mdximo de f sobre el
subconjunto w*-compacto {1x : k € K} de C(K)* se alcanza en By; (ii) el maximo de f
sobre el subconjunto w*-compacto {+1; : k € K} de C(K)* se alcanza en By. As{ que
By, By son contornos de {1 : k € K} y {+1 : k € K}, respectivamente. Por otra parte,
@(By) # @ ({1 : k € K}) = Pr(K) porque 1, € Pr(K), pero 1, ¢ co(By) pues
co(By) C 41 (K \ {p}). Andlogamente co(B) # 0¥ ({1, : k € K}) = B(C(K)*).
|

Proposicién 13.4. Sea K un compacto Hausdorff. Los siguientes asertos son equivalentes:
(1) K es disperso contable.
(2) C(K)* posee la propiedad (C) de Corson.
(3) Seq(C(K)™) = C(K)™.
(4) C(K)* es super-(P).

Demostracion. (1) = (2). Como K es compacto disperso contable, se tiene que C'(K)* =
¢1(N). Por tanto, al ser separable, C'(K)* tiene la propiedad (C') de Corson.

(2) = (3) = (4). Esta implicacién estd probada en Proposicién 10.12.

(4) = (1). En primer lugar, (4) implica por [65] que C(K) carece de una copia
isomérfica de ¢1 y esto equivale a que K es un compacto disperso (se trata de un
resultado cldsico). Por (4) y el Lema 13.3 concluimos que todo punto de K posee una
base contable de entornos, es decir, que K es 1° Axioma. De un teorema de Semadeni
(ver [73, Corollary 2, p. 35]) concluimos que K es contable. |

Nota. Es claro que los asertos de la anterior Proposicién 13.4 no son equivalentes
a “C(K) no posee copia de ¢1” porque este aserto es equivalente a “K es compacto
disperso” y hay compactos dispersos que no son contables.
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13.4. Caracterizacion de la igualdad X*™ = Xy, para X =
C(K)

Sea X = C(K), siendo K compacto Hausdorff. ;A qué es equivalente el hecho
X* = Xy,? Vamos a ver que este hecho es equivalente a que K sea métrico, es decir,
que C(K) sea separable. Comencemos introduciendo nueva notacién. Si F C C(K),
definimos en K la relacién de equivalencia ~r del siguiente modo

Vo,y € K, z~ry sii f(z) = f(y), Vf € F.

Sea Ky := K/~ryq: K — K laaplicacién cociente. Es sabido que K con la topologia
cociente es un espacio compacto Hausdorff y que ¢ es aplicacién continua. Ademéds, Ko
es métrico sii [F] es separable.

Recordemos que el dual y bidual de X = C'(K) son
X" =01(K) @1 MR(K) y X = loo(K) Boo ME(K)",
siendo M%(K) el espacio de las medidas de Radon difusas sobre K.

Lema 13.5. Sean K compacto Hausdorff, X = C(K), Y subespacio de X con Dens(Y') >
Ng yq: K — K/~y = Ky la aplicacion cociente. Entonces

(a) Dens(C(Ky)) = Dens(Y) = Dens(A(Y U{1}))(= subdlgebra cerrada generada
por' Y U{1}).

(b) Siz € loo(K) C X™ es tal que z € ?w*, existe w € Uoo(Ko) tal que z = w o q.
Demostracion. (1) En primer término, es facil probar que Dens(Y) = Dens(A(YU{1})).

Por otra parte, sii: C'(Ky) — C(K) es la inclusién candnica tal que i(g) = gogq, Vg €
C(K)p), es claro por el T. de Stone-Weierstrass que i(C(Ky)) = A(Y U{1}).

(
k; €
(2,90

Sea (fa)aca C Y una red tal que f, —>A z en la w*-topologia de X**. Sean
ac

2)

K, i = 1,2, tales que ki~yky. Entonces fo(k1) = fa(ke), Ya € A. De aqui que
ki) = (2,0k,) y por tanto existe w € ¢o(Kp) tal que z = woq.

[

Lema 13.6. Sea K compacto Hausdorff y X = C(K) tal que Dens(X) = R;. Entonces
X £ Xy,

Demostracion. Sea {f, : @ < wi} C B(X) una familia de funciones tal que X =
Ua<w, [1f5 1 B < a}]. Observemos que, si A C X es un subconjunto separable, entonces

(i) Existe a < wy tal que [A] C [{fs: B < a}].

(ii) Si g : K — K/ ~4:= Kj es el cociente candnico, el espacio compacto Ky es
métrico y el cociente ¢ no separa entre si a todos los puntos de K.
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Vamos a elegir dos secuencias {z4 : @ < w1} C Ky {ya : @ < w1} C K, y una
secuencia de subespacios separables {Y, : @ < w;} de X tales que:

(L) {fy:v<p} CYsCY, para f < <ws.

(2) {20 : @ < w1} N{Ya : @ < w1} = 0. jOjo! Se permite la repeticién tanto en
{Za @ <wi} comoen {y,:a<w}.

(3) Para todo o < wy, si qq : K — K/ ~y, es el cociente candnico, ocurre que gq
separa los puntos de {z5: 8 < a} U{ys : B < a}, pero ¢a(za) = ¢a(Ya)-

Procedemos por induccién.

Etapa 1. Hacemos Y] := [fi]. Como ¢q; : K — K/ ~y, no separa todos los puntos
de K, podemos elegir dos puntos distintos z1,y1 € K tales que q1(x1) = ¢1(y1)-

Etapa 2. Sea Y> un subespacio cerrado separable de X tal que Y1 U {f2} C Ya y
Y5 separa el par x1,y1, es decir, si ga : K — K/ ~vy, es el cociente candnico, se verifica
que g2(z1) # q2(y1). Como g2 no separa todos los puntos de K, existen dos puntos
u,v € K, u # v, tales que g2(u) = g2(v). Es obvio que {u,v} # {x1,y1}. De hecho
{u,v}N{x1,y1}| < 1. A la hora de elegir z2, y2 nos encontramos con dos casos, a saber:

Caso 1. Supongamos que |{u,v} N{z1,y1}| = 0. Hacemos z3 = u,ys = v.

Caso 2. Supongamos que |[{u,v} N{x1,y1}| =1, v.g., que u € {z1,y1}. Si u = 21,
hacemos o =u =21 y yo = v. Si u = y1; hacemos yo = u =y1 y T2 = v.

Etapa o < w;. Supongamos que se han construido los subespacios {Yz : f < a}
y las secuencias {z3 : f < a},{ys : B < a} de K verificando (1), (2) y (3). Sea Y,
un subespacio cerrado separable de X tal que (Uz.,, Y3) U {fa} C Yo y Y, separa los
puntos de {zg : f < a} U{ys : B < a}, es decir, si go : K — K/ ~y, es el cociente
canonico, se verifica que go(t) # qa(s) si s,t € {zg: f < a}U{ys: B < a}ys#t
Como ¢, no separa todos los puntos de K, existen dos puntos u,v € K, u # v, tales
que ¢o(u) = ga(v). Es obvio que {u,v} N ({zpg: f <a}U{ys:p <a})| <1. A la hora
de elegir z, Yy, nos encontramos con dos casos, a saber:

Caso 1. Supongamos que |[{u,v} N ({zg : B < a} U{yg : f < a})| = 0. Hacemos
To = U, Yo = 0.

Caso 2. Supongamos que [{u,v} N ({zg: f < a}U{ys : B < a})| =1, v.g., que
u€ ({rg:f<atU{ys:f <a}). Siu=wxg para cierto S < a, hacemos z, = v = 2
Y Ya = v. Si u = yg para cierto 8 < a, hacemos y, = u =yg y To = v.

El proceso se prosigue para todo o < wyj. Observemos que X = Ug<y, Yo

Sea z := Lz, :a<w} — L{ya:a<w}» Visto como un elemento de loo(K) C X**.

Aserto. Para todo subespacio separable Y C C(K) se verifica z ¢ v

En efecto, sea Y C X un subespacio separable tal que z € Y. Sea v < wy tal que
Y CY,. Puesto que z € YY c Kw , por el Lema 13.5 existe w € £oo(K/ ~y, ) tal que
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z = w o g,. Por tanto

(2,02,) = (Wo gy, 00,) = w(gy(24)) = wlgy(yy)) = (2,0y,)-

Por otra parte (2,0,,) = 1y (2,0,,) = —1. Hemos llegado a una contradicciéon que
prueba el Aserto.

Por tanto z € X** \ Xy, y esto prueba el Lema. n

Proposicién 13.7. Sea K compacto Hausdorff y X = C(K). Son equivalentes
(a) C(K) es separable; (b) X*™* = Xy,.

Demostracion. Como (a) = (b) es obvio, pasamos a probar que (b) = (a). Supongamos
que Dens(C(K)) > ¥y y probemos que X** # Xy,. Sea Y C C(K) un subespacio tal
que Dens(Y) =Ny y q: K — K/ ~y= Kj el cociente candnico. El subédlgebra cerrada
Z := A(Y U{1}) generada por Y U {1} dentro de C(K) verifica que: (i) Dens(A(Y U
{1})) = Dens(Y) = ¥y; (ii) C(Ko) = A(Y U{1}) (isometria). Por el Corolario 2.5
concluimos que X** # Xy, . |

NOTA. La Proposicién 13.7 no puede extenderse, en general, ni a reticulos o-
continuos ni a algebras de Banach. Basta considerar el espacio X := ¢ ®1 2(I) con
|I|] > Ny. Sin embargo, si es vilida para algebras de Banach conmutativas X tales
que existe 0 < K < oo verificando ||22|| < K||z||?, V2 € X. Ello se debe a que, bajo el
requisito ||z2|| < K||z|?, Vz € X, el dlgebra X es, en realidad, un subdlgebra cerrada del
espacio C'(A), donde A es el compacto de los homomorfismos reales sobre X (el llamado
espacio ideal mazimal de X) con la topologia de Gelfand (ver [97, 11.12 Theorem)).
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Capitulo 14

Los funcionales de /()"
actuando sobre el compacto

(B(loo(1)), w¥)

14.1. Introduccién y preliminares

I serd un conjunto arbitrario infinito. Si A C I, sean A* := A’ \Ay
= U{A* : A C I contable} y I™ :=1TI"\I".

Consideraremos el espacio X := ¢1(I) y el compacto convexo K := (B(loo(I)),w").
Estamos interesados en el comportamiento de los funcionales LZ) € loo(I)* sobre el
compacto K, es decir, en la relacion de 1 con las clases Bip(K), BY,(K), U(K), etc.

T
Proposicién 14.1. Sean I un conjunto infinito, X :=¢1(I) y K := (B(lso(I)),w*). Se
tiene que B1(K) Nloo(1)* = £1(1).

Demostracion. Esto es consecuencia de que /o (I) es Grothendieck y de los resultados

de Odell-Rosenthal (ver Proposicién 1.21). n

El bidual X** = ¢ (I)* es el L-espacio Mg(BI) de las medidas de Radon sobre el
compacto 1. Una primera descomposicién de X** en dos bandas complementarias es

Si f € Bloo(I)) = [~1,1]) la accién de cierta u € Mg(I*) sobre f es simplemente
la integral

[ Fwaue),

siendo f la extensién de Stone-Cech de f a todo 3I. Observemos que f es continua sobre
I*.
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El espacio loo(I)* = Mpg(BI) se identifica con el espacio M(I) de las medidas
acotadas finitamente aditivas en (I,PI) (ver [47, 464F]), siendo PI el conjunto de
las partes de I. La medida p € Mg(5I), vista como elemento de M (I) (que también
denotamos por ), actia de la siguiente forma. Si A C I, entonces

—BI
p(A) = p(A™)
El espacio M (I) se descompone [47, 464F]| como suma directa de dos bandas complementarias
M(I) = M-(I) & M-(I)",

siendo M, (I) la banda de las “medidas completamente aditivas” . Esta descomposicién
es, en realidad, la descomposicién anterior (14.1), pues M, (1) = ¢(I) y M,(I)*+ =
Mp(I*). El espacio M (I) admite también la descomposicién en bandas complementarias
(ver [47, 4641,...,464M))

M(I) = Mn(D) © Mynin(D), (14.2)

siendo M, (I) y Mpnm(I) los espacios que se describen a continuacion.

(a) Consideramos el compacto de Cantor C; := {0,1}! sumergido en B({s(I)). En
este Capitulo, salvo indicacién en contra, denotaremos por v a la probabilidad
de Haar sobre C;. Los elementos de M (I), como funcionales de £, (I)*, actian sobre
Cr de la siguiente forma. Si o € Cy, podemos ver a o como o = 1 4, para cierto A C I. El
elemento 14 € Cy lo identificaremos con A C I, mientras no haya motivo de confusién.
Si F C PI, entonces {1p : F € F} es un subconjunto de Cy (y por tanto de B({(1)))
y pondremos:

(i) v«(F) para referirnos a la medida interior v, ({1 : F' € F}.

(ii) v*(F) para referirnos a la medida exterior v*({1p : F € F}.

(iii) Si p € M(I) y 0 = 14 € Cy, definimos p(o) := pu(A). Si p lo vemos como
elemento de Mg(BI), entonces u(o) = M(Z‘”).

M, (I) es la banda de los elementos o € M(I) que actuando sobre Cy son v-medibles.
Observemos que M, (I) C M,,(I) y que se verifica la descomposicién en bandas

Mm(I) = M’T(I) @ (Mm N MT(I)J_)' (14'3)

(b) Un elemento § € M(I) se dice que es “puramente no-medible” (abrev., pnm) si
la medida exterior

vi({o e Cr:10|(o) = 10](11)}) =1

Mpnm es la banda de los elementos puramente no-medibles. Se verifica que M, (1) C
M, (I)*. De hecho Mp,m(I) es el conjunto de los elementos no v-medibles de M, (I)*+ =
Mg(I*) y M (I)* = (Mp,(I) N Mo(1)Y) @ My (1).

Combinando las descomposiciones (14.2) y (14.3) se obtiene la descomposicién en
bandas
M(I) = M (1) & (M (I) N Mr(1)™) @ Mppn(1). (14.4)



171

Por tanto Mp(I*) se descompone en las bandas complementarias:

Mp(I*) = (M (1) 0 M (1)) & Mypn (1) (14.5)

Si una medida pu € Mpg(I*) verifica u(a) = 0 para todo a C I contable, entonces
p € Mpnm(I) (ver [47, 464Pc]). De aqui que, si I es incontable y [** := I*\U{ZM A C
I contable }, se verifica que Mp(I*™) C Mppm (I). También se verifica que 6, € Mpppm,
cuando p € I*“. En realidad las medidas puramente atémicas Mg (1*) = £1(I*) sobre I*
verifican Mf(I*) C Mppm. En consecuencia, toda medida u € Mpg(I*) con parte atémica
no-nula no es v-medible, y por tanto no universalmente medible, sobre ¢ (1) porque
M, (I) es una banda en M (I) (ver [47, 464M]). En la siguiente proposicién vemos que
0p € Mppm, Vp € I*, y calculamos algunos indices.

Proposicion 14.2. Sea I un conjunto infinito.

(1) Si F C PI es un filtro de partes de I, que contiene a los conjuntos cofinitos,
entonces la medida interior vi.(F) = 0 y la medida exterior v*(F) € {0,1},

(2) SiUd C PI es un ultrafiltro no-principal, entonces v*(U) =1 y v (U) = 0.

(3) Por tanto, para todo p € I*, siUUP C PI es el ultrafiltro no-principal determinado
por p, se tiene que UP no es v-medible y 6, € Mppm (L) (T. de Sierpinski).

(4) Para todo B C PI v-medible con v(B) > 0 y todo p € I* se verifica BNUP #
0 # BNUr.

(5) Para todo p € I* se tiene Med(6y,Cr) = Frag(6,,Cr) =1y

Med(8,, {—1,1}) = Frag(6,,{—1,1}') = Med(5,, B(ls(I))) = Frag(,, B(fso(I))) = 2.

Demostracion. (1) Ver [47, 2548, Vol. 2].

(2) Por (1) vi(U) = 0y v*(U) € {0,1}. Por otra parte, PI = U U U y ademds
v*(U) = v*(“U), porque v es invariante por inversion, es decir, por la complementacién
en I. Por tanto

1=v*(PI) <v*(U) + v (U) =2v"(U).

De aqui que v*(U) = 1.

(3) UP no es v-medible porque v, (UP) = 0 pero v*(UP) = 1 por (2). Por otra parte
el conjunto
Ay i={oc{0,1} : (6,,0) =1}

se corresponde en PI con UP. En consecuencia v*(Ay,) = 1 pero v(Ap) = 0, es decir, 4,
no es v-medible. Ademas, del hecho v*(A,) = 1y de la definicién de My, (1) sale que
dp € Mppm(I).

(4) es consecuencia de que v (U) = 0 = v, (U).

(5) Veamos que Med(6,,{0,1}!) = 1. En primer término, es claro que
0 < Med(6y,Cr) < 1. Sea B € (Bo(Cr),v)". Por (4) existen puntos z,y € B tales
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que (6p,z) = 1y (6p,y) = 0. Por tanto Med(6,,Cr) = 1. Ademds Frag(6,,C) = 1
porque 0 < d, [ C <1y por la Proposicién 3.26.

Los demaés indices se calculan de modo andlogo. |

Si K es un compacto Hausdorff, denotamos por MI%(K ) al conjunto de las medidas
de Radon difusas (atomless) sobre K.

Proposicién 14.3. M,,(I) N M,(I)* C ME(I*¢). Es decir, todas las medidas 1 €
M, (DNM,(I)* son difusas y sop(p) C I*¢. En particular toda medida p € U(B (Lo (I))N
MRg(I*) es difusa y sop(p) C I*.

Demostracion. Si p € M, (I) N M, (I)*, entonces u esté soportada por I*. Si ponemos
= g + tq (parte difusa y atémica), necesariamente p, = 0 porque My, (I) es sélido
y las medidas puramente atémicas sobre I* estan dentro de My, (I). Por tanto, p es
difusa.

Aserto.|u|([*") = 0.

En efecto, si p:= u [ I*, entonces p = 0 pues:

(i) p € Mpnm(I) porque todas las medidas de Radon soportadas por I*" estan en
Mppm(I).

(ii) Por otra parte, M,,(I) es sélido, por lo que p € M,,(I).

Asi que |p|(1*¢) = ||p||. Sea {K, : n > 1} una secuencia de subconjuntos compactos
de I*“ tal que |u|(Ky,) 1 ||p]|. Por cada K, existe A,, C I contable tal que K,, C A . Sea

Ay = Up>14, C I. Es claro que Ag es contable, A5 C I* y |u|(Af) = ||i||. Por tanto
sop(s) = sop(|ul) € Af C I*. .

Si X = 41(]), (existe u € Mfé([*c) difusa que no sea v-medible y, por tanto, no
universalmente medible sobre B({(I))? Es claro que basta considerar el caso I = N.

Proposicién 14.4. Ezisten medidas difusas p € ME&(N*) tales que p € My (N).

Demostracion. Vamos a aplicar [47, 464P(b)]. Es conocido que en N* existen copias K
de BN. Sean {k, : n > 1} C K los puntos de K correspondientes a {n : n > 1} = N.
Se tiene que el conjunto Fgy de probabilidades de la forma 2?21 t; - O, con t; € QT y
Yo, ti =1 es contable y verifica ?E* = Pr(K). Como Py C Mppm,(N), de [47, 464P(b)]
sale que Pr(K) C Mp,m(N). Naturalmente en Pr(K) hay medidas difusas porque las
hay en Pr(N*), ya que N* es perfecto. |

14.2. Bi(B(X*)NX* vs BY(B(X*)) N X** para X = {(I)

Si X es un espacio de Banach, sabemos que Bi(B(X*)) = BY(B(X*)) sii X es
separable (ver la Prop. 3.19), en cuyo caso es claro que By (B(X*))NX** = BY(B(X*))N
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X**. Si X es no separable, aunque ahora Bi(B(X*)) # BY(B(X*)), hay numerosas
e interesantes situaciones en que sigue siendo cierta la igualdad By (B(X*)) N X** =
BY(B(X*)) N X**. Este es el caso del espacio X = ¢1(I), |I| > No. Posteriormente

se ven mas casos. Comencemos mostrando un contraejemplo de un espacio X tal que
Bi(B(X*)) N X* # BY(B(X*)) N X**.

Contraejemplo. Un espacio X tal que By (B(X*)) N X** # BY(B(X*)) N X**. Sea
I un subconjunto incontable y X = ¢o(I). Es claro que By (B(X*)) N X** = (5 (I) #
X** = oo (I). Por otra parte X** C BY(B(X*)) por la Prop. 3.24.

Proposicién 14.5. Sea I un conjunto infinito, X = (1(I) y K = (B({x(I)),w™*).
Entonces B1(K) N X** = BY(K) N X** = {1(I).

Demostracion. Distinguiremos dos casos, a saber:

Caso 1. Suponemos que I es contable. Entonces K es métrico compacto y por tanto
Bi(K) = B)(K).

Caso 2. Suponemos que I es incontable. En este caso K no es HL y B1(K) # BY(K)
(ver Prop. 3.18 y Prop. 3.19). Sin embargo, vamos a ver que también en este caso
BY(K) N X** = B1(K) N X**. Puesto que B1(K) C BY(K), es claro que By (K) N X** C
BY(K)NX**. Sea ) € BY(K)NX**. Entonces 1) € U(K)NX** C My, (I). Sea 1) = 11 +1)o
la descomposicién de 1) en dos medidas de Radon sobre I tales que ¥y € ¢1(I) =
M, (I) y apy € My, (I) N M, (I)*. Teniendo en cuenta que 1); tiene soporte contable y la
Prop. 14.3, existe un conjunto contable J C I tal que, de hecho, ¥ € ¢ (J)*, esto es,
Y € BY(B(loo(J))) Nloo(J)*. Por el Caso 1 se tiene que 1) € Bi(B(fx(J))). Por tanto
v e Bi(K)NX*. [

14.3. Universalmente medibles y calculo baricéntrico en
Mp(I")

Sea I un conjunto infinito y K := (B(¢x(I)), w*). Ya hemos visto que en Mp(I*)
hay muchos elemento que no son universalmente medibles. De hecho todos los elementos
de Mppm(I) no son v-medibles y, por tanto, no universalmente medible. ;Hay algin
elemento no-nulo en Mpg(I*) que sea universalmente medible? Por la Prop. 14.3 es claro
que, de existir, debe ser una medida difusa y pertenecer a M IC%(I *¢). Por tanto basta
considerar el caso I = N.

Mokobodzki dio una respuesta afirmativa a esta cuestién bajo (CH). Modificando
el argumento de Mokobodzki y bajo el Axioma de Martin (M A), Normann dio también
una respuesta afirmativa [86]. Recordemos que (CH) = (M A).

Proposicién 14.6 (Teorema de Mokobodzki-Normann). /M A] Sea I un conjunto infinito.
Entonces existe una medida p € M]{%(I*C) que es universalmente medible sobre
(B(loo (1)), w)
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Demostracion. Ver [86]. [

Nosotros nos planteamos la siguiente pregunta. ;Hay algin elemento no nulo en
MPg(I*) verificando el calculo baricéntrico? Por la Prop. 14.3 es claro que basta considerar
el caso I = N. A continuacién vemos que bajo el Axioma de Martin (M A) la respuesta
a esta cuestién es afirmativa. Previamente consideramos el siguiente Lema que es un
resultado cldsico de Martin y Solovay ([83]).

Lema 14.7. (MA) Sean K un compacto métrico y p € Pr(K). Denotemos por M(u)
al o-dlgebra de los subconjuntos de K que son p-medibles. Entonces:

(1) Si (A;)icr con |I| < ¢ es una familia de subconjuntos p-nulos de K (es decir,
cada A; € M(p) y p(A;) = 0), entonces J;c; Ai € M(p) y p(UierAi) = 0.
(2) Si (A;)ier con |I| < ¢ es una familia de subconjuntos p-medibles de K, entonces

UierAi € M(p) y i(UierAi) = p(Un>14,), para una cierta familia contable {i, : n >
1} C 1.

Demostracion. (1) Ver [86, Th. 3].

(2) En primer término, se ve facilmente que existe una familia contable Iy = {i,, :
n > 1} C I tal que:

p1(Uicry Ai) = méx{u(UjcgA;) : J C I contable}.
Sea Ay = Ujer,Ai y Bi = A; \ Ao, Vi € I. Es claro que (B;)ier es una familia de

subconjuntos p-nulos. Por (1) se tiene que UjerB; € M(u) v pu(UierBi) = 0. Por tanto
Uier i = Ao U (Uier B;) € M(p) y m(Uier4i) = p(Ao). u

Proposicién 14.8. (MA) Sean I =N, X = 1(I) y K := (B(loo(I)),w*). En M, (I)*
hay probabilidades difusas que verifican el cdlculo baricéntrico. De hecho, todo funcional
F € Mg(N*) obtenido aplicando el método de Mokobodzki-Norman verifica el cdlculo
baricéntrico sobre B(X™) y ademds Eindex(F, B(X*)) = 0.

Demostracion. Primeramente comprobamos que los funcionales que produce el método
de Mokobodzki-Normann [86] verifican el cdlculo baricéntrico sobre K := B(X*) =
[—1,1]N. Vamos a seguir la construccién de [86, Lemma 6, Th. 7], que es preciso tener
delante para no perderse, introduciendo algunas modificaciones y observaciones. Sobre
el compacto convexo K se consideran:

(1) La familia S de funciones acotadas f : K — R céncavas usc.

(2) La familia ¥ de funciones acotadas h : K — R que son limite puntual de alguna
red creciente (f,)aea de funciones de S con |A| < c.

Claramente toda f € S es Borel-medible y toda h € ¥ es céncava y ademas por
(M A) universalmente medible sobre K (ver [86, Th. 3]).

Aserto 1. Para toda f € S'y toda pu € Pr(K) se verifica f(r(n)) > [ f(x) - du(z).
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En efecto, dado € > 0, por el T. de separaciéon de Hahn-Banach existe un funcional
1 € X tal que

fir(p) +e=o(r(p) = fr(p) v ¢ 1K=

Por tanto
Fr () + € > u(r /w e /f du(a

Como € > 0 es arbitrario, esto prueba el Aserto 1.
Aserto 2. Para toda h € ¥ y toda p € Pr(K) se verifica h(r(p)) > [ h(x) - du(x).

En efecto, sea (f;)ica C S una red creciente tal que |A| < ¢y h = sup;cy fi-
Sea p € Pr(K) fija. Sea £ := sup;c 4{ [, fi(x) - dpu(x)}. Puesto que (f;)ica es una red
creciente, existe una secuencia creciente i; < ip < i3... en A tal que [ fi, du T £. Por
tanto, si f = sup,>; fi, se verifica f <hy = fK fdu. Claramente f es Borel-medible.
Sean A:={zx € K : h(z) — f(z) >0} y 4; :={x € K : fi(x) — f(x) > 0} para todo
1 € A. Cada A; es Borel-medible, A es universalmente medible y, por tanto, y-medible
y A= Uiead.

SubAserto 21. u(A4;) =0,Yi € A.

En efecto, sea i € A fijoy g; = fi V f. Entonces gi — f > 0y [i(9: — f)dp =
ngid,u — fK fdu = € — ¢ = 0. En consecuencia g; = f p-ctp. Como A; = {x € K :
gi(z) — f(x) > 0}, es claro que pu(A;) = 0.

Por (M A) y Lema 14.7 se tiene que p(U;jc 44;) = 0, de donde p(A) = 0. En particular

Ez/Kh-du.
fin(r / findp

B(r(1)) > sup{ fi, (r(1)) : m > 1} > sup{ /K fordpin =1} = 0= / h(x)dp.

K

Por el Aserto 1 se verifica que

Por tanto

Bajo (M A), dadas dos funciones ¢, —¢ € ¥ y pu € Pr(K) tales que ¢ < v, el método
de Normann permite obtener otras dos funciones ¢’, —’ € ¥ tales que

() p<¢ <9 <.
(ii) [x ¢ (x)dp = [ ' (x)dp, es decir, ¢ =o' p-ctp.

Se toman como funciones iniciales las funciones ¢1,1; K — R tales que

Ve € K, ¢1(x) = h’m>ilnf mn(z) y ¥1(x) = limsup 7, (x),
nz n>1
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siendo 7, () la coordenada n-ésima de = € {,. Observemos que ¢1, —; € S. Se ordenan
las probabilidades sobre K de modo que Pr(K) = {uq : @ < ¢}. Por cada probabilidad
Lo Se obtienen funciones ¢q41, —a+1 € X tales que

(a) Si o> [ entonces ¢g < ¢ < o < Y.
(b) Para todo 8 < a < ¢ se verifica [} (tYat+1 — Pat1)dps = 0.
Por el Aserto 2 para todo 5 < « < ¢ se verifica

| usadis < G (r(u5)) < s (r05) < [ viads
Por tanto por (b) obtenemos que

Pat1(r(pp) = bat1(r(pp))- (14.6)

Se considera F' := sup,.. o = info<c 1o, que estd bien definido, es lineal y continuo
sobre £ (convenientemente extendido), es universalmente medible sobre K y por (14.6)
verifica

V,u S PR( / F dM7

es decir, F verifica el calculo baricéntrico.

Finalmente, veamos que Eindex(F,B(X*)) = 0. En efecto, sea H C B(X*) un
subconjunto convexo w*-compacto. Por el cldsico T. de Choquet sabemos que Ext(H)
es un G5 en la w* topologia y que dado hg € H existe una probabilidad de Radon p
soportada por Ext(H) tal que hg = r(u). De aqui que

(Foho) = [ (P} duh).
Ext(H)
En consecuencia sup(F, H) = sup(F, Ext(H)), de donde Eindex(F, B(X™*)) = 0. [

NOTA. Bajo (CH) el método de Mokobodzki (es més sencillo que el de Mokobodzki-
Normann) conduce también a la construccién de elementos ¢ € M%(N*) no nulos que
verifican el célculo baricéntrico y satisfacen Eindex (¢, B(X*)) = 0.

14.4. El problema del Pindex(d,, B({~(I)) para p € I*

Cuestién 6. Sea I un conjunto infinito y p € I*. Sabemos que 6, no es v-medible y, por
tanto, no universalmente medible. ;Qué podemos decir del Pindex(,, B({s(1)))? sEs
siempre Pindex(0p, B(lo(I))) > 0 6 existe algin p € I* tal que Pindex(dp, Bl (I))) =
0.

A continuacién vemos varios resultados parciales que apuntan en la direccién de que

Pindex(6,, B(¢so(I))) > 0, Vp € I*.
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Si I es un conjunto infinito y x un cardinal infinito, sea I*(k) = I* \ U{ZM A C
I,|A| < K}, es decir, I*(k) = {p € I* : t(p,I) > Kk}, siendo t(p,I) la “tightness” de p
respecto de I. Por ejemplo, I*(Rg) = I* y I*(Ng) \ I*(Xy) = I*“. Vamos a estudiar el
Pindex(6,, B({s(I))) para p € I*(k). La siguiente construccion no tiene requerimientos
axiomaticos especiales.

Proposicién 14.9. Si I es un conjunto y k es un cardinal infinito tales que |I| > k,
existe en I*(k) un subconjunto denso de puntos p tales que Pindex (0, B(lso(I))) = 2.

Demostracion. Bastara probarlo en el caso |I| = k. Consideremos el espacio compacto
{0,1}* y denotemos por A a la probabilidad de Haar en {0,1}*. Sea ) # F C k. Si
o = (0(k)rex € {0,1}*, ponemos o F = (o(k))rer € {0,1}F. Si A C {0,1}F, sea
fa:4{0,1}* — {—1,1} la funcién

1, siolFeA,

Vo € {0,1}", fa(o) = {_1 sio] F' ¢ A

Claramente, si F' es finito, f4 es una aplicacién continua. Decimos que un conjunto no
vacio A es admisible sii existe un subconjunto finito ) # F C k con |F| = n tal que A C
{0,1}F y |A| = 2™ — n. Observemos que en estas condiciones f{O,l}” fad\ =1 —n2t—",
Es claro que |{fa : A admisible}| = x y podemos suponer I = {f4 : A admisible}.
Observemos que:

(1) La familia {f4 : A admisible} separa puntos en {0, 1}".

(2) Para todo n € N, se tiene

’{i—fAGI:/ A z1- =

Para cada o € {0,1}" y n > 1 sea
N(ovm) = (i = fac: fa(o) = 1y 4] > 2"~ n}.

Aserto 1. ({N(o, n)m coe{0,1}F,n>1}CI*y
D=1 ([N o e{0,1}%n>1}) £0.

En efecto, para todo i = f4 € I existe o € {0,1}" tal que fa(c) = 1, de donde

———BI I

i ¢ N(U,H)IB , si |A] > 2" — n. De aqui que ﬂ{N(U,n)B o € {0,1}",;n > 1} C
I*. Por otra parte, dado un subconjunto finito oW, 6@ oW ¢ {0,1}* y ntmeros
naturales ny, - ,n,, es facil ver que |(V_; N(c,n;)| = k. De aqui que D := I*(k) N

(N(No.n)™ o € {0.1}%n > 1}) £ 0.
Consideremos la funcién v : {0,1}* — {—1,1} C B({s(I)) tal que

Vi=fael, Voe{0,1}", ¥(o)(i) = fa(o).
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Observemos que 1/ es una funcién continua inyectiva, cuando se considera en {—1,1}
la w*-topologia de £ (I), que coincide con la topologia producto de {—1,1}!. Asf que
K :=({0,1}*) € {~1,1} es un espacio compacto homeomorfo a {0, 1}*. Sea 1 := 1)(\)
la probabilidad de Radon en K, imagen de A por la funcién continua v, y r(u) =: 29 €
" (K) el baricentro de p. Sea %y la extensién de Stone-Cech de zg a todo S1I.

Aserto 2. Se tiene que Zy(p) = +1, para todo p € D.

——BI
En efecto, si p € D, entonces p € N(o, n)ﬁ para todo n > 1y todo o € {0, 1}". Por
otra parte, para todo j = fa € N(o,n) se tiene

/ fadd>1— 77,217”,
{0,1}+
de donde

20(j) = mj(20) = m;(r(p)) = /Kﬂj(k)du = /{0 e fadh >1—n2t",

Por tanto, %o(p) > 1 —n2'=" V¥n > 1, es decir, Z(p) = +1.
Por otra parte, 6, [ K = —1. Por tanto, Pindex(d,, B({s(I))) = 2.

Finalmente, observemos que, si 7; es el automorfismo de I* correspondiente a una
cierta biyeccién 7 : I — I, los puntos g € 7(D) verifican también que Pindex(q, B(¢o(I))) =
2. Como |J{7=(D) : 7 biyeccién de I'} es denso en I*(k), esto concluye la demostracién.
|

Corolario 14.10. Sean I un conjunto y k un cardinal infinito. Entonces en la capa
C(k, I*) := I*(k) \ I* (k") (K es el cardinal siguiente de k) hay una familia densa de
puntos p tales que Pindex(d,, B({s(1))) = 2.

Demostracion. Por la Prop. 14.9 para cada subconjunto J C I con |J| = k, en J*(k)
hay una familia densa de puntos p tales que Pindex(d,, B({s(J))) = 2 y, por tanto,
también Pindex(dp, B(¢s(I))) = 2. Finalmente observemos que |J{J*(k) : J C I,|J| =
Kk} =T*(k) \ I*(kT). [

Para el cardinal ¢ se obtienen mejores resultados bajo el Axioma de Martin (MA)
como vemos a continuacion.

Proposicién 14.11. (MA) Si I es un conjunto tal que |I| = ¢, toda u € Pr(BI) tal que
sop(p) C I*(¢) (en particular, si p = 6,, p € I*(c)) verifica Pindex(p, B({so(1))) > 1.
En consecuencia, para toda pn € Mg(I*(c)) \ {0} se tiene Pindex(u, B({so(I))) > 0.

Demostracion. Identificamos I = ¢. Sean A la medida de Lebesgue en [0, 1] y Q el espacio
de Stone del algebra cociente M, /Ny, donde M), es el dlgebra de los subconjuntos \-
medibles de [0,1] y Ny es el ideal de los subconjuntos A-nulos de [0,1].  es un espacio
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compacto extremadamente disconexo (porque M) /Ny es completo) tal que el algebra de
Boole de los subconjuntos clopen de €2 es isomorfa al algebra cociente My /Ny. Ademas
existe una probabilidad Borel regular estrictamente positiva normal A en ), definida
por la condicién A(V) = A(U), siendo V cualquier subconjunto clopen de Q y U un
subconjunto A\-medible de [0,1] con A(U) > 0 tal que la clase U + Ny € M,/Ny es la
imagen de V por el anterior isomorfismo.

Sea 0 < € < 1 fijo. Escribimos [0, 1] = {z¢ : £ < ¢} y enumeramos como {F¢ : { < ¢} a
la familia de los subconjuntos Borel B de [0, 1] con medida de Lebesgue A(B) > 1 —¢/2.
Como {z4 : 1 < a < &} es A\-nulo para cada £ < ¢ (por (MA), ver el Lema 14.7), por
cada £ < ¢ podemos elegir un subconjunto compacto K¢ tal que

KgCFgﬂ{$pif<p<C} y )\(Kg)>1—6.

Puesto que K¢ C {z, : £ < p < ¢}, la familia {K¢ : £ < ¢} tiene calibre c, esto es,
Neeca Ke =0, s A C ¢y [A] = c. Sea V¢ un subconjunto clopen de (2 correspondiente
a la clase K¢ + Ny € M,/N)y en el isomorfismo entre el dlgebra cociente My/Ny y el
algebra de los subconjuntos clopen de €. Observemos que X(Vg) = AM(K¢) > 1 — € para
todo & < c.

Aserto. Se tiene que la familia {V; : £ < ¢} tiene calibre ¢, estoes,si A C cy |[A| =,
entonces (e g Ve = 0.

En efecto, supongamos que ﬂgeA Ve # () para cierto subconjunto A C ¢ con |A| = ¢.
Entonces, para todo subconjunto finito £ C A, ﬂge r V¢ es un subconjunto clopen no-

vacio de 2. Incluso X(ﬂge 7 Ve) > 0 porque X es una probabilidad estrictamente positiva
sobre €). Observemos que (¢c o K¢+ Ny € My /N, es la clase correspondiente a (ecp Ve
en el isomorfismo entre el dlgebra cociente M)/N) y el dlgebra de los subconjuntos
clopen de €. Por tanto A(\ecp Ke) = X(ﬂgeF Ve) > 0 para todo subconjunto finito
de F' C A. Puesto que los conjuntos K¢ son compactos, obtenemos ﬂ£€ 4 Ke #0, una
contradiccién porque la familia {K¢ : £ < c} tiene calibre ¢. Y esto completa la prueba
del Aserto.

Consideremos A = {A C ¢ : ey Ve # 0} U {0}. Claramente cada elemento de
A € A verifica |A| < ¢, por lo que A* N I*(¢) = 0. Ademés A es una familia adecuada
(ver [85, p. 1116]), es decir:

(i)si BC Ay A€ A, entonces B € A;
(i) A€ Asi AC cy B € A para todo subconjunto finito B C A, y
(iii) {¢} € A para todo & < c.

Como A es familia adecuada y sus elementos verifican |A| < ¢, K := {14 : A € A}
es un subconjunto w*-compacto de £ (1) tal que todo elemento k € K (recordemos que
I = ¢) satisface k[ I*(c) = 0. Siz € Qy A, = {€ € wy : ¥ € V¢}, entonces 4, € A.
Asi que podemos definir la aplicacién T : @ — K de modo que, para todo z € €,

T(x) = 14,. Se ve facilmente que T es una aplicacién continua. Sea u := T'(\) la imagen
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de Apor T'y zg = r(p) € @0¥" (K) el baricentro de p. Si € € I, definimos e Aoo(l) = R
como 7e¢(f) = f(£), para todo f € loo(I). Observemos que m¢ es una aplicacién lineal
w*-continua sobre ¢ (I). Por tanto

1> 20(§) = me(20) = me(r(p)) = /Kﬂg(k)du(k) = /T(Q) AT (N)(k) =

= [ 1a©)dia) = A0) = MK > 1

En consecuencia, toda p € Pr(I*(c)) verifica que:

(i) (1, 20) > 1 — €.

(i) (u, k) =0, Vk € K.

Por tanto, como € > 0 es arbitrario, concluimos que Pindex(u, B({s(I))) > 1. En
consecuencia, toda u € Mp(I*(¢))* verifica Pindex(u, B(lso(I))) > ||p|-

Finalmente, si n € Mg(I*(c)) \ {0}, se considera la descomposicién p = put — p~ en
su parte positiva y negativa, que son medidas positivas ortogonales, y se le aplica a cada
una de ellas lo anterior, resultando que

Pindex (i1, B(loo(I))) > sup{ Pindex(u", B(ls(I))), Pindex(u~, B(€s(I)))} > 0.

Cuestion 7. Si X es un eB, es claro que, si un funcional ¥ € X** wverifica el cdlculo
baricéntrico sobre (B(X™),w*), entonces Pindex(vy, B(X*)) = 0. Sabemos también (ver
[1, Example 1.2.10], Contraejemplo de la Seccion 1.5) que existen espacios de Banach
X y funcionales ¥ € X** tales que 1p € U(B(X™)) pero Pindex(¢, B(X*)) > 0 y, por
tanto, 1 no verifica el cdlculo baricéntrico sobre B(X*). Si X = (1(I), sexiste algin
elemento ¢ € X** NU(B(X™)) tal que Pindex(v, B(X*)) > 0 ¢ que no verifique el
cdlculo baricéntrico?

Cuestién 8. Si I es un conjunto infinito (en particular, si I = N), sexiste p € I* tal
que Pindex(6,, B(ls(I))) =07

Cuestion 9. Si I es un conjunto infinito (en particular, si I = N), sexiste p € Mp(I*)\
{0} tal que Bindex(p, B({x(I))) =07

14.5. Los indices Width(K) y Frag(K)

Consideremos un espacio de Banach X, un subconjunto w*-compacto K C X* y un
funcional ¢» € X**. Ya se han definido los indices Frag(y, K), Frag(K), Pindex(¢, K),
Pindex(K) y Width(K) (ver Definicién 1.4 y Definicién 3.7). Recordemos (ver la Prop.
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1.10) que Pindex(K) = Width(K). En este Capitulo vamos a probar que también es
cierta la igualdad Width(K) = Frag(K). Para conseguirlo utilizamos el Teorema de
Sierpinski (ver Prop. 14.2).

Proposicién 14.12. Sean X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-
compacto. Se verifica que

Pindex(K) = Width(K) = Frag(K).

Demostracion. Ya sabemos que Pindex(K) = Width(K) (ver la Prop. 1.10) y que
Width(K) > Frag(K) (ver la Prop. 3.11).

Aserto. Frag(K) > Width(K).

En efecto, sea F := {zyn : M, N C N subconjuntos disjuntos} una w*-N-familia
uniforme de K de anchura width(F) > n > 0 asociada a {x, :n > 1} C B(X*)yro € R
tales que, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N C N, se verifica

(z(u,Nys Tm) > 10 +m, sim €M, y (zarny,Tn) <T0, sin€N.

Por cada o € {0,1} ponemos hy = z(psny, siendo M := {m € N: o(m) =1} y
N:={neN:o(n) =0} Sea F:={hy:0€c{0, 11N} CK.SeaT:0 — X el
operador lineal y continuo tal que T'(e,) = x,, ¥n > 1, siendo {e, : n > 1} la base
canénica de £1. Su adjunto T* : X* — (, verifica que T*(z*) = ((x*, Zy))m, Vz* € X*.
Definimos la aplicacién @ : £, — ¢, como sigue

v(an)nZl € U, q)((an)nZl) = (((an —70) VO)A 77)”21'

3=

La aplicaciéon ®, aunque no es lineal, es sin embargo w*-w*-continua y satisface que
®oT*(F) = {0,1} = C. Sean ) la probabilidad de Haar sobre C y u € Pr(F) tal que
$oT™ (1) = A, es decir, A es la imagen de p por la aplicaciéon w*-w*-continua sobreyectiva
g:=®o0T*: F — (C. Sea p € N* arbitrario. Por la Proposicién 14.2 el conjunto UP no
es A-medible y

0= M(UP) = MU ¥ 1= NUP) = N (CUP)).

Sea g7 (UP) =t A C F. Sea ) := §,0T*. Como ||T|| <1 (porque z,, € B(X*), Vn > 1),
es claro que ¢ € B(X™**). Ademds

A={zeF:(¢,z) >ro+n} yF\A={z2€ F: {¢,z) <ro}.

Aserto 3. Med(¢, F) > n.

En efecto, sea B € (Bo(F),u)™ y W C B un subconjunto w*-compacto tal que
u(W) > 0. Puesto que N(g(W)) > u(W) > 0, por la Proposicién 14.2 ocurre que
gW)ynur # 0 # g(W)NUP y esto implica que BN A # () # BN (F\ A). En
consecuencia diam(y, B) > n, lo que prueba el Aserto 3.
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En consecuencia, como ||| < 1, llegamos a que
Frag(K) > Frag(y, K) > Frag(y, F) > Med(y, F) >

Puesto que 0 < n < Width(K) es arbitrario, concluimos que Width(K) < Frag(K),
como queriamos probar. [ |

Corolario 14.13. Sean X wun espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-
compacto. Son equivalentes:

(1) K € (P); (1’) @¥ (W) € (P) para todo subconjunto w*-compacto W C [K].

(2) Frag(K) = 0; (2) Frag(cc” (W)) = 0 para todo subconjunto w*-compacto
W C [K].

(8) X* | K C %(K),' (87) X** | o (W) C BY, (0¥ (W)) para todo subconjunto
w*-compacto W C [K].

Demostracion. La equivalencia (1) < (1) estd probada en [62, Proposition 3.8].
Las equivalencias (1) < (2) y (1') < (2') salen de la Prop. 14.12.
(2

Finalmente, las equivalencias (2) < (3) y (2') < (3) salen de las definiciones de los
indices Frag(y, K)y Frag(K) (ver Def. 3.7). [

NOTA. (a) Sea X un espacio de Banach, H C X* un subconjunto convexo w*-
compacto metrizable y ¥ € X™**. Se verifica que

Frag(y, H) > 1 Bindex(y, H) > L Eindex(y, H) > % Pindex (¢, H).

En efecto, puesto que H es metrizable sabemos por la Prop. 3.8 que Frag(y,H) =
2dist(y, BY,(H)) = 2dist(1, B1p(H)). Ahora basta aplicar la Prop. 4.11 y la NOTA que
sigue a la Def. 1.13.

(b) Bajo (MA) se ha construido en la Prop. 14.8 un funcional F' € Mg(N*) que
verifica el cdlculo baricéntrico y, por tanto, Eindex(F, B({o(N))) = 0 = Pindex(F, B({-(N))).
Sin embargo Frag(F, B({«(N))) > 0 porque F ¢ Seq(Mpgr(SN)) = Bip(B(lso(N)) N
Mg(BN) = ¢1(N). Desconocemos si existe 1p € Mp(N*)\{0} tal que Bindex(¢, B({-(N))) =
0.

(c) Para un espacio de Banach X y ¢ € X** siempre ocurre que ¢ € Seq(X**) =

Bindex(, B(X*)) = 0, pero desconocemos si Bindex(¢, B(X*)) = 0 implica que ¢ €
Seq(X*).
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Capitulo 15

Los funcionales de /,(/)* actuando
sobre el compacto (B({y,(I)), w™)

15.1. Introduccion

Una funcién ¢ : R U {+oo} — [0,+o0] se denomina una funcién de Orlicz si es
convexa, par, no-decreciente y continua a la izquierda para x > 0, ¢(0) = 0y p(z) — o
cuando = — oo (ver [23],[71]). Sea ¢ una funcién de Orlicz. Entonces

(1) Definimos a(p) = sup{t > 0: ¢(t) =0} y 7(¢) :=sup{t > 0: p(t) < co}.

(2) Si I es un conjunto arbitrario, para cada = € RY, se define I,(z) = 3, ().
Sean:

(21) £,(I) el correspondiente espacio de Orlicz, i.e. ly,(I) = {z € R : IA >
0 tal que I, (x/\) < oco}. En £,(I) se considera la norma de Luxemburg ||z|| := inf{\ >
0: I (x/N) <1}, Vo e l,(1).

(22) hy(I) serd el subespacio de ¢,(I) formado por los elementos finitos, es decir,
los elementos = € £,(I) tales que, para todo A > 0, existe un subconjunto finito J C I
de modo que I,((xz | I\ J)/A) < oco. La familia de los vectores unitarios candnicos
{e; : i € I} es base 1-simétrica de hy([). Si I = N pondremos hy, y £, en lugar de h,(N)
y £, (N), respectivamente.

(3) La funcién de Orlicz ¢ satisface: (i) la Ag-condicién en 0 (abrev., ¢ € AY) si

@(t) > 0 parat > 0y limsup, ,q 2@ o, (ii) la Ag-condicién en oo (abrev., p € AJ)

o(t)
si p(t) < oo para todo 0 <t < oo y limsup,_, % < oo; (iii) la Ag-condicién (abrev.,
@ € Ng) sip €AYy e AP (iv) si I es infinito, entonces ¢ € AY sii hy, (1) = £,(1).
(4) Definimos la funcién complementaria ¢* de ¢ como una nueva funcién de Orlicz
©* tal que p*(u) = sup{tu — ¢(t) : 0 <t < oo} para todo u > 0. Se tiene que:
(40) ¢™ = ¢

(41) hy(I)* = e (D).
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(42) b,(1)* = F(p,1)i® F(p, 1), siendo F(p,1); y F(p,I)s bandas complementarias
tales que :

(i) F(¢,1); es la banda de los funcionales integrales y verifica F(p,1); = £+(1)
en el sentido de que, para todo f € F(¢,1);, existe u € £«(I) de modo que (f,x) =

Y oicr Witi, Vo € Ly(T).
(ii) F(¢,I)s es la banda de los funcionales singulares y verifica F(p,I)s = hy,(I)+ =
(€s(I)/hy(I))*. Por tanto, F(p,I)s # {0} sii hy(I) # €y(I) sii ¢ ¢ A sii €1 C hyx(I).

15.2. El espacio Seq({,(I)*)

Sea ¢ una funcién de Orlicz. Sabemos que £, (1) = hy+(1)*. Estamos interesados en
hallar el espacio Seq({,(1)*) = B1(B({,(I))) NL,(1)*. Hemos visto que cuando ¢(x) =
0, |2 < 1, y ¢(@) = 00, [1] > 1 (ahora ¢*(£) = [f], £p(1) = laolI) ¥ hpe () = Lo (T) =
01(I)), se verifica que (ver la Prop. 14.5):

Seq(Ly(1)7) = Bi(B(Ly(1))) N Ep(1)* = BY(B(Ep(1))) N Lp(1)* = hyr(I) = Ly (1)

Lema 15.1. Sean 1 una funcién de Orlicz y (z5)n C B(hy) tal que:

(i) Si xy = (Tpk)k, se tiene xpp — 0, ¥Yn > 1.
k—o0

(ii) Existen z € Ly = (hy)* y € > 0 tales que (z,x,) > € >0, Vn > 1.

Entonces toda subsecuencia ¥ de (xy,)n: (1) contiene otra subsecuencia equivalente
a la base de l1; (2) ¥ no es w-Cauchy.

Demostracion. Por (i) toda subsecuencia ¥ de (zy,), contiene otra subsecuencia que es
equivalente a una secuencia seminormalizada (yg ) tal que: (a) sop(yx) < sop(yk+1); (b)
(z,yk) > €. Por tanto (y)r es equivalente a la base de ¢;. Finalmente (2) sale de (1) y
del T. de Rosenthal. n

Proposicién 15.2. Sean I un conjunto infinito, ¢ una funcion de Orlicz y X = hy+(I).
Entonces Seq(X™) = Bi(B(X™)) N X™ = (L.(I), siendo (. (I) el subespacio de los
elementos x € L« (I) con soporte contable.

Demostracion. Si a(e) > 0, entonces hp«(I) = Ly(I) = €1(I), Ly(I) = loo(I) y este
caso ya se ha considerado en la Prop. 14.5.

Sea a(p) = 0.

Aserto 1. (0. (1) C Seq(X™).

En efecto, sea u € Eg* (I) de modo que existe J := {j,, : n >} C I tal que, de hecho,
u € L+ (J). Entonces es trivial ver que, si ™ =u [ {ji : 1 < n}, entonces u" € hy«(I) y
u™ = uen o(lyx(I),L,(I))(= w*-topologia de ,«(I) como subespacio de £,(1)*).

Aserto 2. Seq(X™) C £g.(1).
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En efecto, consideremos un secuencia (u,), C X tal que uy, ﬂ; zp € X™**. Puesto que
los u,, tienen soporte contable (porque u, € hy=(I)), podemos suponer que I = N. Sea
2o = up +vg con ug € F(p,N); = Ly :=L«(N) y vg € F(p,N),. Queremos probar que,
de hecho, vg = 0. Si uy, = (upg)k, n > 0, es claro que uy, T Uok € R, Vk > 1, siendo
(uor)r = wo. Es facil ver que, si z, = (up1, %02, ..., Uon, 0,0, ..), entonces z, € hy=(N)
Yy Zn — ug en la w*-topologia de X**. Por tanto u, — 2, € hy<(N) y up — 2, —
vo en (X**, w*). Supongamos que vy # 0. Entonces existen z € £,(N) y € > 0 tales
que (z,v9) > €y, sin pérdida de generalidad (suprimiendo un n° finito de términos),
(z,up — zn) > €, Vn > 1. Por el Lema 15.1 esto no puede ocurrir, por lo que debe ser
Vo = 0. [ |

Proposicién 15.3. Sean I un conjunto infinito, ¢ una funcion de Orlicz y X = L,(I).
Son equivalentes:

(1) p € AY.

(2) X* =1Ly<(I) y X* es Grothendieck.
(3) Ly+(I) es Grothendieck.

(4) Seq(X*) = X.

(5) X € (WSC).

Demostracion. (1) < (2) < (3) esta probado en [54, Cor. 5.5].
(2) = (4) & (5) sale de la Prop. 1.21.
(5) = (1). Si ¢ ¢ AY, entonces £,(I) contiene una copia de ¢y, que no es (WSC). W

15.3. El espacio F(p,[); y la medibilidad

Veamos algunas observaciones sobre el subespacio F'(p, I)s de los funcionales singulares.

(1) Caso de ser F(p,I)s # {0}, lo que ocurre sii £,(I) # hy(I) sii ¢ ¢ AY sii
01 C hy«(I), siempre hay en £,(I)* funcionales no universalmente medibles por [65].
Adn mas, podemos afirmar que los hay en F(p,I)s (si F(p,I)s # {0}). En efecto,
distinguimos dos casos:

Caso 1. (5. (I) = Ly+ (1), es decir, I =N 6 a(p*) = 0. En este caso, como todos los
elementos de £ (I) son universalmente medibles (pues £¢. (1) = Seq(€y,(1)*) y £,(1)* =
Lo<(I) ® F(p,1I)s, algin elemento de F(p,I)s no es universalmente medible porque en
L,(I)* hay elementos no universalmente medibles.

Caso 2. Sea (. (1) # Ly(I), es decir, |[I| > Ny y a(¢®) > 0. Por tanto ahora
o= (1) = loo (1), h+ (1) = co(I), hy(I)* = Lp(I) = t1(I) y Lo(I)" = loo(I) = F(p,1);.
Asi que F(p,I)s = {0} y este caso no ocurre, si suponemos que F'(p,I)s # {0}.
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(2) Sabemos que F(p,I)s = hy(I)t = (£,(I)/hyo(I))* v su estructura estd descrita
en [58] y es la siguiente. Suponemos que I es un conjunto infinito y que ¢ ¢ AY de
modo que F(p,I)s # {0}. Denotemos por M(I) al reticulo de Banach de las medidas
acotadas finitamente aditivas sobre I, que sabemos es un reticulo orden isomorfo e
isométrico al reticulo Mg(81) = C(BI)* de las medidas Borel Radon sobre SI. Sea
A:M(I)— C(BI)* dicha isometria. Entonces:

(a) Siv e M(I), se tiene, VA C I, v(A) = A(v)(A™).

(b) Alve M(I):v({i}) =0, Vie I}) =C(BI\I)" (=medidas de Radon de C(5I)*
soportadas sobre I* = I\ I = Mg(I*)).

A continuacién definimos el subespacio M, (1) (M, simplemente si I = N) de Mp(I*)
distinguiendo dos casos, a saber:

(i) Si a(p) > 0, es decir, £,(1) isomorfo a oo (1), My(I) = Mgr(I*).

(ii) Si a(p) = 0, definimos M, (1) € Mpg(I*) como el subespacio de los elementos
v € Mp(I*) tales que existe una secuencia {Gy, }>1 de subconjuntos finitos de I disjuntos
dos a dos verificando:

(1) |v|(I*\ (Uk>1Gk)*) = 0. Es decir, sop(v) C (Up>1Gg)*.
(2) > k>1 9(1/k) - |GE| < o0, donde |G| =card(Gy,).
(3) Dops1 (F[14+1]) - |GLNE| =00, Yn > 1, VE C I tal que |v|(E*) > 0.

Observemos que, para a(y) = 0, todas las medidas v € M, (1) verifican sop(v) C I**

Lo(D) v+ _
o) =
F(p,I)s y My(I) es 1-complementado en C(SI)* (ver [58]). En consecuencia, existe una
proyeccién P : Mp(I*) — M,(I) de norma 1. En el diagrama siguiente se plasman estas

relaciones:

por (1). Se tiene que existe un orden isomorfismo isométrico L : My (I) — (

Mp(I*) 5 M) 5 x* = (ii((?)) = F(p,I).. (15.1)

El caso a(¢) > 0 conduce al espacio ¢ (I), que ya se ha considerado en un Capitulo
anterior. Sea a(yp) = 0. Bajo esta condicién, si v € My(I), entonces sop(v) C I*¢, es
decir, v ignora por completo la parte incontable I** de I*, por lo que, a la hora de
estudiar F(¢, I)s, cuando a(p) = 0, bastara considerar el caso I = N.

Proposicién 15.4. Sean I un conjunto infinito, ¢ una funcion de Orlicz y X = hy+(I).
Entonces:

(1) Sip € AY, by (I) = X** = BYB(L,(I)))NX** mientras que Seq(X**) = low (D).
Por tanto, si |I| > Ny, Seq(X**) # X** = BY(B({,(I))) N X**

(2) Si o & AY, se tiene que

(2. (1) = Seq(t,(I)*) = Bi(B(X*)) N X** = BY(B(X*)) N X**.
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Demostracion. (1) Si ¢ € AY, X = hy+(I) es Asplund y carece de copias de £;. Por la
Prop. 3.24 obtenemos

b (I) = X** = BY(B(£,(I))) N X**.
A continuacién aplicamos la Prop. 15.2.

(2) Ya hemos visto en la Prop. 15.2 que £.(I) = Seq(£,(1)*) = B1(B(X™)) N X**.
Veamos ahora que By (B(X*))NX** = BY(B(X*))NX**. Si a(p) > 0, entonces hyx(I) =
(1), Ly(I) = Lx(I) y este caso ya se ha considerado en la Prop. 14.5.

Sea a(¢) = 0. Distinguiremos dos casos, a saber:

Caso 1. Suponemos que I = N. Entonces X = hy+ es separable, K := (B({,), w")
es métrico y, por tanto, By (K) = BY(K).

Caso 2. Suponemos que [ es incontable. Ahora K = (B({,),w*) noes HL y By (K) #
BY(K) (ver Prop. 3.18 y Prop. 3.19). Sin embargo, vamos a ver que también en este caso
BY(K) N X** = B1(K) N X**. Puesto que B1(K) C B}(K), es claro que By (K) N X** C
BY(K) N X**. Sea z € BY(K) N X**. Entonces z € U(K) N X**. Sea z = u+ v la
descomposicién de z de modo que u € F(p,1); y v € F(p,I)s. Notemos que:

(i) u tiene soporte contable, digamos J; C I, porque u € F(p,1); = £y«(I) con
a(p*) =0 ya que ¢ ¢ AY.
(ii) El funcional v esta asociado a cierta medida v € M,(I) y, como acabamos de

ver, tiene soporte en J5 para cierto subconjunto contable Jy C I.

De (i) y (ii) sale que z se limita a actuar, de hecho, sobre ¢,(J) siendo J = J; U Jo
contable. Més concretamente, que si Py : £,(I) — £,(J) es la proyeccién canénica, existe
un funcional Z € £,(J)* tal que z = Z o P;. Claramente Z € BY(B({,(J))) N L,(J)*. Por
el Caso 1, se tiene que Z € £+ (J), de donde

2 € Ly (J) Clox(I) = Bi(B(ly(1))) N X,

como pretendiamos probar. [ |

Es claro que la Prop. 15.4 extiende la Proposicién 14.5. En relacion con M,(1),
cuando a(y) = 0, cabe hacerse varias preguntas (para a(¢) > 0 ver Capitulo anterior):

Cuestién 1. jExisten elementos ¢ € M, (1) \ {0} que sean universalmente medibles
sobre B({,(1))?

Cuestion 2. Si p € I*, jquién es P(J,) como elemento de M, (I)? Sabemos que 6,
no es universalmente medible sobre (B({x (1)), w*) (Teorema de Sierpinski). ;Es P(dp)
universalmente medible sobre (B({,(1)),w*)?

Cuestién 3. ;Existe alguna medida difusa p € My(I) que no sea universalmente
medible?
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15.4. Descripcién de M, (I). El conjunto soporte S,(I)

En lo que sigue ¢ serd una funcién de Orlicz tal que ¢ ¢ AY (es decir hy, # £,).
Vamos a hallar un cierto subconjunto S, C N* (resp., S,(f) C I*, si trabajamos con
L,(1)) tal que las medidas de M., (resp., M, (I)) estan soportadas por S, (resp., S, (I)).
Sea @ : L,(I) — €,(I)/hy(I) =: X el cociente candnico. Recordemos que para todo
f e l,(I) se tiene que

|Qf|I = mf{||f —hl : h € hy(I)} = inf{\ > 0:3A C [ finito tal que I,(fpa/A) < oo}

Sabemos que hy(I) es proximinal en £, () (ver [58]), es decir, para todo f € £,(I),
existe hy € hy(1) tal que
1QFI = mf{|[lf =Rl : h € ho(I)} = [If = hyll

En particular: (i) Vu € S(X), 3f € S(¢,(I)) tal que Qf = u; (ii) Yu € S(X)*, 3f €
S(l,(I))* tal que Qf = u. Sean uw € X Ty f € £f con Qf = u y definamos Tu : I* —
[0,00) de la siguiente forma:

Vp € I, Tu(p) = lim Q(f4)] (152)

siendo UP el ultrafiltro de partes de I determinado por p y fa = f - 14. Observemos
que el limite (15.2) existe porque, dados A C B C I, se tiene que [|Q(fa)| < [|Q(fB)]-
Ademés no depende del vector f € £, tal que Qf = u, pues, si también Qg = u, entonces

Q(fa) = Q(ga), VA C 1. Como 0 < [|Q(fa)ll < [[ul], es claro que
vpel”, 0<T(u)(p) <|ul,

por lo que Tu € loo(I*).

Lema 15.5. Sean I conjunto infinito, ¢ funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ AY y X =
Lo(I)/hp(I). Sea f e ly,(I) yu:=Qf. Entonces:

(1) Si AW B =1, 6 bien |Q(fa)| = |[ull ¢ bien [|Q(fB)|l = [[ull-

(2) Supongamos que ||ul| > 0 y sean AW B =1 = A"WB’ tales que ||Q(fa)] < |lul >
1Q(far|l. Entonces [|Q(fava)|l < llull y 1Q(fBrs)ll = [lull
Demostracion. (1) Basta observar que X es un M-espacio y que u = Q(fa) + Q(fB)
con |Q(fa)| M Q(fB)] = 0.

(2) Puesto que [[Q(fa)[| < [lull, [[Q(fana)ll < 1Q(far|l < lull ¥ |QUfDINQ(fana)l =
0, obtenemos que [|Q(fauar)| = IQ(fa) + Q(fana)ll = [Q(fa)l V |Q(fan )l < lull

pues X es un M-espacio. En consecuencia, por (1) sale que ||Q(fpnp/)| = ||ull- [

Lema 15.6. Sean ¢ funcién de Orlicz tal que ¢ ¢ A, X = € (I)/ho(I) yu € XT. Se
tiene que:

(1) La funcion Tu es usc sobre I* y, si a(e) =0, sop(Tu) C I*.
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(2) Sia(p) =0y 0 <t los subconjuntos compactos K(u,t) := {p € I* : Tu(p) >
t} C I* tienen interior vacio (relativo a I*).

(3) K (u,|lul]) # 0 y | Tulloc = [|ul]-
Demostracion. Sea f € E;’f tal que Qf = u.

(1) Puesto que 0 < Tu < ||u||, bastard ver que, dado 0 < t < ||ul|, Gt :== {p € I* :
Tu(p) < t} es abierto en I*. Sea p € Gy. Esto quiere decir que existe A C I tal que p € A*
v |Q(fa)|l < t. En consecuencia A* C Gy, de donde sale que Gy es abierto. Si a(y) = 0,
todo elemento de £, (I) tiene soporte contable y esto justifica que sop(Tu) C I*°.

(2) Sea f € £,(I)" tal que Qf = u'y B := sop([), que es contable pues a(p) = 0. Es
claro que sop(Tu) C B* y que K (u,t) C B* es un subconjunto compacto por (1). Veamos
que int(K(u,t)) = 0. Sea A C B un subconjunto infinito, digamos, A : {i,, : n > 1}.
Puesto que |f(in)] — 0 (porque a(p) = 0), dado 0 < A\ < t, existe un subconjunto
infinito Ag C A tal que I,(fa,/A) < 0o. De aqui que [[Q(f4,)]| < A < ty, por tanto,
Al C °K (u,t)). Luego int(K (u,t)) = 0.

(3) Siu=0, K(u,0)=1I* Sea ||ul| >0y f € l,(I)" tal que Qf = u. Consideremos
el compacto K C I* definido por

K= n{B" : |Q(fen)l| < [ull}-

Observemos que K # () porque la familia de compactos {B* : ||Q(feg)|| < ||u||} tiene la
propiedad de la interseccién finita por el Lema 15.5. Veamos que K = {p € I* : Tu(p) =
lull} = K (u, ||u]|). Se tiene que:

(a) K C {p € I : Tu(p) = ||u||}. En efecto, sea p € K y supongamos que Tu(p) <
|lu||. Esto quiere decir que existe A € UP tal que |[|Q(fa)|l < ||u||. En consecuencia
K C (“A)*, por la definicién de K, de donde p ¢ K, una contradiccién que prueba el
contenido K C {p € I : Tu(p) = ||ul|}.

(b) {p € I : Tu(p) = ||ul|} C K. En efecto, sea p € I'* tal que Tu(p) = |Ju||. Sea
AW B =T tal que [|Q(fa)|l < ||u|, es decir, K C B*. Necesariamente p ¢ A*. Por tanto
p € B* y, en consecuencia, p € K. |

Definicién 15.7. Sean I un conjunto infinito, ¢ funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ A
y X = Ly,(I)/hy(I). Para cada v € X definimos Tu : I* — R de modo que Tu =
Tut —Tu™. Es claro que Tu € loo(I), Yu € X.

Proposicién 15.8. Sean I un conjunto infinito, ¢ funcién de Orlicz tal que ¢ ¢ A9
y X =L,(I)/ho(I). La aplicacion T : X — (Uso(I"), |- |lo) €s un orden isomorfismo
isométrico entre X y su imagen T(X). Ademds T(X) C DBSC(I*)(= funciones h :
I* — R diferencia de dos funciones semicontinuas acotadas).

Demostracién. (1) Comencemos probando que, siu,v € Xy A, u > 0, entonces T'(Au+
puv) = ANT'u+ pTv. Es inmediato que T'(Au) = AT'u por la definicién de Tu y T'(Au) (ver
(15.2)). Bastard probar que T'(u + v) = Tu + T.
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(1A) Si u Av = 0, existen f € X y una descomposicién AW B = I tales que
Q(fa) =uy Q(fp) =v. Por tanto:

(i) Si p € A*, se tiene que Tv(p) =0y T(u+ v)(p) = Tu(p).

(ii) Anédlogamente, si p € B*, Tu(p) =0y T(u+v)(p) = Tv(p).

Asi que T'(u+v) =Tu+ Tv en el caso u Av = 0.

(1B) Supongamos que 0 < v < u. Sean f,g € L,(I)", 0 < g < f, tales que Qf = u
v Qg = v. Consideremos el cociente g/f € R! (convenimos que 0/0 = 0), que verifica
0 <g/f <1.Dado € > 0, podemos hallar una particién disjunta {E} : k =1,...,n} de
I y ntimeros «ay, € [0, 1] tales que

Zak ﬂEk§*<Zak+€ 1g, = Zak fEk<9<ZO‘k+€ fEk (15.3)

f k=1 k=1

Ten1endo en cuenta que ) y T son crecientes, (1A) y (15.3) obtenemos

Zak Q(fg,) <Qg=v<) (ar+€) - Qfs,) (15.4)
k=1 P

y
Zak T(Q(fr)) < Tv <Y (an +€) - T(Q(fr,))- (15.5)

k=1
Por tanto, como u = Y ;_; Q(fg,) v los vectores Q(fg,) son disjuntos dos a dos, por
(1A), (15.4) y (15.5) obtenemos

T(utv) <T(ut Y (o +€Qfr,)) ZQ (fEy) +Zak+e Q(fg,)) =
k=1

=T (1+e+a)Q(fn) = (1+¢ ZT fEk>>+ZakT<Q<fEk>> =

k=1 k=1

n
(1+¢e)Tu+ Z arT(Q(fr,)) S (1+e)Tu+(1+€)Tv=1+¢)(Tu+Tv).
k=1
Puesto que € > 0 es arbitrario, concluimos que T(u + v) < Tu + Tw. Veamos la otra
desigualdad:

Tu+Tv =T(Q(f)) + T(Qg)) < T( ZQ f5) + T(Z(ak +Q(fr,)) =
k=1 k=1

n n

= S TQ(f8)) + 3k + Q) = S (1 + e+ an)T(Q(fr,)) =
1 k=1 k=1

=T((1+6))_Q(fr)+Y_ aQ(fg,)) <T(1+u+v) <

k= k=1
<ST((A+e)(utv)) =1+ )T(utv).

—_
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Puesto que € > 0 es arbitrario, concluimos que Tu + Tv < T'(u + v). En consecuencia,
T(u+v) =Tu+ Tv en este caso.

(1C) Sean w,v > 0 arbitrarios. Elegimos f,g € £,(I)" tales que Qf =uy Qg = v.
Sean E:={ie€1:f(i)<g(i)} y F=1\E. Entonces

f+9=(fe+ge)+ (fr+gr) siendo (fe+ge) A (fr+9r) =0 vy fe < gE, gr < fF.
Asi que:

T(u+v) =T(Qf +Qg) = T(Q(f5 + gr) + Qfr + gr)) "=’

= T(Q(f5 + 95)) + T(Q(fr + gr)) 'L T(Q(fr)) + T(Qgr)) + T(Q(fr)) + T(Qgr)) =
W Qs + 7)) + T(Qop + 9r)) = T(QF) + T(Qg) = Tu + Tv.

(2) Probemos que T es lineal.

(2A) En primer término T'(Au) = AT'u, Yu € X, VA € R. Basta considerar los casos
A>0y A <0, junto con la definicién Def. 15.7 de T'.

(2B) Probemos que T'(u +v) = Tu+ Tv, Yu,v € X. Sea z = u + v. Se tiene que

T —zT=z=u+v=u"—u +vT -0 = vt o+ =T 4w+,

Por (1) obtenemos:
Tut +Tot + Tz =T +vt +27) =T +u” +v7) =Tz +Tu™ +To.
En consecuencia, de lo anterior y la Def. 15.7 concluimos que:

Tu+v)=Tz=Tzt —Tz" =Tut —Tu +Tvt —Tv™ =Tu+Tv

(3) Veamos que T es un orden isomorfismo isométrico entre X y su imagen en
(loc(I), || - lloo)- Se tiene que:

(i) Para todo u € X, (Tu)t = (Tut —Tu" )" = Tut y (Tw)” = Tu". Es decir, T
es un homomorfismo de reticulos.

(ii) Veamos que T es una isometria. Aplicaremos que tanto X como ¢ (I) son M-
espacios, el punto (i) anterior y el Lema 15.6. Para todo u € X se verifica:

Jlull = sup{[lu™ ||, [lu~[I} = sup{|Tu" [loo, [ Tu™ [loo} =
= sup{|[(Tw) " [loo, [|(Tu) oo} = 1 T'ul|ox.

En consecuencia T" es un orden isomorfismo isométrico entre X y su imagen en (¢ (1), || - ||, )-

(4) Finalmente, puesto que Tu = Tut — Tu~, Yu € X, y Tut,Tu™ son funciones
acotada usc sobre I* (ver el Lema 15.6), es claro que T'(X) es un subespacio de DBSC(I*).
|
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Definicién 15.9. Sean I un conjunto infinito, ¢ funcion de Orlicz tal que o ¢ AY y
X = Lo(I)/he(I).

(1) Un subconjunto compacto K C I* es un p-compacto si K = K(u,t) = {p €
I* : Tu(p) >t} para cierto u € X yt > 0. Obviamente, si a(p) = 0, todo p-compacto

K werifica K C I*. La coleccion de los subconjuntos p-compactos de I* se denota por
Ko(I).

(2) Un subconjunto compacto K C I* es un super-p-compacto si ezxisteu € S(X)*
tal que K = K(u,1) = {p € I* : Tu(p) = ||u|]| = 1}. La coleccién de los subconjuntos
super-p-compactos se denota por SIC,(I). Obviamente SIC, (1) C Ky (I).

(3) Siu € X7, el p-soporte S,(I,u) de u en I* es Sy,(I,u) = {p € I* : Tu(p) > 0}.
Es claro que S,(I,u) es un Ko tal que, si a(p) =0, S,(I,u) C I*.

(4) El p-soporte S,(I) de X es S,(I) = U,cx+ Sp(L,u). Claramente S,(I) C I*¢
cuando a(p) = 0.

NOTA. Si a(yp) > 0, entonces hy«(I) y £y(I) son isomorfos a co(I) v loo(I),
respectivamente, y S, (1) = I*. Si a(¢) =0, S,(I) C I* y S,(I) es denso en I*°.

Proposicién 15.10. Sean I un conjunto infinito, @ funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ A
y X =L,(I)/hy(I). Sea {K, :n > 1} C SK,(I). Entonces existe Ko € SK(I) tal que
UnZl K, C Ky.

Demostracion. Sea fn, € S(l,(I))* tal que K,, = {p € I* : T(Qfn)(p) = 1}, n > 1. De
entrada I,(fn) < 1 porque f,, € B({,(I)). Anulando en f,, un ntiimero finito y suficiente
de coordenadas (lo que no afecta a @ f,), podemos suponer sin pérdida de generalidad
que I,(fn) < 27" Sea f := Vy>1fn. Entonces f(i) = Vyp>1fn(i), Vi € I, y se tiene:

L(f) =) o(fF@) <D Y e(fa@) =D @lfuli)) =Y Ip(fa) < L.

el i€l n>1 n>1 i€l n>1

En consecuencia f € B({,(I))" y, de hecho, f € S({,(I)) pues 0 < f, < f. En
consecuencia, si p € K, es claro que T(Qf)(p) = 1. Por lo tanto

| En € Ko = {peI": T(Qf)(p) = 1}.

n>1

Proposicién 15.11. Sean I un conjunto infinito, ¢ funcién de Orlicz tal que ¢ ¢ A9,
X =L,(I)/ho(I) y Q : L,(I) — X el operador cociente candnico. Sean p € Mg(I*),
€ X* el funcional que p induce sobre X, es decir, zj, = Lo P(p) segun (15.1), y
=1z, 0Q el funcional que p induce sobre l,(I). Entonces para todo u € X se verifica

T xm ¥

*

Por tanto, xj, = poT y z;, =poToQ.
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Demostracion. Procedemos por etapas.

Etapa 1. Suponemos p1 > 0y u € X*. Sea f € £,(I)" tal que Qf = u. Entonces
(ver [58, Proposition 7.1]) se verifica:

(ay,u) = inf Y [Qfe,ll - n(EF),

k=1

en donde el infimo se toma sobre el conjunto de las particiones finitas { £y, Ea, ..., E,}
de I. Teniendo en cuenta la definicién de T, que ||Q fg, || = sup{T'u(p) : p € E};} y que
Tu es p-integrable (es boreliana), es claro que

<xz,u>:/ Tu - dpu.

Etapa 2. Sean p € Mg(I*)T y u € X arbitrario. Entonces teniendo en cuenta la
Etapa 1y que Tu™ = T(u™"), Tu™ = T(u~) obtenemos:

(@) = () = (o) = [ T du— [ T d =

:/ Tu+-du—/ Tu_-d,u:/ Tu - du.

Etapa 3. Sean pu € Mg(I*) y u € X arbitrarios. Entonces teniendo en cuenta que
= $Z+ — xl*r obtenemos:

<$Z,u>:<x;+—xz_,u>:/ Tu-d;ﬁ—/ Tu‘du:/ Tu - dpu.

Corolario 15.12. Sean I un conjunto infinito, ¢ funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ AY y
ne MR<I*>

(1) Pp es la unica medida v € M,(I) tal que z;, = ), es decir, tal que

Yu € X, Tu-dy:/Tu-d,u.
]* *

(2) Si p >0, entonces 0 < Pu < p.

Demostracion. (1) Los funcionales T,y :1:}3# determinados por p y Pp, resp., sobre X
coinciden. En consecuencia por la Prop. 15.11 se verifica

/ Tu-dp = (r,,u) = (Tp,,u) = / Tu-dPpu.

*
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Sea v € M, (1) tal que
Yu € X, Tu-d,u:/ Tu - dv.
I* *

Entonces, si x, y z;, son los funcionales determinados por u y v, resp., sobre X, por la
Prop. 15.11 se verifica

Yu e X, (xz,u>:/ Tu-d,u:/ Tu-dv = (z),u).

Es decir, 2, = z7,, de donde Py = Pv =v.

(2) Sean T,y x}“ los funcionales determinados por p y Pu, resp., sobre X (son
iguales). Sabemos (ver [58, Prop. 7.1]) que existe f € £,(I)* tal que I,(f) <1y para
todo subconjunto infinito £ C I:

Pu(E") = (2py, Qf ) = (3, Qfp)-
Por la Prop. 15.11 se verifica
(2, QfE) = /1 T(Qfr) - du.

Por otra parte 0 < T(Qfr) < 1g-. Asi que

/T(QfE)-dué/ Lps - dp = p(E").
I* I*

En definitiva, Pu(E*) < p(E*), lo que implica que 0 < Pu < p. |

Proposicién 15.13. Sean I un conjunto infinito, ¢ funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ A
y € Mp(I*). Son equivalentes:

(a) pe My(I); (b) existe K € SKy(I) tal que sop(p) C K.

Demostracion. (a) = (b). Bastara considerar el caso > 0 pues M, (I) es una banda de
MRg(I*). Sea z}, € X* el funcional que y induce sobre X . Sabemos que existe f € £,(1)*
con I,(f) <1 de modo que para todo subconjunto £ C I se verifica

W(E) = (z,, Q(fE))-
Asi que por la Prop. 15.11 se tiene
lull = 1) = (27.Q5) = [ 7@ do (15.6)

Sea K :={peI": T(Qf)(p) = 1} que verifica K € SK,(I). Puesto que 0 <T(Qf) <1,
por (15.6) se tiene que p(K) = ||u|| v sop(u) C K.
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(b) = (a). Basta probar la implicacién para p > 0. Sea f € S({,(I))" tal que
sop(p) CK :={peI":T(Qf)(p) =1} € SK(I). Se tiene:

(i) Claramente ||u| = [, T(Qf) - du. También ||Pu| = [,. T(Qf) - dPu porque
sop(Pp) C K ya que 0 < Pu < p.

ii) Los funcionales =¥ y x%  determinados por u y Pu, respect., sobre X coinciden.
H Pu
En consecuencia por la Prop. 15.11 se verifica

| 1@ du=ta@n = @hQn) = [ T(@1)-aPu.

De todo lo anterior sale que ||u|| = || Ppl|, lo que implica que p = Pu ya que 0 < Pu < p.
Por tanto u € My,(1). [

Corolario 15.14. Sean I un conjunto infinito, ¢ funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ AY, u €
Mpg(I*) y £ :=sup{|u|(K) : K € SK,(I)}. Entonces existe un compacto Ko € SKy(I)
tal que |p|(Ko) =€ y Pp=pu | Ko.

Demostracion. Bastara considerar el caso u > 0. Sean K,, € SIC,([I) tales que pu(K,) —
¢. Por la Prop. 15.10 existe Ko € SK,(I) tal que J,,~; K, C Kp. Observemos que
pw(Ko) = €y que u(K \ Ko) = 0 para todo K € SK,(I). Sea v := u | Ko. Es claro
que v € M,(I) (por la Prop. 15.13), que 0 < v < p y que pu(K) = v(K) para todo
K e SK,(I).

Aserto. Py =v.

En efecto, sea p := u — v que verifica p > 0. Sabemos que existe (ver [58, Prop. 7.1])
g € l,(I)T tal que I,(g) < 1y que sop(Pp) C K1 :={p e I*: T(Qg)(p) = 1} € SK,(I).
Por otra parte
0 < Pp(K1) < p(K) = (K1) — w(K) = 0,

En consecuencia Pp = 0. Puesto que Pv = v, obtenemos
0=Pp=Pu—Pv=Pu—v.

Por tanto Pu = v. [ |

Proposicién 15.15. Sean I un conjunto infinito y ¢ funcién de Orlicz tal que ¢ ¢ AY.
(1) Sea p € I*. Se tiene que P(6p) = 6y, sip € Sy(I), y P(0p) =0, sip ¢ Sy(1).
(2) So(I) = U{K : K € SK,(I)}.

Demostracion. (1) Por el Cor. 15.14, P(6,) = 6, [ Ko para un cierto Ko € SKy(I).

Asi que P(6,) = 6, 6 P(6,) = 0.
Sea p € S,(I). Entonces existe f € B({,(I))" tal que T(Qf)(p) > 0. Por tanto

[ 1@ aPG) = (i @) = (a5, = [ T(@1)-d(E) = T(QNE) >0
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Esto quiere decir que P(6,) # 0, es decir, P(6,) = 0p.
Sipé¢ Sy(I), P(6p) =0 porque 6, [ K =0 para todo K € SK,(I).

(2) Sale de (1) y del Cor. 15.14. [

Lema 15.16. Sean I un conjunto infinito y ¢ una funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ AS.
Entonces todo compacto K € SK,(I) contiene un subconjunto homeomorfo a BN.

Demostracion. (A) Supongamos que a(p) > 0. Ahora £,(I) = lo(I), hyp(I) = co(I)
y el isomorfismo T" : £,(I)/hy(I) — DBSC(I*) descrito en la Prop. 15.8 es un orden
isomorfismo isométrico entre £,(I)/hy(I) y C(I*) (ver [58, Prop. 1.2]). Aun mads, si
g€ely(I), ToQ(g) =g | I* siendo § la extension de Stone-Cech de g a todo BI. Sea
f e SUy,(I)* tal que K := {p € I* : T(Qf)(p) = 1}. Entonces v := T(Qf) = f |
I* € C(I*) es una funcién verificando v € S(C(I*))t y K = {p € I'* : v(p) = 1}. Sean
in € I,n > 1, tales que f(in) >1—-1/ny A= {i, : n > 1}. Entonces A* C K y A*
es homeomorfo a N*. Como N* contiene una copia de SN (ver [113, pg. 77, Cor. 3.23]),
concluimos que K también la contiene.

(B) Sea a(p) = 0. Entonces K C I*“ y podemos suponer que I = N. Sea f € S({,)"
tal que K :=={pe I": T(Qf)(p) = 1}.

Aserto 1. Si W € SK,(N), existe una descomposicion N = Ay W A; con Ag y Ay
infinitos tales que W N Af, W N A} € SK,(N*) \ {0}.

En efecto, sea g € S(€,)" tal que W = {p € N* : T(Qg)(p) = 1}. Observemos que
g verifica I,(g) < 1 pero I,(Ag) = oo para todo A > 1. Podemos escoger dos sucesiones
crecientes disjuntas (ng)x v (mg)x en N tales que

YAS 1, ) o(A-glmg) =00 => (- g(m)).

k>1 k>1

Ahora basta coger dos subconjuntos disjuntos Ag W A; = N de modo que (ng)r C Ag y
(my)r C A1. Observemos que W = (W N Ag) w (W N A7) y que

WNAG={peN":T(ga,)(p) =1} #0 # {p e N" : T(ga,)(p) = 1} = WN A].

Aserto 2. |K| =2y K contiene una copia de SN.

En efecto, sean S :=J,5,{0,1}" y s € S.

(i) Si s €{0,1}" decimos que la longitud de s es n, abrev., |s| = n.

(ii) Si |s| > m, entonces la restriccién s [ m de sames s [ m:=(s(1),...,s(m)) €
{0,1}™.

(iii) Si s,t € S, ponemos s < tsii [s|=m < |t|y s=1t | m.

Es claro que (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Por cada s € S elegimos,

mediante un proceso inductivo y apoyandonos en el Aserto 1, un subconjunto infinito
Ay C N de modo que:
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(a) AUH'JAlzNyAs:AsoLﬂAsl, Vs € S.
(b) AxNK #10.

Sea {s" :m > 1} C S una sucesién de elementos de S incomparables dos a dos y
elijamos d,, € A N K. Entonces D := {d,, : n > 1} es un subconjunto infinito contable
discreto de K. Por [113, Th. 3.3, pg. 71] se tiene que |K| = 2y por [113, 3.5 Prop., pg.
72] que D C K es homeomorfo a N. [

15.5. Extension del Teorema de Sierpinski

Lema 15.17. Sean I un conjunto infinito y ¢ una funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ AS.
Sea p € Mg(I*) tal que sop(p) C K € SKy(I). Sea 2z, € L,(I) el funcional que p
induce sobre Ly(I), es decir, z; = poT oQ € L,(I)*. Siz, € U(B(ly(I)), se tiene que
p € U(B( (D).
Demostracion. Sea f € S(ly,(I)t tal que K = {p € I* : T(Qf)(p) = 1}. Sea @ :
loo(I) = Ly(T) tal que ®(z) = (x(2) f(i))icr, Vo € oo(I). Se tiene que:

(i) ® es una aplicacion lineal y || - ||-continua de norma ||®|| < 1.

(ii) La aplicacion @ : B({so(I)) = B(£,(1)) es w*-w*-continua.

Observemos que, si ¢ € {oo(I) y & es la extension de Stone-Cech de z a todo SI, se

verifica:

(1) Vpe K, i(p) =T(Q o ®(x))(p), de donde sale que & = T'(Q o ®(z)) p-ctp. Esto
se prueba facilmente comenzando por x = 1g, F C I, y observando que si p € K se
verifica:

o) = 1e)0) = { o S0E R} =T 0) = TN ()

(2) En consecuencia, para todo = € £ () se tiene:

(o) = /K 5 dp= /K T(Qo ®(x)) - dp = (=, B(x)),

es decir, p = z; 0 ®.

De aquf sale inmediatamente que, si z, es universalmente medible sobre B({,(1)), p

lo es sobre B({oo(1)). [

Sean I un conjunto infinito, ¢ una funcién de Orlicz tal que ¢ ¢ AJ y p € I*. La
delta de Dirac ¢, la veremos como un elemento del dual ¢ (1)*. Ademas J,, determina un
funcional sobre ¢, (I), que la hemos denotado por zg‘p, tal que <z§p, 9) =T(Qg)(p), Vg €
l,(I), es decir, z(’;p =dp,0T0Q.
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Proposicién 15.18. [Extension del T. de Sierpinski] Sean I un conjunto infinito y ¢
una funcion de Orlicz tal que o ¢ AY. Entonces:

(A) Sip € I*, se verifica que: (i) si p € S,(I), z5, no es universalmente medible
sobre B({,(I)); (ii) sip ¢ S,(I), z5 = 0.

(B) Supongamos que p € Mg(I*) es tal que tiene parte atdmica soportada sobre
algiin punto de Sy(I). Entonces el funcional z, := poT oQ (inducido por p sobre £,(1))
no es universalmente medible sobre B({,(1)).

Demostracion. (A) Basta aplicar el Lema 15.17, que p € K para cierto K € SK,(I)
(por la Prop. 15.15), sip € S, (1), y que 6, no es universalmente medible sobre B({o (1))
(T. de Sierpinski, ver la Prop. 14.2).

(B) Sea v = Pp y observemos que: (i) 2, = 2; (ii) sop(v) C K para cierto K €
SKy(I) y v = 2, o ® para cierto funcional ® : £o(I) — £,(I) (ver Lema 15.17); (iii) v
tiene parte atomica soportada sobre algin punto de K por lo que v no es universalmente
medible sobre B(lu (1)) (ver [46, 464M]). Por el Lema 15.17 2;, = 2, no es universalmente

medible sobre B({,([)). [

Corolario 15.19. Sean I un conjunto infinito y ¢ una funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ AS.
(1) Sea C C S,(I) un subconjunto contable y W := C. Se tiene que:
(11) Eziste K € SKC,(I) tal que W C K.

(12) Sip € Mr(W)\{0}, el funcional =, € L,(I)* asociado a p no es universalmente
medible sobre B({,(1)).

(2) Si K € SK,(1), existe un subconjunto W C K homeomorfo a SN tal que todas
las medidas p € Mr(W) \ {0} (entre ellas las hay difusas) verifican que el funcional
2y € Ly(I)* inducido por p no es universalmente medible sobre B({y(I)).

Demostracion. (11) sale de la Prop. 15.10 y la Prop. 15.15. (12) sale del Lema 15.17 y
de que p ¢ U(B(loo(I))) cuando p € Mr(W) \ {0} (ver [46, 464P(b)]).

(2) Por el Lema 15.16 existe en un subconjunto W C K homeomorfo a SN. Por tanto
si C := {w, : n > 1} C W son los puntos correspondientes a N, se tiene que W = C.
Por (12) toda medida p € Mgr(W) \ {0} verifica que 2 no es universalmente medible
sobre B({,(1)). Finalmente observemos que Mr(W) = Mg(BN) y que en Mp(SN) hay
medidas difusas. u

15.6. Extension del Teorema de Mokobodzki-Norman

Por la Seccién anterior sabemos que hay muchas medidas p € Mpg(I*) tales que
z, no es universalmente medible sobre l,(I). ;Hay alguna medida p € M (/) no nula

(necesariamente difusa) tal que 2} sea universalmente medible sobre £,(/)? La respuesta
es afirmativa, bajo (MA), y se ve en el la siguiente proposicion.
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Proposicién 15.20. [Eztension del T. de Mokobozdki-Norman] (MA) Sean I un conjunto
infinito y ¢ una funcion de Orlicz tal que ¢ ¢ AY (es decir, F(p,I)s # {0}). Entonces
existe una probabilidad difusa p € My(I) = F(p,I)s que es universalmente medible
sobre (B(Ly(1)),w*). Ademds p verifica el cdlculo baricéntrico.

Demostracion. Si a(p) > 0, entonces €,(I) es loo(I) y el Teorema de Mokobodzki-
Norman (ver [86, Th. 7]) asegura, bajo (MA), que existe una probabilidad difusa v €
Pr(I*) tal que v € U(loo(I)). Ademds v verifica el cdlculo baricéntrico por la Prop. 14.8.

Sea a(p) = 0. En este caso los funcionales singulares, es decir, los elementos de
(ly(I)/hy(I))*, son medidas de Radon sobre I* que “viven” dentro de I*¢. Asi que
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que I = N. Como ¢ ¢ AY, se tiene que
01 C hyx. Sea F' : £1 — hy+ el correspondiente isomorfismo entre /1 y su imagen. Se puede
suponer sin dificultad que F' es un operador positivo, es decir, Fx > 0 si x € Kf. Sea
v € Pg(I*) la probabilidad difusa citada en el parrafo anterior y 2o := F**(v) € (£5)".
Se verifica que zg € U({,) porque zp = v o F™*, siendo F* un operador w*-w*-continuo.

Por otra parte, como £, = F(p,N); @ F(p,N)s, se tiene zgp = 2; + 25 con 2; €
F(p,N)f = Z:g* y zs € F(p,N){. Por tanto, puesto que z; € U({,) (recordemos que
F(p,N); = Bi(B(£,)) N Z:‘D), concluimos que z; = 2o — z; € U(B({y)).

Aserto 1. z; # 0.

En efecto, supongamos que zs = 0. Entonces 20 = z; € Ly = Bi(B({y)) N L, =

Fn”

Seq(L}). Por otra parte, v € (5, = Zw*, de donde F**(v) = zp € F(¢1) . Por el
Lema 1.19 existe una secuencia (uy), C ¢ tal que F(u,) = F**(uy) N zo en (€5, w*).

De aqui que u, — v en 0%, es decir, v € Seq(l%,), lo que es imposible pues, en la

descomposicién £ = 01 & Mp(N*), se tiene que Seq(ls,) =41 y v € Mp(N¥).

Aserto 2. z, es, como elemento de F(¢,N); = M,(N) € Mg(N*), una medida
positiva difusa sobre N*, que verifica (6 mejor, su funcional asociado 2z} € g verifica)
el calculo baricéntrico.

En efecto, ya sabemos que z; > 0. Veamos que z; carece de parte atomica. De
poseerla, por la Prop. 15.18, no serfa zs (es decir, 2z, = zs o T o Q) universalmente
medible sobre B({,), lo que contradice el hecho z, € U(B({,)) probado anteriormente.

Ademas, z4 verifica el célculo baricéntrico sobre B({,) porque zs = 2p — z; y porque:
(i) 2o lo verifica ya que zg = F**v y v lo verifica sobre B({).

(ii) z; verifica el calculo baricéntrico, pues todo elemento de Bi(B(X*)) N X** lo
verifica para todo espacio de Banach X.

Sea p = zs/||zs||- Entonces p es una probabilidad difusa sobre N* tal que poT o Q
es universalmente medible sobre B({,,) y verifica el calculo baricéntrico. |
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