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Prodlogo

El trabajo que presentamos estd dedicado a estudiar la relacion de las distancias
d(©V (K),Z) y d(K,Z) dentro de un espacio de Banach dual X*, cuando K es un
subconjunto w*-compactos de X* y Z es un subconjunto convexo de X*.

Si nuestro espacio de Banach dual es, en realidad, un bidual, digamos X**, y el sub-
conjunto w*-compacto K no esta dentro del espacio de Banach X, aparece un interesante
problema relacionado con el clésico Teorema de Krein-Smulian, a saber: jqué relacién
guarda la distancia d(co®" (K), Z) con la distancia d(K, Z) cuando Z es un subespacio de
X y, en particular, cuando Z = X7 En los dltimos anos se han realizado notables avances
en el estudio de ésta y otras cuestiones andlogas. Los resultados de estos estudios, que
constituyen nuestro punto de partida, quedan recogidos en el Capitulo 1.

En el Capitulo 2 consideramos el problema antes citado en su forma general: ahora
X* es un espacio de Banach dual y Z un subespacio de X*. Introducimos el concepto
de control de la distancia d(co®” (K), Z) por parte de la distancia d(K, Z), definimos la
familia de los espacios de Banach universalmente Krein-Smulian y damos la siguiente sor-
prendente caracterizacion de esta familia: un espacio de Banach Z tiene universalmente
3-control (es decir, ocurre que d(co®" (K),Z) < 3d(K,Z) para todo dual X* tal que
Z C X* y todo subconjunto w*-compacto K de X*) sii Z no contiene una copia de
El(t).

En el Capitulo 3 se aplican a los subconjuntos convexos de un dual X™* las técnicas
antes desarrolladas, generalizando los resultados precedentes a dicha familia de subcon-
juntos convexos.

En el Capitulo 4 damos condiciones intrinsecas necesarias y suficientes para que
un subconjunto w*-compacto K C X* de un espacio de Banach dual X* verifique
eV (H) = co(H), para todo subconjunto w*-compacto H de K.

En el Capitulo 5 se estudia el control en X** de la distancia d(co”” (K), X) por parte
de la distancia d(K, X), cuando K es un subconjunto w*-compacto de X** y X es un
reticulo de Banach y, mas generalmente, una suma directa 1-incondicional de espacios

de Banach WCG.

Un caso especial de espacio dual es el espacio o (I). El estudio de la conexién entre
las distancias d(co® (K),Z) y las distancias d(K, Z), cuando Z es un subespacio de
l5(I) y K un subconjunto w*-compacto de ¢ (I), se hace en el Capitulo 6.
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El Capitulo 7 se dedica a estudiar el control dentro de ¢ (Z) del subespacio de las
funciones acotadas de la primera clase de Baire sobre Z, siendo Z un espacio polaco. Se
obtienen generalizaciones de los clédsicos resultados de Bourgain, Fremlin y Talagrand
[6].

Finalmente, en el Capitulo 8 reunimos algunos resultados sueltos como: (i) el control
en su bidual X** de un espacio de Banach X con generador proyectivo; (ii) la relacién
entre el control en X* y la existencia en X de copias de ¢1; (iii) la conexién en RY

entre las distancias J(Fw*,C(H )) v d(K,C(H)) cuando H es un espacio topolégico y
K c R¥ es un subconjunto numerablemente Tp-compacto.



Capitulo 1

Introduccion

En este Capitulo recopilamos ciertos resultados recientes ([21],[23],[24],[25]), que seran
el punto de partida y la base de las investigaciones que aqui desarrollamos. Dichos
resultados se refieren a la conexién entre las distancias d(co®” (K), Z) y d(K, Z), cuando
K es un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach bidual X** y Z es un
subespacio de X (en particular, cuando Z = X).

La notacién que utilizamos es la habitual (ver [36] y [19]). Si A es un conjunto, el
cardinal de A se denota por |A| 6 por #A. Por & indicamos la unién disjunta. Si X es un
espacio de Banach, indicamos por Bx y Sx (6 bien B(X) y S(X)) la bola unidad cerrada
y la esfera unidad de X, respectivamente, y por X* su dual topoldgico. Si C' C X** es un
subconjunto convexo, z** € X** y A C X**, sea d(z**,C) = inf{||™* —z| : x € C} la
distancia de z** a C'y d(A, C) = sup{d(a,C) : a € A} la distancia de A a C. co(A) indica
la clausura convexa de A, co(A) es la || - ||-clausura de co(A) y co®" (A) la w*-clausura
de co(A). sp(A) (6 bien [A]) serd el subespacio generado por A y 5p(A) ( 6 bien [A]) el
subespacio cerrado generado por A. Observemos que: (i) d(co(A), C) = d(co(A),C) =
d(A,C); Qi) si Xt ={ze X" :2(z) =0, Vze X} yQ: X* — A= es la aplicacién
cociente candnico, entonces:

d(a™, X) = sup{z(a™) : z € S(X )} = [ Qa™|.

Existen algunos hechos que sugieren que la distancia J(@w*(K ), X), cuando K C
X** es un subconjunto w*-compacto de X**, estd controlada por la distancia cf(K , X).
A saber, por un lado tenemos el clasico Teorema de Krein-Smulian (ver [17, p. 51]). Con
la terminologia de las distancias, este Teorema dice lo siguiente: si X es un espacio de
Banach, todo subconjunto w*-compacto K C X** tal que d(K, X) = 0 (es decir, K C X
es un subconjunto w-compacto de X) verifica que d(co®” (K), X) = d(K, X) = 0, esto
es, o (K) estd dentro de X, por lo que co(K) = co¥(K) = " (K) y co(K) es
w-compacto.

Por otro lado, si el dual X* del espacio de Banach X no posee una copia de /1,
entonces d(K,Z) = d(co" (K), Z) para todo subconjunto w*-compacto K C X** de
X** y todo subconjunto convexo Z C X**. En efecto, es conocido (ver [30]) que si X*
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no tiene una copia de ¢; entonces ocurre que ¢o(K) = ¢o v (K) para todo subconjunto
w*-compacto de X**. Por tanto, como d(co(K), Z) = d( Z), obtenemos que d(K, Z) =
d(@"" (K), 7).

En vista de estos hechos, uno se inclina a conjeturar que d(K, X) = d(co®" (K), X)
para todo subconjunto w*-compacto K C X™ y todo espacio de Banach X. En realidad,
las cosas no ocurren exactamente asi, porque, como vamos a ver, existen espacios de Ba-
nach X y subconjuntos w*-compactos K C X** tales que d(co®” (K), X) > 3d(K, X) >
0. Sin embargo, como vemos a continuacién, existe una constante universal 1 < M < oo
tal que a?(@w*(K),Z) < MJ(K, Z), para todo subespacio Z C X y todo subconjunto

*-compacto K C X™, y, ademds, 3 < M < 5. Identificamos, también, diferentes clases
de espacios de Banach para los que vale la constante de control M = 1.

1.1 La extensién del Teorema de Krein-Smulian

Comenzaremos probando el siguiente simple lema.

Lema 1.1. Sean (£2,%, 1) un espacio de medida positiva finita y {An}n>1 C X una
secuencia de subconjuntos medibles verificando u(A,) > 6 > 0 para todo n > 1 y cierto
0 > 0. Entonces existe un subconjunto infinito I C N tal que (,c; An # 0.

Demostracion. Consideremos la secuencia By, = (Ji~,, Ak, 7 > 1, que es decreciente y
verifica p1(By,) > & para todo n > 1. De aqui que u((),,>; Bn) > 0 y por tanto (>, Bn #
0. Cojamos w € (,>; By y elijamos por induccién una subsecuencia {A,, }r>1, np <
ng+1, tal que w € A;Lk para todo k > 1. Entonces I = {ny : k > 1} es el subconjunto
infinito que buscamos. u

Si I es un conjuntovinﬁnito, B1 denota la compactificacién §tone—Cech de I, I'* .=
BI\Iy,sifelo(l),feC(BI)denota la extension de Stone-Cech de f a todo 51.

Proposicién 1.2. Sean I un conjunto infinito y X = (c ( ol llso)- Entonces todo

subconjunto w*-compacto K C X** = Uy (I) verifica que d(K,X) = d(co®" (K), X).

Demostracion. Recordemos, en primer término, que si f € X** = {,(I), se tiene que

d(f, X) =sup{|f(p)| : p € BI\ I}.

Supongamos que exista un subconjunto w*-compacto K C Bx+ tal que J(K,X) <
d(co”" (K), X). Entonces podemos encontrar dos niimeros reales positivos a, b tales que

d(K,X) <a<b<d@ (K),X)<1.

Elijamos un punto zg € c® (K) tal que d(z9,X) > b. En estas condiciones existen
e>0ypo € BI\I tales que |Zy(po)| > b+ €, por ejemplo, Zo(pg) > b+ €. Sea U C I

tal que pg € o™ y 20(j) > b+¢€, Vj € U. Sea p una probabilidad de Radon sobre
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K tal que zg = r(u) (es decir, zp es la resultante o baricentro de p) y denotemos
Aj:={ke K :k(j) > b}, j €U, que es un subconjunto cerrado de K.

Aserto. p(Aj) > 15, Vi e U.

En efecto, sea mj : {oo(I) — R, j € I, tal que m;(f) = f(j) para todo f € lo().
Observemos que 7; es una aplicacién lineal w*-continua sobre o (1), para todo j € I.
Por tanto, para todo j € U tenemos

o) = miz0) = m(r0) = [ mi(kdn = [ k=

:[;

J

)+ [ RS )+ 0 (A

lo que implica que

zo(j) — b €
. > .
md) 2 ST >

Sea Vp C U un subconjunto infinito arbitrario. Por el Lema 1.1 existe un subconjunto
infinito contable Ny C Vj tal que @ # A; C K. Elijamos xg € ) A;. Entonces

—BI . . . . .
para todo q € Noﬂ se tiene que Zo(q) > b, lo que implica, teniendo en cuenta que
0 # ng \ I € N*, que d(zg, X) > b, una contradiccién, pues x( pertenece a K. |

7€No 7€Ng

Definicién 1.3. Un espacio de Banach X posee la propiedad J (abreviadamente, X € J)
st para todo z € Bx«\ X y todo nimerob € R con 0 < b < d(z,X), existe una secuencia

{z}}n>1 C 6(Bx+, 2,b) == {u € Bx~: z(u) > b} tal que z}, “0.

Para esta clase de espacios de Banach con la propiedad J probamos el siguiente
resultado.

Proposicion 1.4. Sea X un espacio de Banach tal que X € J. Entonces todo subcon-
junto w*-compacto K C X** verifica que d(K,X) = d(co® (K), X).

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existan un sub-
conjunto w*-compacto K C Bx»+ y dos niimeros reales a, b tales que:

d(K,X) < a<b<d@(K),X).

Sea zy € c0” (K) tal que d(z0, X) > b. Como X € J existe una secuencia {x}},>1 C

S(Bx+, 20,b) tal que z}, “20.SeaT: X — co := co(N) tal que T'(z) = (z,(x))n>1, Vo €
X. Claramente T es una aplicacién lineal continua con norma ||T'|| < 1. Sea L = T**(K),
que es un subconjunto w*-compacto de By__.

Aserto 1. d(L, cy) < d(K, X).

En efecto, sea cg = {f € ¢ = €% : (f,u) = 0, Yu € ¢} y cojamos v € BC(J)_.
Entonces ||T%*(v)|| < 1 y para todo = € X se tiene:

(T (v),x) = (v, T""z) = (v,Tz) = 0.
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Por tanto T***(Bcé) C Bx. ydeaqui,sike KyT*(k)=:he L, se deduce que:

d(h,co) = sup{(v,h) : v € Bcé-} =
= sup{(v,T"*(k)) : v € BCOL} = sup{(T"*(v), k) : v € Bcé} <
<sup{(w,k):w € Byx1} =d(k,X).

Aserto 2. Si wp := T"*(2g) € @" (L), entonces d(wo,co) > b.

En efecto, sea {e,}n>1 la base canénica de ¢1, que satisface T*(e,) = z}, Yn > 1.
Como z} € &(Bx-~, 20, b), se tiene
(wo, en) = (T™(20), en) = (20, T"(en)) = (20, x}) > b. (1.1)

Sea 1 un punto w*-limite de la secuencia {e, },>1 en (€5, w*). Claramente ¢ € B
y también ¢ (wg) > b por (1.1). Por tanto d(wog,co) > b. Asi que L C By es un
subconjunto w*-compacto tal que

d(L,co) < d(K,X) < a<b<d(wy,co) < d(@” (L),c),

lo que contradice la Proposicion 1.2. |

En el siguiente corolario establecemos que hay muchos espacios de Banach que poseen
la propiedad J y que, por tanto, satisfacen la Proposicién 1.4. Recordemos que para un
espacio de Banach X, la bola unidad cerrada del dual (Bx=«,w*) es angélica en la w*-
topologia si, para todo subconjunto A C Bx+ y todo z € Zw*, existe una secuencia
{an}n>1 C A tal que ay, w2, Bs facil probar que si la bola unidad dual (Bx=«,w®)
es angélica entonces: (i) si Y C X es un subespacio, la bola unidad dual (By=,w*) es
angélica; (i) si T': X — Y es un operador continuo tal que Y = T'(X), la bola unidad
dual (By~,w*) es angélica. Las siglas WCG y WLD son las abreviaturas de las frases en
inglés weakly compactly generated y weakly Lindeldf determined, respectivamente. (ver

[19],[1] para su definicién y propiedades). Es conocido que si X es un espacio de Banach
WLD, la bola unidad dual (B(X*),w*) es angélica.

Corolario 1.5. Si X es un espacio de Banach tal que la bola unidad dual (Bx~,w*) es
angélica (por ejemplo, si X es WCG 6 WLD), entonces X € J y, por tanto, para todo
subconjunto w*-compacto K C X** se tiene que d(K,X) = d(co®” (K), X).

Demostracion. Probemos que si zp € By« \ X y 0 < b < d(20,X), entonces 0 €
G(BX*,ZO,I))U(X ) Sea Y € S(X+) € X*** tal que 9(z9) > b. Como By: es un
subconjunto w*-denso en Bx«« y 1¥(29) > b, se tiene ¢ € 6(BX*,ZO,b)g(X X ), de

donde obtenemos 0 € S(BX*,zo,b)a(X ’X), pues ¢» € X+. Ahora basta aplicar que

(Bx~+,w") es angélica. [
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Probamos a continuacién algunos hechos auxiliares. Si X es un espacio de Banach,
denotemos por Iy : X — X la aplicacién identidad de X, por Jx : X — X** la
inmersién candnica de X en X*™ y por Rx : X** — X* la restriccién candnica tal que
(Rx(2),z) = (2, Jx(x)), para todo z € X*** y todo z € X. Notemos que Rx = (Jx)*
v que Rx o Jx» = Ix~.

Es bien conocido que Jx+(X*) estd 1-complementado en X*** con proyeccién Px :
X*** — X*** tal que Px = Jx+~oRx. Como ker(Px) = {z € X*** : (2, Jx(z)) =0, Vx €
X} = X+, disponemos de la descomposiciéon X*** = X+ @ Jx-(X*). El subespacio
X1 estd complementado en X*** con proyeccién Qx : X*™** — X*** tal que Qx =
Ix+ — Px. Observemos que 1 < ||Qx|| <2y que:

BxL C Qx(Bx***) C HQ_)(” 'BxL C 2BxL.

Lema 1.6. Sean X un espacio de Banach y Qx : X*** — X™** la proyeccion candnica
sobre X . Supongamos que Y C X es un subespacio cerrado. Entonces para todo u € Y**
(ahora consideramos Y** como un subespacio de X**) se tiene:

d(uv X) < d(uv Y) < ||QX|| : d(u’ X) < Qd(ua X)

Demostracion. En primer término, es claro que d(u, X) < d(u,Y), porque Y C X.

En lo que sigue distinguimos entre X y Jx(X), entre Y y Jy(Y), etc. Seai: Y — X
la aplicacion inclusion. Entonces ¢* : X* — Y™ es una aplicacién cociente, ¢** : Y** —
X** es una aplicacién inmersién tal que (i**)y =i, y i : X*** — Y*** es de nuevo

» >k %k k

una aplicacién cociente tal que (***);x+ = ¢*. Observemos que ***(Bxs+) = Byw«s.
Se comprueba facilmente que Jx o7 = i** o Jy y que Jyx o i* = i*** o Jx+, de donde
concluimos que

Aserto. Qy o™ =" 0 Qx.

En efecto, tenemos que

QY o FFF — (IY*** o JY* o Ry) O FFFF — gREE _ JY* o RY 0¥ —
<ksk ok

=" — Jyso0i* o Ry =" — "™ o Jx« o Rx =
= i*** o (Ixse — Jx- 0 Ry) =i""0Qx.
Del Aserto se deduce que ||Qy| < [|@x| v que
By. C Qy(By=+) = Qy (i (Bx=+)) =
=i (@x (Bxe)) C i ([ Qx| - Bys).
Por tanto, si w € Y**, finalmente obtenemos
d(u, Jy (Y)) =sup{(z,u) : z € By} <
< sup{ (i (w), u) : w € |Qx|| - Bxr} =
= Qx| - sup{{w, " (u)) : w € Bx1} =
= [1Qx |- d(@™ (u), Jx (X)) < 2d(i* (u), Jx (X))
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Nota. Ver el Lema 3.2 para una demostraciéon més simple del Lema 1.6.

Un subconjunto w*-compacto A C X* de un espacio de Banach dual X* se dice que
estd w*-fragmentado por la norma de X* (ver [19, p. 81],[40]) si para todo subconjunto
no vacio B C Ay todo € > 0 existe un subconjunto w*-abierto V' C X* tal que VN B # ()
y diam(V N B) < ¢, siendo diam(V N B) el didmetro de V N B.

Lema 1.7. Sean X wun espacio de Banach, Z C X* un subespacio y K C Bxx un
subconjunto w*-compacto tal que existen a,b > 0 verificando:

d(K,Z) < a<b<dc (K),Z).

Entonces existen zg € o (K) y ¢ € S(Z+(X*)) con 1(20) > b tales que, si p es una
probabilidad de Radon sobre K con baricentro r(u) = zo, se verifica que: (a) p no tiene
dtomos; (b) si H = supp(u)(= soporte de 1), para todo subconjunto w*-abierto V de X*
con VN H # 0 existe ¢ € e (VN H) tal que ¥(€) > b; (¢) H no estd fragmentado por
la norma de X*.

Demostracién. Elegimos z € 0% (K) y 1 € S(Z+(X*)) tales que ¥(z) > b+ ¢ para
cierto € > 0. Por el Teorema de Bishop-Phelps, existe ¢ € S(X**) con ||¢) — ¢| < €/4 tal
que ¢ alcanza su maximo sobre co® (K) en cierto zg € co® (K). Asf que:

$(20) > ¢(2) =(2) + (¢ —¥)(2) > b+e— je=b+ je,
¥(z0) = ¢(20) + (v — @) (20) > b+ Je —qe=b—+3e y :
Vk € K, (k) = ¢(k) + (¢ — ) (k) < a+ 1€ < b+ 3e < ¢(z). (1.4)

En particular, observemos que zg ¢ K por (1.4).

(a) Sea p una probabilidad de Radon sobre K con baricentro r(u) = zp y supongamos
que u posee algin adtomo, es decir, que existen 0 < A < 1 y kg € K tales que p =
A Oy + p1, p1 > 0. 81 A = 1 entonces pu = dy,, de donde r(u) = ko € K, lo que
es imposible porque r(u) = 29 ¢ K por (1.4). Asi que, 0 < X\ < 1, esto es, u3 # 0y
llp1]] =1 — A > 0. Entonces pp = X - dg, + (1 — )\)”Z—i” y

20 = (i) = Mo + (1= Ar(-E1),

[ 1]
de donde, puesto que ¢(kg) < ¢(z9) (por (1.4)) y ¢(T(H%H)) < ¢(zp) (porque T(IIZiII) €

" (K)), obtenemos que

6(20) = Xolho) + (1= N(r(IH10) < Ao(z0) + (1= X)o(z0) = 6(z0),

una contradiccién.

(b) Sea H = supp(i) y supongamos que existe un subconjunto w*-abierto V' de X*
con VN H # 0 tal que (&) < b, para todo ¢ € co®” (VN H). Denotemos por 1 = pvnu
a la restriccion de p a VN H, esto es, ui1(B) = p(B NV N H) para todo subconjunto
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Borel B C K. Sea us := u — p1. Observemos que p1 y po son medidas positivas tales
que

(i) 1 # 0, porque @ # V N H =V Nsupp(p), y

(ii) po # 0 pues si g = 0, esto es, 1 = pu1 = ppyvu, entonces 2o = 7(u) € e (VNH)
y ¥ (20) < b, que contradice a (1.3).

Por tanto tenemos la descomposicién p = p1 + po verificdindose que 1 = ||u|| =
llpea || + |lpell con ||pa]] # 0 # ||uz2]|. Asi que podemos escribir:

M1

= - s -r K2 .
20 =r(p) = [l (HMHHIquII ()

2

Puesto que r(m) € " (VNH), entonces w(r(m)) < b, de donde qb(r(”Z—h‘)) < b+ie
(porque || — ¢|| < €/4). Por tanto, teniendo en cuenta que T(H‘;—z”) € co¥ (K), lo que
implica que (b(r(HZ—zH)) < ¢(20), y (1.4) obtenemos

= r ad T H2
d(z0) = [l o( (Ilmll)) + [zl ( (Iluzll)) <

< Nl + 3€) + llu2llé(z0) < lullé(z0) + lln2llé(20) = d(20),

una contradiccién.

(c) Sea n = b — a y supongamos que H estd w*-fragmentado por la norma de X*.
Entonces existe un subconjunto w*-abierto V tal que VN H # () y diam(V N H) < Z.
Por tanto, si hg € V N H, se tiene que co® (V N H) C B(ho;n/2) (=bola cerrada de
centro hg y radio 1/2). De aqui que, para todo & € &% (V N H), se verifica

n

Y(§) < Y(ho) + 5

<d(ho,Z)+5 <a+3 <b,

lo que contradice a (b). [
Probemos a continuacion la extension del Teorema de Krein-Smulian.

Proposicién 1.8 (Extensién del Teorema de Krein-Smulian). Si X es un espacio
de Bgnach, Z C X un sybespacio de X y K C X™ un subconjunto w*-compacto, se tiene
que d(eo® (K), Z) < 5d(K, Z).

Demostracion. Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un sube-
spacio Z C X y un subconjunto w*-compacto K C Bx=« tal que

d(@" (K),Z) > 5d(K, Z).
En estas condiciones podemos hallar dos niimeros reales a,b > 0 tales que

d(@" (K),Z) > b > 5a > 5d(K, Z).

Por el Lema 1.7 tenemos el siguiente Hecho:
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Hecho. Existe un funcional ¢ € S(X*) y un subconjunto w*-compacto () # H C K
tal que para todo subconjunto w*-abierto V con VN H # () existe £ € 0¥ (V N H) con
$(&) > b.

Etapa 1. Aplicando el Hecho con Vy = X** elegimos & € o (H) tal que ¥(&1) > b.
Como B(X™) es un subconjunto w*-denso en B(X***), existe 7 € S(X™*) verificando
x%(&1) > b. Por tanto & € {u € X** : (u,23) > b} Nco® (H), de donde deducimos que,
si definimos Vi 1= {u € X** : (u,a}) > b}, entonces V3 N H # (). Elegimos n; € Vi1 N H.
Puesto que d(n1,Z) < a, podemos hacer la descomposicién 11 = nj +n3 con n € Z y
77% € aBx#=.

Etapa 2. Sea Y1 = [{n{}] C Z. Puesto que Vi N H # 0, por el Hecho existe & €
e (ViNH) con (&) > b. Como dim(Y7) < 0o, (&) > by b € Yi+, existe 23 € S(X*)
tal que 3(&2) > by @3y, = 0. Por tanto {& € {u € X™ : (u,23) > b} nee” (Vi N H),
de donde deducimos que, si definimos V5 := {u € X** : (u,x}) > b, i = 1,2}, entonces
Vo H # (. Elegimos s € VoN H. Como d(12, Z) < a, podemos hacer la descomposicién
g =13 + 15 conny € Zy 3 € aBxss.

Reiterando, obtenemos las secuencias {x} }n>1 C S(X™), {nk}x>1 C H verificando
M =1k + 1 con ny € Z y i € aBxe, k> 1,

tal que zf(ng) > b,i=1,..,k,y $z+1rYk = 0, donde
Y, = [{7711 1= 1,...,k}] C Yk+1 C Z.

Sean Y = Up>1Yy C Zy K; = (K + aBx+) NY™. Entonces Y es un subespacio
cerrado separable de Z y K es un subconjunto w*-compacto de Y** (considerado Y™**
canénicamente sumergido en Z** C X**). Observemos que {n! : i > 1} C K. Por el
Lema 1.6, como K; C Y** y d(K;,Z) < 2a, tenemos que d(K1,Y) < 4a (de hecho,

d(K1,Y) <2(Qz|a < 2|Qx|la < 4a).
Sea 19 un punto w*-limite de {n}r>1 en X**.

Aserto 1. d(no,Y) < b5a.
~ En efecto, en primer término es claro que ny € K; + aB(X**). Por otra parte,
d(K1,Y) < 4a. Por tanto d(no,Y) < ba.

Aserto 2. d(ng,Y) > b.
En efecto, sea ¢ € B(X***) un punto w*-limite de {z} },>1. Puesto que z(nx) > b,
si k > n, deducimos que z}(n9) > b, Vn > 1. De aqui obtenemos que ¢(np) > b. Ain

més, ¢ € Y- (X***) porque $2+1|Yn =0eY, CY,41. Por tanto d(no,Y) > ¢(no) > 0.

Puesto que b > 5a, obtenemos una contradiccién y esto completa la demostracion.
|

Cuando K N Z es w*-denso en K, el argumento de la Proposicién 1.8 nos da el
siguiente resultado.
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Proposicion 1.9. Sean X un espacio de Banach, Z C X wun subespacio cerrado y
K C X* un subconjunto w"-compacto. Si Z N K es w'-denso en K, se tiene que

d(w¥ (K),Z) < 2d(K, Z).

Demostracion. Supongamos que existe un subespacio cerrado Z C X y un subconjunto
w*-compacto K C Bx« tal que ZN K es w*-denso en K y sin embargo J(@“’* (K),Z) >
2d(K, Z). Sean a,b > 0 tales que d(co®" (K),Z) > b > 2a > 2d(K, Z). A continuacién
seguimos la argumentacion de la Proposicién 1.8 pero introduciendo los siguientes cam-
bios:

(i) Como Z N K es w*-denso en K, ocurre que ) # Vpy,NH C V;NZNK, Vk > 1.
Ahora elegimos 7 en Vi N K N Z, de modo que, como 1, € Z, se puede hacer la
descomposicién n; = 77,% + 7),% con n,ﬁ =Ny 77,%, =0

(ii) Definimos

Ky =w'cl({n:i>1}) C Y™ NK.

Claramente d(K,,2Z) < d(K,Z) < a, de donde d(K,,Y) < 2d(Ki,Z) < 2a (de
hecho, d(K1,Y) < ||Qzlla < ||@xlla < 2a). Finalmente, todo punto w*-limite ny de

{nk }e>1 en X** satistace ng € K1, d(no,Y) < 2ay d(no,Y) > b, que es una contradiccion.
|

Observacioén. El argumento de la Proposicién 1.8, de hecho, conduce a que
d(eo” (K), Z) < 2l|Qz| + 1)d(K, Z) < (2| Qx| + Dd(K, Z) < 5d(K. Z).
También en la Proposicién 1.9 se obtiene, de hecho, que

d(co”" (K), Z) < |Qz|ld(K, Z) < |Qx|ld(K, Z) < 2d(K, Z).

Corolario 1.10. Sean X wun espacio de Banach, Z C X* un subespacio de X* y
K C X* un subconjunto w*-compacto w*-fragmentado por la norma de X™*. Entonces

d(@" (K),Z) = d(K, Z).

Demostracion. Todo se sigue inmediatamente del Lema 1.7. También puede deducirse
de [40, Theorems 2.3 and 2.5], en donde se prueba que co(K) = &% (K) siempre que
K C X* sea un subconjunto de X*, que esté w*-fragmentado por la norma de X*. W

Nos interesa considerar los casos X = (¢1(1), || ]1) y X = (boo(I),] - |lco), en relacién
con el comportamiento de la distancia d(co®”” (K), X) respecto de la distancia d(K, X),
para todo subconjunto w*-compacto K C X**. El comportamiento de (¢1(I), || - ||1)
es 6ptimo (es decir, d(co®” (K),X) = d(K,X), para todo subconjunto w*-compacto
K C X**). Sin embargo, el comportamiento de (¢o (1), ||-|loc) 10 €s bueno, como veremos
mas tarde.
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Respecto del espacio de Banach X = (¢1(I),|| - ||1), tenemos que hacer observar, en
primer término, que no se puede aplicar la Proposicién 1.4 porque desconocemos si ¢ (1)
tiene la propiedad J, cuando I es incontable (si I es contable, ¢1(I) es separable y tiene
la propiedad J). De hecho, si aceptamos que existe un cardinal medible incontable «
(ver [14, p. 186, 196] para las definiciones, etc.) e I es a un conjunto con |I| = a, se
prueba facilmente que ¢1(/) no tiene la propiedad J.

Proposicién 1.11. Sean I un conjunto infinito y X = ((1(1), || - [[1). Entonces todo
subconjunto w*-compacto K C X** wverifica que d(co®” (K), X) = d(K, X).

Demostracion. Primero, observemos que X* = (o () y que X** es el espacio Mp(B1)
de las medidas de Radon sobre 1. Asi que X** puede descomponerse de la siguiente
forma

X" =0(I)@&1 Mr(BI\I).

Notemos que el subespacio ¢ (I) de esta descomposicién coincide con el subespacio J(X),
siendo J : X — X™** la inclusién canénica. Si u € Mpg(BI), escribimos p = py + pe,
donde p1 € £1(1) y p2 = pgpg € Mg(BI\ I). Por tanto d(u, X) = [|p2l|.

Supongamos que existen un subconjunto w*-compacto K C Bx= y dos numeros
a,b > 0 tales que:

d(K,X) <a<b<d@ (K),X).
Por el Lema 1.7 tenemos el siguiente Hecho:

Hecho. Existe un funcional ¢ € S(X**)N X+ y un subconjunto w*-compacto
() # H C K tal que para todo subconjunto w*-abierto V con V N H # () existe £ €
¥ (V. N H) con (&) > b.

Etapa 1. Aplicando el Hecho elegimos & € 0% (H) con (£1) > b. Como B(X*)
es w*-denso en B(X*™*), existe 7 € S(X*) con zj(£1) > b. A continuacién elegimos
m € H tal que z3(n1) > b. Siny =nt +n?, con ni € 1(I) y n3 € Mr(BI\ I), entonces

03] = d(m, X) < d(K, X) < a,

de donde ||ni|| = ||mll — |m?|]| > b — a, porque ||m|| > x%(m) > b. Por tanto pode-
mos hallar un vector y; € B(X*) = B({x(I)) con soporte finito, digamos supp(y1) =
{711, -, Y1py } C I, tal que y1(n}) > b — a. Como y;(n?) = 0, tenemos que

yi(m) =y () > b— a.

Etapa 2. Sea V) = {u € X** : y1(u) > b — a}, que es un subconjunto w*-abierto de
X** con Vi N H # (), porque n; € Vi N H. Por el Hecho existe & € @0 (VN H) con
¥(&) > b. Puesto que ¥(§2) > by ¥(ey,,) =0, 1 < i < p; (donde e, € ¢1(I) es el
vector unitario tal que ey, (v) =1, si v = Y145, ¥ €4, (7) =0, si v # 71;), existe 5 € Bx-
con z3(&) > by w5(ey,) =0, 1 < i < pi. Es claro que se puede elegir np € Vi N H
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tal que z3(n2) > by también yi(n2) > b — a porque 12 € V1. Sea ny = ns + m3, con
ns € 0(I), 3 € Mr(BI\I) y |[n3| = d(ne, X) < d(K, X) < a. Puesto que

Izl = la3(m)| = |25 (n2) — 25(n3)| = a3 ()] — |25(n3)] > b —a,

y x5 = 0 sobre el soporte supp(yi) de yi, podemos hallar y» € Bx+ con soporte finito

supp(ya) = {721, Y2p,} C I\ supp(y1) tal que yo(n3) > b — a. De aqui que ya(n2) =
1 b—

y2(n) > a.

Reiterando, obtenemos la secuencia {y}r>1 C Bx=+ con soportes disjuntos dos a
dos y la secuencia {ny}r>1 C H C Bx« tal que yn(nx) > b — a para k > n. Como
| >0 vill <1 (porque los vectores {yg}x>1 C B({oo(I)) tienen soportes disjuntos dos a
dos) y (O°1 4 wi)(nn) > n(b—a), ¥n > 1, obtenemos que [|n,]| > n(b—a), Vn > 1, que
es una contradiccién, porque ||n,|| < 1. |

1.2 Contraejemplos

Ya sabemos que todo espacio de Banach X, todo subespacio Z C X y todo subconjunto
w*-compacto K C X** verifican, en general, que d(co® (K),Z) < 5d(K,Z),y si KN Z
es w*-denso en K, entonces d(co® (K, Z) < 2d(K, Z). En vista de estos resultados cabe
hacerse varias preguntas, a saber

(1) Realmente, jexisten algun espacio de Banach X y algin subconjunto w*-compacto
K C X** tal que d(co¥ (K), Z) > d(K, Z) > 0?

(2) ;Cual es la constante éptima 1 < M < oo tal que d(co” (K), Z) < Md(K,Z)
para todo espacio de Banach X, todo subespacio Z C X y todo subconjunto w*-
compacto K C X**?

(3) ;Cuél es la constante 6ptima 1 < M < oo tal que d(co® (K), Z) < Md(K, Z)
para todo espacio de Banach X, todo subespacio Z C X y todo subconjunto w*-
compacto K C X** tal que K N Z es w*-denso en K7

En la siguiente proposicién construimos un espacio de Banach X y dentro de X

) (1) un subconjupto w*-compacto K C Bxs tal que K N X es w*-denso en K y
d(K,X) = § pero d(eo¥" (K), X) = 1. Esto prueba que la constante éptima M de la
pregunta (3) verifica M = 2.

(2) un subconjunto w*-compacto H C By« tal que d(H,X) = 3 pero

d(@o¥" (H),X) = 1. Esto prueba que la respuesta a la pregunta (1) es afirmativa y
que la constante 6ptima M de la pregunta (2) verifica 3 < M < 5.

Proposicion 1.12. Existe un espacio de Banach X verificando que:

R (A) existe un subconjunto w*-compacto K C Bx«~ tal que KN X es w*-denso en K
y d(K,X) = 5 pero d(co"” (K),X) =1, y
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(B) existe un subconjunto w*-compacto H C Bx=+ tal que a?(H,X) = % pero
d(co™ (H), X) = 1.
Demostracion. Consideremos el compacto de Cantor C = {0,1}Y y el conjunto S =
{0,1}M = 0,1} U {0,1}2U{0,1}3 U---. Sea X la probabilidad de Haar sobre {0, 1}".
Si o = (01,09,...) € Cyn €N, ponemos o, = (01,02,...,0,) € S. Si A C {0,1}",
sea fa : C — {0, 1} la funcién continua definida por

1, siop €A,

Vo ed, fA(U):{O si oy, ¢ A

Claramente para todo A C {0,1}" y todo n € N se tiene que 0 < fc fadh < 1. Sea
I'={fa:AC{0,1}" con |A|=2" —nyne N},
que satisface |I| = Ny. Asi que podemos identificar I con N. Por ejemplo, ponemos
I ={fa,, :m> 1}y hacemos corresponder m € N con f4,, € I. Observemos que:
(1) La familia contable I separa puntos en C.
(2) Para todo k € N, el conjunto {fa € I : [, fadX < 1— 3} es finito. Por tanto,
1M, oo fc fa,,(0)d\(o) =

(3) Si o € C,sea O(o0) = {fa € I : fa(oc) = 0}. Dado un subconjunto finito
oM o . o) €, es facil ver que |V, O(aW)ei| = Ry, donde ¢; = +1, O(c®)+! =
O(c) y O(c™)~t = 1\ O(c).

(4) Para todo fa € I existe o € C tal que fa(o) = 1.

De (3) y (4) obtenemos que el compacto O = (. O(o )ﬁ] satisface ) £ O C I* :=
BI\ 1. Consideremos la funcién ¢ : C — {0, +1} C By_ (s tal que

=fa€l, Voel, Y(o)(i) = fa(o).

Observemos que v es a una funcién inyectiva y continua, cuando se considera en {0, +1}/
la w*-topologia de £, (1), que coincide con la topologia producto de {0,4+1}!. Asf que
D :=(C) C {0,+1}! es un compacto homeomorfo a C tal que Do = 0. Sea = ()
la probabilidad de Radon sobre D, imagen de A por la funcién continua 1, y r(u) =: 29 €

©6"" (D) el baricentro de u. Por (2) tenemos que Zo(p) = +1, para todo p € I* := 7! \I.
Por tanto, Zo] O = +1.

Por cada m € N (que se corresponde con fa,, € I) definimos
'={deD:mu(d) =1}, D ={d € D : mp(d) =0}, m > 1,

siendo T, @ fos — R la proyeccién que nos da la coordenada m-ésima. Entonces
u(DT) — 1y, por tanto, u(Dg*) = pu(D \ D*) — 0 para m — oo. En efecto, si
m € N se tiene

u(Dh) = [ m(@)in(e) = [ w0 vi@)ar) = [ @) fa)are) = [ fa(@)ire
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Por (2) sabemos que lim,, oo [ fa,,(0)dA(c) = 1. Por tanto pu(D7*) — 1 para m — oc.
Sea X := {f € loo(I) : fio = 0}. Su dual X* es
X* =0,(I) @1 Mg(I*,0),

donde Mg (I*,O) es el espacio de las medidas de Radon v sobre I* tales que |v|(O) =0
(1 significa la ¢1-suma). Observemos que ¢1(I) &1 Mg(I*,O) es un subespacio cerrado
complementado de ({oo(I))* = ¢1(1) &1 Mr(BI\ I).

El bidual X** de X es
X =loo(I) @oo Mp(I*,0)",

donde @ significa la f-suma. Sean 71, me : X** — X** las proyecciones canénicas
sobre los sumandos (o (I) y Mg(I*,O)*, respectivamente. Observemos que los sube-
spacios 7 (X™) = loo(I) y ma(X*) = Mg(I*,O)* son subespacios w*-cerrados de
X**. Atn maés, la w*-topologia o(X**, X*) coincide sobre m(X™*) = ¢ (I) con la
0l (1), 01(1))-topologia. Si x € X*™* ponemos x = (z1,x2), con m(z) = x1 € loo()
y m(x) = xo € Mg(I*,0)*. Por tanto, si J : X — X*™* es la inmersién candnica
y [ € X, escribimos J(f) = (f1,f2), donde fi = mi(f) = fy m(f) = f2 es tal

que fo(v) = v(f) = fl* Ofdl/ para toda v € Mpg(I*,O). Notemos que el espa-
cio (Byp(I*,0),|| - |loo) de las funciones borelianas acotadas h : I* — R que se
anulan sobre O con la norma del supremo || - ||, se puede considerar isométrica e

isomérficamente sumergido en mo(X**) = Mp(I*,O)*. De hecho, si f € X, entonces

m(f) = f2 = f € Bup(I*,0).

(A) La aplicacién ¢ : oo(I) — X** tal que ¢(f) = (f,0), Vf € €so(I), es un isomorfis-
mo isométrico entre foo(I) y 1 (X**) y también un isomorfismo para la o({eo (1), £1(1))-
topologia de ¢o(I) v la w*-topologia de m1(X**). Asi que ¢(D) = {(d,0) : d € D} C

Bx+ es un subconjunto w*-compacto de Bx«+ homeomorfo a C. Sea
K :={(f,0) € Bx= :0 < f <d para algin d € D}.

Es inmediato que K es un subconjunto w*-compacto de By_ (1) C Bx++ tal que (D) C K
yKnJ(X) =K.

Aserto 1. d(K, J(X)) = 1.
En efecto, sea (f,0) € K. Entonces, claramente, ||(f,0)—3J(f)|| = |(3f, —3 /)|l < 3.

En consecuencia, d(K, J(X)) < 1.

Por otra parte, dado 7 € C, sea (1) =: d; € D. Es inmediato que supp(d,) = {i €
I:d-(i) =1} = A; es un subconjunto infinito. Afirmamos que d((d-,0), J(X)) > i
En efecto, de no ser asf, existiria h € X tal que ||(d, 0) J(R)|| = ||(d-,0) = (h, h)| < %
Asf que ||d- — h|| < % en £(I), lo que implica que 3 < h sobre A, de donde h > 1
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sobre fo ! Puesto que A, es infinito, existe p € /TTM \ I C I*, que obviamente verifica
h(p) > 1. Sea 6, € Mp(I*,0) la probabilidad de Dirac con masa 1 sobre p. Entonces

|((dr,0) = (h, h))(8p)] = 10 = h(dp)| = | = h(p)| > 3,
de donde ||(d-,0)—J(h)|| > 3, que contradice la hip6tesis de partida. Asf que d(K,J(X)) >
1

5.

Aserto 2. d(co®" (K), J(X)) = 1.

En efecto, en primer término d(co®” (K),J(X)) < 1 porque co® (K) C B(x»+. Por
otra parte, sea v := ¢(u) la probabilidad sobre ¢(D) C K imagen de p por la inyeccién
lineal continua ¢. Es inmediato ver que el baricentro r(v), que es un punto de o’ (K),
verifica r(v) = (20,0), siendo 29 = 7(u) € By (1. Afirmamos que d((z0,0), J(X)) > 1.
En efecto, dado h € X, se tiene que h = 0 mientras que Zg] O = +1. Asi que dado
€ > 0 existe un entorno abierto V' de (’) en 1 tal que

mientras que Zp(v) > 1 — <

Yo €V, h(v) < 5

DN

En particular, Vo € VNI, h(v) < Sy Z0(v) > 15, de donde concluimos que ||z —h| >
1, es decir, |(20,0) — (h, )| > 1, lo que prueba que d((z9,0), J(X)) > 1.

(B) Sea g := 10 € Byp(I*,0) y consideremos @ : £ (I) — X** tal que ®(f) =
(f, —l—%g), Vf € ls(I). @ es una aplicacion afin entre loo(I) y 71 (X™**), que es continua
parala o({o (1), ¢1(I))-topologia de oo (1) y la w*-topologia de 71 (X **). Asi que ®(D) =
{(d, %g) :d € D} =: H C Bx» es un subconjunto w*-compacto de Bx++ homeomorfo a
C.

Aserto 3. d(H,J(X)) = i

En efecto, sea (d, +1g) € H. Entonces, claramente, ||(d, +39)—3J(d)|| = [|(3d, +1g—
2d )| < ! 1. En consecuencia, d(H,J(X)) < z.

Por otra parte, dado 7 € C, sean ¢(7) =:d, € D y supp(d;) ={i € I : d;(i) =1} =
A, que es un subconjunto infinito. Afirmamos que d((d;,+39), J(X)) > % . En efecto
de no ser asi, existirfa h € X tal que ||(d-,+39) — J(h)| = |(d- — h, —|-3g - )|| <z
Por tanto ||d- — h|| < % en lx(I), lo que implica que 2 < h sobre A., de donde h > z
sobre fo ! Puesto que A es infinito, existe p € AT \I C I*, que obviamente Verlﬁca
h(p) > 2. Sea 6, € Mp(I*,0) la probabilidad de Dirac con masa 1 sobre p. Entonces

(A, +50) — (RG] = | (b= R)6)] = I9e) — hi(p)] > &,
de donde |(d,+1g) — J(h)| > %, que contradice la hipétesis de partida. Asi que
d(H,J(X)) > 3.

Aserto 4. d(c" (H), J(X)) = 1.
En efecto, en primer término d(co” (H),J(X)) < 1 porque co¥ (H) C Bys+. Por
otra parte, sea p := ®(u) la probabilidad sobre ®(D) C H imagen de p por la inyeccién
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affn continua ®. Como en el caso (A) es inmediato que r(p) = (20, +3¢). Afirmamos
que d((z0,+39),J(X)) > 1. En efecto, dado h € X, se tiene que hjo = 0 mientras que
Zol O = +1. Asi que dado € > 0 existe un entorno abierto V de O en SI tal que

€

mientras que Zg(v) > 1 — <.

Yo eV, h(v) < 5

DN

v) > 1—§, de donde concluimos que ||zg—h| >
ue prueba que d((z0,+39), J(X)) > 1. [

En particular, Vv E Vnl, (v <
1, es decir, [|(z0, +39) — (b, h)|| >

;.QA
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Capitulo 2

Espacios de Banach
universalmente Krein-Smulian

Vamos a dedicar este Capitulo a investigar condiciones para que las distancias
d(@™ (K), Z) estén M-controladas por las distancias d(K,Z) (esto es, si existe una
constante 1 < M < oo tal que d(co® (K),Z) < Md(K,Z)), cuando Z es un cierto
subespacio de un espacio de Banach dual X* y K un subconjunto w*-compacto de X*.
El estudio que aqui realizamos nos va a conducir a la caracterizacién de la existencia de
copias isomorfas de ¢1(c) en un espacio de Banach Z.

En todo lo que sigue convenimos en adoptar la siguiente terminologia. Un subconjun-
to convexo Z C X* del dual X* de un espacio de Banach X tiene M -control en X*, para
algtin 1 < M < oo, si d(co¥" (K), Z) < Md(K, Z) para todo subconjunto w*-compacto
K C X*. Un subconjunto convexo Z C X* tiene control en X* sii Z tiene M-control en
X*, para algin 1 < M < co.

El control ejercido por las distancias d(K,Z) sobre las distancias d(co” (K), Z),
para K C X™ subconjunto w*-compacto y Z C X* subespacio 6 subconjunto convexo,
es muy variable. Si Z C X™* es un subconjunto convexo w*-cerrado del espacio dual X* y
K C X* es un subconjunto arbitrario, es ficil ver que d(co”" (K), Z) = d(K, Z). Veamos
este hecho elemental.

Proposicién 2.1. Sean X un espacio de Banach, Z C X* un subconjunto convexo
w*-cerrado de X* y W C X™* un subconjunto arbitrario de X*. Entonces

d(@" (W), 2) = d(W, Z).
Demostracién. En primer término, es obvio que d(co®”” (W), Z) > d(W, Z) =: a. Fijemos
un punto wy € co® (W) y sea € > 0. Elegimos una red {w, : a € A} C co(W) tal que
wa Y5 wo cuando o € A. Puesto que d( co(W), Z) = d(W, Z), por cada o € A elegimos
za € Z tal que |wq — zo|| < a+e€. Asi que la red {wy — 24 @ @ € A} estéd dentro de la bola
(a + €)B(X™), que es un subconjunto w*-compacto. Por tanto, pasando a una subred

. . w* .
si fuera preciso, podemos suponer que w, — z, — ug para cierto ug € (a + €)B(X™*).
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Como wy N wp, concluimos que zq, = wy — (W — 2q) v, wy — ug Yy, también, que
wo—ug =: zg € Z porque Z es w*-cerrado. En consecuencia podemos escribir wg = zg+ug
con zp € Z y ug € (a+¢€)B(X™*), de donde concluimos, al ser € > 0 un nimero arbitrario,
que d(wo, Z) < d(W, Z). Por tanto d(co®" (W), Z) = d(W, Z). |

Sin embargo, si Z C X* es un subespacio X*, que no es w*-cerrado, todas las
situaciones son posibles, a saber

(A) Hay situaciones en que el control es éptimo, es decir, d(co®” (K), Z) = d(K, Z)
para todo subconjunto w*-compacto K C X*. En esta Seccion mostramos que esto
ocurre cuando la bola unidad dual cerrada (Bz«, w*) es angélica.

(B) Como vimos en el Capitulo 1, todo espacio de Banach X posee “buen” control en
su bidual X**. De hecho, hemos visto que es valida la siguiente extensién del Teorema
de Krein-Smulian : si Z C X es un subespacio del espacio de Banach X y K C X**
es un subconjunto w*—compacto de X**, entonces: (i) Siempre ocurre d(co®” (K), Z) <
5d(K,Z) y, si ZN K es w*-denso in K, entonces d(co”" (K),Z) < 2d(K,Z); (i) la
igualdad d(K, X) = d(co®” (K), X) es valida en muchos casos, por ejemplo, si ¢; ¢ X*,
si X tiene bola unidad dual cerrada w*-angélica (por ejemplo, si X es WCG 6 WLD),
si X = /¢1(]), si K estd fragmentado por la norma de X**, etc. Sin embargo, no todo
espacio de Banach Y posee control 6ptimo en su bidual Y**  porque, como ya hemos
visto, existen ejemplos de espacios de Banach Y y subconjuntos w*-compactos K C Y**
tales que d(co®" (K),Y) > 3d(K,Y) > 0.

(C) Finalmente, existen subespacios Z C X* que no tienen control de ningin tipo
en X*. En esta Seccién construimos ejemplos de este comportamiento y caracterizamos
esta clase de espacios de Banach.

A continuacién introducimos cierta terminologia. Si Y es un espacio de Banach y 7
una topologia vectorial localmente convexa Hausdorf sobre Y mas grosera que la de la
norma (por ejemplo 7 = o(Y, Z) siendo Z un subespacio de Y* que separa puntos de Y),
se dice que (Y, 7) verifica el Teorema de Krein-Smulian sii para todo subconjunto || - |-
acotado T-compacto K C Y se tiene que €0’ (K) es 7-compacto. Si, ademds, co” (K) =
col'l(K), entonces se dice que (Y, 7) satisface el Teorema fuerte de Krein-Smulian.

Si X es un espacio de Banach, Y C X* un subespacio cerrado y (Y, w*) satisface
el Teorema de Krein-Smulian (resp., el Teorema fuerte de Krein-Smulian), entonces se
dice que Y satisface la propiedad de Krein-Smulian (abrev., KSP) en X* (resp., la KSP
fuerte en X*).

Si Y es un espacio de Banach tal que, para todo espacio de Banach X y todo
subespacio cerrado Z C X* isomorfo a Y, Z satisface la K.SP en X* (resp., la KSP
fuerte en X*), entonces se dice que Y es universalmente Krein-Smulian (abrev., uKS)
(resp., fuertemente uK S). Claramente, si un subespacio cerrado Z C X* tiene control
en X*, entonces Z tiene la KSP en X*.
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Un espacio de Banach Y tiene universalmente M-control (abrev., uC(M)), para
algin 1 < M < oo, si para todo espacio de Banach X y todo subespacio Z C X*
isomorfo a Y, d(co®" (K), Z) < Md(K, Z) para todo subconjunto w*-compacto K C X*.
Un espacio de Banach Y tiene universalmente control (abrev., uC) si para todo espacio
de Banach X y todo subespacio Z C X* isomorfo a Y, Z tiene control en X*.

En este capitulo mostramos que la clase de los espacios de Banach uK S| la clase de
los espacios de Banach fuertemente u/K .S, la clase de los espacios de Banach que tienen
uC' y la clase de los espacios de Banach que tienen uC(3) coinciden con la clase F de
los espacios de Banach X que no poseen una copia isomorfa de ¢1(c). La clase F ha
sido estudiada por muchos autores, por ejemplo, por Talagrand en [52], por Cascales,
Manjabacas y Vera en [7], por Cascales y Shvydkoy en [11], etc. Estos autores prueban
interesantes resultados para esta clase F, por ejemplo, si Y es un espacio de Banach,
los siguientes asertos son equivalentes: (1) Y € F; (2) Y no admite a £, como cociente;
(3) (By~,w*) no contiene una copia homeomorfa de SN. La clase F es muy amplia y
contiene, entre otros, a los espacios de Banach X con bola unidad dual cerrada (Bx«, w*)
angélica, a los espacios de Banach con la propiedad (C) de Corson, etc.

Empecemos con las siguientes observaciones:

(i) Si Z C X* es un subespacio de un espacio de Banach dual X* y u € X*, entonces
d(u, Z) = sup{{v,u) : v € By.} donde Z+ = {v € X**: (v,2) =0, Vz € Z}.

(ii) Trivialmente, la propiedad K.SP y la K SP fuerte son propiedades diferentes. En
efecto, si X es un espacio de Banach con una copia isomoérfica de £1, entonces X* tiene
la KSP en X* pero no la KSP fuerte (ver [30]).

La siguiente proposicion es elemental.

Proposicién 2.2. Si Y es un espacio de Banach, entonces:
(1) Y es uKS sii para todo subespacio normante Z C Y*, (Y,0(Y,Z)) satisface el
Teorema de Krein-Smulian .

(2) Y es fuertemente uK S sii para todo subespacio normante Z C Y*, (Y,0(Y, Z))
satisface el Teorema fuerte de Krein-Smulian.

Demostracion. (1) Sea Y un espacio de Banach que es uK S y supongamos que W C Y*
es un subespacio normante sobre Y. Entonces existe una inmersién isomérfica i : Y —
W* de modo que (i(Y),a(W*, W)) e (Y,o(Y,W)) son isomorfos. Como Y es uKS,
entonces i(Y) tiene la K SP en W* con respecto a la w*-topologia o(W*, W). Puesto que
las topologias o(W*, W) y o(W*, W) coinciden sobre By, concluimos que (Y, o (Y, W))
satisface el Teorema de Krein-Smulian.

Para probar la implicacion inversa, sea X un espacio de Banach e i : ¥ — X* una
inmersién isomérfica. Sea i(Y) =: Z C X* la copia isomérfica de Y en X*. Asi que
i*(X) C Y™ es un subespacio de Y* normante sobre Y tal que (Z,w*) e (Y,o(Y,i*(X)))
son isomorfos. Por tanto, si (Y,o(Y,i*(X))) satisface el Teorema de Krein-Smulian,
entonces Z tiene la K.SP en X*.
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(2) Esta prueba es andloga a la de la parte (1). [ |

El siguiente Lema es, en esencia, el Lema 1.7 con algunas modificaciones. Para co-
modidad del lector reproducimos su prueba con los cambios pertinentes.

Lema 2.3. Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w*-compacto de X* tal
que d(c0"" (K),co(K)) > d > 0. Entonces existen 1y € R, z € 0" (K) y 1 € S(X**)
tales que ¥(z9) > ro+d y (k) < ro, Yk € K. Adn mads, si p es una probabilidad de
Radon sobre K con baricentro r(u) = zo y H = supp(u)(= soporte de p), entonces:

(a) Para todo subconjunto w*-abierto V- de X* con VN H # ) existe ¢ € o (VNH)
tal que ¥(&) > o + d.

(b) Existen una secuencia {x, : n > 1} C Bx y, para todo par de subconjuntos
disjuntos M, N de N, un punto ny,ny € H tal que

nv,N(Tm) > 10+ d, Ym e M, y nyn(z,) < 1o, Yn € N.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que K C B(X*). Puesto que
d(@®" (K),co(K)) > d > 0, por el Teorema de Hahn-Banach (ver Lema 3.1) existen
o €ER, e >0,z € (K)yy € S(X*) tales que 9(z) > ro+d+ey k) <
ro —¢€, Yk € K. Por el Teorema de Bishop-Phelps, existe ¢ € S(X**) con || — ¢|| < €/4
tal que ¢ alcanza su maximo valor sobre c6® (K) en cierto zg € 0¥ (K). Asi que:

¢(zo>2¢(z):w(z)+(¢—w)<)>ro+d+e—le:ro+d+3e, (2.1)
P(20) = d(20) + (¥ — ¢)(20) > ro +d + Je — je =ro + d + 3¢ 2.2

y para todo k € K

o(k)=v(k)+ (0 —Y)(k) <rog—€e+ %e <rg+d+ %e < ¢(20). (2.3)
En particular, observemos que zy ¢ K por (2.3).

(a) Sea p una probabilidad de Radon sobre K con baricentro () = 2o y soporte
H := supp(u) y supongamos que existe un subconjunto w*-abierto V' de X* con VNH #
0 tal que (&) < 7o + d, para todo ¢ € c¥ (V N H). Denotemos por ju; = pivne ala
restriccién de pa VN H (esto es, pu1(B) = p(BNV N H), para todo subconjunto Borel
B C K) y ug := p— p1. Observemos que 1 y po son medidas positivas tales que pq # 0
(porque @ # VN H = V Nsupp(p)) y p2 # 0 (si g = 0, esto es, p = p1 = pvnm,
entonces zg = r(u) € ©¥ (VN H) y 1(20) < ro+d, lo que contradice a (2.2)). Por tanto
se tiene la descomposicion p = p1 + pe y también:

12 2y

Puesto que T’(HH ”) € e (VN H), entonces 9)(r (HM H)) <ro+d, de donde ¢(r (IIMH)) <
ro+d+ te (porque ||ty — || < €/4). Por tanto, teniendo en cuenta que 1"(”M ”) € v (K)
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y (2.1), obtenemos

1
< lpall(ro +d + 19t HM2||<Z>(Zo) <[l llé(z0) + ||/~L2H<Z>(Zo) = ¢(20),
una contradiccién.

(b) Primero observemos que para todo subconjunto w*-abierto V- C X* con VNH #
() existen &€ € @@V (VN H) yn€co(VNH)Cco® (VNH) tales que (&) > 19 +dy
¥(n) < ro. En efecto, por (a) existe un punto & € co® (V N H) tal que ¥(£) > rg + d.
Por otro lado (k) < 79, Vk € K, de donde obtenemos que ¥ (n) < 19, para todo
neco(VNH)

Asi que por [30, 2. LEMMA] existe una secuencia {z,, : n > 1} C S(X) tal que si
ponemos

Ap={§ € H:&xn) >ro+d}, Bp={nec H:n(x,) <ro}, ¥n>1,

entonces para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N C N el subconjunto
w*-abierto V/(M,N) := (N,ear Am) N (Npen Br) de H es no vacio.

En particular, para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N C N, se tiene
W#£VMN)C () A" )N () B.") C H.
meM neN

Puesto que H es w*-compacto concluimos que para todo par de subconjuntos disjuntos
(finitos 6 infinitos) M, N C N

04 () 4" )N B.")cH

meM neN

Puesto que 4, e {{ € H:&xm) >ro+dy B, C {neH:na, <o},
finalmente obtenemos que para todo par de subconjuntos disjuntos (finitos ¢ infinitos)
M,N C N existe ny,ny € H tal que

MmN (Tm) > 1o +d, Ym € M, y nyn(zn) <o, Vn € N.
|
Si X es un conjunto, una familia (A;, B;);er de pares de partes no vacias de X se
dice que es una familia independiente si A; N B; = (), Vi € I, y para todo subconjunto

finito no vacio F' C I se tiene que (\;cp€id; # 0, siendo ¢ = £1, (+1)A4; == A; y
(—1)A1 = BZ

Lema 2.4. En N eziste una familia independiente (M;, N;)i<. con cardinal c.
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Demostracion. Consideremos el contraejemplo de la parte (A) de la Proposicién 1.12.
Con la notacion alli utilizada, recordemos que, dado un subconjunto finito oW @
o® ¢ C, se tiene que |(_, 0(c)| = Ry, donde ¢; = +1, (+1)O(c) := O(c™)
y (=1)O(c®) := I\ O(c™). Construimos la familia independiente utilizando como
subindice a ¢ € C del siguiente modo

Vo eC, My =0(0), No =1\ 0(0).
|

Nota. En el anterior Lema 2.4, por comodidad, hemos utilizado un resultado anterior
para deducir que en N existe una familia independiente con cardinal ¢. En realidad este
resultado sale del Teorema de Balcar-Franék (ver [5],[14, p. 120]), que asegura que si
X es un espacio topoldgico compacto Hausdorf extremadamente disconexo con peso
w(K) = a, entonces existe una aplicacién continua sobreyectiva f : X — {0,1}*. Como
PN es extremadamente disconexo y w(SN) = ¢ (ver [54, p. 76]), existe una aplicacién
continua sobreyectiva f : SN — {0,1}¢. Sea m; : {0,1}* — {0,1}, ¢ < ¢, la i-ésima
proyeccién y pongamos A; := (m;o f) 1 (1)NNy B; := (m;0 f)~1(0)NN. Se comprueba
inmediatamente que {(4;, B;) : i < ¢} es una familia independiente en N.

En la siguiente proposicién establecemos la relacién entre la clase F y las propiedades
uC'(3) y fuertemente uKS.

Proposicién 2.5. SiY es un espacio de Banach tal queY € F, entonces Y tiene uC(3)
y es fuertemente uKS.

Demostracion. Probemos, primeramente, que un espacio de Banach Y tiene uC'(3) cuan-
do Y € F. Claramente, basta probar que, si X es un espacio de Banach y Z C X* es
un subespacio cerrado, que no tiene 3-control en X™*, entonces Z contiene una copia
de ¢1(c). Supongamos pues que existen un subconjunto w*-compacto K C By, un
punto zy € 0¥ (K) y dos niimeros positivos a,b tales que d(zg, Z) > b > 3a > a >
d(K, Z). Observemos que el hecho d(zp,Z) > b > 3a > a > d(K,Z) implica que
d(e”" (K),co(K)) > d(z0,c0(K)) > b—a > 0. Por el Lema 2.3, existen 79 € R, una
secuencia {x, : n > 1} C Bx vy, para cada par de subconjuntos disjuntos M, N de N, un
punto ny, n € K tales que

NMN(Zm) > 10 +b—a, Vme M, y nyn(xn) <19, Vn € N.

Puesto que J(K, Z) < a, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N C N existe
Zm,N € Z tal que ||zp,ny — v n|| < a, de donde obtenemos

2N (Tm) > 10+ b—2a, Yme M, y zyn(zn) <ro+a, Vn € N. (2.4)
Puesto que ro+a < ro+b—2a, si (M;, N;)i<. es una familia independiente de partes

de N con cardinal ¢ (ver Lema 2.4), se prueba mediante un argumento bien conocido
(ver [17, p. 209]) que la familia {zp, n, : % < ¢} es equivalente a la base de ¢1(c).
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Ahora supongamos que Y € F y probemos que Y es fuertemente uK.S. En caso
contrario, existen un espacio de Banach X y un subespacio Z C X* isomorfo a Y tal
que d(co®” (K),c0(K)) > d > 0 para algin subconjunto w*-compacto K C By. Por
el Lema 2.3, existen rg € R, una secuencia {z,, : n > 1} C By vy, para todo par de
subconjuntos disjuntos M, N de N, un punto 7y, ny € K tales que

NN (xm) > 10 +d, Ym e M, y nun(zn) <19, VR € N.

En consecuencia, si (M;, N;);<. es una familia independiente de partes de N con cardinal
¢, del argumento de ([17, p. 209]) obtenemos que la familia {ny, v, : @ < ¢} es equivalente
a la base de £1(c), lo que contradice que Z € F. [ |

Corolario 2.6. SiY es un espacio de Banach conY € F, entonces (Y,0(Y, Z)) satisface
el Teorema fuerte de Krein-Smulian para todo subespacio normante Z C X*.

Demostracion. La prueba sale directamente de la Proposicién 2.5 y de la Proposicién
2.2. |

Para la clase particular de los espacios de Banach Y con bola dual unidad cerrada
(By+,w*) w*-angélica, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.7. SiY es un espacio de Banach con bola dual unidad cerrada (By~,w*)
w*-angélica, entonces Y es fuertemente uK S y tiene uC(1), esto es, si X es un espacio
de Banach y Z C X* es un subespacio isomorfo a'Y , entonces para todo subconjunto w*-
compacto K C X* se tiene que d(@® (K),Z) = d(K, Z); ain mds, @ (K) = co(K)
st K C Z.

Demostracion. Sea Y un espacio de Banach con bola unidad dual cerrada Byx w*-
angélica. De la Proposicién 2.5 obtenemos que Y tiene uC(3) y es fuertemente uK S,
porque un espacio de Banach pertenece a la clase F siempre que su bola unidad dual
cerrada sea w*-angélica.

Supongamos que Y no tiene la propiedad uC(1), es decir, existen un espacio de
Banach X, un subespacio Z C X* isomorfo a Y, un subconjunto w*-compacto K C Bx»
y dos numeros reales a,b > 0 tales que

~

d(@V (K),Z) >b>a>dK,Z).

Cojamos ¢ > 0, wy € S(X*)N Z+ y ug € ¥ (K) tales que wo(up) > b+ e
Denotemos

U:={w € Bx+ : (w,up) >b+e}yV:={x € Bx: (up,z) >b+e}.

—w* .. . ., ;.
Observemos que wg € U =V . Sii: Z — X* es la inclusién candnica, entonces

i* + X** — Z* es una aplicacién cociente tal que i*(wg) = 0 € i*(U) C i*(V)" . Puesto
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que (Bgz«,w*) es angélica, existe una secuencia {x, : n > 1} C V tal que i*(x;,) “2 0 en
la w*-topologia o(Z*, Z). Por tanto, si y € Bx+- es un punto w*-limite de {x, : n > 1}
en By, entonces y € B,1 e y(ug) > b+ e.

Sea el operador continuo T' : X* — /(o tal que T(u) = (u(xn))n>1, Yu € X*.
Entonces:

(1) T(Z) Cco, ||IT|| <1y T es w*-w*-continuo sobre los subconjuntos acotados de
X",
(2) T(K) =: H C By__ es un subconjunto w*-compacto tal que

d(H,co) <d(K,Z) < a

(3) Si vop = T'(ug), claramente vy € co® (H), de donde d(vg, cg) < a por Corolario
1.5.

Consideremos 0% = ¢1®1 Mr(BN\N) (donde Mr(SN\N) es el espacio de las medidas
de Radon sobre SN\ N) y sea {e, : n > 1} la base canénica del subespacio ¢; de la
anterior suma directa. Claramente T7*(e,) = =, n > 1. Sea ey un punto w*-limite de
{en :n > 1} in By« . Entonces yo := T™(ep) es un punto w*-limite de {z, : n > 1} en
Bx« y, por tanto, 1o € Z+ e yo(uo) > b+e. Atin més, ey € c& y eo(vo) = yo(up) > b+e,
de donde obtenemos d(vg, cp) > b+e > b > a, una contradiccién que prueba el enunciado.
[ |

NOTA. En la Proposicién 3.17 se dan resultados mas fuertes que los de Proposicién
2.7 para espacios de Banach Y con bola dual unidad cerrada (By+,w*) w*-angélica.

Corolario 2.8. Todo espacio de Banach WLD es fuertemente uKS y tiene uC(1).

Demostracion. El enunciado sale de la Prop. 2.7 y del hecho de que todo espacio de
Banach WLD tiene bola unidad dual cerrada angélica en la w*-topologia (ver [1]). W

En el siguiente lema vemos que ¢1(c) no es ukS.
Lema 2.9. /1(c) no es uKS.

Demostracion. Consideremos el espacio de Banach X = C([0,1]) y la copia canénica
isométrica Z C C([0,1])* =: Mg([0,1]) de ¢1([0,1]) dentro del espacio de Banach
MFg([0,1]) de las medidas de Radon sobre el compacto [0, 1]. Es bien conocido que existe
una copia homeomorfa canénica K C Bx+ del compacto [0, 1] en (Bx+,w*). Claramente
K C Bz y @™ (K) es el subconjunto Py([0,1]) de las probabilidades de Radon sobre
[0, 1], que satisface P1([0,1]) € Z. [ |

El siguiente resultado es el reverso de la Proposicion 2.5.
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Proposicién 2.10. Si X es un espacio de Banach universalmente Krein-Smulian, en-
tonces X € F.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach tal que X ¢ F (es decir, existe un subespacio
Y C X isomorfo a £1([0,1])) y probemos que X no es uKS. Sea T : £1([0,1]) — X
un isomorfismo sobre su imagen en X tal que T'(¢;([0,1])) = Y. El espacio C([0,1]),
considerado como un subespacio de ([0, 1]) = £1([0,1])* (esto es, C([0,1]) = {f €
?5([0,1]) : f continua sobre [0,1]}) es 1-normante sobre ¢1(]0,1]). Denotemos por 7 a
la o(¢1([0,1]), C(]0,1]))-topologia de ¢1(]0, 1]).

Sea By := T*71(C([0,1])) C X*. Es facil ver que el subespacio F; es Ao-normante
sobre Y, para cierto 0 < \g < 1 dependiendo de T' (de hecho, vale \g = ||T~Y|~1-|T|| 1),
y que

T: (El([07 1])77-) - (Y7 O-(Y; El))
es un isomorfismo.

Sea Bh =Yt ={z€X*:2(y)=0,Yy €Y} C X*y E=FE; + Es.

Aserto 1. F es %—normante sobre X.

En efecto, cojamos u € S(X).

Ao
3

llyol] > 1 — % > 2 y existe un elemento e; € S(E1) tal que e1(yo) > 2Mo, de donde
obtenemos ey (u) > £ Ao.

(a) Supongamos que d(u,Y) < ?. Sea yp € Y tal que |lu — yo|| < 22. Entonces

(b) Supongamos que d(u,Y) > % Entonces

sup{e(u) : e € Bg} > sup{e(u) : e € Bg,} =

A
=sup{z(u):z € By} =d(u,Y) > ?O'

Por tanto, F es %O—normante sobre X.

Aserto 2. Y es o(X, E)-cerrado en (X,0(X,E)) y o(X, E)y = o(Y, Ey).

En efecto, Y es o(X, E)-cerrado porque Y =) Ker(e) y o(X,E)y =o(Y, Er)
porque E = Ey 4+ FEy y By =Y+,

ecFEo

Por el Lema 2.9 existe un subconjunto K C By, ((o,1)) tal que K es T-compacto pero
co” (K) no es T-compacto. Sea H := T(K) C Y. Por el Aserto 2, H es un subcon-
junto || - ||l-acotado o (X, F)-compacto de X. Atn mds, por el Aserto 2, co” X)) (H) =
o’ VEY(H) C Yy, por tanto, c6”XE)(H) no es o(X, E)-compacto porque es home-
omorfo a ¢0"(K), que no es 7-compacto. Por tanto X no es uKS por la Prop. 2.2.
|

Combinando los resultados anteriores obtenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.11. Para un espacio de Banach Y los siguientes asertos son equiva-
lentes:

(0) Y es universalmente Krein-Smulian.

(0°) Para todo subespacio normante Z C Y™, (Y,0(Y,Z)) satisface el Teorema de
Krein-Smulian.

(1) Y es fuertemente universalmente Krein-Smulian.

(1’) Para todo subespacio normante Z C Y*, (Y,0(Y, Z)) satisface el Teorema fuerte
de Krein-Smulian.

(2) Y tiene wuniversalmente 3-control, es decir, para todo espacio de Banach X y
todo subespacio Z C X* isomorfo a'Y tenemos que d(coV*(K), Z) < 3d(K, Z) para todo
subconjunto w*-compacto K C X*.

(3)Y tiene universalmente control, es decir, si X es un espacio de Banach y Z C X*
es un subespacio isomorfo a' Y, existe una constante 1 < M < oo tal que d(co"*(K), Z) <
Md(K,Z), para todo subconjunto w*-compacto K C X*.

(4) Y no tiene una copia de £;(c).

Demostracidn. Por la Prop. 2.2 se verifica (0) < (0') y (1) < (1). Claramente (1) = (0)
y (2) = (3) = (0). De la Prop. 2.5 obtenemos (4) = (1) + (2). Finalmente (0) = (4)
por Prop. 2.10. [ |

Si Z C X* es un subespacio cerrado del espacio de Banach dual X*, entonces Z
tiene la KSP en X™* siempre que Z tenga control en X*. jEs el aserto inverso cierto?
Esto es, jtiene Z control en X* cuando Z verifica la K.SP (incluso, la K.SP fuerte) en
X*?7 Mostramos en las siguientes proposiciones que la respuesta es negativa.

Proposicion 2.12. Para todo espacio de Banach Y los siguientes asertos son equiva-
lentes:

(1)Y ¢ F.

(2) Existe un espacio de Banach X tal que para todo 1 < M < oo eziste un subespacio
Zy C X* isomorfo a Y wverificando que Zyr tiene la KSP fuerte en X™ pero Zys no tiene
M -control en X*.

Demostracion. (2) = (1). Esta implicacién se sigue de la Prop. 2.5.

(1) = (2). Sea (Y,|| - ||) un espacio de Banach que posee una copia isomorfa de
¢1(c). Por la Prop. 2.10 existen un espacio de Banach (FE,|||-|||), un subespacio F C E*
isomorfo a Y y un subconjunto w*-compacto K C Bp tal que co®” (K)\ F # 0, es decir,

~

d(©@” (K),F) > 0. Sea ¢ : (Y,|-|) — (F,]||]]]) el anterior isomorfismo.

Sea X, ==Y @1 E,, donde Y := (Y*,|| - |) v En :== (E,]||||||), Vn > 1. Nuestro
espacio X va a ser X := anl SoXn.
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Consideremos el operador T, : Y — X = Y © £y, n > 1, tal que Tp,(y) =
(n%rly, 1%(y)) vy pongamos K, = {(0,k) € X}, : k € K}. Claragnente T, es un iso-
morfismo entre Y y T,,(Y) =: Z, tal que ||T,,|| = (HLHHQQH)\/%H y K, es un subconjunto
w*-compacto de X. Atin més, tenemos:

Aserto 1. d(K,, Z,) < %HSOAH pero

d(@"" (Ky), Zy) > d(@® (K), F) > 0.

En efecto, como K C Br C ¢(||¢ Y| By), para todo k € K existe yp € ||~ !||By
con o(yx) = k. Asi que

d((0, k), Zy) < [1(0, k) — "1

n+1 1 n
n+1yk’n+

To(y)ll =

1

=110 k) - o) )l = I 50,0l < 27

n
Por tanto d(Ky, Zy) < L=t

Por otro lado, como AW*(NP) = {(0,h) : h € oV (K)} y d((0,h), Zy)
> d(h, F), obtenemos que d(c6" (K,), Z,) > d(@" (K),F) > 0.

Asi que, si 1 < M < oo, eligiendo n € N suficientemente grande de modo que

% > M, entonces d(co®” (K,), Zn) > Md(K,, Z,), de donde obtenemos que
Znnno posee M-control en X .

Aserto 2.Vn > 1, o(X}, Xp) 1z

L =0(X}, X*) 1z, =w-topologia de Z,, y, por tanto,
Zy tiene la KSP fuerte en X;.

Claramente, (X}, X;,)z, es més débil que o(X};, X*)z, = w-topologia de Z,,, Vn >
1. Sea {T},(Ya)}aca C Zy una red tal que Ty, (ya) - Tn(yo) € Zp en la o(X}, Xp,)-
aE

topologia. Puesto que la proyeccién candnica sobre la primera coordenada 7y : X} — Y **
es w*-w*-continua, obtenemos que ¥, ~ Yo en la (Y™, Y™)y-topologia=w-topologia
aE
de Y, de donde, por la w-w-continuidad de T;,, obtenemos que T}, (yq) - Tn(yo) en la
(¢S
o (X7, X*)1z,-topologia de Z,,. Asi que o(X}, Xp)12, = o(X;:, X3 )12,, Vn > 1, y, por
tanto, Z, tiene la K.SP fuerte en X' porque todo subespacio cerrado de un espacio de
Banach satisface el Teorema fuerte de Krein-Smulian con respecto de la w-topologia. B

Proposicién 2.13. Sean (Y,|| - ||) un espacio de Banach tal que ¥ ¢ F y L =
Yons1 BpYn, donde Y, = (Y,||-]]), Vn > 1, y 1 < p < oco. Entonces existen un es-
pacio de Banach X 1y un subespacio Z C X* isomorfo a L tales que: (i) Z no tiene
control en X*; (ii) Z tiene la KSP en X*; ain mds, si 1 < p < oo, entonces Z tiene la
KSP fuerte en X*.
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Demostracion. Puesto que Y tiene una copia de ¢1(c), podemos hacer la construccién

de la prueba de la Prop. 2.12. Asi que, con la notacién de esta prueba, sean (E, ||| - ||)
un espacio de Banach con un subespacio F' C E* isomorfoa Y, ¢ : (Y, -]]) — (£, || ]l])
un isomorfismo, K C Bp un subconjunto a w*-compacto tal que @ (K)\ F # 0 (es
decir, d(co¥ (K),F) > 0), X, := Y,  ®1 E, con Y := (Y%, || - ||) y En := (E, ||| - |I]),

Tn~: Y - X =Y, @ E; un operador tal que T),(y) = (n%rly, @), Tu(Y) =: Zy
vy K ={(0,k)e X} : ke K}, Vn>1.

Definamos el espacio de Banach X de la siguiente forma:

(i) Sip=1,sea X =3+ ®oXy.

(ii) Sil <p<oo,sea X =3 - HeXy, con ]l)—l— % = 1.

(iil) Sip = o0, sea X =3 - &1 Xp.

Claramente X* =3+, ®pX;. Sea Z := ) - ©pZy. Es ficil ver que Z es isomorfo
al= Zn21 @pYy y que Z puede considerarse isométricamente inmerso en X*.

Aserto 1. Z tiene la KSP en X*.

Primeramente, observemos que si H, C Bxx, Vn > 1, es un subconjunto w*-
compacto y
H = {(kn)nzl . kn € Hn,Vn > 1, y (Han)n21 (S ng},

entonces H C Bx+ es un subconjunto w*-compacto de X*. Aun mas, H es convexo
siempre que lo sea cada H,,.

Sea D C Bz un subconjunto w*-compacto de X*. Como la proyeccién candnica
T+ X5 — X (tal que 7 ((Un)n>1) = ) es una funcién w*-w*-continua, se tiene que
Dy, .= 7my(D) C Bxx es un subconjunto w*-compacto de X}, tal que D,, C Bz, . Como
cada Z,,, tiene la K.SP en X, obtenemos que " (D,,) C Bz, , Vm > 1. Asi que, si

H = {(km)mzl S @w*(Dm),Vm =1y (Hka)le € Bép}>

entonces H C Bz es un subconjunto convexo w*-compacto de X™* tal que D C H, de
donde ¥ (D) C H C Z. En consecuencia Z tiene la K.SP en X*.

Aserto 2. Si 1 <p < o0, Z tiene la KSP fuerte en X*.

En efecto, sea D C Bz un subconjunto w*-compacto y supongamos que co® (D) #
@o(D), esto es, existen un punto zg = (2on)n>1 € 0% (D) \ (D), un vector u € S(X**)
(donde X™ =3 - e X" con%—k% =1,sil<p<oo,yg=o00,8ip=1)yun
numero real d € R tales que

S {1t 20} = {uy 20) > d > sup{{u,) 17 € co(D)}.

n>1

Sea 1) : X* — {1 un operador continuo con ||| <1 tal que

Vo' = (zp)nz1 € X7, (") = ((Un, ©n))n1-
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Por el Aserto 2 de la prueba de la Prop. 2.12 se tiene que 95, es o(X*, X)- o(f1, co)-
continuo. Asi que, como c6” (D) C By (por Aserto 1), obtenemos que (D) C By, es
un subconjunto w*-compacto y que co® (¢(D)) = 1(c6” (D)) C By,.

Sea S : {1 — R el operador suma, esto es, S((Yn)n>1) = Y51 Yns V(Un)n>1 € L1.
Claramente S o ¢(z*) = (u,z*), Va* € X*, y -

S(¥(20)) = (u, 20) > d > sup{{u,n) : n € co(D)} =
= sup{S(4(n)) : n € co(D)} =sup{S(v) : v € co(4(D))},

de donde concluimos que v¥(z) € @" (¢(D)) \ @ () (D)). Por otra parte, como ¢y no
posee copias de /1, se tiene que co(K) = co¥ (K) para todo subconjunto w*-compacto
K C {1, por un resultado de Haydon [30]. Por tanto llegamos a una contradiccién, que
prueba el Aserto 2.

Aserto 3. Z no tiene control en X™.

En efecto, sea K,, C Bx+, VYn > 1, un subconjunto w*-compacto tal que ,Vm >
1, Tn(Ky) = {0}, sim #n, y mu(K,) = K, = {(0,k) € X’ : k € K}. Por el Aserto
1 de la prueba de la Prop. 2.12 se tiene que d(K,, Z) = d(Kn, Zn) < Lo~ Por otra
parte
d(@"" (K,), Z) = d(@" (K,), Zn) > d(@™" (K),F) > 0.

Por tanto Z no tiene control en X*. [ |

Corolario 2.14. (1) Si J es un conjunto con cardinal card(J) > Rq, entonces existen
un espacio de Banach X y un subespacio Z C X* isomorfo a lx(J) tales que Z tiene
la KSP en X* pero Z no tiene control en X*.

(2) Si J es un conjunto con cardinal card(J) > ¢, entonces existen un espacio de
Banach X y un subespacio Z C X* isomorfo a £1(J) tales que Z tiene la KSP fuerte
en X* pero Z no tiene control en X*.

Demostracion. Basta aplicar la Prop. 2.13. |
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Capitulo 3

Aplicacion a los conjuntos
convexos

Hasta ahora hemos considerado dentro de un espacio de Banach dual X™ el control de
los subespacios de X*. El propdsito de este capitulo es estudiar la relacién entre las
distancias d(co® (K),C) y d(K,C) cuando C' es un subconjunto convexo de un espacio
de Banach dual X* y K es un subconjunto w*-compacto de X*. El comportamiento
de la distancia d(co”” (K),C) con respecto a la distancia d(K,C) es variable. Si C' es
un subconjunto convexo w*-cerrado de X*, ya sabemos (ver la Proposicién 2.1) que
d(c®" (K),C) = d(K,C). Sin embargo, si C C X* no es w*-cerrado, todas las situa-
ciones son posibles. En cualquier caso, como luego se vera, el control de C' dentro de X*
y la existencia en C' de una copia de la base de ¢1(¢) estdn intimamente relacionados.

3.1 El control de los subconjuntos convexos de X dentro
de X**

En vista de la extensién del Teorema de Krein-Smulian para subespacios de X, parece
natural preguntarse si existe alguna constante 1 < M < oo tal que siempre se verifique
d(@" (K),C) < Md(K,C) cuando C' C X** es un subconjunto convexos de X** y
K C X™* es un subconjunto w*-compacto de X**. Las cosas estdn como sigue:

(a) Los subconjuntos convexos de un bidual X** carecen, en general, de control den-
tro de X™**. Por ejemplo, si X es un espacio de Banach tal que X™* contiene una copia de
{1, entonces existe un subconjunto w*-compacto H de X** tal que d(co”” (H),co(H)) > 0
(ver [30]) y, por tanto, co6(H) carece de cualquier tipo de control dentro de X**.

(b) Sin embargo, para la thegoria de los subconjuntos convexos C' de X vamos a
probar que d(co® (K),C) < 5d(K,C), para todo subconjunto w*-compacto K C X*,
y que, si C' N K es w*-denso en K, entonces d(co®” (K),C) < 2d(K,C).
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Lema 3.1. Sea X un espacio de Banach, C'" un subconjunto convexo de X yx € X. La
distancia d(z,C) desde x a C verifica

d(z,C) = sup inf{|p(z—c)|:ceC}.
pES(X™)

Ademds, si x ¢ C, entonces d(z,C) = SUp,eg(x+) inf p(z — C).

Demostracion. Supongamos primeramente que z ¢ C' y que d(z,C) > a > 0, es decir,
B(x :a) N C = (). Por el teorema de Hahn-Banach existe ¢ € S(X*) tal que p(z) —a =
inf o(B(z;a)) > sup ¢(C), esto es, inf (z—C') > a. Por otra parte, para todo ¢ € S(X*)
se tiene

d(z,C) =inf{|lx —c|]| : c € C} > inf{|¢p(x — ¢)| : c € C}.

Por tanto

d(z,C)> sup inf{lp(z—c)|:ce C}> sup infp(z—C)>d(z,C),
pES(X™) pES(X™)

con lo que queda probado el enunciado en este caso.

Finalmente, si suponemos que =z € C, entonces para todo ¢ € S(X*) se verifica
inf{|o(x —¢)| : ¢ € C} =0, de donde

d(z,C)=0= sup inf{lo(z—c)|:ce C}.
pES(X™)

En el siguiente lema damos una generalizaciéon del Lema 1.6.

Lema 3.2. Sean X un espacio de Banach y D C C' C X dos subconjuntos convexos de
X . Entonces para todo z € D* C X** se tiene que:

d(z,C) < d(z,D) < 2d(z,C).

Demostracion. Claramente d(z,C) < d(z,D). Probemos que d(z,D) < 2d(z,X). En
caso contrario,

(i) para cierto a > 0 se tiene que d(z, D) > 2a > 2d(z,X) y que
(ii) existe w € X tal que ||w — z|| < a y d(w, D) > a.

Puesto que d(w, D) > a, por el Lema 3.1 existe 2* € S(X*) tal que inf{z*(w — d) :
d € D} > a. Cojamos una red {d;};c; C D tal que d; = 2. Entonces w—d; = w— 2z y, por
tanto, *(w—d;) — z*(w—z). Puesto que x*(w—2) < a, existe ig € I tal que, Vi > i, se
tiene que z*(w —d;) < a. Como, por construccién a < z*(w—d;), Vi € I, obtenemos una

contradiccién que prueba que d(z, D) < 2d(z, X ). Finalmente observemos que d(z, X) <
d(z,0). n
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El siguiente lema es una adaptacién del Lema 1.7.

Lema 3.3. Sean X un espacio de Banach, C C X* un subconjunto convero y K un
subconjunto w*-compacto de X* tal que existen a,b > 0 verificando:

d(K,C) < a<b<d@ (K),C).

Entonces existen zg € o (K) y 1 € S(X**) coninf (29— C) > b tales que, si i es una
probabilidad de Radon sobre K con baricentro r(u) = zo, se verifica que: (a) u no tiene
dtomos; (b) si H = supp(u), para todo subconjunto w*-abierto V- de X* con VN H # ()
existe £ € @ (V N H) tal que infy(¢€ —C) > b; y (c) H no estd fragmentado por la
norma de X*.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que K C B(X*). Elegimos z €
o (K) tal que d(z,C) > b. Por Lema 3.1 existe ¢ € S(X**) tal que inf¢p(z—C) > b€
para cierto € > 0, es decir, 1(z) > b+ € + supt)(C). Por el Teorema de Bishop-Phelps,
existe ¢ € S(X**) con || — @ < €/4 tal que ¢ alcanza su méximo sobre 6% (K) en
cierto zg € €0 (K). Asf que:

$(20) = ¢(2) = ¥(2) + (¢ = ¥)(2) > sup(C) + b+ e — e =supy(C) + b+ fe, (3.1)

de donde obtenemos que

¥(20) = ¢(20) + (b — ¢)(20) > sup¥(C) + b+ 2 — Je = supp(C) + b + e,

es decir,
inf1p(zg — C) > b+ 3e. (3.2)

Asf que d(z9,C) > b+ 3e y, por tanto, zg & C'y z & K (porque d(K,C) <a<b).
(a) Este apartado es igual que en Lema 1.7.

(b) Sea H = supp(u) y supongamos que existe un subconjunto w*-abierto V' de X*
con VN H # () tal que infyp(§ — C) < b (es decir, ¥(§) < b+ supy(C)) para todo
¢ € @" (V N H). Denotemos por uj = prvng a la restriccion de p a V N H, esto
es, u1(B) = (B NV N H) para todo subconjunto Borel B C K. Sea g 1= u — .
Observemos que u1 y e son medidas positivas tales que

(i) 1 # 0, porque 0 # V N H =V Nsupp(p), y

(ii) po # 0 pues si po = 0, esto es, 1 = p1 = ppyvnm, entonces 2o = r(p) € 0¥ (VNH)
y inf ¢ (zg — C) < b, que contradice a (3.2).

Por tanto tenemos la descomposicién p = p1 + po verificdindose que 1 = ||u|| =
lpea || + |lpall con ||pa]| # 0 # ||uz2]|. Asi que podemos escribir:

M1

=7r(p) = T r(E2,
20 =r(p) = [l (HMHHII;@II (7—=1)

(| 2]
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Puesto que r(m) € " (V N H), entonces w(r(HZ—i”)) < b+ supy(C), de donde
qb(r(”%)) < b+ te+supy(C) (porque |[¢ — ¢|| < €/4). Por tanto, teniendo en cuenta

1l

que T(H%II) € ¥ (K), lo que implica que ¢(T(|IZ§H)) < ¢(20), y (3.1) obtenemos

_ , M1 r M2
¢(z0) = [|pallop( (Ilmll)) + [ 2l ( (Iluzll)) <

< [lpall (b + Fe +sup(C)) + [lu2llé(z0) < llpallé(z0) + llnallé(20) = d(20),

una contradiccién.

(c) Sea n = b — a y supongamos que H estd w*-fragmentado por la norma de X*.
Entonces existe un subconjunto w*-abierto V tal que VN H # () y diam(V N H) < 2.
Por tanto, si hg € V N H, se tiene que co® (V N H) C B(ho;n/2) (=bola cerrada de
centro hg y radio 1/2). Observemos que

a > d(ho; C) = inf{[¢)(ho — ¢)| : ¢ € C} = inf Y(ho — C) = 1(ho) — sup¥(C),

de donde 9 (hg) < a + sup(C). Por tanto, para todo ¢ € c@® (V N H), se verifica

$(€) (ko) + 7 < a+supp(C) + 1 < b+supy(O),

lo que contradice a (b). [

Proposicién 3.4. Sean X un espacio de Banach, C C X un subconjunto convexo de
X y K C X* un subconjunto w*-compacto. Entonces

d(@"" (K),C) < 5d(K,C).
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que 0 € C. Aceptemos que el

enunciado es falso. Entonces existiran un subconjunto w*-compacto K de X™* y dos
nimeros reales a,b > 0 tales que

d(@™ (K),C) > b> 5a > 5d(K, C).

Por el Lema 3.3 tenemos el siguiente Hecho:

Hecho. Existe un funcional ¢ € S(X***) y un subconjunto w*-compacto ) # H C K
tal que para todo subconjunto w*-abierto V con V N H # () existe £ € 0% (V N H) con
infy (& —C) > b.

Etapa 1. Sea Dy = {0}. Aplicando el Hecho con V = X** elegimos ¢; € co¥ (H) tal
que inf (& — C) > b, es decir, ¥(&1) > b+ supyp(C). Como B(X™) es un subconjunto
w*-denso en B(X***), existe 27 € S(X™) tal que z7(&§1) > b+supy(C). Sea Wy :={u €
X (u,x7) > b+supy(C)}. Es claro que W es un semiespacio w*-abierto de X** tal
que & € Wi Neo” (H). Por tanto, como Wi N H # () podemos hallar 1, € Wy N H.
Puesto que d(n1,C) < a, tenemos la descomposicién m1 = ni; + 1% tal que n} € C'y
77% € aBx#=.
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Etapa 2. Sean D; = {77%} UDy C Cy Vi := W;i. Como Vi es un subconjunto
w*-abierto tal que V; N H # (), aplicando el Hecho elegimos & € co® (Vi N H) tal que
¥(&2) > b+ supy(C). Puesto que D; es finito y min (&2 — D1) > b, existe x5 € S(X*)
tal que minz}(§2 — D1) > b, es decir, 25(&2) > b+ maxxzi(D;). Sea Wy := {u €
X (u,z8) > b+ supy(C)}. Es claro que Wy es un semiespacio w*-abierto de X**
tal que & € Wo Nco” (Vi N H). De aqui que WoN'Vi N H # 0 y podemos hallar
n2 € WaN' Vi N H. Por tanto, x5(n2) > b+ maxx3(D), es decir, minz3(ny — D1) > b.
Ademés min x7(n2 — Do) > b porque 12 € V;. Puesto que d(n2,C) < a, podemos hacer
la descomposicién 7z = nd + 13 tal que ni € C' y n? € aB(X™*).

Etapa 3. Sean Dy = {ni}UD; C C'y Vo = Wa N Vi, que es un subconjunto w*-
abierto tal que Vo N H # (). Aplicando el Hecho elegimos &3 € 0¥ (Vo N H) tal que
P (&3) > b+ supyp(C). Puesto que Dy es finito y min)(§3 — Da) > b, existe 2§ € S(X*)
tal que minz}({s — D2) > b, es decir, 25(&3) > b+ maxxj(D2). Sea W3 := {u €
X (u,z5) > b+ supy(C)}. Es claro que W3 es un semiespacio w*-abierto de X**
tal que & € Wy nao® (Vo N H). De aqui que W3 N Vo N H # () y podemos hallar
n3 € W3 N Ve N H. Por tanto, z3(n3) > b+ maxxj(Ds), es decir, minz3(ns — Da) > b
y, ademds, minx}(n3 — D;—1) > b porque n3 € V;, i = 1,2. Puesto que d(n3,C) < a,
podemos hacer la descomposicién 73 = 13 + 13 tal que ni € C y 73 € aB(X™).

Reiterando, obtenemos las secuencias {x}}n>1 C S(X*), {mx : k > 1} C H, Dy, =
{mi} UDk_1, m =ni+n connp € Cyni€aB(X*), k> 1, tales que minz} () —
D;_1) > b, para todo k > i.

Sean D = @(Uklek) cC y:

w*

Ki={nl:i>1} c(K+aB(X*)ND

Sea 1y un punto w*-limite de {ng}r>1.

Aserto 1. d(no, D) < ba.

En efecto, claramente 19 € H N (K 4+ aB(X™**)). Observemos que:

(i) Puesto que K; C K + aB(X**), obtenemos que d(K;,C) < d(K,C) + a < 2a.
(ii) Puesto que Ky C Ew*, por el Lema 3.2 obtenemos d(K1, D) < 2d(Ky,C) < 4a.
Por tanto, como 1y € K; + aB(X™), finalmente concluimos que d(ng, D) < 5a.

Aserto 2. d(ng, D) > b.

En efecto, sea ¢ € By« un punto w*-limite de {z} },,>1. Puesto que minz} (n; —
D,,_1) > b para k > n, entonces min x} (ng — Dy,—1) > b, ¥n > 1. De aqui que inf ¢(ny —
D) > by, por tanto, d(ng, D) > b.

Puesto que b > 5a obtenemos una contradiccion, que completa la prueba. |
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Proposicion 3.5. Sean X un espacio de Banach, C' C X un subconjunto convexo de
X y K C X™ un subconjunto w*-compacto tal que K N C es w*-denso en K. Entonces

d(co¥" (K),C) < 2d(K,C).

Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto w*-compacto K C B(X™*) con
C'NK w*-denso en K tal que d(co”" (K),C) > b > 2a > 2d(K, C) para ciertos ntimeros
a,b > 0. A continuacién razonamos como en Proposicién 3.4 pero introduciendo los
siguientes cambios. Como CN K es w*-denso en K y Vi, N H # (), también V, NCN K #
0, Vk > 0. Asi que elegimos n,, € Vp; N K NC, k > 1, y hacemos 77,& =Ny 77]% = 0. Ahora

Ki={n k> 1}w ={n: k> 1}w* c K y, por tanto, d(K1,C) < d(K,C) < a, de
donde d(K;,D) < 2a. Finalmente todo punto w*-limite 79 de {n; : k > 1} satisface
no € K1, d(no, D) < 2a 'y d(no, D) > b, una contradiccién. [

3.2 La distancia a subconjuntos convexos de espacios de
Banach duales

Sea X un espacio de Banach, C' C X* un subconjunto convexoy W C X* un subconjunto
w*-compacto. Nuestro propdsito en esta seccion es estudiar la relacién entre la distancia
d(ce¥" (W), C) y la distancia d(W, C'). Un resultado elemental aparece en la Proposicién
2.1.

Definicion 3.6. Si X es un espacio de Banach, un subconjunto A C X* se dice que es
una w*-N-familia de anchura 6 > 0 si A es acotado y tiene la forma

A= {nun : M,N subconjuntos disjuntos de N},

de modo que existen dos secuencias {rym :m >1} CR y{zx,:n >1} C B(X) tales que
para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N se verifica

NMN(Tm) > 1T + 0, Vme M, y nun(xn) <7y, Vn € N.

Si ademdas ry, = ro, Ym > 1, entonces se dice que A es una w*-N-familia uniforme de
anchura 6 > 0.

Nota 3.7. (1) Si F := {nm,n : M, N subconjuntos disjuntos de N} es una w*-N-familia
en el espacio de Banach dual X* y si (M;, N;)i<. es una familia independiente de partes
de N con cardinal ¢, entonces se prueba mediante un argumento bien conocido (ver [17,
p. 209]) que la familia {nas, N, : @ < ¢} es equivalente a la base de ¢1(c). Adn mas, el
mismo argumento de [17, p. 206] prueba que la secuencia {z, : n > 1} C B(X) asociada
a F es equivalente a la base de /5.

(2) Por tanto, si un espacio de Banach dual X* posee una w*-N-familia, entonces X
posee una copia de £1. Y viceversa, si X posee una copia de £1, entonces X* contiene una
w*-N-familia. En efecto, sea i : /1 — X un isomorfismo entre ¢ e i({1). Sea i* : X* —
su operador adjunto, que es un operador cociente tal que B(fs) C i*(|[i~||B(X*)). Por
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cada par M, N de subconjuntos disjuntos de N elegimos ny;n € [i 1| B(X*) tal que
i*(nv,n) = 1y — 1n. Entonces {na,n : M, N subconjuntos disjuntos de N} es una w*-
N-familia en X*.

(3) Por (1) si un subconjunto Y de un espacio de Banach dual X* contiene una w*-N-
familia, cierto subconjunto de Y es equivalente a la base de ¢1(c). Al revés no es verdad,
en general, pues si tomamos, por ejemplo, en el espacio dual £1(¢) = ¢o(c)* el conjunto
Y := B({1(c)), entonces Y contiene una copia de la base de ¢;(c) y, sin embargo, Y no
posee ninguna w*-N-familia porque ¢o(c) carece de copias de /.

(4) Sea A = {nm,n : M, N subconjuntos disjuntos de N} una w*-N-familia de anchu-
ra 0 > 0 en el espacio de Banach dual X*, asociada a las secuencias {r,, : m > 1} C R
y {zm : m > 1} C B(X). Afirmamos que para todo 0 < n < § existe un subconjunto
infinito N,, C N tal que A, := {na,n : M, N subconjuntos disjuntos de N, } es una w*-
N-familia uniforme de anchura 7 > 0 asociada a la secuencia {z,, : m € N;} C B(X) y a
cierto nimero 79 € R. En efecto, como la secuencia {r,, : m > 1} C R es acotada, existe
cierto ro € Rtal que N, := {m € N: ro+n—0 < rp, < rg} es un conjunto infinito. Ahora
es facil ver que A, := {na,n : M, N subconjuntos disjuntos de N, } es una w*-N-familia
uniforme de anchura n > 0 asociada a ro y a la secuencia {z,, : m € N} C B(X).

(5) Si X es un espacio de Banach y A C X* es un subconjunto, entonces es facil ver
que A posee una w*-N-familia sii la posee A.

(6) Observemos que si A es un subconjunto de un espacio de Banach X, entonces A
posee una copia de la base de ¢1(7), siendo 7 un cierto cardinal, sii A posee una copia de
la base de /1(7). En efecto, sea {u; : i < 7} C A una copia de la base de ¢1(7) verificando
para cierto 0 < C' < oo que

CTY NI S Nl Al V(Mier € fi(7).
<7 1<T 1<T
Sie; € A es tal que [le; —u;| < 02_1, i < T, entonces se ve facilmente que {e; : i < 7}
es equivalente a la base de ¢1(7) ya que se verifica

T IS ID el < (CHECTH DAL

<7 <7 <7

Proposicién 3.8. (a) Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w*-compacto
de X* tal que no hay en K una w*-N-familia (por ejemplo, si no hay en K una copia
de la base de ¢1(c)). Entonces co% (K) = co(K).

(b) Sean X un espacio de Banach y C un subconjunto convexo de X* tal que no hay
en C una w*-N-familia (por ejemplo, si no hay en C una copia de la base de 1(c)).
Entonces C tiene 3-control dentro de X*.

Demostracion. (a) En caso contrario existiria un subconjunto K C B(X*) w*-compacto
tal que d(co®” (K),c0(K)) > d > 0. Del Lema 2.3 se sigue que existen rg € R, una
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secuencia {z, : n > 1} C B(X) y para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N
un punto 7,y € K tales que

nu,N(Tm) > 1o +d, Vm e M, y nan(xn) < ro, Vn e N.

Por tanto, existe en K una w*-N-familia, lo que contradice el enunciado.

(b) Supongamos que C' no tiene 3-control dentro de X*. Entonces existe un subcon-
junto w*-compacto K de X* y dos ntimeros reales a,b > 0 tales que d(co®" (K),C) >
b> 3a > 3d(K,C). Como d(co(K),C) = d(K,C) < a, obtenemos d(co®” (K),co(K)) >
b—a > 0. Por el Lema 2.3 existen un nimero real 79 € R, una secuencia {z, : n > 1} C
B(X) y, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N, un vector ny n € K tales
que

MM N(Tm) > 10+ b—a, Ym € M, y nyn(zn) <710, ¥n € N.

Como CZ(K, C) < a, por cada par de subconjuntos disjuntos M, N de N, elegimos zy;n €
C tal que ||zm,ny — nu,N|| < a. Por tanto, la familia

F = {zm N : M, N subconjuntos disjuntos de N}
es acotada y satisface
2 N(Tm) >ro+b—2a, Yme M, y zyn(zn) <ro+a, VneN.

Puesto que 79 +b—2a = ro+a+ (b —3a) > 19 + a, la familia F es una w*-N-familia en
C, lo que contradice el enunciado. |

Nota 3.9. Para un conjunto convexo C, los asertos “C' tiene 3-control dentro de X*”
y “C' carece de una w*-N-familia” no son equivalente, en general. Por ejemplo, si C :=
B(lx), C tiene una w*-N-familia (esto es trivial) y, también, C tiene 1-control (y, por
tanto, 3-control) dentro de {o, porque C' es w*-cerrado (ver Proposicién 2.1). El aserto
“C' carece de una copia de la base de ¢1(c)” se puede caracterizar como sigue.

Proposicién 3.10. Sea X un espacio de Banach y C' un subconjunto convero de X*.
Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) C carece de una copia de la base de ¢1(c).

(2) C tiene universalmente 3-control, esto es, si @ es (isomorfo a) un subespacio
de algun espacio de Banach dual Z*, entonces C' tiene 3-control dentro de Z*.

(3) C tiene universalmente control, esto es, si [C] es (isomorfo a) un subespacio de
algun espacio de Banach dual Z*, entonces C tiene control dentro de Z*.

Demostracion. 1 = 2 se sigue de la Proposiciéon 3.8 y 2 = 3 es obvio.

3 = 1. Supongamos que C posee una copia K de la base de ¢;(c) y sea Z := [C].

Del argumento de la prueba de la Proposiciéon 2.10 se deduce que existe un subespacio

cerrado V' de Z* normante respecto de Z tal que K es o(Z, V')-compacto pero ?a(z,v) no
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es 0(Z,V)-compacto. Seai : Z — V* la inmersién canénica tal que i(2)(v) = (v, z), Vz €
Z, Yv € V. Entonces i(K) es un subconjunto w*-compacto de V* tal que i(K) C i(C),
aunque o (i(K)) \ i(Z) # 0 y, por tanto, d(co®” (i(K)),i(C)) > 0. Asi que i(C) no
tiene control dentro de V*, lo que contradice (3). [

A continuacién vamos a utilizar el siguiente resultado debido a Talagrand [52].

Proposicién 3.11. (Talagrand [52]) Sean T un cardinal con cofinalidad verificando
cf(t) > No, X un espacio de Banach y A C X un subconjunto. Los siguientes enunciados
son equivalentes

(1) A posee una copia de la base de £1(T).

(2) €6(A) posee una copia de la base de £1(T).

(3) En [A] hay una copia de €1(T).

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) son obvias.

(3) = (1). Sean E := [A] y T : £1(7) — E un isomorfismo entre ¢1(7) y su imagen. Su
adjunto 7™ : E* — {.(T) es un operador cociente que es w*-w*-continuo. Sean 0 < 7 tal
que nB(lso(7)) C T*(B(E*)) y W := T* Y B(lso(7))) N %B(E*) Es inmediato que se
puede tomar W como la bola unidad de E* para una cierta norma dual |||-||| equivalente
a la norma dada. Con esta nueva norma se tiene obviamente que T*(B((E*, |||']|]))) =
T*(W) = B({x(7)) = [-1,1]". Por [52, Theorem 4] se concluye que A posee una copia
de la base de ¢1 (7). [

Nota. El requisito cf(7) > Ry en la proposicién anterior es necesario (y también
suficiente). En efecto, sean 7 un cardinal con cf(7) = Xy y 7,, n > 1, ordinales verificando
Tn < Tnt1 < T Y Upsy ™o = 7. Sea {e; : i < 7} la base canénica de ¢1(7). Consideremos
el subconjunto A C £1(7) tal que A :={J,~{1e; : i < 7,}. Es inmediato que ¢1(7) = 4]
y, sin embargo, A no posee una copia de la base de £1(7).

Corolario 3.12. Sean X un espacio de Banach y A un subconjunto de X* que carece
de una copia de la base de (1(c). Entonces:
(1) Para todo subconjunto w*-compacto K de [A] se verifica que 6% (K) = co(K).
(2) Todo subconjunto convexo C de [A] tiene 3-control dentro de X*.

Demostracion. Primero, observemos que [A] carece de una copia de la base de ¢;(c), por
la Proposicién 3.11 y porque cf(¢) > Ry ya que para todo cardinal infinito « se verifica
cf(2%) > a (ver [31, p. 78]) y ¢ = 2%°. Ahora basta aplicar la Proposicién 3.8. [

Corolario 3.13. Sean X un espacio de Banach y W un subconjunto de X*. Entonces

(1) Supongamos que W es w-Lindeldf. Entonces: (i) C tiene 3-control dentro de X*
si C' es un subconjunto convezo de [W]; (i) 0" (K) =co(K) si K es un subconjunto
w*-compacto de [W].
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(2) Supongamos que W es un subconjunto cerrado convexo con la propiedad (C) de
Corson. Entonces: (i) C tiene 3-control dentro de X* si C es un subconjunto convero
de [W]; (ii) ©0¥" (K) = co(K) si K es un subconjunto w*-compacto de [W].

Demostracion. (1) En primer término, W no puede tener una copia de la base de ¢; ()
porque una tal copia es un subconjunto w-cerrado pero no w-Lindel6f. Ahora basta
aplicar el Corolario 3.12.

(2) Recordemos que un subconjunto cerrado convexo F' de un espacio de Banach
tiene la propiedad (C') de Corson si (\;c; Ci # 0 siendo {C; : i € I} una familia de
subconjuntos convexos cerrados de F' con la propiedad de la interseccién contable, esto
es, (;es Ci # 0 para toda familia contable J C I. Observemos que, si un subconjunto
cerrado convexo F' tiene la propiedad (C'), entonces F' carece de una copia de la base de
¢1(c). En efecto, en caso contrario sea F := {u, : ¢ < ¢} C F una familia de vectores
equivalente a la base de ¢1(¢) y Cy := @ (F \ {us}). Claramente, la familia {C, : 0 < ¢}
tiene la propiedad de la interseccién contable y sin embargo (1, .C, = ). Por tanto, en
el caso que nos ocupa, W carece de una copia de la base de ¢1(¢) y podemos aplicar el
Corolario 3.12. |

Nota 3.14. En [51, Problem 4.5] Talagrand pregunta si co¥ (K) = ¢o(K) siendo K
un subconjunto w*-compacto w-Lindel6f de un espacio de Banach dual X*. Cascales,
Namioka y Vera probaron en [10, Corollary E] (ver también [9, Theorem 4.5]) que todo
subconjunto w*-compacto w-Lindel6f de un espacio de Banach dual X™* esta fragmentado
por la norma de X*. Por tanto, aplicando [40, Theorem 2.3], estos autores dan una
respuesta afirmativa a la cuestion planteada por Talagrand. Como acabamos de ver,
este resultado es un caso particular de la Proposicién 3.8 porque un subconjunto w-
Lindel6f carece de copias de la base de ¢;(c).

3.3 Subconjuntos convexos de espacios de Banach con bola
dual angélica

En esta Seccién vamos a extender la Proposicion 2.7 a los subconjuntos convexos de los
espacios de Banach Y que tienen bola dual B(Y™*) w*-angélica. Comenzaremos probando
algunos lemas auxiliares.

Lema 3.15. Sean K un espacio compacto Hausdorf con |K| > 2, up € Mgr(K) una
medida de Radon sobre K y f € C(K) una funcion real continua sobre K. Sea p =
pu—p~ la descomposicion de p en sus partes positiva y negativa. Existen puntos distintos
p1,p2 € K tales que

i 1Lf (p1) = I 11Lf (p2) = w(f)-

Demostracion. Sean pi, pa dos puntos distintos de K tales que

f(pr) = méx{f(p) : p € K}y f(p2) = min{f(p) : p € K}.
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Con esta eleccion se cumple el enunciado porque

- / F(k)d(u / FEn)d(u™) = a1 (),
K
- / Fk)d(u / Fp2)d(u) = I 1 (p2).

de donde ||| f(p1) — [l 1f (p2) = p*(f) — p=(f) = p(f)- u

Si I es un conjunto infinito, denotaremos por ¢(I) al subespacio de £ (I) integrado
por los elementos que son constantes sobre I* = I \ I.

Proposicién 3.16. Sea I un conjunto infinito y C C c(I) C loo(I) un subconjunto
convezo. Entonces para todo subconjunto w*-compacto K C U (I) se verifica que

d(@" (K),C) = d(K,C).
Demostracion. Sea K C X* un subconjunto w*-compacto. Sin pérdida de generalidad

(practicando una homotecia si fuera preciso), podemos suponer que K C B(X™).

Caso trivial. Supongamos que K C ¢(I). Puesto que ¢(I) no posee copia de /1(c),
de Proposicién 3.8 se deduce que @6®” (K) = co(K), por lo que d(co¥" (K),C) = d(K, C).

El caso no trivial. Supongamos que K \ ¢(I) # . Esto implica que d(K,C) > 0.
Supongamos que d(co¥ (K),C) > d(K,C). En tal caso para ciertos niimeros reales
a,b > 0 se verifica

d(@"" (K),C) > b>a > d(K,C).

De aquif que existen un vector wy € co®” (K) \ C y un funcional g € S(¢%,(I)) (ver el
Lema 3.1) tales que inf ¢o(wo — C) > b. Sea € > 0 tal que a + € < b. Como 3 (I) =
0(I) @1 MRp(I*) (Mg(I*) es el espacio de las medidas de Radon sobre I*), se tiene la
descomposicién g = o1+ @o2 con po1 € £1(I), wo2 € Mr(I*) y 1 = ||po1|l+ ||©o2]|- Sea
Yoo = 4,032 — Ppy la descomposicién de g2 en sus partes positiva y negativa, y pongamos
M= gl ¥ A2 i= |l¢gsll- Por el Lema 3.15 existen dos puntos distintos p1,ps € I*
tales que
Ao (p1) — A2wo(p2) > po2(wo)-

Puesto que wg es continuo sobre (1, existen dos subconjuntos disjuntos infinitos Vi, V5
de I tales que

O peV’ i=12
(ii) para todo v; € 7{6[, i =1,2, se verifica
)\1’1])0(’01) — )\2’(1)0(’02) > (,002(1130) - %

Como V7, V5 son subconjuntos disjuntos infinitos de I, podemos elegir dos secuencias de
puntos distintos dos a dos {d,, : n > 1} C Vj y {e, : n > 1} C V. Obviamente se verifica

Alwo(dn) — Ag’uv)o(em) > (,002(71)0) — %, Vm,n € N.
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Sea u la probabilidad de Radon sobre K tal que r(u) = wp. Definamos la aplicacién
lineal T}, : loo(I) — R tal que T5,(f) = wo1(f) + M f(dn) — A2 f(en) para todon € Ny
toda f € loo(I). Claramente T, es || - ||-continua y w*-continua verificando ||T,|| < 1.
Aun més

polu) = § < Tulwo) = L) = [ Tu(F)e
Sea Ay :={f e K:T,(f) > ¢o(wo) — €}, Vn > 1.

Aserto 1. p(A,)>§, Vn > 1.

En efecto, para todo n > 1 se verifica

poln) = § < Tufwo) = [ Tu(dn= [ Tundu+ [ TP <

< u(An) + po(wo) —e.
Por tanto pu(A,) > €/2, Vn > 1.

ea B, := m para todo n > 1. La secuencia {B,},>1 es decreciente y
Sea B o A todo n > 1. L ia {B,}n>1 es decrecient
satisface p(B,) > 5 para todo n > 1. De aqui que p((),>; Bn) = § vy, por tanto,
ﬂn21 B, # (. Elijamos g € ﬂn21 By, e, inductivamente, la secuencia {Ay, }i>1, n; <
ni+1, tal que g € A,, para todo ¢ > 1. Entonces

po1(g) + A1g(dn;) — Aag(en;) = Tn;(9) > wo(wo) — €, Vi > 1.
Por un argumento de compacidad, podemos elegir dos puntos distintos
q €{dy,; 11> 1}ﬁI\I ! vy q2 € {en, 11> l}ﬂI\I c 75" tales que
po1(9) + A19(q1) — A29(q2) > wo(wo) — €. (3.3)

Sea g 1= o1 + (A1dq, — A2dg,). Observemos que 1y pertenece a S(€5(1)).

Aserto 2. infiyy(g—C)>b—e.

En efecto, si ¢ € C entonces ¢ € c(I) y, por tanto, ¢ es constante sobre I*. Asi que

Yo(c) = @o1(c) + (A1dg, — A20g,)(€) = por(c) + (A1 — A2)é(q1) =
= po1(c) + po2(¢) = wo(c).

Por tanto teniendo en cuenta (3.3) y que inf po(wp—C) > b, para todo ¢ € C, deducimos
que

(0,9 — ¢) = vo1(g) + (Arg(a1) — A29(q2)) — ¢o(c) =
> po(wo) — € — po(c) = (po, wp —¢) —€ >b—e.

En consecuencia, del Lema 3.1 obtenemos d(g,C) > b — e. Por otra parte, como
g € K, entonces d(g,C) < a por hipétesis. Asi que b—e < a y esto contradice la eleccién
de € y completa la prueba. |
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Proposicién 3.17. Sean X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X* con
bola unidad dual cerrada B(Y™*) w*-angélica y C C'Y un subconjunto convexo. Entonces
para todo subconjunto w*-compacto K C X* se tiene que d(co®” (K),C) = d(K,C). Ain
mds, co¥ (K) = co(K) para todo subconjunto w*-compacto K C Y.

Demostracion. Supongamos que existen un subconjunto w*-compacto K C B(X™*) y
dos numeros reales 0 < a,b < 1 tales que

d(@"" (K),C) > b>a > d(K,C).

Sea wy € co® (K) tal que d(wp,C) > b. Por Lema 3.1 existe ¢y € S(X**) tal que
inf{(pp,wp —¢) : c € C} > b. Sea 0 < € tal que b+ ¢ < inf{(pp,wp —¢) : c € C} y
denotemos

U:={p € B(X™):{p,wo) = (po,wo) — €} y V:={x € Bx : (wo, ) = (o, wo) — €}.

Observemos que ¢g € U y que, al ser (@, wo) —e < 1, también U =V . Sii:Y — X*
es la inclusién candnica, entonces i* : X** — Y™ es una aplicacién cociente tal que
i*(go) € i*(U) = *(V)" C B(Y*). Puesto que (By~,w*) es una bola angglica, existe
una secuencia {z, : n > 1} C V tal que i*(z,) = i*(¢o) en la w*-topologia o(Y*,Y).
Sea el operador continuo 7" : X* — fl tal que T'(u) = (u(zy))n>1, Vu € X*. Se tiene
que:

(1) T es un operador || - |-continuo con [|T|| < 1y, ademds, T es w*-w*-continuo
sobre los subconjuntos acotados de X*.

(2) Como *(xy,) N i*(v0), para todo y € Y se tiene que y(z,) = *(z,)(y) —
i*(¢0)(y) por lo que T(Y) C ¢ := ¢(N).

Sean C' := T(C) y T(K) =: H C B(ls). Es claro que H es un subconjunto w*-
compacto de B(ls) tal que d(H,C) < d(K,C) < a por ser la norma ||T| < 1. Sea
vg = T(wo), que verifica claramente vg € co% (H). Consideremos %, = {1 @1 Mr(BN\N)
(donde Mpr(BN\N) es el espacio de las medidas de Radon sobre SN\N) y sea {e,, : n > 1}
la base candnica del subespacio 1 que aparece en la anterior suma directa. Es inmediato
que T*(e,) = xn, n > 1. Sea 1y un punto w*-limite de {e,, : n > 1} en B({,), que
verifica claramente 1y € S(€5).

Aserto. inf{(ny,vo— &) :¢e C} >b.

En efecto, en primer lugar 7%(79) es un punto w*-limite de {z,, : n > 1} en B(X™**).
Por tanto

(i) T*(no) € U, de donde (T™*(np),wo) > (@0, wp) — €.
(ii) Si ¢ € C, para todo n > 1 se tiene

{en, Te) = (T"(en), ) = (xn, ) = (0, ),
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por lo que (ng, T'c) = (¥, ¢). En consecuencia, para todo ¢ € C se tiene

(no,vo —T'c) = (no, Two —T'c) = (T™*(no), wo — ¢) > (o, wo) — € — (o, c) =
= (po,wop—c) —e>b+e—e=0b,

y esto prueba el Aserto.

Por Lema 3.1 obtenemos que d(vg, C') > b. Por otra parte, de la Proposicién 3.16 se
deduce que d(vg, C’) < a. Hemos llegado a una contradiccién que prueba que
d(@"" (K),C) = d(K,C). Finalmente, la tltima afirmacién del enunciado es conse-
cuencia de Proposicién 3.8 y de que Y no posee una copia de la base de ¢1(c). |
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Capitulo 4

La w*-clausura convexa versus la
| - [[-clausura convexa

En este Capitulo, dado un cierto subconjunto w*-compacto K C X* de un espacio de
Banach dual X*, nos dedicaremos a dar condiciones necesarias y suficientes, e intrinsecas
respectos de K, para que se verifique co” (H) = co(H) para todo subconjunto w*-
compacto H C K. En el Capitulo anterior se vio (Proposicién 3.8) que si un subconjunto
w*-compacto K de un espacio de Banach dual X* no posee una w*-N-familia, entonces
goza de lo que denominaremos propiedad (P), que definimos de la siguiente manera:

Definicion 4.1. Un subconjunto Y C X* de un espacio de Banach dual X* tiene la
propiedad (P) si todo subconjunto w*-compacto H C'Y wverifica que co¥ (H) = co(H).

Nota. Observemos que si Y C X™* es un subespacio cerrado de un espacio de Banach
dual X*, entonces Y posee la propiedad (P) siy solo si Y tiene la propiedad K SP fuerte
(ver el Capitulo “Espacios de Banach universalmente Krein-Smulian”)

Haydon [30] caracterizo la propiedad (P) en espacios de Banach duales X*, consid-
erados globalmente, de la siguiente forma: X* tiene la propiedad (P) sii X no posee
una copia de ¢; sii todo elemento z € X** es universalmente medible sobre (X*, w*).
Ocurre, sin embargo, que aunque X posea una copia de ¢1, hay en X* subconjuntos que
poseen la propiedad (P), lo que indica que la propiedad (P) es una propiedad “local .
En consecuencia, se puede pensar en dar una caracterizacién de la propiedad (P) de tipo
“intrinseco”, que es lo que, entre otras cosas, hacemos en este Capitulo. Comenzaremos
probando varios lemas técnicos y dando algunas definiciones.

Lema 4.2. Sea K = {0,1}"N C B({s) el compacto de Cantor C visto como un subcon-
Junto w*-compacto de (B({x), w*). Existe un subconjunto w*-compacto D C K, home-
omorfo a C, tal que co(D) C €W (D). Adn mds, existe un vector zy € co® (D) tal que
1 = d(z0,c0(D)) = d(co®” (D), co(D)).

Demostracion. Vamos a utilizar la construccién (y la notacién) de la Proposicién 1.12.
En esta proposicién, si A C {0,1}", se definfa la funcién continua f4 : C — {0,1} del
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siguiente modo

1, siop €A,
VU€C7 fA(O_):{? SIOT 6

0, siop ¢ A
Sea
I={fa:AC{0,1}" con |A| =2" —nyneN},
que satisface |I| = Ng. Asi que, en lugar de ¢, pondremos ¢ (I) y el subconjunto

w*-compacto {0, 1} C B({y,) serd ahora {0,1} C B(foo(I)). Consideremos la funcién
P :C— {0,+1} C B(lso(I)) tal que

Vi=fael, Yoel, ¥(o)i) = fa(o).

que es a una funcién inyectiva y continua, cuando se considera en {0,+1}! la w*-
topologia de £ (I), que coincide con la topologia producto de {0,4+1}!. Asi que D :=
¥(C) € {0, +1}! es un compacto homeomorfo a C tal que djo = 0 para todo d € D (ver
Proposicién 1.12). Sean A la probabilidad de Haar sobre C, u := () la probabilidad de
Radon sobre D, imagen de A por la funcién continua v, y r(i) =: zo € &% (D) el bari-
centro de p. Sabemos que Zy(p) = +1, para todo p € ™ \ I. Sea p € O y consideremos
8p € Loo(I)*. Se tiene que 6,(20) = Z0(p) = +1, pero d,(d) = d(p) = 0, ¥d € D. Por tan-
to 1 < d(z0,c0(D)) < d(co”” (D),co(D)). Como co®" (D)  [0,1]N y diam([0,1]V) < 1,
finalmente obtenemos 1 = d(zg,co(D)) = d(co®" (D), co(D)). [

Definicion 4.3. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*.

(1) Un subconjunto A de X* es un esqueleto de Cantor de anchura § > 0 si y sélo
si A es un subconjunto acotado de la forma A = {k, : 0 € C} y existen una secuencia
de nimeros reales {a, : n > 1} C R y una secuencia de vectores {xy, : m > 1} C B(X)
tales que, para todo o € {0,1}N y todo m > 1, se tiene (ky,zm) < am, si o(m) =0, y
(kgyTm) > am + 0, st o(m) = 1. Adn mds, si a, = a, Yn > 1, decimos que A es un
esqueleto de Cantor uniforme. Un subconjunto IC de K es un esqueleto de Cantor de K
st IC es esqueleto de Cantor y ademds £ = K.

(2) Definimos el P-indice de K (abrev., Pind(K)) y la anchura de K (abrev.,
Width(K)) de la siguiente forma:

Pind(K) := sup{d(co® (H),co(H)) : H subconjunto w*-compacto de K}

Width(K) := sup{d > 0 : eziste un esqueleto de Cantor A C K de anchura > d}.

Nota 4.4. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*. Clara-
mente K tiene la propiedad P siy sélo si Pind(K) = 0. Supongamos que A = {k, : 0 €
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C} es un esqueleto de Cantor de K (por tanto A" =K ) de anchura 6 > 0 asociado a
las secuencias {a, :n > 1} C Ry {x,, : m > 1} C B(X). Entonces

(1) Para todo k € K y todo m > 1 6 bien (k,zp,) < a, 6 bien (k,2y,) > am + 0.
Atin més, si definimos la aplicacién ® : K — C = {0, 1} como

1, si(k,zm) >am+06

Vk € K, Ym > 1, ®(k)(m) =
(k)(m) {O, si (k,zm) < am,

entonces ¢ es una aplicacién continua que verifica ®(K) = C.

(2) En general, ni K es homeomorfo a C ni K contiene un subespacio homeomorfo
a C. En efecto, cojamos el compacto SN considerado homeomérficamente sumergido en
(B(C(BN)*),w*). Es claro que co(3N) C o (8N) porque co(N) es el conjunto de las
probabilidades puramente atémicas sobre BN y 6% (8N) es el conjunto de las proba-
bilidades de Radon sobre ON. Este hecho implica (aplicando la siguiente Proposicién
4.8) que existe un subconjunto w*-compacto K de SN que posee un esqueleto de Cantor
uniforme con respecto a C'(BN)*. Sin embargo K no contiene una copia homeomorfa a
C porque BN carece de secuencias convergentes que no sean triviales.

(3) Para todo 0 < 1 < § existen un subconjunto infinito N, C N, un ndmero
real a, y un subconjunto A4, C A tales que A, es un esqueleto de Cantor uniforme
de anchura 7 asociado al nimero a, y a la secuencia {z,, : m € N,;} C B(X). En
efecto, puesto que la familia {a, : n > 1} C R es acotada, existe a,, € R tal que
N, :={m € N:a,+n—0 < ay, < ay} es un conjunto infinito. Sea 7 : {0, 1} — {0, 1}
la proyeccién canénica y para cada 7 € {0,1} elegimos o(7) € 771(7). Definimos
hr = ky(y) por cada 7 € {0,1}. Es facil ver que A, := {h, : 7 € {0,1}""} es un
esqueleto de Cantor uniforme de anchura 1 > 0 asociado a a, € R y a la secuencia
{zm :m e N,} C B(X).

(4) A pesar de que K tiene un esqueleto de Cantor A = {k, : ¢ € C}, no es verdad,
en general, que d(co®" (K),co(K)) > 0. En efecto, consideremos en £, €l subconjunto
w*-compacto K := C = {0,1}Y, que es esqueleto de Cantor de anchura 1 de si mismo
y satisface co® (K) = @o(K) = [0,1]Y. En el siguiente lema se describen algunas de
las consecuencias de la existencia de un esqueleto de Cantor dentro de un subconjunto
w*-compacto.

Lema 4.5. Sea K un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X* tal que
K contiene un esqueleto de Cantor de anchura § > 0. Entonces existe un subconjunto
w*-compacto H de K tal que d(co®” (H),eo(H)) > 6 vy, por tanto, Pind(K) > 4.

Demostracion. Sea A := {k, : 0 € C} un esqueleto de Cantor de anchura § > 0 dentro

de K. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que K = Zw*.

(A) Primeramente supongamos que K es un subconjunto w*-compacto de /o, y que
A :={ks : 0 € C} es un esqueleto de Cantor uniforme de anchura ¢ = 1 de K de
modo que, para cada o € {0,1} y para todo m > 1, se tiene que mp,(k,) < 0, si
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o(m) =0,y mm(ks) > 1, si o(m) = 1. Consideremos la anterior aplicacién continua
®: K — C tal que ,\Vk € K, ®(k)(m) =1, 81 ky, > 1, y ®(k)(m) = 0, si ky, < 0.
Claramente ®(K) = C. Sea i : C(C) — C(K) la inclusién isométrica candnica tal que
Nfe ), i(f) =fodyi*: C(K)* — C(C)* su operador adjunto. Claramente ¢*
es una aplicacién cociente, que es || - ||-continua y también w*-w*-continua. Avin mas,
i*(B(C(K)*)) = B(C(C)*)y i*(Pr(K)) = Pr(C), donde Pr(K) y Pr(C) son los espacios
de las probabilidades de Radon sobre K y C, respectivamente. Por la prueba del Lema
4.2 existen un subconjunto w*-compacto D C C C ¢ y una probabilidad de Radon p
sobre D tal que, si zg = r(u)(= baricentro de p), entonces zg € co®” (D) \ co(D). Sea

"={deD:mu(d) =1}y D' ={de€ D:mp(d) =0}, m>1.

Observemos que la probabilidad p satisface u(D7*) — 1y, por tanto, u(Dg') — 0 cuando
m — 00, por Proposicion 1.12. En efecto, en la Proposicién 1.12 y en el Lema 4.2 hemos
identificado N con el conjunto I = {f4 : A C {0,1}" con |A| = 2" —n y n € N}. Por
tanto, con la notacién del Lema 4.2, si fa,, € I es el elemento de I correspondiente a
m € N, entonces

WD) = \{0 €C: mmo (o) = 1}) = A{0 €C: fa, (o / fa,

A continuacién aplicamos que limy, fc fa,, - d\ =1 por Proposicién 1.12.

Aserto. Si @~ 1(D) =: H C K, existe ug € co®” (H) tal que d(ug,co(H)) > 1.

En efecto, puesto que ®(H) = D, entonces i*(Pgr(H)) = Pr(D). Por tanto, existe
una probabilidad de Radon v € Pr(H) tal que i*(v) = u. Sea ug := r(v) el baricentro
de v, que satisface ug € co® (H).

Sub-Aserto 1. Dado € > 0, existe n. € N tal que [, 7y (h)dv(h) > 1 —€, Ym > n,
y, por tanto, ug(p) > 1, Vp € N*.

En efecto, sea 0 < M < oo tal que [|h|| < M, Vh € H, y elijamos n > 0 con
e > n(l+ M). A continuacién elegimos n. € N tal que u(D7*) > 1 —n,Vm > ne, (y
pu(Dg*) < n). Entonces para m > n, se tiene

/H o (h)du(h) = [D gy )+ A sy T 2
> [ ad [ (M) = @ D) - (@ (DF)) =
@-1(Dp) 1(og)
= pu(D7") = Mpu(Dg*) 21—n—Mn=>1—c

Por tanto, como my, (ug) = mm(r(v)) = [ mm(R)dv(h), ¥Ym > 1, se tiene ag(p) > 1, Vp €
N*.
Sub-Aserto 2. Vp € O, Yh € H, se verifica h(p) <0

En efecto, sea p € O (ver Proposicién 1.12 para la definicién de O) y hg € H. Sea
®(ho) = dp € D C C. Puesto que do(p) = 0, existe un subconjunto infinito Nyo C N con
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pE ﬁoﬁN verificando que dp(n) < 1/2, ¥n € Ny, esto es, do(n) = 0, Vn € Ny (porque
6 bien do(n) = 0 6 bien dy(n) = 1, Vn € N). Por tanto ho(n) < 0, Vn € Ny, de donde
obtenemos hg(p) < 0.

Del Sub-Aserto 2 obtenemos h(p) < 0, Vp € O, VYh € Go(H). Como iig(p) > 1, Vp €
N*, deducimos que d(up,c6(H)) > 1, lo que prueba el Aserto y completa la prueba del
enunciado en este caso (A).

(B) Supongamos que K es un subconjunto w*-compacto de £, que contiene un
esqueleto de Cantor de anchura § > 0 asociado a las secuencias (an)n>1 € loo ¥ {Tm :
m > 1}, donde (k) = kp, Yk € loo. Sea T : oy — Lo la transformacion tal que
T(xz)(n) = (zn — an)/0, ¥n € N. Claramente T' es una transformacién afin que es w*-
w*-continua y || - ||-continua. Si L = T'(K), entonces L es un subconjunto w*-compacto
con un esqueleto de Cantor uniforme, que satisface las condiciones del caso (A). Por
tanto existen un subconjunto w*-compacto W C L y un punto wy € co® (W) tales que
d(wg,co(W)) > 1. Sea H := T~ (W). Claramente H es un subconjunto w*-compacto
de K tal que T(H) = W, T(co(H)) = co(W) y T(cc¥ (H)) = co® (W). Por tanto,
si ug € o (H) satisface T'(ug) = wog, entonces d(ug,co(H)) > &, por la forma de la
transformacion 7.

(C) Supongamos que K es un subconjunto w*-compacto de un espacio de Banach
dual X* tal que K contiene un esqueleto de Cantor A := {k, : 0 € C} de anchura ¢ > 0.
Consideremos el operador continuo 7' : ¢ — X tal que, V(Ap)n>1 € 1, T((An)n>1) =
Y n>1 nn € X. Observemos que [|T'|| < 1. Entonces, T%(K) es un subconjunto w*-
compacto de o y {T*(k,) : 0 € C} es un esqueleto de Cantor de T*(K) de anchura
0 > 0, que satisface las condiciones del caso (B). Por tanto existen un subconjunto
w*-compacto de W C T*(K) y un punto wg € co® (W) tales que d(wp,co(W)) >
5. Sea H := T* (W) N K. Entonces H es un subconjunto w*-compacto de K tal
que T*(H) = W y T*(co"" (H) = o (W). Sea ug € co® (H) tal que T*(ug) = wo.
Teniendo en cuenta que ||7%|| < 1y que co(W) C T*(co(H)) C co(W), obtenemos
d(ug,co(H)) > d(T*(up), T*(co(H))) = d(wo,co(W)) > 4, lo que completa la prueba. B

Si K es un compacto Hausdorf y p una medida de Radon sobre K, denotaremos por
B,(K) al o-algebra de los subconjuntos de Borel de K y por (Bo(K)), a la pu-complecion
de B,(K). Una funcién f: K — R se dice que es u-medible si f~1(G) € (B,(K)), para
todo subconjunto abierto G de R. Recordemos que por el Teorema de Lusin f: K — R
es p-medible sobre K siy sélo si por cada € > 0 existe un subconjunto compacto L de
K tal que |p|(K \ L) < €y la restriccién fjr, es continua. La funcién f : K — R se dice
que es universalmente medible sobre K siy s6lo si f es p-medible sobre K para toda
medida de Radon p sobre K.

Lema 4.6. Sea W un subconjunto w*-compacto de £+, que tiene un esqueleto de Cantor
uniforme de anchura 6 > 0 asociado al nimero rg € R y a la secuencia {m, : n > 1}
de las proyecciones candnicas. Entonces existe una probabilidad de Radon p sobre W
tal que, sip € BN\ N y 6, € S(£%,) es el funcional tal que §,(x) = &(p), Vo € U, la
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aplicacion 6, no es p-medible sobre W.

Demostracion. Por Nota 4.4 existe una aplicacién w*-continua ® : W — C = {0, 1}
tal que ®(W) = C. Sea A la probabilidad de Haar sobre C y p una probabilidad de
Radon sobre W tal que A es la imagen de p por la aplicacién ®. Observemos que un
subconjunto L C C es A-medible si y s6lo si ®~!(L) C W es p-medible. Por un conocido
argumento de Sierpinski ([49],[48, 14.5.1]), si p € SN\ Ny 6, € S(€%) es el funcional
tal que 0p(z) = &(p), Vo € ls, entonces 0, no es A\-medible, esto es, el subconjunto
L:={xeC:dx) =1}y ={1a: ACN,pe ZﬁN} no es A-medible. Por tanto,
®~Y(L) C W no es u-medible. Sin embargo

L) ={weW:5,(w) >ry+ 6},

y esto prueba que d, no es p-medible sobre W. |

Definiciéon 4.7. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto Y C X* se dice que
es uniformemente no-fragmentable sii existe un nidmero real €9 > 0 tal que para toda
familia finita F de w*-abiertos de X* con VNY # 0, YV € F, existen xx € B(X) y
rr € R tales que

inf(VNY,zr) <rrp<rr+e <sup(VNY,xr), VV € F.

Proposiciéon 4.8. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X*. Los sigu-
ientes enunciados son equivalentes:

(1) Y no posee la propiedad (P).

(2) Ezisten un subconjunto w*-compacto H de'Y y dos nimeros reales a < b tales que
para toda familia finita F de subconjuntos w*-abiertos de X* con VN H # (), VYV € F,
existe xx € B(X) verificando que

inf(VNH,zr) <a<b<sup(VNHzr), VV € F.

(8) Existe un subconjunto w*-compacto K de Y que tiene un esqueleto de Cantor
uniforme.

(4) Existen un subconjunto w*-compacto K de Y y un funcional v» € X™* que no es
universalmente medible sobre K.

(5) Eziste un subconjunto w*-compacto H de'’Y que es uniformemente no-fragmentable.

(6) Existe un subconjunto w*-compacto H de'Y que posee una w*-N-familia.

Demostracion. 1 = 2. Puesto que Y carece de la propiedad (P), existe un subconjunto
w*-compacto K C Y tal que d(co®" (K),co(K)) > d > 0. Por el Lema 2.3 existen ro €
R, ¢ € S(X**) y un subconjunto w*-compacto H C K tales que: (i) ¥(k) < ro, Vk € K;
(ii) para todo subconjunto w*-abierto V de X* con V N H # () existe £ € co® (V N H)
tal que ¥ (§) > ro + d. Por tanto, si F es una familia finita de subconjuntos w*-abiertos
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de X* tal que VN H # 0, VV € F, existen ky € VN H y &y € @ (V N H) de modo
que Y(ky) < 1oy ¥(&v) > ro + d para todo V € F. Asi que, como B(X) es w*-denso
en B(X™), podemos hallar un vector xx € B(X) tal que

inf(VNH,zr) <rg<rg+d<sup(@® (VNH)zz), YV € F.

Puesto que 7 € X, entonces sup(co® (VN H),zz) = sup(V N H,zx) y, por tanto, se
verifica (2).

2 = 3. Sea H un subconjunto w*-compacto de Y verificando (2). Vamos a construir
una secuencia independiente {(A4;,, B;,) : m > 1} en H.

Etapa 1. Por (2) existe 21 € B(X) tal que
inf(H,z1) <a <b<sup(H, ).

Definamos Vi1 = {h € X* : (h,x1) < a} y Viza = {h € X*: (h,z1) > b}, que satisfacen
VinH#0, i=1,2.

Etapa 2. Por (2) existe z2 € B(X) tal que
inf(Vi; N H,z2) <a<b<sup(Vi;NH,xa), i =1,2.

Sea Vo1 = {h € X* : (h,z2) < a} y Vao = {h € X* : (h,z2) > b}, que satisfacen
VliﬁVQjﬂH#@, 1,7 =1,2.

A continuacién procedemos por iteracién. Sea
Ap={he€ H:(h,xp) >bly Bn={he H: (hxy) <a}, m>1.

Es facil ver que {(A, Bm) : m > 1} es una secuencia independiente de subconjun-
tos w*-cerrados de H. Ahora, por cada o € {0,1}N y n € N, sea Com)y = An, si
o(n) =1,y Cpn) = Bn, si o(n) = 0. Por compacidad, es claro que (1,5 C(gn) #
0, Yo € {0,1}. Por tanto podemos elegir h, € ), Clom), Yo € {0, 1}, Sea K :=

{ho : 0 € {0, 1}N}w*. Se ve facilmente que {h, : o € {0,1}} es un esqueleto de Cantor
uniforme de K de anchura b — a.

3 = 4. Sea K un subconjunto w*-compacto de Y con un esqueleto de Cantor uni-
forme {h, : 0 € {0,1}} de anchura § > 0 asociado al niimero 7y € R y a la se-
cuencia {z,, : m > 1} C B(X). Sea T : {1 — X un operador continuo tal que
T(en) = zpn, ¥Yn > 1, siendo {e, : n > 1} la base canénica de ¢1. Sea T™* : X* — l, el

operador adjunto y W := T*(K) = {T*(h,) : 0 € {0, 1}N}w C loo- Se ve sin dificultad
que {T*(h,) : o0 € {0,1}} es un esqueleto de Cantor uniforme de W de anchura & > 0
asociado al numero 79 € R y a la secuencia {e,, : m > 1} C B(¢1). Por el Lema 4.6
existe una probabilidad de Radon v sobre W de modo que, si p € OGN\ N, entonces
dp € S(£%,) es un funcional cuya restriccién a W no es v-medible. Sea p una probabili-
dad de Radon sobre K tal que v = T™(u). Como 6, no es v-medible sobre W, es claro
que ¥ := 0p o T* € X* no es p-medible sobre K.
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4 = 5. Sean K un subconjunto w*-compacto de Y, p una probabilidad de Radon
sobre K y ¢ € X* un funcional que no es p-medible sobre K. Si supp(p) =: H,
claramente 1 no es u-medible sobre H. Por el Teorema de Lusin esto significa que existe
p > 0 tal que la restriccién v, no es continua para todo subconjunto w*-compacto L
de H con pu(H \ L) < p. Por tanto ¢; no es continua para todo subconjunto convexo
w*-compacto W de co®” (H) con u(co®” (H) \ W) < p. Por [30, 4.1 Proposition] existen
ro € Ry § >0 de modo que, si L es un subconjunto convexo w*-compacto de co®” (H)
con (L) > 0, entonces L corta simultdneamente a los subconjuntos {¢ € o (H) :
V(&) < royy {€ € @ (H) : (&) > rg + d}. Por tanto, si V es un subconjunto w*-
abierto de X* con V N H # (), entonces u(V N H) > 0 (porque H es el soporte de ) y,
también, p(co® (VN H) > u(V N H) > 0. Asi que existen £,7 € c0” (V N H) tales que
P(n) <rg<ro+9 <P(€). Sea F una familia finita de subconjuntos w*-abiertos de X*
tal que VO H # 0, VV € F. Sea € > 0 tal que 79 + € < 19+ 6 —e. Por cada V € F
elegimos vectores &, 1y € @0 (V N H) de modo que

v(ny) <ro+e<rog+0—e<Py).
Puesto que B(X) es w*-denso en B(X™**), podemos hallar un vector zx € B(X) tal que
(nv,x}-> <rpte<rg+d—e< <§V,$]:>, YV e F.

Finalmente observemos que inf(VNH, x£) = inf(co®” (VNH),z5) < (nv,z7) y (Ev, 7)) <
sup(co”’ (VN H),zx) =sup(V N H,xzr).

5 = 6. Sea H un subconjunto w*-compacto de Y, que es uniformemente no-fragmentable
para cierto n > 0. Utilizando un argumento similar al de la implicacién 2 = 3, podemos
hallar dos secuencias {ry,, :m > 1} C Ry {zy : m > 1} C B(X) tales que, si

Apm={he H:(hyxm) >rm+nty Bn={he€ H: (h,xm) <rm}, m>1,

entonces {(A,, Bp,) : m > 1} es una secuencia independiente de subconjuntos w*-
cerrados de H. Por un argumento de compacidad, para todo par de subconjuntos dis-
juntos M, N de N se tiene que ((,,,casr Am) N (Npen Bn) # 0. Por tanto, podemos elegir
MM.N € (Nimerr Am)N(Npen Bn). Claramente, {nas,n : M, N subconjuntos disjuntos de N}
es una w*-N-familia en H tal que

NMN(Tm) > Tm +1, Ym e M, y nyn(an) <1, Vne N

6 = 1. Sea {na,n : M, N subconjuntos disjuntos de N} una w*-N-familia en cierto
subconjunto w*-compacto H de Y. Por cada o € {0,1}N,sea M :={n € N:o(n) =1}y
N := N\ M, y definamos h, := nysn. Es facil ver que {h, : o € {0,1}} es un esqueleto
de Cantor del subconjunto w*-compacto {h, : o € {0, I}N}w =: K C H. Ahora basta
aplicar el Lema 4.5. |

Proposicion 4.9. Si K es un subconjunto w*-compacto del espacio de Banach dual X*,
se verifica Pind(K) = Width(K).
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Demostracion. Primeramente Pind(K) > Width(K) por Lema 4.5. Por otra parte, de
las pruebas de 1 = 2 y 2 = 3 de la Proposicién 4.8 obtenemos Pind(K) < Width(K).
Por tanto Pind(K) = Width(K). [

Proposicién 4.10. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X* tal que
Y = U, >1 Kn, siendo K, un subconjunto w*-compacto de X* paran > 1. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) Y no posee la propiedad (P).

(2) Existe una w*-N-familia de anchura 6 > 0 dentro de Y.

(8) Existe un esqueleto de Cantor de anchura § > 0 dentro de Y.

(4) Existe p € N tal que K, contiene un esqueleto de Cantor de anchura § > 0.
(5) Eziste p € N tal que K;, no posee la propiedad (P).

Demostracion. 1 = 2. Esta implicacién se sigue de la Proposicion 4.8.

2 = 3. Sea {n,n : M, N subconjuntos disjuntos de N} una w*-N-familia de anchura
0 > 0 dentro de Y. Por cada ¢ € C sea hy := 1N, siendo M := {n € N: o(n) =1}
y N :={n € N: og(n) = 0}. Claramente {h, : ¢ € C} es un esqueleto de Cantor de
anchura § > 0 dentro de Y.

3 =4 Sea {h, : 0 € C} un esqueleto de Cantor de anchura § > 0 dentro de Y y
{rm:m>1} CRy {xy, :m>1} C B(X) las secuencias asociadas a dicho esqueleto.
Definimos ® : X* — [0, 1] tal que para todo m € N y todo z* € X*

(x*, ) —

J

Es inmediato que ® es una aplicacién continua cuando en X * se considera la w*-topologia
y en [0, 1]V la topologia producto. Atin mas ®({h, : ¢ € C}) = C. Como C = {®(h,) :
o€ C}CU,>1 ©(Ky), por el Teorema de Baire existen p,qg € Ny s € {0,1}? tales que
{®(hy) : 0 €Cys <o} C ®(K,) (s < o significa que o1, = s). Asf que por cada o € C
podemos elegir un elemento k, € K, tal que ®(k,) = ®(hse), siendo so la concatenacién
de s con 0.

Tm 0 ®(2*) == ( m A 1) voO.

Aserto. {k, : 0 € C} es un esqueleto de Cantor de anchura § > 0 dentro de K|,
asociado a las secuencias {f,, : m > 1} C Ry {Z, : m > 1} C B(X) tales que
Tm = Tm+p Y T = Tm+ps Vm > 1.

En efecto, si 0 € C y o(m) = 1, entonces so(m + p) = 1y, por tanto, (hsg, Tmip) >
Tm4p + 0, de donde mp,4p 0 P(hgy) = 1. Como mpqp © P(hsy) = Tmqp © P(ky), en-
tonces (Ko, Tmip) > Tmyp + 0, de donde (ko, Tm) = (ko, Tmip) = Tmip +0 = Ty + 6.
Andlogamente, (kg,Zy,) < 7, if o(m) = 0.

4 = 5 se sigue de la Proposiciéon 4.8 y 5 = 1 es obvio. |

Consideremos a continuacién el siguiente problema. Si Y es un subconjunto de X*
tal que Y = |~ Kpn, siendo K, un subconjunto w*-compacto de X* verificando la
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propiedad (P) para todo n > 1, ; es verdad que el subespacio cerrado [Y] generado por
Y posee la propiedad (P)? Vemos en lo que sigue que la respuesta es afirmativa.

Lema 4.11. Sean X,Z espacios de Banach y ¢ : X* — Z* una aplicacion afin w*-
w*-continua. Si K es un subconjunto w*-compacto de X* verificando la propiedad (P),
entonces el subconjunto p(K) posee la propiedad (P).

Demostracion. Sea L C (K) un subconjunto w*-compacto y H := ¢ }(L) N K.
Claramente H es un subconjunto w*-compacto de K verificando co® (H) = co(H)
y @(H) = L. Por tanto se tiene

* *

0" (L) = ¢(c0” (H)) = ¢(co(H)) C co(p(H)) = co(L),

de donde %" (L) = ©o(L) y, en consecuencia, ¢(K) posee la propiedad (P). [

Lema 4.12. Sean X1, Xy espacios de Banach, X = X1 x Xy y K1 C X7 y Ky C X3
dos subconjuntos w*-compactos wverificando ambos la propiedad (P). Entonces K :=
K1 x Ko C X* es un subconjunto w*-compacto de X* con la propiedad (P).

Demostracion. Suponemos que X = X711 Xo, es decir que, siz = x1+x2, T1 € X1, 220 €
Xo, entonces ||z|| = ||z1]| + [|z2||. Asi que X* = X{ @ X5 y X = X" &1 X5 En lo
que sigue se prueba que K verifica la propiedad (P) mostrando que todo funcional ¢ €
X** es universalmente medible sobre K (ver Proposicién 4.8). Sea p una probabilidad
de Radon sobre K. Definimos las probabilidades p1, uo sobre las o-algebras de Borel
Bo(K1),B,(K2) de K y Ko, respectivamente, de la siguiente manera: si By € B,(K1) y
By € B,(K32), ponemos ju1(B1) = u(B1 x Ka) v pe(B2) = u(Kj x Bs). Observemos que
1, o son probabilidades de Radon sobre K y Ks, respectivamente. Sea ¢ = 1 + @2 €
X" con g1 € X"y a2 € X5*. Puesto que p; es una probabilidad de Radon sobre K; y K;
verificando la propiedad (P), ¢; es u;-medible sobre K;, i = 1,2, por la Proposicién 4.8.
Por tanto, dado € > 0, existe un subconjunto w*-compacto K;o C K; tal que ¢; es una
aplicacién w*-continua sobre Koy p;(K;\ Ki0) < €/2, parai = 1,2. Asi que el funcional
© = @1 + g es w*-continua sobre el subconjunto w*-compacto Kg := K19 X Koo C Ky
este subconjunto satisface K \ Ko C (K1 x (K2 \ K20)) U (K1 \ K19) X K2), de donde

p(K N\ Ko) < p(Ky x (K2 \ Kao)) + p((K71\ Kio) x K2) =
= /,LQ(KQ \ Kgo) + ,ul(Kl \KIO) < 6/2 + 6/2 = €.

En consecuencia ¢ es p-medible y, por tanto, universalmente medible. |
Lema 4.13. Sea X un espacio de Banach, K un subconjunto w*-compacto de X* con

la propiedad (P) y e > 0. Si Ko := K + eB(X"), entonces Ky es un subconjunto w*-
compacto de X* tal que todo esqueleto de Cantor dentro de Ky tiene anchura < 2e.

Demostracion. Supongamos que Ky contiene un esqueleto de Cantor {h, : o € C} de
anchura § > 2¢ asociado a las secuencias {r,, : m > 1} C Ry {x,,, : m > 1} C B(X).



95

Como h, € Ky := K+ eB(X™*), Vo € C, existe k, € K tal que ||hy — ks|| < €. Por tanto
{ks : 0 € C} es un subconjunto acotado de K que satisface

(koyTm) > rm+d—esio(m)=1and (ko,zp) < 7pm+esio(m)=0.

Ast que {k, : 0 € {0,1}N} es un esqueleto de Cantor dentro de K de achura & — 2¢ > 0.
Teniendo en cuenta que K tiene la propiedad (P) y la Proposicién 4.8, obtenemos una
contradiccién que prueba el Lema. |

Proposiciéon 4.14. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X* tal que
Y = U,>1 Kn, siendo K, un subconjunto w*-compacto de X* para cada n > 1. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Y posee la propiedad (P).
(2) [Y] no contiene ningiin esqueleto de Cantor.
(3) [Y] no contiene ninguna w*-N-familia.

(4) [Y] posee la propiedad (P).

Demostracién. (1) = (2). Supongamos que [Y] contiene un esqueleto de Cantor K de
anchura ¢ > 0. Por cadan > 1sean L, = U} K; y S, el subconjunto convexo compacto
de R" definido por Sy, := [—n,n|"™. Por el Lema 4.12 el subconjunto w*-compacto S,, x L;¥
de R™ x X*" posee la propiedad (P). Por el Lema 4.11 el subconjunto w*-compacto
Wy o= {>"0  tiki = (t1,t2, ... tn) € Spyki € Ly, i = 1,2,...,n} de X* también posee la
propiedad (P). Observemos que si € > 0 entonces

U Wn=0Tc W +eB(X¥)).

n>1 n>1
Sea 0 < ¢y < §/2. Como K C [Y] C Uns1(Wn+e0B(X™)), por la Proposicién 4.10 existe
q € N tal que W, + ¢y B(X™) contiene un esqueleto de Cantor de anchura § > 2¢g, lo que
contradice el Lema 4.13.

(2) = (3). Supongamos que existe una w*-N-familia {n,n : M, N subconjuntos
disjuntos de N} de anchura 6 > 0 dentro de [Y]. Por cada o € C, sea h, = npr N, donde
M :={neN:o(n) =1}y N :={n € N:o(n) = 0}. Claramente {h, : 0 € C} es un

esqueleto de Cantor de anchura § > 0 dentro de [Y], lo que contradice a (2).
(3) = (4) se sigue de la Proposicién 4.8 y (4) = (1) es obvio. [

Corolario 4.15. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X* tal que Y =
Un21 K, siendo K, un subconjunto w*-compacto de X* para cada n > 1. Entonces Y

posee la propiedad (P) si y sélo si todo subconjunto convexo C de [Y] tiene 3-control
dentro de X*.
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Demostracion. (a) Si'Y verifica la propiedad (P), entonces [Y] no posee ninguna w*-N-
familia por Proposicién 4.14. Asi que por Proposicién 3.8 todo subconjunto convexo C

de [Y] tiene 3-control dentro de X*.

(b) Sea K un subconjunto w*-compacto de Y. Entonces co(K) es un subconjunto
convexo cerrado de [Y] y, por tanto, tiene 3-control dentro de X*. Este hecho implica
que 6" (K) = co(K). En consecuencia Y posee la propiedad (P). |

Nota 4.16. Si C es un subconjunto convexo de X™* con M-control dentro de X*, para
cierto 1 < M < +o0o, C podria carecer de la propiedad (P). Por ejemplo, B({) es un
subconjunto convexo w*-compacto de £+, con 1-control dentro de £, (por la Proposicién
2.1) pero no posee la propiedad (P). Y viceversa, un subconjunto convexo C' de un espa-
cio de Banach dual X* puede tener la propiedad (P) y, sin embargo, carecer de control
dentro de X*. En la Proposicion 2.13 se dan ejemplos de este tipo de comportamientos.

A continuacién vamos a estudiar la relacién entre la propiedad (P) y otras propiedades
como:(1) la propiedad (Q); (2) tener 3-control; (3) ser fragmentable; (4) no contener una
copia de la base de ¢ (c).

La propiedad (Q)

Si K C X* es un subconjunto w*-compacto del dual X* de un espacio de Ba-
nach X, se define el conjunto Fzt(K) de los puntos extremos de K como Ezt(K) =
Ext(co" (K)), es decir, como el conjunto de los puntos extremos de co¥ (K). Sabemos
que Ext(K) # (), Ext(K) C Ky queco® (Ext(K)) =t (K) (ver [13]). Intentamos in-
vestigar cudndo ocurre que co(Ext(K)) = co” (K). Puesto que co(Ext(K)) C to(K) C
o0V (K), si co(Ext(K)) = co™ (K), entonces co(K) = co®” (K), pero el reciproco puede
ser falso. Si X es un espacio de Banach, decimos que un subconjunto Y C X* veri-
fica la propiedad (Q) sii para todo subconjunto w*-compacto K C Y se verifica que
co(Ert(K)) = ¥ (K).

Proposicién 4.17. Sean X un espacio de Banach e Y C X* un subconjunto de su dual
X*. Son equivalentes

(1) Y posee la propiedad (P).

(2) Y posee la propiedad (Q).

Demostracion. (2) = (1). Esta implicacién es obvia por lo que se acaba de decir en el
parrafo anterior.

(1) = (2). Supongamos que Y no verifica la propiedad (Q), es decir, que existe un
subconjunto w*-compacto K C Y tal que co(Ext(K)) es distinto de co®" (K) (aunque
evidentemente co( Ext(K)) C co®” (K)). Por la prueba de [30, 3.1.Proposition] sabemos
que existen ¢ € S(X**), un subconjunto no-vacio S C Ezt(K) y dos nimeros reales
r,d > 0 tales que si V es un subconjunto w*-abierto de X* con V' NS # (), entonces se
pueden hallar dos vectores &, 7 € @% (V N S) tales que p(&) > r+3 y p(n) < r. Por la
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prueba de [30, 2.LEMMA] (ver Lema 2.3) existe una secuencia {x,, : n > 1} C S(X) tal
que para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N C N se verifica

O£ ([ {€eS &) >r+)n([{ne S nlan) <7}

meM neN

Por tanto si ponemos
An={ €K :{(xp) >r+0}, Bp={ne K:n(z,) <r}, ¥n>1,

entonces para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N C N el subconjunto w*-
compacto ((,,ear Am) N (Npen Bn) de K es no vacio. Puesto que K es w*-compacto
concluimos que para todo par de subconjuntos disjuntos (finitos 6 infinitos) M, N C N

0#(() Aw)n([) Ba) C K.

meM nenN

Finalmente por cada par de subconjuntos disjuntos (finitos ¢ infinitos) M, N C N elegi-
mos NN € ((Nmerr Am) N ((Npen Bn). Obviamente se verifica

NN (xm) >1r+95, Yme M, ynun(z,) <7, Vn e N,

es decir, que K posee una w*-N-familia, lo que no es posible por Proposicién 4.8 y porque
Y tiene la propiedad (P). [

Corolario 4.18. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X* tal que Y =
U1 Kn, siendo K, un subconjunto w*-compacto de X* para cada n > 1. Entonces son
equivalentes:

(1) Y posee la propiedad (Q).

(2) [Y] posee la propiedad (Q).

Demostracion. El enunciado es consecuencia de la Proposicién 4.17 y de la Proposicién
4.14. |

La propiedad (P) versus “tener 3-control”

Si C C X* es un subconjunto convexo que tiene control en X*, no por ello C ha
de poseer la propiedad (P). En efecto, basta considerar los subconjuntos convexos w*-
compactos de un espacio de Banach dual. Estos subconjuntos siempre tienen 1-control
y, sin embargo, no siempre tienen la propiedad (P). Por ejemplo, K = B({) no tiene
la propiedad (P) aunque tiene 1-control en /. También ocurre que si un subconjunto
convexo C' C X* tiene la propiedad (P) no por ello ha de poseer control en X*. Basta
considerar el ejemplo de Corolario 2.14 en donde se toma C' = ¢;(J) con J incontable.
Los siguiente corolarios nos dan una visién de la relacién entre la propiedad (P) y la
propiedad “tener 3-control”.
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Corolario 4.19. Sean X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w*-compacto
de X*. Son equivalentes

(1) K posee la propiedad (P).

(2) Todo subconjunto convero C C co¥ (K) tiene 3-control dentro de X*.

(8) Todo subconjunto convero C' C ¢o(K) tiene 3-control dentro de X*.

(4) Todo subconjunto convexo C Cco(K) tiene 3-control dentro de X*.

Demostracion. (1) = (2). Si algin subconjunto convexo C' C c% (K) no tuviera 3-
control dentro de X*, por Proposicién 3.8 existirfa en C, y por tanto en co¥ (K), una
w*-N-familia, lo que contradice (1) por Proposicién 4.14.

(2) = (3) = (4). Obvio,

(4) = (1). Sea H C K un subconjunto w*-compacto. Como co(H) Cco(K), se tiene
que co(H) (y también co(H)) tiene 3-control dentro de X*, por lo que @o® (H) C co(H),
es decir, co®” (H) = co(H), y, por tanto, K tiene la propiedad (P). [

Corolario 4.20. Sean X un espacio de Banach y C C X* un subconjunto convexo de
X*. Son equivalentes

(1) C posee la propiedad (P).

(2) Para todo subconjunto w*-compacto H C C' ocurre que todo subconjunto convezo
F C @Y (H) tiene 3-control en X*.

(8) Para todo subconjunto w*-compacto H C C' ocurre que todo subconjunto convezo
F C ©(H) tiene 3-control en X*.

(8°) Para todo subconjunto w*-compacto H C C ocurre que ¢o(H) tiene 3-control en
X*.

(4) Para todo subconjunto w*-compacto H C C' ocurre que todo subconjunto convezo
F Cco(H) tiene 3-control en X*.

(4°) Para todo subconjunto w*-compacto H C C' ocurre que co(H) tiene 3-control en
X*.
Demostracion. (1) = (2). Si H C C es un subconjunto w*-compacto, entonces H tiene
la propiedad (P) y por Corolario 4.19 todo subconjunto convexo F C co® (H) tiene
3-control dentro de X*.

(2) = (3) = (4). Obvio
(4) = (1). Esta implicacién sale de Corolario 4.19.
3)=(3 (4’). Obvio.

)&
(4") = (1). Si H C C es un subconjunto w*-compacto, entonces, por (47), co(H) (y
también co(H)) tiene 3-control dentro de X*, es decir, co¥ (H) C co(H), por lo que
co¥ (H) = co(H). Esto prueba que C € (P). |

La propiedad (P) y la fragmentabilidad

Pasemos a tratar la fragmentabilidad. Aqui consideramos la fragmentabilidad en
espacios de Banach duales X*, que involucra a la w*-topologia y a la norma de X*.
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Decimos que un subconjunto Y C X* de un espacio de Banach dual X* estd fragmentado
por la morma si para todo subconjunto w*-compacto K C Y y todo ¢ > 0 existe un
subconjunto w*-abierto V en X* tal que VN K # 0 y diam(V N K) <e.

Si todos los subconjuntos w*-compactos de ¥ C X™* estan fragmentados por la
norma, entonces Y posee la propiedad (P), pero no al revés. De modo que si Y tiene la
propiedad (P) no todos los subconjuntos w*-compactos de Y deben estar fragmentados
por la norma. En efecto, sea X = JT, el espacio arbol de James (ver [35]), que es
separable, no contiene a £ y su dual no es separable, es decir, X no es Asplund. Por
los resultados de Haydon [30] ocurre que X ™ posee la propiedad (P), aunque por no ser
Asplund existe un subconjunto w*-compacto K C X* que no estd fragmentado por la
norma, sin llegar a ser uniformemente no-fragmentable porque X* tiene la propiedad
(P). La fragmentabilidad se parece a la propiedad (P) en que pasa de un subconjunto
Y = U,>1 Kn, siendo K,, un subconjunto w*-compacto de X* para cada n > 1, al

subespacio cerrado [Y] generado por Y. Para comodidad del lector demostramos este
resultado en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.21. Sean X un espacio de Banach e Y = UnZl K,, siendo K, un
subconjunto w*-compacto de X* para cada n > 1. Son equivalentes
(1) Y estd fragmentado por la norma.

(2) [Y] estd fragmentado por la norma.

Demostracion. Como la implicacién (2) = (1) es obvia, pasamos a probar la implicacién
(1) = (2) por reduccién al absurdo. Asf que suponemos que [Y] no esta fragmentado
por la norma, es decir, que existen un subconjunto w*-compacto H C m y un numero
real § > 0 de modo que para todo subconjunto w*-abierto V de X* con VN H # ()
se verifica que diam(V N H) > §. Por [40, 2.5 Theorem] se tiene que el subconjunto
convexo simétrico w*-compacto W, := @o® (UL, (K; U (—K;)) = co(U, (K; U (—K;))
estd fragmentado por la norma. Ademas, observemos que si € > 0, entonces

YTc |J (mW,+eB(X).

n,m>1

Sea 0 < €9 < §/2 y observemos que H C [Y] C U, ;51 (mWy + e0B(X™)). En conse-
cuencia, por el Teorema de Baire existen n,m € N y un subconjunto w*-abierto Vi de
X* tal que

0 #£VinHC HN(mW, +eB(X")).

Por [40, 2.4 Lemmal ocurre que mW,, + €9 B(X™) esté 0 /2-fragmentado por la norma,

es decir, que existe un subconjunto w*-abierto Vo en X* tal que ) # Vo N Vi NH y
diam(VoN'Vi N H) < 6/2. Hemos llegado a una contradiccién, que prueba el enunciado.
|

La propiedad (P) versus “no contener una copia de la base de ¢ (c)”
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Pasemos a estudiar la propiedad “no contener una copia de la base de ¢1(c)”. Como
hemos visto (Proposicién 3.8 y Corolario 3.12), si un subconjunto ¥ C X™ no posee

copia de la base de ¢;(c), entonces [Y] tiene la propiedad (P). El reciproco no es cierto.
Basta considerar Y = X* con X = ¢p(c).

Proposiciéon 4.22. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X*. Son equiv-
alentes:

(i) Y no posee copia de la base de ¢1(c).

(ii) El espacio [Y] posee universalmente la propiedad (P), es decir, [Y] es univer-
salmente Krein-Smulian.

Demostracion. (i) = (ii). Por la Proposicién 3.11 el espacio [Y] carece de una copia de
¢1(c). Ahora basta aplicar la Proposicién 2.11.

(74) = (7). Esta implicacién sale aplicando la Proposicién 2.11. [
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Capitulo 5

Sumas directas 1-incondicionales
y la extension del Teorema de
Krein-Smulian

En el Capitulo 1 vimos que hay muchos espacios de Banach X que tienen 1-control en
su bidual X**. Este es el caso de los espacios WLD, de ¢;(I), etc. En [24] se prueba que
si I es un conjunto infinito y ¢ es una funcién de Orlicz, entonces el espacio de Orlicz
L,(I) tiene 1-control en su bidual si y solo si la funcién ¢ verifica la condicién Ay en
0, es decir, si £,(I) tiene base 1-simétrica. A la vista de este resultado parece natural
investigar qué tipo de control tiene un espacio de Banach X en su bidual cuando: (i)
X tiene base 1-simétrica; (ii) X tiene base l-incondicional; (iii) X es suma directa 1-
incondicional de espacios con buenas propiedades (vg., espacios WCG); (iv) X es un
reticulo de Banach; etc.

En este Capitulo nos ocupamos de este tipo de cuestiones. Para ello comenzaremos
estudiando el comportamiento de los espacios de Banach X, que son suma directa 1-
incondicional de espacios con buenas propiedades (vg., espacios WCG). Vamos a probar
que estos espacios de Banach X tienen siempre, al menos, 2-control en su bidual X**,
aunque hay numerosos casos (v.g., si X no tiene copias de ¢1(X;), si X tiene base
1-simétrica) en que X tiene l-control. Entre estos espacios, que son suma directa 1-
incondicional de “buenos” espacios, destacan los reticulos de Banach orden-continuos
(abrev. o-continuos). En todo lo relativo a las nociones de reticulo de Banach y sus
propiedades nos remitimos a [37] y [39].

Vamos a estudiar la estructura de X, X* y X** cuando X es una suma directa
1-incondicional de una familia de subespacios de Banach {X, : o € A} de X.

Definicion 5.1. Un espacio de Banach X es suma directa 1-incondicional de una
familia de subespacios de Banach {Xo : a € A} de X, abrev. X = 3 . ®Xy I-
incondicional, cuando X = [UgpeaXa] ¥, st o € Xo, 60 = £1, o € A, y A es un
subconjunto finito de A, entonces || Y- ca€aZal < || 2 qea Zall-
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Si X =3 c4®Xa l-incondicional, entonces

(i) Por cada subconjunto A C A existe una proyecciéon Py : X — X tal que ||P4|| =1
y PA(X> = ZaEA ®Xa.

(ii) Cada z € X admite una tnica representacion de la forma x = ) 4o con
Tq € Xo y s6lo un nimero contable de coordenadas x, no nulas, de modo que la serie
anterior converge incondicionalmente y || > 4 €aal| = [|z] siendo e, = £1, Ya € A.

(iii) Siuw € X*, a la restriccién uq :=u [ Xo € X la denominaremos la coordenada
a-ésima de u. Identificaremos u con el conjunto (uq)aea de sus coordenadas.

Cada dual X, se considera sumergido canénica e isométricamente en X* de la sigu-
iente forma. Si P, : X — X, es la proyeccién canénica con norma ||P,|| = 1, entonces
PX(X}) es un subespacio de X* isométrico a X*. Pues bien, consideraremos a X}
sumergido en X* ocupando la posicién de P2 (X). Dentro de X* disponemos del sube-
spacio cerrado Yy := [UaeaX[], que, en realidad, es la suma directa 1-incondicional de
los subespacios cerrados {X} : o € A}, es decir, Yo = > 4 ®X} l-incondicional. Sea
Yy el dual de Yp.

Aserto 1. Y se sumerge candnica e isométricamente en X**.

En efecto, si z € Y, para cada a € A definimos z, := z | X, que verifica z, € X}*,
e identificamos z con el conjunto de sus coordenadas (zq)aca. Para sumergir Y en X**,
definimos la aplicacién h : Yy — X** del siguiente modo

Vz e Yy, Vu € X*, h(z)(u) =) za(ua).
acA

La definicién de h precisa de varias aclaraciones y comprobaciones, a saber:

(A) En primer término hay que cerciorarse de que el anterior sumatorio es con-
vergente. Si Ay C A es un subconjunto finito, entonces uq € Yo y ademds si
€a==x1, Vaec A

Y Zaleatia) = 2( ) atia) < 2]~ | D eattall < Il2]I - [lul.

acAg acAy acAy

acAg

De aqui deducimos que: (i) [{a € A : zo(ua) # 0} < No; (ii) la serie ) 4 za(ua)
converge absolutamente y, ademds, > . 4 2a(ua) < ||2]| - ||ul|. En consecuencia, h(z) €
X** con ||h(z)]] < ||z|l, Yz € Yy, y h es una aplicacién lineal y continua que verifica
[n]l < 1.

(B) Veamos que h es una isometria. En efecto, como h(z) | Yy = 2z, Vz € Y|, se tiene
que

[P (2)[| = sup{(h(2), u) : w € B(X")} > sup{(z,u) : uw € B(Yo)} = ||z]|.
Por otra parte |h(z)|| < ||z||. En consecuencia, h es una isometria.

Sabemos que el subespacio Yg- = {z € X** : (z,y) = 0, Vy € Yy} de X** es
isométricamente isomorfo al dual (%)*
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Aserto 2. X** = h(Y() gYOL, es decir, X** es la suma directa mondtona de h(Yy) y
de YDL, lo que quiere decir que todo z € X** admite una tinica descomposicién z = 21+ 29
con 21 € h(Yy) y 22 € Y5~ de modo que ||z > ||z1]| V [l22]|-

En efecto, es inmediato que h(Yg)NY5- = {0}. Sea 2 € X** y denotemos w1 := z | Y.
Veamos que z — h(w) € Yg-. Para todo a € Ay todo v € X}, se tiene

(z = h(w1),v) = (z,v) — (h(w1),v) =
= (z | X2, 0) — (Wia,v) = (z | X2, 0) — (2 | X:,v) =0.

En consecuencia, X** = h(Y§)®Y; . Ademés la anterior suma directa es monétona,
pues si z =21 +20 € X™ con 21 € h(Yy)y 22 € Yol, se tiene, por una parte, que

|z|l = sup{{z1 + 22,u) : uw € B(Yy)} = sup{(z1,u) : u € B(Yo)} = ||z1]

Por otra parte, dado € > 0, elijamos v € B(X*) tal que [|22]| — § < (22,v). Sabemos que
(21,v) = Y pea #1a(va) (donde 214 := z [ X)) de modo que existe un subconjunto finito
Ao C A tal que [ 3, a\ 4, #1a(va)| < §. Por tanto, si u = v — 3 c 4 va, se tiene que
u € B(X"), (22,u) = (22,0) ¥

(21, u)| = | Z z1a(Ua)| = | Z z1a(va)| < 5,

acA ac A\ Ao

de donde
[22]l = § < (22,0) = (22,u) < (21 + 22,u) + § = (z,u) + § < 2] + 5.

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos que ||z2] < ||z]|. Asi que la suma directa X** =
h(Yy) & Y5- es mondtona.

Por tltimo, observemos que la copia canénica J(X) de X en X** estd dentro de
h(Yy) aunque, en general, J(X) # h(Yy).

Lema 5.2. Sea X un espacio de Banach y K C X* un subconjunto w-compacto. Dados
z € B(X*™) ye>0, eviste v € X tal que ||z]| <1+¢€y

Vk e K, z(k) —e <uz(k) < z(k) + e

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que K es convexo y simétri-
co respecto del origen (tomando ¢o(K U —K) en lugar de K). Consideremos el es-
pacio de Banach Z = X &1 R. Entonces Z2* = X* &R y Z2** = X*™ ®1 R. Sean
Hy := {(k,z(k) = §) : k € K} y Hy := {(k,2(k) + §) : k € K} dos subconjuntos
disjuntos convexos w-compactos de Z* tales que, si H = Hy — Hq, entonces H C Z* es
un subconjunto convexo w-compacto, y por tanto w*-compacto, de Z* verificando que

H N B(0; §) = 0. Por tanto, si cogemos %Jre < p < 1, entonces H N B(0;5) = 0 y por

el teorema de Hahn-Banach existe un vector ¢ € B(Z) tal que (h,¢) > &, Vh € H.
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Sip = xo+tg, con zg € X, to € Ry |l = |lzoll + |to] < 1, resulta que para todo
(k1,2(k1) — §) € Hy y todo (kg,z(k2) + §) € Ha se tiene que

p((k2, 2(k2) + 5)) — @((ky, 2(k1) — 5)) 2 &,

es decir

xo(k2) + toz(ke) + to% > xo(k1) + toz(k1) — to% + %7 (5.1)

de donde, tomando k; = kg en (5.1), obtenemos tpe > %, es decir, g <ty <1, por lo

que |zo|| <1 — 4. Haciendo ki = 0 en (5.1) obtenemos
Vk € K, zo(k) + toz(k) +to§ > —toS + &,

es decir
Vk € K, —Lag(k) < 2(k) + §282 < 2(k) + .

Por otra parte, haciendo k2 = 0 en (5.1) obtenemos

Vk € K) tje > xO(k;) +t02(k) — to% + ﬁ’

es decir
2t0— 1
Vk € K, z(k) — € < z(k) — 555 < —-xo(k).
Por tanto, tomando z = —%:Uo, que verifica ||z|| < 1 + €, se satisface el enunciado del
Lema. |

Proposicién 5.3. Sea X un espacio de Banach, que es suma directa 1-incondicional
de una familia {X, : o € A} de espacios de Banach WCG, digamos, X =3 . 4 ®Xa.
Entonces

(A) X tiene 2-control en su bidual X**.
i los espacios X, son reflexivos y X := @y, Xo (es decir, X es la l1-suma
B) Sil 05 X 005 Y X i= 3" 4 By Xo (5 decir, X es lal

directa de la familia {X, : o € A}), entonces X tiene 1-control en su bidual X**.

Demostracion. Adoptamos la notacién de los parrafos precedentes. Asi que sean Yy =

Y oaea X5, X = (YY) & Y5h, etc. Observemos que en el caso (B) se verifica que
Yo =D nea ®ep X5, es decir, Yy es la co-suma directa de los subespacios { X} : a € A}.

Sea K, un subconjunto w-compacto de X, tal que 0 € K, y X, = [K,], a € A. En el
caso (B) cogemos K, := B(X,). Supongamos que existe un subconjunto w*-compacto
K C B(X™) tal que para ciertos a,b > 0 se verifica

(1) d(co®" (K),X) > b > 2a > 2d(K,X) > 0 en el caso (A).
(2) d(co®" (K),X) >b>a>d(K,X) >0 en el caso (B).

Por el Lema 1.7 se tiene:
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Hecho. Existen ¢ € S(X**)N X" y un subconjunto w*-compacto () # H C K tales
que para todo subconjunto w*-abierto V con VN H # ) existe ¢ € @™ (V N H) con

(¥,8) > b.

Etapa 1. Por el Hecho existe un vector £ € @™ (H) tal que (1,&;) > b. Puesto
que B(X™) es w*-denso en B(X***), podemos hallar un vector zj € B(X™) tal que
(&1, 27) > b, asi como otro vector n; € H de modo que (n;,z}) > b. Sea n1 = v; + wy
con vy € h(Yy) y wy € Yg-. Entonces a > d(n1, X) > d(n1, h(Yy)) = ||wi|, de donde

(v, 27) = (1, 27) — (w1, 27) > b—a.

Como (v1,2}) = > c4V1al(?],) > b — a, podemos hallar un subconjunto finito A; C A
tal que, si y1 es la restriccién de z7 a > 4, ®Xa (por lo tanto y1 = - 4, 71, €
B(EaeAl ®X}) C B(Yy)), entonces (n1,y1) = (v1,y1) > b — a.

Etapa 2. Sea V; = {u € X™ : (u,y1) > b — a}, que es un subconjunto w*-abierto
de X** con Vi N H # (), porque n; € V1 N H. Por el Hecho existe & € @“’*(Vl N H) con
(1h,&) > b. Sea 0 < 261 < 271 A (0, &) — b) A (a(d(K, X))~! — 1). Consideremos en
X** el subconjunto Ly := {&} U (Y44, Ka). Observemos que L; es un subconjunto
w-compacto de X** y que, en el caso (B), se tiene B(}_ ¢ 4, ©1Xa) C L1. Por el Lema
5.2 existe un vector 25 € X* tal que ||z5]| <1+e€ y

Vk € Ly, (k) — e < (k,ab) < (. k) + €1

En particular, (§2,23) > b+ ey [(z3,k)] < e <272, Vk € Y o4, Ka. Puesto que
(&2, 5) > b+ €1, podemos elegir o € Vi N H tal que (n2,25) > b+ € y también
(n2,9y1) > b—a porque 1y € V4. Sea 1 = v +ws con v € h(Yy) y we € YOJ-.AObservemos
que [wall = d(nz, h(Yy)) < d(m2, X) < d(K,X) < ay [(w,23)] < (1+e)dK, X) <a.
A continuacién procedemos en los casos (A) y (B) a la eleccién de yo y As:

Caso A. Se tiene que
(v2,23) = (n2,23) — (w2, 23) = (n2,25) — [(wa, x3)| > b —a.

Por lo tanto como (v2,23) = > cA{V24,%5,) > b — a, podemos hallar un subconjun-
to finito Ay de A verificando A; C Ay C A tal que, si y2 es la restriccion de x5 a
> act, DXa (por lo tanto ya = > 4, T3, € Dopen, ®Xa C Yo con [lyaf| < 1+ €1),
entonces (m2,y2) = (v2,y2) > b — a. Observemos que para todo k € K, ocurre
que ¥ (k) = 0 por lo que

acA;

(Y2, k)| = (25, k)| < er <272

M Sean /721 = "L’; r ZO&E.Al @1XOL = EaeAl l‘ga y ,}/22 — 1,3 _ ’721 Puesto
que ‘<x§7k>‘ S €1, Vk c ZQEAl Ka: y B(ZQEAI @lXa) C Zath Ka, se tiene que
721l < €1. Por tanto

(v2,722) = (2, x5) — (w2, x5) — (V2,721) > (12, 25) —€1 —a >b—a.
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Puesto que (v, y22) = ZaeA\Al (v2q, 5,) > b — a, podemos hallar un subconjunto
finito A2 C A\ A; tal que, si y es la restriccién de 3 a ) 4, ©Xa (por lo tanto yo =
Y acds Too € Doaen, ®X5 C Yo con [lyaf| <1+ €1), entonces (12, y2) = (v2,y2) > b — a.

Etapa 3. Sea V5 = {u € X* : (u,yj) > b—a,j = 1,2}, que es un subconjunto
w*-abierto de X** tal que Vo N H # (), porque 72 € Vo N H. Por el Hecho existe
&3 €0 (Vo N H) con (,&3) > b. Sea 0 < 263 < 272 A ((1,&3) —b) A (a(d(K, X))~ —1)
y consideremos en X** el subconjunto w-compacto Lo := {{3} U (ZaeAluAg Ka). Por
el Lema 5.2 existe un vector x5 € X* tal que [[z3]| <1+ ey

Vk € Ls, <w,k‘> — €2 < <k‘,.7}§> < <w,]€> + €.

En particular, (£3,23) > b+ ey [(z5,k)| < e2 <273, Vk € > acduA, Ka- Puesto que
(€3, %) > b+e€2, podemos elegir 3 € VaNH tal que (13, x5) > b+e2 y también (3, y;) >
b—a, j =1,2, porque n3 € V5. Sea 13 = vz +ws con vz € hYy) y ws € YOL.AObservemos
que [[ws]] = d(ns, h(Y)) < d(ns, X) < d(K, X) < a y |(ws,a3)| < (1+ e2)d(K, X) < a.
A continuacién procedemos en los casos (A) y (B) a la eleccién de y3 y As:

Caso A. Se tiene que
(v, 3) = (13, 23) — (w3, x3) > (3, 23) — [(ws, 23)| > b —a.

Por lo tanto como (v3,23) = > cA{V3q,73,) > b — a, podemos hallar un subconjun-
to finito A3 de A verificando Ay C Az C A tal que, si y3 es la restriccién de z3 a
Y aeds BXa (por lo tanto ys = > c 4. T3, € D opeu, DXo C Yo con [lysl| < 1+ e2),
entonces (13,y3) = (v3,y3) > b — a. Observemos que para todo k € |J K, ocurre
que ¥ (k) = 0 por lo que

acAs
[(ys, k)| = [(25, k)| < eg <275

Caso B. Sean 73 := 23 | ZaEA1UA2 D1 Xa = Z(XEAIUAQ T3, Y V32 = Tj — Y31
Puesto que [(x3, k)| < €2, Vk € ZaeAluAg Ko,y B(ZaeAlqu ®1Xa) C ZaeAluAg K,,
se tiene que ||y31]] < €. Por tanto

(v3,v32) = (m3, 23) — (w3, 5) — (v3,731) = (M3, 23) —e2 —a >b—a.
Puesto que (v3,732) = > nea\(4;U42) (U3, 234) > b — a, podemos hallar un subconjunto
finito A3 C A\ (A1UA2) tal que, si y3 es la restriccion de 3 a 3 4. ® X (por lo tanto
Y3 = D aeds Tha € Dacas ©Xo C Yo con |ys|| < 1+ e2), entonces (n3,y3) = (vs,y3) >
b—a.

A continuacién reiteramos hasta el infinito. Obtenemos de este modo las secuencias
{yk ik >1}C Yo, {mp : k> 1} C Ky {Ar: k> 1}, Ay C A, verificando las siguientes
condiciones

Caso A. En este caso se tiene que:

(i) Los Ay son subconjuntos finitos de A con Ay C Agy1 para k > 1.
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(i) vk € Yaeca, ©X4 C Y0, llukll <1+ ep—1, k= 2,y (nj,yk) > b—aparaj >k
con j, k € N.

(iii) Para todo h € |J K, ocurre que |{yp 1, h)| <27F71 vk >1.

acAy

Sean Ag = Up>1An, Xo = D 4eq, ®Xa v Po : X — Xp la proyeccién canénica
sobre X, cuya norma es ||Fy|| = 1. El espacio X admite la descomposicién mondtona

m
X = Xy @ X; siendo X; := Z X,.
ac A\ Ag

De aqui se obtienen las descomposiciones mondtonas
* * m * kk kk m %k kkk kkok m kskok
X :XO @Xl, X :XO @Xl 5 X :XO @Xl 5 etC,

con proyecciones Py : X — Xo, Py : X* — X, Fy* : X™ — X§*, Py™ « X™ — X§™,
etc. Observemos que Pj(yx) = yr, Vk > 1, es decir, y, € X§ = PJ(X™*), Vk > 1. Sea np
un punto w*-limite de la secuencia {n : k > 1} en X**. Obviamente 1y € K. Ademas,
puesto que (n;,yx) > b—a, ¥j > k, obtenemos que (1o, yx) > b —a, Yk > 1. Sea o un
punto w*-limite de {y : £k > 1} en X***. Entonces

(i) o € B(X*™™). En realidad ¢ estd en Py**(X***) = X§**, es decir, P{™(yo) =
¥o-

(ii) Por construccién ¢ox, = 0, Ya € Ay, por lo que ¢ € Xg-, ya que el conjunto
Uaen, Ko genera Xo.

(iii) (y0,m0) = b — a porque (no, yx) > b —a, Vk > 1.

Sean W := Pj*(K) C B(X{*), que es un subconjunto w*-compacto de Xg*, y
wo = Pi*(no). Obviamente wy € W.

Aserto 1. d(wp, Xp) < a.
En efecto, sea x € X arbitrario. Entonces
d(wo, Xo) < [lwo — F™z|| = [|[F5™ (m0) — Fy™ | < [0 — |-
Es decir, d(wo, Xo) < d(no, X) < d(K,X) < a.

Aserto 2. d(wg, Xo) > b—a.
En efecto, como ¢g € B(X**) N Xy vy

kk ok

(o, wo) = (o, Py no) = (P o, m0) = (¢o,m0) > b—a,

concluimos que d(wg, Xo) > b — a.

Como a < b — a llegamos a una contradiccién que prueba el enunciado (A).

Caso B. En este caso se tiene que:
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(i) Los A, son subconjuntos finitos disjuntos de A para k > 1.

(i) yr € P nea, ®oXa C Yo, gkl <1+ex1, k>2,y (nj,yx) > b—aparaj >k
con j, k € N.

(iii) Para todo n € N se tiene que || Y7 vil| < 2.

Sea 1y un punto w*-limite de la secuencia {n; : £ > 1} en X**. Obviamente 7y € K.
Ademas, puesto que (n;, yx) > b—a, Vj > k, obtenemos que (1o, yi) > b—a > 0, Vk > 1.
Por tanto (o, > 4 ¥i) > n(b—a), ¥n > 1. Puesto que || X", ;|| <2, Vn > 1, hemos
llegado a una contradiccién que prueba el enunciado (B). |

Nota. Observemos que la Proposicién 5.3 generaliza a la Proposicién 1.11.

Proposicién 5.4. Sea X un espacio de Banach, que es suma directa X =3 . 4, ®Xq
I-incondicional de una familia {X, : o € A} de espacios de Banach WCG. Si K C
X** es un subconjunto w*-compacto tal que K N X es w*-denso en K, se tiene que

d(wo¥" (K),X) = d(K, X).

Demostracion. La prueba es andloga a la de la Proposicién 5.3. Por razones de claridad
y para comodidad del lector damos todos los detalles de la demostracion. Comenzamos
suponiendo que existe un subconjunto w*-compacto K C B(X**) tal que

d(@"" (K),X) >b>a>dK,X) > 0.
Por el Lema 1.7 se tiene:

Hecho. Existen ¢ € S(X**)N X" y un subconjunto w*-compacto () # H C K tales
que para todo subconjunto w*-abierto V con VN H # ) existe & € @™ (V N H) con

(¥, ) >b.

Etapa 1. Por el Hecho existe un vector £ € @@ (H) tal que (1,&1) > b. Puesto
que B(X™*) es w*-denso en B(X™**), podemos hallar un vector z € B(X¥) tal que
(&1,27) > b. Sea Vi = {u € X*™ : (u,x]) > b}, que es un subconjunto w*-abierto de X**,
que verifica Vi N H # () y, también por razones de densidad, Vi N K N X # (). Asi que
existe un vector m; € K N X de modo que (n,x}) > b. Puesto que n; € X, el soporte
Ay :=supp(m) = {a € A: n1, # 0} de 11 es contable, digamos Ay = {ag, : n > 1}.

Etapa 2. Como Vi N H # (), por el Hecho existe un vector & € @™ (Vi N H) tal
que (1,&) > b. Sean Ly := Uz-l,j:1 Ko, y e =271 A (9(&) —b). Como Ly U {&} es
un subconjunto w-compacto de X**, por el Lema 5.2 existe un vector z5 € X* tal que
[z3]| <1+ery

Vk € Ll U {52}’ <¢7k> —€ < <k7$;> < <1/)7k> + €1.

En particular (o, 23) > by (23, k)| <271, Vk € Ly. Como (&, 25) > by & € e (V1N
H), si ponemos Wy := {u € X**|(u,z3) > b}, entonces Wo N Vi N H # 0 y, también
por razones de densidad, Wo N V4 N K N X # (. Denotamos V3 := Wy NV y elegimos



69

ne € Vo N K N X, que verifica xf(n2) > b, i = 1,2. Puesto que 12 € X, el soporte
Ay :=supp(n2) = {a € A : maq # 0} de 12 es contable, digamos Az = {ag, : n > 1}.

El proceso se reitera hasta el infinito. Obtenemos de este modo las secuencias {z} :
E>1yCc X {mp:k>1} CKNX,{Lp:k>1}y {Ar: k> 1}, tales que

(a) Ag :=supp(nr) = {a € A : nra # 0} es el soporte de n; y es contable, digamos
A ={agn, :n>1}, VE > 1.

(b) Los Ly = Uszl K., son subconjuntos w-compactos de B(X), Vk > 1.

() llzpqll < 1+ e, (mj,wp) > b, j >k > 1,y para todo h € Lj ocurre que
|<$Z+1vh>| < Q_kv vk > 1

Sean Ao := |U,>1 Ans Xo = Y pea, ®Xa ¥ Po : X — Xo la proyeccién canénica,
cuya norma es ||Py|| = 1. Observemos que Xy es WCG porque es suma contable de
espacios WCG. El espacio X admite la descomposicion monétona

m
X = Xy ® X; siendo X; = Z X,.
ac A\ Ag

De aqui se obtienen las descomposiciones monétonas
* * m * kK kK m *3%k K3k >k koksk m koksk
X :XO @Xl’ X :XO @Xl 5 X :XO EBXl 3 etC,

con proyecciones Py : X — Xo, Py : X* — X, Py* : X™ — X§*, Py« X™ — X§™,
etc. Observemos que Py(ng) = mx € Xo, Yk > 1. Sea 1np un punto w*-limite de la
secuencia {ny : k > 1} en X**. Obviamente 1y € X§* N K porque X{* es w*-cerrado en
X** (de hecho X¢* = X" )y {m : k > 1} € Xo N K. Puesto que {(z*, ) > b, ¥i < k,
obtenemos que (1o, z}) > b, Vi > 1,y también (ng, Pjz}) > b, Vi > 1, pues (o, Pjz}) =
(Py*mo,x}) = (no,xf) > b. Sea o un punto w*-limite de {Fjz} : k > 1} en X**.
Entonces

(i) ¢ € B(X™*). De hecho g estd en Py (X**) = X§**, (es decir, Pi** (o) = ¥0)
porque Xg** es w*-cerrado en X*** y {Pyx} : k > 1} C X5 C Xg*™.

(ii) Puesto que para todo k > 1y todo h € Ly, se verifica que
(B (1), )| = [{@srs Po(h))| = [, )| < 278,
obtenemos que g € XOL.
(iii) (@0, n0) > b porque (no, F5(z})) = b, Yk = 1.

Sea W := Py*(K) C B(X§*). W es claramente un subconjunto w*-compacto de Xg*.
Sea wog = Pi*(no). Obviamente wy € W.
Aserto 1. d(wp, Xp) < a.

En efecto, en primer término, como W = F*(K), Xo = F;*(X) y [F5*]| = 1, se
tiene que d(W, Xo) < || Py*||d(K, X) < a. Ahora basta observar que wy € W.



70 SUMAS DIRECTAS 1-INCONDICIONALES

Aserto 2. d(wp, Xg) > b.
En efecto, puesto que ¢p € B(X**) N Xy v

kokk

(o, wo) = (w0, Py*no) = (Fy ™o, m0) = {@o,m0) > b,

concluimos que d(wg, Xo) > b.

Como a < b llegamos a una contradiccién que prueba el enunciado. |

A continuacién mostramos que, si X es un reticulo de Banach o-continuo, entonces
X es una suma directa 1-incondicional de subreticulos que son WCG.

Lema 5.5. Sea X un reticulo de Banach o-continuo con unidad débil e > 0. Entonces
X es WCG.

Demostracion. Sabemos (ver [36, p. 28]) que el intervalo [0,e] :={z € X : 0 <z < e}
es un subconjunto w-compacto de X. Queremos probar que X = [[0,¢]], es decir, que
X es el cierre del subespacio generado por [0,e]. Cojamos un elemento positivo x €
X7T. Entonces ne A x T x para n — oo, por lo que, al ser X o-continuo, se tiene que
|z —ne Azl | 0. Ast que J,~1[0,ne] = J,;~1 n[0, €] es denso en el cono positivo X .
Como X = X+ — X+ concluimos que X es el cierre del subespacio generado por [0, €].
|

Lema 5.6. Si X es un reticulo de Banach o-continuo entonces X es la suma directa
I-incondicional X =) 1 ®Xy de una familia de ideales {Xq : o € A} mutuamente
disjuntos, cada uno de ellos con unidad débil y, por tanto, WCG.

Demostracion. Por [37, 1.a.9] X admite la expresiéon X = 3 . ®X, como suma di-
recta de los ideales cerrados mutuamente disjuntos {X,, : @ € A} (por tanto como suma
directa 1-incondicional), de modo que cada ideal X, tiene unidad débil. Aplicando el
Lema 5.5 se concluye el resultado. |

Corolario 5.7. Sea X un rezfz’culo de Banach q—continuo. Si K C X* es un subcon-
junto w*-compacto, entonces d(co®” (K), X) < 2d(K,X) y, si KN X es w*-denso en K,
entonces d(co® (K), X) = d(K, X).

Demostracion. El resultado es consecuencia del Lema 5.6, la Proposicién 5.3 y la Proposi-
cién 5.4.
|

NOTA. Observemos que si X es un reticulo de Banach que no es o-continuo, el
control de X en su bidual X™** puede ser peor que el 2-control del Corolario 5.7. El
ejemplo nos lo ofrece la Proposicién 1.12, en donde se construyen contraejemplos, que
son reticulos de Banach no o-continuos, que tienen 3-control como mucho.
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Sea X un espacio de Banach que admite una descomposicion X = > ., ®X, como
suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados X . Decimos que la descomposicién
X =) nca DXy es de tipo contable si para todo v € X* el conjunto soporte supp(u) :=
{a € A : uy # 0} es contable, siendo (uq)aca €l conjunto de las coordenadas de
u, es decir, uq = u;x, = uo P,, donde P, : X — X, es la proyeccién candnica.
Por ejemplo, si I es un conjunto infinito, M : R — [0,4+o00] una funcién de Orlicz
tal que su complementaria M* (ver [36, Chapter 4]) verifica M*(t) > 0 para t > 0,
entonces el espacio de Orlicz ha(I) == {f € RT : 3.0, M(fi/A) < 00,VA > 0} tiene
descomposicién contable respecto de su base candnica, porque todo elemento de su dual
(que es hps(I)* := £y+(I)) tiene soporte contable.

Lema 5.8. Sea X un espacio de Banach que admite una descomposicion X = . 4 ©Xq
como suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados X,. Son equivalentes

(1) La descomposicion X = . 1 ®X, no es de tipo contable.

(2) Existe en X una copia de £1(X1) dispuesta disjuntamente respecto de la descom-
posicion X =3 . 4 ®Xa, es decir, existe un subconjunto Ay C A con cardinal |A;| = Ny
y por cada o € Ay un elemento v, € X, de modo que la familia {v, : a € A1} es equiv-
alente a la base candnica de £1(Xy).

Demostracion. (1) = (2). Si la descomposicién no es de tipo contable, existe un cierto
u € X* tal que el conjunto Ay := {a € A : u, # 0} verifica |4p| > Ny, siendo
Uq = Ux, = uo Py, donde P, : X — X, es la proyeccién canénica. Pasando a un
subconjunto si es preciso, se puede encontrar un numero real € > 0, un subconjunto
A; C Ag con |A1] = 8y y una familia {v, : @ € A} con v, € B(X,) de modo
que (u,vq) = (uq,vq) > €. En estas condiciones, es inmediato probar que la familia
{va : @ € A1} es equivalente a la base candnica de £1(X1) y genera una copia de £1(N;)
que estd disjuntamente dispuesta respecto de la descomposicién X = - 1 ©Xq.

(2) = (1). Sea A; C A un subconjunto con cardinal |A;| = Ny y por cada o € A;
sea v, un elemento de X, de modo que la familia {v, : o € A;} sea equivalente a la
base canénica {eq : a € A;} de £1(Ay). Sea T : ¢1( A1) — X el isomorfismo entre ¢1(.A;)
y el espacio cerrado generado por {v, : @ € A1} de modo que T'(e,) = v4. Puesto que
T : X* — U5 (A1) es un cociente y, por tanto, T*(X*) = £ (A1), si wo € loo(A) es tal
que wo(a) = 1, Yo € Ay, existe un vector u € X* tal que T%(u) = wp. Entonces para
todo a0 € A; se tiene

(U, v0) = (u, Ten) = (T u, eq) = (wo, €q) = 1,

lo que prueba que u es un elemento de X* que no tiene soporte contable respecto de la
descomposicién X = . 4 ©Xq. [

NOTA. Es claro que si X es un reticulo de Banach o-continuo que no contiene copias
de £1(R1), entonces X admite una descomposiciéon de tipo contable X = 3 ©X,
como suma directa disjunta l-incondicional de ideales cerrados X, que poseen unidad
débil cada uno.
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Proposicién 5.9. Sea X un espacio de Banach que admite una descomposicion de
tipo contable X =Y . ; ®X; como suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados
{X; i€ I} que son WCG. Entonces X tiene 1-control en su bidual X**.

Demostracion. Si I es un conjunto contable, el enunciado es cierto porque X seria
WCG (por ser suma contable de espacios WCG) y sabemos que los espacios WCG
tienen 1-control en su bidual (ver Corolario 1.5). Asi que supondremos en lo que sigue
que I es incontable. Supongamos que el enunciado es falso e intentemos deducir de
aqui una contradiccién. Admitamos que existen un subconjunto w*-compacto K C X**
y un vector zg € co® (K) tales que d(z0,X) > b > a > cZ(K,X). Elegimos un vector
Y € B(X**)N X tal que (v, 20) > b. Adoptamos la siguiente notacién. Por cada i € I
sea K; C X; un subconjunto w-compacto que genera X;. Si J C I es un subconjunto,
denotamos por X (J) al subespacio X (.J) := >, ; ®X; (asi que X = X ([)) y por Py ala
proyeccién canénica Py : X — X (J) de norma ||Py|| = 1. En el dual X* identificaremos
el subespacio Pj(X*) con X (J)*.

Etapa 1. Puesto que (¢, z9) > b, existe z7 € B(X™) tal que (z9,27) > b (porque
B(X*) es w*-denso en B(X***)). Por hipétesis el conjunto soporte supp(z}) = {a € I:
0 # 27,} = J1 de 27 es contable. Denotemos J; = {ay; : j > 1} y pongamos I; := J;.
Por tanto, si Pr, : X — >, 1, ®Xi es la correspondiente proyeccion canénica, se tiene
que Pf (z7) = z7 (esto es, 27 € X([1)*) y ademas

(P, (20), 1) = (20, Pr, (27)) = (20, 27) > b.

Etapa 2. Sea K,,, el subconjunto w-compacto que genera X,,, y pongamos Ly :=
{20} U Kq,,, que es un subconjunto w-compacto de X**. Sea ez = 272 A ({1, z9) — b).
Por el Lema 5.2 existe un vector x5 € X* tal que ||23|| <1+ ey

Vk € Ly, (k) — ez < (k, %) < (1, k) + ea.

En particular, (29,23) > by |[(k,25)| < 272, Vk € Kq,,. Sea Jo :=supp(z}) el soporte
de x3, que por hipdtesis es contable. Denotemos Jy := {ag; : j > 1} e Iy := Jy U Jo.
Entonces P, (v}) =z} € X(I2)*, i = 1,2, y ademas

i
(Pr; (20), 27) = (20, Pp, (7)) = (20, 27) > b, i = 1,2.
Etapa 3. Sea L3 := {2} U (U{Kq,, : 1 <4,j < 2}), que es un subconjunto w-

compacto de X**. Sea €3 = 273 A ((1), 29) — b). Por el Lema 5.2 existe un vector z} € X*
tal que ||23|| <1+ €3y

Vk € L, (¢, k) —e3 < (k,x3) < (¥, k) + e3.

En particular, (zo, %) > by [(k,25)| <273, Vk € Kq,;, 1 <4,j < 2. Sea J3 :=supp(z})
el soporte de %, que por hipétesis es contable, y denotemos J3 := {as; : j > 1} e
I3 = J1 U Jo U Js. Entonces Py, (x7) =z € X(I3)", i =1,2,3, y ademds

(Pr; (20), z7) = (20, Pp,(27)) = (20,27) > b, i =1,2,3.
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A continuacién reiteramos hasta el infinito. Sea I := Un21 I,,. Observemos que I es
un subconjunto contable de I tal que Pj (z7) = x7 € X(lo)*, i > 1. Sea 1) € B(X™™)
un punto w*-limite de la familia {z} : n > 1} en X***. Entonces

(o) Puesto que X (Ip)*** es un subconjunto w*-cerrado en X** y x* € B(X(Iy)*) C
B(X(Io)*™*), n > 1, concluimos que ¢ € B(X(Io)***) y, por tanto, P;** (1) = 9o.

(B) Puesto que [(u,z} )| < 2l vy € Ko, 1 < 4,5 < n, y el conjunto
Ui j>1 Ka,, genera el espacio X (Ip), concluimos que ¢ x (z,) = 0, esto es, ¢y € B(X(Ip)*).

() Puesto que (zg,x}) > b, Vk > 1, deducimos que (¢, z0) > b.

Sea H := P[*(K) y wo := P (20). Es claro que H es un subconjunto w*-compacto
de X (Iy)** (con respecto a la topologia o (X (Io)**, X (Ip)*) y que wy € co® (H).

Aserto 1. d(H, X (Iy)) < a y d(wo, X (Ip)) < a.
En efecto
d(H, X (Ip)) = d(Pj(K), P (X)) < | Pflld(K, X) < a.

De aqui por Corolario 1.5 deducimos que d(wg, X (Ip)) < a, porque X (Iy) es WCG (por
ser suma contable de espacios WCG).

Aserto 2. d(wg, X (Ip)) > b.

En efecto, aplicando () (ver més arriba) se tiene que

(Yo, wo) = (Yo, P1. (20)) = (P, (%), 20) = (%0, 20) > b.
Como vy € X (Ip)* v |[1bo]| < 1, obtenemos que d(wq, X (1)) > b.

Puesto que b > a, hemos llegado a una contradiccién, que prueba la proposicién. B

Corolario 5.10. Sea X un reticulo de Banach o-continuo que no contiene una copia
de (1(N1). Entonces X tiene 1-control en su bidual.

Demostracion. El resultado sale de Proposicion 5.9, Lema 5.8 y Lema 5.6. |

Proposicién 5.11. Sea X un espacio de Banach que posee una base transfinita {e, :
1 <a<wi} de constante 1 (es decir, sil < a; < g <+ < Qppm < w1 Y (Al)?Ilm c
R™™  se tiene || S0, Niea; | < | 05" Niea, ||) de modo que todo z € X* tiene soporte

contable. Entonces X tiene 1-control en su bidual X™**.

Demostracion. La prueba es totalmente andloga a la de la Proposicién 5.9. Supongamos
que el enunciado es falso e intentemos deducir de aqui una contradiccién. Admitamos
que existen un subconjunto w*-compacto K C X** y un vector zy € co® (K) tales que
d(z0,X) > b>a> d(K,X). Elegimos un vector ¢ € B(X**)N X1 tal que (¢, z9) > b.
Adoptamos la siguiente notacion: si f < wy, denotamos por X (/) al subespacio X (f3) :=
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> i< ®lei] (asf que X = X(w1)) y por Ps a la proyeccién candnica Pg: X — X(3) de
norma | Pg[| = 1. En el dual X* identificaremos el subespacio P5(X™) con X (5)".

Etapa 1. Puesto que (¢, z9) > b, existe z] € B(X*) tal que (z0,27) > b (porque
B(X™*) es w*-denso en B(X™*)). Por hipdtesis el conjunto soporte de xj es contable,
por lo que existe 31 < wy tal que supp(z}) C [1,51). Por tanto, P§ (27) = z7 (esto es,
i € X(01)*) y ademés

(P37(20),23) = {20, P§, (a1)) = (z0,27) > b,

Etapa 2. Sea [1,1) = {a1; : j > 1}. Puesto que (¢, 20) > by (¥, eq,,) = 0, existe
x4 € B(X™) tal que (z0,23) > by (x5, eq,,) = 0. Por hipétesis el conjunto soporte de x3
es contable, por lo que existe £ < (2 < w; tal que supp(z%) C [1, F2). Por tanto, para
i = 1,2, se tiene Pj (z]) =z} (esto es, z7 € X(82)") y ademés

(Pp, (20), x7) = (20, P3,(x7)) = (20, 27) > b.

Etapa 3. Sea [1, 52) = {ag; : j > 1}. Puesto que (¥, 20) > by (¥,eq,,) =0, 4,5 =
1,2, existe 3 € B(X™) tal que (z0,23) > by (23, €q;;) =0, i,j = 1,2. Por hipétesis el
conjunto soporte de z§ es contable, por lo que existe 32 < 3 < w; tal que supp(zj) C
[1, 83). Por tanto, para ¢ = 1,2, 3, se tiene P (xf) = x (esto es, zf € X(f3)*) y ademds

%

(Psy (20), 27) = (20, Pg, (7)) = (20, 27) > b.

A continuacién reiteramos hasta el infinito. Sea [y := sup{f, : n > 1}, que verifica
Bo <wiy Pj (z7) = 2} vy, por tanto, =7 € X(f)*, i > 1. Sea ¢ € B(X™") un punto
w*-limite de la familia {z} : n > 1} en X***. Entonces

() Puesto que X (3p)*** es un subconjunto w*-cerrado en X*** y z* € B(X(5y)*) C
B(X(8o)™*), n > 1, concluimos que ¢y € B(X(8o)*™") v, por tanto, P3*(¢0) = to.

(B) Puesto que (z;,,1,¢€q,,) =0, V1 <4, <n,y el conjunto {eq,; : 1 <i,j} genera
el espacio X (f3p), concluimos que g 1x(8y) = 0, esto es, ¢ € B(X(Bo)Y).

(7) Puesto que (2o, x}) > b, Vk > 1, deducimos que (¢, z0) > b.

Sea H := P3*(K) y wo := Pj¥(20). Es claro que H es un subconjunto w*-compacto
de X (Bo)** vy que wo € &% (H).

Aserto 1. d(H, X (3)) < a y d(wo, X(60)) < a.

En efecto
d(H, X () = d(P5:(K), P(X)) < | P5lld(K, X) < a.

De aqui por Corolario 1.5 deducimos que d(wo, X (f)) < a, porque X (5y) es WCG ya
que es separable.
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Aserto 2. d(wg, X (05o)) > b.

En efecto, aplicando () (ver méas arriba) se tiene que
(tho, wo) = (vo, Py (20)) = (Pa;" (1), 20) = (Y0, 20) = b.

Como vy € X(B0)* v [|lvoll < 1, obtenemos que d(wo, X (30)) > b.

Puesto que b > a, hemos llegado a una contradiccién, que prueba la proposicién. B

Proposiciéon 5.12. Sea X un espacio de Banach que es suma directa transfinita de una
familia {Xo : 1 < @ < wi} de subespacios WCOG de X, digamos X =), ©Xa, de
constante 1 (es decir, si 1 < ag < g < -+ < Qpim < Wi, Ta, € Xa; Y ()\i)?ilm IS
R se tiene || 31 Mo, || < || 0" Nizas||) de modo que todo z € X* tiene soporte
contable. Entonces X tiene 1-control en su bidual X**.

Demostracion. La prueba es totalmente andloga a la de la Proposicién 5.11 utilizando
adecuadamente los subconjuntos w-compactos K, C X, que generan X,, a < wy, y el
Lema 5.2, como en la Proposicién 5.9. |

Proposicién 5.13. Sea X un espacio de Banach con una base 1-incondicional {e; : i €
I} equivalente a la base candnica de ¢1(I). Entonces X tiene 1-control en su bidual X**.

Demostracion. La demostracién es andloga a la de la parte (B) de la Proposicién 5.3,
haciendo X; = [e;], i € I, y teniendo en cuenta que X* y el subespacio Yy de X* (ver
notacién de Proposicién 5.3) son canénicamente isomorfos a ¢o(I) v ¢o(I), respectiva-
mente. |

Se dice que {e; : i € I} es base 1-simétrica del espacio de Bnach X (ver [50, p. 811])
si {e; : i € I} es base 1-incondicional de X (por tanto X es suma directa 1-incondicional
de los subespacios {[e;] : i € I}) y ademds {e; : ¢ € I} es base simétrica, es decir, para
cualquier par de sucesiones {i,, : n > 1} y {j, : n > 1} de I, las secuencias bdsicas
{es, :m > 1} y {ej, : n > 1} son equivalentes. Naturalmente, las bases candnicas de los
espacios de Orlicz ¢,(I), Lorentz, Lorentz-Orlicz, etc., son bases 1-simétricas.

Proposiciéon 5.14. Sea X un espacio de Banach con base 1-simétrica. Entonces X
tiene 1-control en su bidual X**.

Demostracion. Caso 1. Supongamos que todo elemento del dual X* tiene soporte con-
table. En este caso el resultado sale aplicando la Proposicion 5.9.

Caso 2. Supongamos que existe un vector u € B(X*) con soporte incontable. Por
la Proposicién 5.13 basta probar el siguiente Aserto.

Aserto. Si existe un vector u € B(X™) con soporte incontable, la base 1-simétrica
{e; i € I} de X es equivalente a la base canénica de ¢1([).
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En efecto, puesto que supp(u) := {i € I : u(e;) # 0} es incontable, podemos hallar
un nimero positivo € > 0 y un subconjunto incontable J Csupp(u) tal que |u(e;)| >
€, Vi € J. Probemos que en estas condiciones la familia {e; : i € J} es equivalente
a la base de ¢1(J). Supongamos que la base {¢; : i € J} estd normalizada y cojamos
un vector de la forma ) ;. ., Akei, ix € J. Sea ¢, = £1 de modo que u(Azepe;,) =
|Aeu(ei,)| > €[Ak], 1 <k < n. Entonces

ST =YD Medl =11 D] Mreweill = u( D Areres )| =€ D |,

1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n

de donde obtenemos que la familia {e; : ¢ € J} es equivalente a la base de ¢;(J). Como
la base de X es simétrica, finalmente deducimos que dicha base es equivalente a la base

canénica de ¢1(I), lo que prueba el Aserto y completa la demostracién de la proposicion.
|

A continuacién consideramos el problema del control de X = ({so(I),] - ||c0) €n su
bidual. En [25] se pregunta si £ (/) tiene 1-control en su bidual. La respuesta es negativa
y aparece en [24], en donde se construye un subconjunto w*-compacto K C B(X**) tal
que d(K, X) < 3 pero d(@™ (K), X) > 2. Basandonos en la Proposicién 1.12, hacemos
a continuacién otra construcciéon mas asequible y sencilla que la de [24].

Proposicién 5.15. Sean I' un conjunto infinito y X = (leo(I'), || - |loc). Entonces existe
un subconjunto w*-compacto K C B(X™**) tal que d(K, X) < % pero d(co®” (K), X) > %

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supondremos que I' = N. Vamos a utilizar
la construccién efectuada en la Proposicion 1.12. En esta proposicién se construye un
conjunto contable infinito I, un compacto

o=0)"

oceC

tal que ) # O C BI\ I := I* y una aplicacién ¢ : C — {0, +1} C B({s(I)) inyectiva
y continua, cuando se considera en {0,+1}/ la w*-topologia de f(I), que coincide
con la topologia producto de {0,+1}/. Sea D := (C) C {0,4+1} C B({s(I)) un
compacto homeomorfo a C tal que d 1o =0, Vd € D. Sean p := 1)(A) la probabilidad de
Radon sobre D, imagen de la probabilidad de Haar A sobre C = {0, +1} por la funcién
continua ¢ y r(i) =: 2o € @"" (D) el baricentro de u, que verifica Zo(p) = +1, para todo

pel*:= " \ I. En particular, Zo] O = +1. Recordemos que si f € fo(I), denotamos
por f € C(BI) a la extensién continua de Stone-Cech de f a todo SI.

El dual X* de X := loo(I) es X* = £1(I) &1 MR(I*) y su bidual X** = (o (]) Boo
Mpg(I*)*, donde Mp(I*) es el espacio de las medidas de Radon sobre I*. Denotemos por
1 X = Uo(I) y mo : X** — Mp(I*)* las correspondientes proyecciones candnicas
de modo que, si v € X™, entonces u = (u1,u2) con w3 = m(u) y ug = ma(u). Por
tanto, si J : X — X™ es la inmersién canénica y f € X, se tiene J(f) = (f1, f2) con



77

fi=mold(f)=fy fa=molJ(f)= f\f*’ donde JEII* se considera como un elemento de
Mp(I*)*. Sea ¢ : log(I) — X tal que, Vf € ls(1), ¢(f) = (f,0), que es una aplicacién
lineal w*-w*-continua y || - [-continua. Considerando $17,0 y $1¢ como elementos de
Mp(I*)*, sea

K =¢(D)+ (0, 310 — 310) = {(d, 51;-\0 — 310) : d € D} C B(X™),

que es un subconjunto w*-compacto de X** afinmente homeomorfo a D. Notemos que
(20, 310 — 310) € @0 (K).

Aserto 1. d(K, J(X)) < 1.

En efecto, sea (d, %11*\0 — %]lo) € K con d € D. Puesto que d|@ = 0 se tiene :

I, 3110 = $10) = 27() | = sup{l3dl, I} = 3) - Lrmyoll, 3} = .

Aserto 2. d((z, 310 — 310), J(X)) = 2.

En efecto, sabemos que Zy = 1 sobre I'*, de donde

(20, 3110 = 310) = 37 (20)l| = (G20, ~§10) | = §.

Por otra parte, sip € Oy f € lo(I), entonces

||(ZO,%]11*\O - %]lo) = J(OHII = lI(z0 - f, %11*\0 - %ﬂo — fir)l =
=20 = fI V310 — 310 = firll = [(z0 = ) ()| V(3110 — 310 — fir=)(p)| =
=N-FfIVIz+ ) =3

La proposicién anterior nos permite obtener los siguientes resultados.

Corolario 5.16. Sea X un espacio de Banach que posee una copia de £o,. Entonces
para todo € > 0 existe un subconjunto w*-compacto K. C X** tal que d(co®” (K.), X) >
(2 —e€)d(Ke, X) > 0.

Demostracion. En [43] se prueba que todo espacio de Banach isomorfo a /., contiene
subespacios arbitrariamente préximos a (¢oo, || - ||oo) en la distancia de Banach-Mazur.
Por tanto, en este caso, para todo § > 0 existe en X un subespacio Ys que es (1 + §)-
isométrico a (Yeo, || -+ |loo)- Asi que existe un isomorfismo i : £o, — Y5 tal que 7] =1y
|i7'] < 146 y ademds Ys es complementado en X con proyeccién Ps : X — Yj tal
que ||P5|| <1+94. Sea K C /% el compacto construido en Proposicién 5.15, que verifica
d(@"" (K), loo) > 2d(K ls) > 0. Sea i™*(K) =: W C Yy C X**. Claramente W es
un subconjunto w*-compacto de X**, que tras un pequeno célculo se comprueba que

verifica d(e0" (W), X) > qZ5=d(W, X) > 0. |
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El corolario siguiente se refiere a espacios de Orlicz secuenciales (ver [12],[34],[36]).
Si ¢ es una funcién de Orlicz, entonces
(i) La expresién ¢ € A indica que ¢ verifica la propiedad As en 0.

(ii) Si I es un conjunto, definimos el espacio secuencial de Orlicz ¢, (1) como

l,(I):={f eR": Zgo()\fl) < 400 para algin A > 0}.
i€l

(iii) Consideraremos en £,(I) la norma de Luxemburg || - ||z definida por

Ve lo(D), [Ifllz :=inf{A>0: " o(fi/) <1}

el

y la norma Amemiya-Orlicz || - ||, definida por

VI € lo(D), [ fllo = f{3(1+ D p(Mi)}-

i€l

Por Eé (I) y £5(I) se denota al espacio de Orlicz £,(I) dotado de la norma Luxemburg
Il - ||z v de la norma Amemiya-Orlicz || - ||,, respectivamente.

Corolario 5.17 ([24]). Sean I un conjunto infinito y ¢ una funcion de Orlicz. Entonces
) (1) Sip € A y 6 bien X = Eé([) 6 bien X = ((I), se tiene que d(coV (K),X) =
d(K,X), para todo subconjunto w*-compacto K C X**.

(2) Sipd Ay X = 65([), existe un subconjunto w*-compacto K C B(X™) tal que
d(w" (K),X) > 2d(K,X) > 0.

(3) Sip ¢ A y X = Le(I), se tiene que para todo € > 0 existe un subconjunto
w*-compacto K, C B(X**) tal que d(co®” (K.), X) > (2 — €)d(K., X) > 0.

Demostracion. (1) Basta aplicar la Proposiciéon 5.14 porque si ¢ € A§ entonces £, (1)
tiene base 1-simétrica.

(2) En este caso es conocido que existe en X un subespacio Y isométrico a £, que
estd complementado en X, con proyeccién P : X — Y tal que ||P|| = 1. Por tanto, si
se considera a Y** = ¥ como subespacio de X*™ y K C Y™** es el subconjunto w*-
compacto construido en la Proposicién 5.15, entonces d(co”” (K), X) > 2d(K, X) > 0,
porque para todo u € Y** se tiene que d(u,Y) = d(u, X).

(3) Puesto que ¢ ¢ A§, es bien conocido que existe en £7,(I) una copia isomérfica
de /.. Ahora basta aplicar el Corolario 5.16. Notemos que si la funcién de Orlicz ¢ es
estrictamente convexa y (¢(t)/t) — 0 para t — 0, entonces la norma de Orlicz de £5,(1)
es estrictamente convexa (ver [12, p. 55]) y £,() no puede contener una copia isométrica
de (!0, || - ||so), aunque si contiene copias isomorficas de (o, si ¢ ¢ AS. [
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Capitulo 6

Distancias y oscilacion

Comenzaremos este Capitulo con ciertos hechos auxiliares, que se utilizaran mas tarde.
Sean I un conjunto, (H,Ty) un espacio topolégico y ¢ : I — H una aplicacién tal
que m = H. En todo este capitulo supondremos que los espacios topoldgicos son
Hausdorf y completamente regulares. Adoptamos la siguiente notacion:

C(H)={f:H —R: fcontinua}, C(H), ={fop: feC(H)},
C*(H)={f:H — R : f continua y acotada} y
C*(H)p ={fow:feC(H)}
Nuestro propésito es estudiar el control de C*(H ), dentro de {5 (I) y para ello vamos
a relacionar la distancia d(f, C*(H),), f € ¢so(I), con la oscilacién de f en H.
Denotemos por V¥ a la familia de los entornos abiertos de k € H. Para f € Rl y
k € H, definamos:
fi(k) = inf{sup(f(p~ (V) : V €V} y
fo(k) = sup{inf(f(¢~(V))) : V € V).

Obviamente —oo < fa(k) < fi(k) < 400, Vk € H. Definimos la ¢-oscilacién
Oscy(f, k) de f en k € H como:

Osc(f.K) = lim sup{f(i) = f(j) : f(3). () € V} =

= M, (sup f(p™'(V)) —inf f(¢™}(V))) = M, diam(f(¢~ (V).

Observemos que
(i) Oscy(f, k) = oo sii fi(k) = £00 6 fo(k) = £oo y
(ii) si fi(k), f2(k) son finitos, entonces Oscy,(f, k) = fi(k) — fa(k).

Definimos la -oscilacién Osc,(f) de f en H como:

Oscy(f) =sup{Oscy(f, k) - k € H}.
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Si I =Hy ¢ eslaidentidad entre I y H, en lugar de Osc,(f, k) y Oscy(f) ponemos
Osc(f, k) y Osc(f), respectivamente.

Lema 6.1. Con la anterior notacion, se tiene que fi1 es semicontinua superiormente
(abrev., usc) y fo es semicontinua inferiormente (abrev., lsc) sobre H.

Demostracion. Veamos que f; es usc sobre H. Supongamos que a € RU{+oco} y probe-
mos que U, = {k € H : fi(k) < a} es abierto en H. Si a = —o0, entonces U, = 0 y
hemos terminado. Sea a € R U {400} y cojamos k € U,. Entonces existe un entorno
abierto W € V¥ tal que sup f(¢~(W)) < a. Asi que para h € W tenemos que W € V",
de donde obtenemos que fi(h) < ay, por tanto, W C U,. En consecuencia U, es abierto.

De modo andlogo se prueba que fo es Isc. |

Si I es un conjunto y f,g € R!, definimos la “distancia” d(f,g) de f a g como
sup{|f(i) — g(i)| : @ € I}, en el entendimiento de que puede ser +o00. En la siguiente
proposicién se maneja esta es “distancia”.

Proposicién 6.2. Sean (H,Ty) un espacio topoldgico normal, I un conjunto y ¢ : I —
H una aplicacion tal que o(I) = H. Entonces, si C(H), = {gop:g€ C(H)} CRl y
f €R!, se tiene que:

d(f,C(H),) = 505¢,().

Demostracion. (A) Veamos que d(f,C(H),) > 30scy(f). Sid(f,C(H),) = 400, lo an-
terior es obvio. En caso contrario, sean 0 < € < 400y h € C(H) tales que d(f,C(H),) <
ey sup{|f(z) — hog(x)| : x € I} < e. Entonces para todo k € H se verifica que
f1(k), f2(k) (ver més arriba la definicién de f1, f2) son finitos y fi(k) — fa(k) < 2€, es
decir, $O0sc,(f) < €. De aquf concluimos que d(f, C(H),) > $O0sc,(f).

(B) Veamos que d(f,C(H),) < $0scy(f). Si 30sc,(f) = +00, la anterior desigual-
dad es obvia. Supongamos que %Osc¢(f) =40 < +o00. Sean fi, fo : H — R las funciones
usc y lsc, respectivamente, definidas mas arriba a partir de f. Se tiene que fi, fo son
finitas y f1 — 9 < fa+ d sobre H. Asi que por [18, Ex. 1.7.15 (b), p.88 | existe h € C(H)
tal que fi —d < h < fo + § sobre H. Puesto que f(i) € [fa(@(i)), f1(p(4))], Vi € I,
concluimos que:

fli) =6 < frop(i) =6 <hop(i) < faop(i) +0 < f(i) +4,

es decir, sup{|f(i) —hop(i)| : i € I} <4, lo que implica que

A(f,C(H),) < 50se,(f).
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Proposicién 6.3. Sean (H,Ty) un espacio topoldgico normal, I un conjunto y ¢ : [ —
H una aplicacion tal que (1) = H. Entonces, si C*(H), = {gop : g € C*(H)} C lo([)
y f €l(I), se tiene que:

A(f, C(H),) = d(f,C*(H)) = LOse, ().

Demostracion. Como f es acotada se verifica que d(f,C(H),) = d(f,C*(H),). Ahora
basta aplicar la Proposicién 6.2. |

Sea (X,d) un espacio métrico. Para f,g € X' (esto es, f,g: I — X) consideramos
la “distancia” d(f,g) = sup{d((i),g(i)) : i € I}, que puede ser +oo. Denotemos por
C(H,X), al subconjunto de X' definido por

C(H,X)p={gop:g9€cCH X)}
Si f € X!, definimos las oscilaciones:

Vko € H, Oscy(f, ko) = vlelg}c diam(f(cp_l(V))) y Oscy(f) = :ug Oscy(f, k).
0 €

Observemos que estas definiciones coinciden con las anteriores definiciones para X = R.

Proposiciéon 6.4. Sean I un conjunto, H un espacio topoldgico, ¢ : I — H una apli-

cacion tal que p(I) = H, (Z,]| - ||) un espacio normado, X C Z un subconjunto convexo
de Z y d la distancia asociada a la norma || - ||. Entonces

(1) Para todo f € X! se tiene que Oscy,(f) < 2d(f,C(H,X),).

(2) Si ademds H es paracompacto, para todo f € X! se verifica:
d(f,C(H,X),) < Oscy(f).

Demostracion. (1) Para probar que Osc,(f) < 2d(f,C(H,X),), supongamos que
d(f,C(H,X),) < b < 400y cojamos g € C(H,X) tal que para cierto 0 < € < b se
verifique d(f, go ) < b—e. Fijemos kg € H y cojamos V € V¥ tal que diam(g(V)) < e.

Entonces para todo 4,7 € ¢~ 1 (V) se tiene que:

d(f (@), (7)) < d(f(i), g 0 (i) +d(g o (i), g (5)) + d(g © v(j), f(7)) < 2b.

De aqui que diam(f(p~1(V))) < 2b y, por tanto, Oscy(f, ko) < 2b. En consecuencia
Oscy(f) <2by Oscy(f) <2d(f,C(H,X)y).

(2) Sea f € XI. Si Osc,(f) = +00, hemos terminado. Supongamos que Oscy(f) <
b < +o00. Entonces por cada k € H podemos elegir un entorno abierto Vi de k tal que
diam(f(p=1(Vi))) < b. Sea {V, : @ € A} un refinamiento abierto localmente finito de
{Vik : k € H} y {pa : @ € A} una particién continua de la identidad subordinada a
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{Vy : a € A}. Por cada a € A elegimos un punto i, € ¢ (V). Si yo = f(ia), sea
g€ C(H,X) tal que

9(®) = Pa(®)ya, Yz € H.
acA

Fijemos j € I y sea {ag, -+ ,a,} = {a € A: ¢(j) € Vo }. Puesto que

fG) € fle ' (Va,))s Yo, € Flo Y (V) v diam(f(o 1 (Vy,))) <b, r=1,2,--- ,n,

tenemos que

d(yamf(j» < diam(f(SO_l(Var))) < ba r=1,--,n.

Asf que
d(gov(j), f(7)) = d(ipar(w(j))yaw Zn:lpw(sO(j))f(j)) <
< ipaxw(j))d(yaﬂfo)) <b.
En consecuencia d(f,g o ¢) <b, lo que prueba que d(f, C(H, X),) < Oscy(f). [

Sea X un espacio normado y denotemos por (- (I, X) al espacio normado de las
funciones f : I — X tales que (||f(?)|)ier € loo(I) con la norma ||f|| = sup{||f(9)|;? €
I}. Sean K, K dos espacios topoldgicos, ¢ : I — K una aplicacién tal que ¢(I) = K,
q : K — Ky una aplicacién continua sobreyectiva y ¢ = q o . Los espacios

C(Ko, X)y ={fot: feC(Ko}yCK,X)p={fop:[feCK)}
son subespacios de { (I, X) de modo que:

C(Ko, X)y C O(K, X), C loo(I, X) C X'

Si X =R, ponemos (s (I), C(K), C(K),, etc., enlugar de £ (I, R), C(K,R),C(K,R),,
etc. Observemos que en los subconjuntos acotados de £ (I) la topologia de la conver-
gencia puntual sobre I coincide con la w*-topologia o({so (1), ¢1(1)).

Lema 6.5. Sean I un conjunto, K un espacio topoldgico numerablemente compacto,
¢ : I — K una aplicacion tal que o(I) = K, Ko un espacio métrico, q : K — Ky una
aplicacion continua con q(K) = Ko, ¢1 = qop: I — Ky y X un espacio normado. Con-
sideremos a los espacios C(K, X), y C(Ko, X)y, como subespacios del espacio oo (1, X)
de modo que C(Ky, X),, C C(K,X)y Cloo(I,X). Si T es la topologia en loo (I, X) de
la convergencia puntual sobre I y la convergencia sobre cierto subconjunto F C X*, que
T .
separa puntos en X, para toda f € C(Ko, X)y, se tiene que

Oscy(f) < Oscy, (f) < 20sc,(f).
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Demostracion. Fijemos la funcién f € C(Ky, X)wT y observemos que f es constante en
cada subconjunto gol_l(k) C 1, Vk € Ky, esto es, existe h : Kg — X tal que f = ho .
Puesto que ¢~ (VI*) € V* Yk € K, se tiene que Oscy(f k) < Oscy, (f,q(k)), de donde
obtenemos que Osc,(f) < Oscy, (f).

Probemos que Oscy, (f) < 20scy(f). Si Oscy, (f) = 0, claramente Oscy, (f) <
20sc,(f). Supongamos que Oscy, (f) > 6 > 0. Entonces podemos hallar un punto
ko € Ko y dos secuencias in,j, € I, n > 1, tales que ¢1(in) — ko, 1(jn) — ko, para
n — 00,y |[f(in) — f(Jn)|| > 0, para todo n > 1. Puesto que K es numerablemente
compacto, podemos hallar puntos zg,yg € K tales que

20 € ¢ (ko) N {p(in) :n > 1} y yo € ¢~ (ko) N {p(jn) 1 > 1}

Aserto. O bien Oscy(f,20) > § 6 bien Oscy(f,y0) > 3.
En efecto, sean ig, jo € I tales que ¢(ip) = xo y ©(jo) = yo. Puesto que f es constante
sobre @7 (ko) e do, jo € @7 ' (ko), tenemos que f(ig) = f(jo). Asf que

6 < 1f(in) = FGn)ll = 1 (in) = (o) + f (o) — fUn)Il <
< |f (@) = FGo)ll + 1f Go) = F(n) I

Por tanto 6 bien ||f(in) — f(io)| > § 6 bien || f(jo) — f(jn)|l > 5. Asi que existe un

subconjunto infinito N C N tal que
L1 . . o L . . 0
6 bien || f(in) — f(io)|| > 2 Vn € N, 6 bien | f(jo) — f(4n)| > 2 Vn € N,

y esto prueba el Aserto.

Finalmente, del Aserto concluimos que Osc,(f) > /2 y de aqui obtenemos que
Oscy, (f) < 20sc,(f). [

Corolario 6.6. Sean I un conjunto, K un espacio numerablemente compacto , ¢ : I —
K una aplicacion tal que p(I) = K, Ky un espacio métrico, q : K — Ky una aplicacion
continua con q(K) = Ko y 1 =qo ¢ : I — Kq. Consideremos a los espacios C(K), y
C(Ko),, como subespacios del espacio L (1) de modo que C(Kg)y, C C(K)y CLloo([).

Entonces, si f € C(Ko)y, , tenemos que:

d(f, C(K)p) < d(f,C(Ko)g,) < 2d(f, C(K)p).

Demostracion. En primer término es obvio que d(f,C(K),) < d(f,C(Ko),,) porque
C(Kp),, es un subespacio de C(K), dentro de fo([). Veamos que d(f,C(Kop),,) <
2d(f,C(K),). Puesto que Ky es un espacio métrico, de Proposicién 6.3 obtenemos que
d(f,C(Ko)e,) = 30scy, (f) y del Lema 6.5 que 1O0scy, (f) < Oscy(f). Finalmente por
Proposicién 6.4 se tiene Oscy,(f) < 2d(f,C(K),). |
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Lema 6.7. Sean K, Ko dos espacios compactos Hausdorff, I un conjunto, p : I — K una
aplicacion tal que p(I) = K, q : K — Ky una aplicacion continua sobreyectiva, 1 = qop
y X un espacio normado. Consideremos a los espacios C(K,X), y C(Ko, X )y como
subespacios del espacio lo (I, X) de modo que C(Ko, X)y C C(K,X), Clo(I,X). En-
tonces, si T es la topologia en l (I, X) de la convergencia puntual sobre I y la convergen-
cia sobre un subconjunto F' C X*, que separa puntos de X, para todo f € C(Ko, X)y
tenemos que

Oscy(f) < Oscy(f) < 20scy(f).

Demostracion. La demostracion es andloga a la del Lema 6.5, con una pequena diferen-
cia, que consiste en que ahora trabajamos con redes en lugar de sucesiones.

Sea f € C(Ko, X)¢T. Entonces f es constante sobre cada subconjunto ¢~1(k), Vk €
Ky, por lo que existe h : Ky — X tal que f = h o). Como en Lema 6.5 se tiene que
Oscy(f, k) < Oscy(f,q(k)), para todo k € K, y de aqui obtenemos que Oscy(f) <

Oscy(f).

Probemos que Oscy(f) < 20sc,(f). SiOscy(f) = 0, claramente Oscy(f) < 20sc,(f).
Supongamos que Oscy(f) > 0 > 0. Entonces podemos hallar un punto ky € Ko y
dos redes i, jo € I, a € A, tales que ¥(iq) — ko,¥(jo) — ko, para a € A, y
| f(ia) — f(Ga)ll > 9, para todo o € A. Puesto que K es compacto, existe una sub-
red Ay y dos puntos xg,yo € K tales que ¢(io) — 20 y ¢(ja) — Yo cuando a € Ap.
Claramente, o, yo € ¢~ (ko).

Aserto. O bien Oscy(f,z9) > $ 6 bien Oscy(f,y0) > 3.

En efecto, sean ig, jo € I tales que ¢(ig) = zoy ©(jo) = yo. Puesto que f es constante
sobre ¥~ (kg) e ig, jo € 1 (ko), tenemos que f (i) = f(jo). Entonces, para todo o € Ay
tenemos

6 < | fGia) = fUa)ll = [If (a) = f(i0) + f(jo) = fUa)ll <
< [[f (i) = f (o)l + 11f (o) — F(Ga)ll-

Por tanto 6 bien || f(ia) — f(i0)| > g 6 bien || f(jo) — fUa)ll > g, Va € Ag. Asi que
existe otra subred A; tal que

. . . 0 L1 ) . )
6 bien || f(ia) — f(io)|| > 2’ Va € Ay, 6 bien || f(jo) — f(a)|| > 2 Yo € Ay,

y esto prueba el Aserto.

Finalmente, concluimos que Osc,(f) > /2, de donde obtenemos que Oscy(f) <
20sc,(f). [ |
Corolario 6.8. Sean K, Ky dos espacios compactos Hausdorff, I un conjunto, ¢ : I —
K wuna funcion tal que o(I) = K, q : K — Ky una aplicacion continua suprayectiva y

¥ = qop. Entonces, si f € C(Kg)¢w , se tiene que:
d(f,C(K)y) < d(f,C(Ko)y) < 2d(f, C(K)y).
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Demostracion. La prueba sale del Lema 6.7 y de la Proposicién 6.3. |

Corolario 6.9. Sean K, Ky dos espacios compactos Hausdorff, I un conjunto, ¢ : I —
K una funcion tal que p(I) = K, q : K — Ky una aplicacion continua sobreyectiva, 1 =
qoy y X un espacio normado. Consideremos a los espacios C(K, X), y C(Ko, X)y co-
mo subespacios del espacio loo(I, X) de modo que C(Ko, X )y C C(K,X)y Cloo(l, X).
Entonces, siT esla topologia en (1, X) de la convergencia puntual sobre I y la conver-
gencia sobre un subconjunto F' C X*, que separa puntos de X, para todo f € C(Ky, X)wT
se tiene que

d(fv C(KvX)AO) S d(f7 C(KO7X)1ZJ) S 4d(f> C(K>X)<P)

Demostracion. Es obvio que d(f, C(K,X),) < d(f,C(Ko, X)), porque C (Ko, X )y C
C(K,X),. La desigualdad

d(fv C(K()v X)d)) < 4d(f7 C(K> X)SO)

sale del Lema 6.7 y de la Proposicién 6.4. |

6.1 Espacios C*(H), con 1-control dentro de { (/)

Vamos a estudiar en esta Seccién una clase de espacios topolégicos (H,Ty) tal que
C*(H),, tiene 1-control dentro de Lo (I), esto es, d(co™* (W), C*(H),) = d(W,C*(H),),
para todo subconjunto w*-compacto W C £ (I). Un espacio topolégico (H, Ty ) se dice
que tiene la propiedad § si para todo subconjunto A C H x H tal que ANA # ()
(A := {(h,h) : h € H} es la diagonal de H x H) existen dy € A y una secuencia
an € A, n > 1, tales que oy, — do. Por tanto H tiene la propiedad § cuando: (1) H es
metrizable; (2) H es primer axioma; (3) H x H es un espacio de Frechet-Urysohn, etc.

Proposicién 6.10. Sean H un espacio topoldgico normal con H € §, I un conjunto,
¢ : I — H una aplicacion tal que p(I) = H y W C loo(I) un subconjunto w*-compacto.
Entonces

d(eo” (W), C*(H),) = d(W,C*(H)y).

Demostracion. Supongamos que existen un subconjunto w*-compacto W C B({oo (1)) y
dos nimeros reales a,b > 0 tales que

d(@™ (W), C*(H),) > b > a> d(W,C*(H),).

Cojamos fy € co” (W) con d(fo, C*(H),) > b. Por la Proposicién 6.3 existe ko € H tal
que %Osc@( fo, ko) > b. De aqui deducimos que existen € > 0 y, por cada V € V¥, dos
puntos iy, jy € ¢ (V) tales que

foliv) = fo(jv) > 2b+e.

En particular, (ko, ko) € AN {(p(iv), p(jv)) : V € Vko}. Puesto que H € § existe una
secuencia {(in,jn) : m > 1} C {(iv,jv) : V € V¥} y un punto (ho, hg) € A tales que
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(¢(in), ©(jn)) — (ho, ho). Sea p una probabilidad de Radon sobre W tal que fo = r(u)(=
baricentro de p). Sea 1), : foo(I) — R, n > 1, una aplicacion tal que T,,(f) = f(in) —
f(n), Vf € €x(I). Claramente T;, es un operador lineal || - ||-continuo y w*-continuo.
Por tanto se tiene que

% + ¢ < To(fo) = To(r(1)) = /W To(f)dp.

Sea A, ={feW :T,(f) >20+ 5}, Vn> 1.
Aserto. p(A,) > §, Vn > 1.
En efecto, tenemos que

e [ Tpin= [ Tu(pdes /W\A Tu(F)d < 2(An) + (20 + 5).

de donde obtenemos que p(Ay) > §.

Por Lema 1.1 existe una subsucesion {n; : i > 1} C N tal que ()5, An, # 0. Sea
g € (Ni>1 An;- Entonces g(in,) — g(jn,) > 2b+ 5, Vi > 1, de donde obtenemos que
Oscy(g,ho) > 2b+ 5, es decir, d(g,C*(H),) > b, lo que contradice el hecho de que
gew. |

Corolario 6.11. Sea K un espacio Hausdorf compacto disperso tal que K® =
¢ : I — K una aplicacion tal que p(I) = K. Entonces se tiene d(W,C(K),)
d(@™™ (W), C(K)y) para todo subconjunto w*-compacto W de Lo (I).

0y

Demostracién. Por la Proposicién 6.10 basta probar que K € §. Como K® = (), en-

tonces K es la suma topoldgica de un nimero finito de subconjuntos disjuntos “clopen”,
digamos K = @] K;, siendo cada K; la compactificacién de Alexandroft K; = aJ; de
cierto conjunto discreto J;. Por tanto, K tiene la propiedad § sii cada a.J; la tiene. Final-
mente se prueba facilmente que la compactificacién de Alexandroff aJ de un conjunto
discreto J tiene la propiedad §. [

6.2 El control de C'(K) dentro de (k) cuando K es com-
pacto

Cascales, Marciszewski y Raja prueban en [8] que, si H es un espacio topolégico nor-
mal numerablemente compacto y W C £ (I) es un subconjunto w*-compacto, entonces
d(@® (W), C(H)) < 5d(W,C(H)) v, si ademés W N C(H) es w*-denso en W, se veri-
fica que d(co® (W), C(H)) < 2d(W,C(H)). En [8] se utiliza la técnica del intercambio
de limites dobles. En lo que sigue llegamos a los resultados citados para un espacio
topolégico H numerablemente compacto (no precisamos que sea normal), pero utilizan-
do la técnica del calculo baricéntrico, el Teorema de Weierstrass y el Corolario 6.6.
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Proposicion 6.12. Sean I un conjunto, H un espacio numerablemente compacto y
¢ : I — H una aplicacion tal que p(I) = H. Entonces toda sub-dlgebra multiplicativa
Z C C(H), con 11 € Z tiene 5-control dentro de loo(1).

Demostracién. Supongamos que Z no tiene 5-control dentro de £ (I). Entonces existen
un subconjunto w*-compacto W C B({x(I)) y dos ntmeros reales a,b > 0 tales que

d(@™ (W), Z) > b > ba > 5d(W, Z).
Por el Lema 1.7 tenemos el siguiente Hecho:

Hecho. Existe un funcional ¢ € S(Z1) y un subconjunto w*-compacto ) # K C W
tal que para todo subconjunto w*-abierto V con VN K # () existe £ € 6% (VN K) con

$(&) > b.

Etapa 1. Cogiendo Vy = £ (I) y aplicando el Hecho, hallamos & € &% (K) tal
que (&) > b. Puesto que B(¢1(I)) es un conjunto w*-denso en B({s(I)*), existe
zt € S(¢1(1)) tal que z5(&1) > b. Por tanto &1 € {u € loo(I) : u(a}) > b} Neo™ (K),
lo que implica que, si definimos V} := {u € loo(I) : u(z}) > b}, entonces Vi N K # (.
Elegimos 11 € V4 N K. Puesto que d(n1, Z) < a, tenemos la descomposicién 1y = ni +n?
con i = f1 0 € Z (para cierto f1 € C(H)) y n? € aB({x(I)). Sea Fi = {1} U {f1}
y P1 la familia de productos finitos de elementos de F;. Denotemos Py = {gi, : n > 1}.

Etapa 2. Sea Y1 = [{foy: fe{gn}}| C Z C C(H),. Como Vi es un subconjunto
w*-abierto de £o(I) tal que Vi N K # ), por el Hecho existe & € o (V) N K) tal que
Y(&2) > b. Puesto que dim(Y7) < oo, (&) > by ¢ € Yi*, existe x5 € S(¢1(1)) tal que
25(§2) > by a3y, = 0. Por tanto & € {u € loo(I) : u(z3) > b} Nneov (Vi N K), lo que
implica que, si definimos Vo := {u € oo (I) : u(z}) > b,i = 1,2}, entonces Vo N K # (.
Elegimos 72 € Vo N K. Puesto que d(12, Z) < a, tenemos la descomposicién 1y = na +n3
con N3 = faop € Z (para cierto fo € C(H)) y n? € aB(lx(I)). Sea Fo = F1 U{fa} ¥y
P; la familia de productos finitos de elementos de F2. Denotemos Py = {gap, : m > 1}.

Etapa 3. Sea Yo = [{fop: f e {gj:1,j <2}}] C Z C C(H),. Como Vs es un
subconjunto w*-abierto de £o (I) tal que VoK # 0, por el Hecho existe £3 € @6¥ (VoNK)
tal que ¥(&3) > b. Puesto que dim(Y2) < oo, ¥(&3) > by ¥ € Y5+, existe 2 € S(41(1))
tal que 3(§3) > by a3y, = 0. Por tanto &3 € {u € loo(I) : u(z3) > b} N (Ve NK),
lo que implica que, si definimos V3 := {u € (1) : u(z}) > b,i = 1,2,3}, entonces
V3N K # (. Elegimos 13 € V3N K. Puesto que d(n3, Z) < a, tenemos la descomposicién
N3 = N3 +n3 con ni = fz3o0¢ € Z (para cierto f3 € C(H)) y 13 € aB(loo(I)). Sean
Fs = Fo U{fs} v Ps la familia de productos finitos de elementos de F3. Denotemos

P3 ={gsn :n > 1}
A continuacién procedemos por reiteracion.

Sean Y = Uys1 Vi C loo() vy Po = U,>1 P € C(H). Observemos que Y es un
subespacio cerrado separable de £ (I) y Py es un subconjunto contable de C'(H). Sea
Hy = H/Py el conjunto de clases de equivalencias obtenido de H mediante la equiv-
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alencia ~ tal que, si hi,he € H, entonces hy ~ hg sii f(h1) = f(h2), Vf € Pp. Sean
q : H — Hj la aplicacién cociente y o1 = q o ¢. En Hy ponemos la topologia final
con respecto a ¢q. Con esta topologia Hg es un espacio métrico compacto, porque Py es
contable y H es numerablemente compacto.

Aserto 1. [Py] es el subespacio de C(H) tal que [Py] = {goq : g € C(Hp)} = C(Ho)q-

Ademés se tiene que Y = ([770])%0 = C(Hop)y, -

En efecto, es claro que, si f € Py, existe g € C'(Hp) tal que gog = f. Sea Qp = {g €
C(Hyp) : gog € Py} y observemos que Py = {gog: g € Qo} =: (Qo)q ¥ [Po] = ([Qo])q- Por
otra parte, [Qp] es un sub-dlgebra multiplicativa de C'(Hy) con 1, € Qo y [Qo] separa
puntos en Hy, de donde deducimos que [Qo] = C(Hp) por el teorema de Weierstrass.
Por tanto

C(Ho)q = ([Q0]),, = ([Qol)q = [Po]-

Finalmente, observemos que Y = [{fop: f € Py} = ([790])@, de donde obtenemos

Y = C(Hp)y,, porque p1 = qo ¢y [Po] = C(Hy),.

Sea K1 = (K + aB({x(I))) N 71”*, que es un subconjunto w*-compacto de v
Observemos que {n! :i > 1} C Ky y que d(K1,Z) < 2a.

Aserto 2. d(K,Y) < 4a.

En efecto, se tiene que J(Kl,C(H)@) < d(Ky,Z) < 2a. Como Y = C(Ho)p, v
K C Y" , del Corolario 6.6 obtenemos CZ(Kl, Y) < 4a.

Sea 1y € B({xs(I)) un punto w*-limite de {ny }r>1.

Aserto 3. d(no,Y) < b5a.
En efecto, es claro que ng € K C K1 + aB(lx(I)), de donde d(no,Y) < ba.

Aserto 4. d(no,Y) > b.

En efecto, sea ¢ € B(¢5 (1)) un punto w*-limite de {x} },,>1. Puesto que = (nr) > b,
si k > n, entonces % (n9) > b, ¥n > 1, de donde ¢(n9) > b. Atin mas, ¢ € Y+ porque
x7*1+1|Yn =0eY, CY,t1. De aqui que d(no,Y) > ¢(no) > 0.

Puesto que b > 5a obtenemos una contradiccion y esto completa la prueba. |

Proposicién 6.13. Sean I un conjunto, H un espacio numerablemente compacto y
¢ : I — H una aplicacion tal que p(I) = H. Entonces toda sub-dlgebra multiplicativa
Z C C(H)y, con 1y € Z y todo subconjunto w*-compacto W de (1) tal que wnz" =
W wverifican d(co®" (W), Z) < 2d(W, Z).

Demostracion. En caso contrario existe un subconjunto w*-compacto W C B({oo(1))
con Z N W w*-denso en W tal que d(c” (W), Z) > 2d(W, Z). Por tanto podemos
hallar a,b > 0 tales que d(co® (W), Z) > b > 2a > 2d(W, Z). Por el Hecho (ver prueba
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de Proposicién 6.12) existe un funcional ¢ € S(Z+) y un subconjunto w*-compacto
) # K C W tal que, para todo subconjunto w*-abierto V' de oo (I) con VN K # 0,
existe £ € @0® (VNK) con 9(€) > b. Ahora seguimos la argumentacién de la Proposicién
6.12 con los siguientes cambios:

(i) Como ) # V; N K C VxNZN Ww*, elegimos el vector nx en Vp, N Z NW. A
continuacién hacemos la descomposicion n = 77,% + ni con n,i =Ny 17,% = 0.
(ii) Definimos

K =w-c({n;:i>1) cYY nw.

Claramente d(Ky,Z) < d(W,Z) < a, de donde d(K;,Y) < ZCZ(Kl,C(H)¢)
< 2d(K1,Z) < 2a. Finalmente todo punto 79 w*-limite de {nk}r>1 en £oo(I) satisface
no € K1, d(no,Y) < 2ay d(ny,Y) > b, una contradiccién. |

Contraejemplo. Si I es un conjunto infinito, (H,Ty) un espacio compacto Haus-

dorff y ¢ : I — H una aplicacién tal que ¢(I) = H pero ¢(I) # H, puede ocurrir que
C(H), no tenga control dentro de £ (I). A continuacién construimos un contraejemplo.

Vamos a utilizar la construccién de la Proposicién 1.12. Sean C = {0, 1}¥ el compacto
de Cantor y A la probabilidad de Haar sobre {0,1}Y. Si A € {0,1}", sea f4: C — {0, 1}
la funcién continua

1, si O € A,
Yo € C, =
7 fA(U) {07 Si O-FTL ¢ A7

que verifica 0 < [, fadA < 1. Sea

I ={(fa,+): AC{0,1}" con |A| =2" —n y n e N},
I_ ={(fa,—):AC{0,1}" con |A| =2"—nyneN}
el =1;WI_, que satisface |I| = Ry. Observemos que
(1) La familia contable {f4 : (fa,+) € I+} separa puntos en C.
(2) Para todo k € N, el conjunto {i = (fa,+) € Iy : [, fadX <1— %} es finito.

(3) Sea O(0) = {i = (fa,£) € I : fa(o) = 0} para 0 € C. Dada una familia
finita o, 0@ ... o) e C, es facil ver que N, Eio(o'(i)” — Ny, donde ¢ = +1,
(+1)0(6®) = O(c®) y (=1)O(cD) = T\ O(cD).

(4) Para todo i = (fa,£) € I existe o € C tal que fa(o) = 1.

De (3) y (4) obtenemos que el compacto

p=00)"

oeC

satisface ) # D C 31\ I. Denotemos D = Dy W D_, donde §) # Dy = DN Hﬁl y
0#D_=D ﬂIim. Sea H el compacto obtenido a partir de 51 identificando el cerrado
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D en un punto, digamos dy, y sea ¢ : I — H la aplicacién que es la identidad sobre I.
Claramente ¢(I) = H pero ¢(I) # H. Vamos a ver que el subespacio C(H), de o (1)
no tiene control en £, (I). Consideremos la funcién v : C — {—1,0,+1} C Bl (I))
tal que

fA(U)v Sii:(fAv_")a
—fa(o), sii=(fa,—).

Observemos que 1) es una funcién inyectiva continua, cuando se considera en {—1,0, +1}/
la w*-topologia de £ (I), que coincide con la topologia producto de {—1,0,+1}!. Sea
K :=¢(C) ¢ {~1,0,+1}!, que es un subconjunto compacto homeomorfo a C tal que

kip = 0, Vk € K. Por tanto, podemos suponer que K C C(H),. Sea p := () la
probabilidad de Radon sobre K, imagen de A por la funcién continua ¢, y r(u) =: 29 €

Viel, YoeC, ¢(o)(i) = {

c6"" (K) el baricentro de p. Por (2) se tiene que Zy(p) = +1, para todo p € Zﬁl \ I,y
20(p) = —1, para todo p € " \ I. Por tanto Zg| Dy = +1y %] D_ = —1, de donde
20 ¢ C(H),.

6.3 Puntos y conjuntos de control en (51
Si I es un conjunto infinito y D C I un subconjunto cerrado de $1 ponemos

C(BI, D) :={f € loo(I) : f es constante en D},

Co(ﬂI,D) = {f € EOO(I) : f[D = 0}.

Pretendemos estudiar el control de C(81, D)y Co(5I, D) dentro de £o(I). Vemos, en
primer término, un hecho elemental concerniente a las distancias a C'(81, D)y Co(B1, D).

Proposicion 6.14. Sean I un conjunto infinito, D C BI un subconjunto cerrado no-
vacio de B1 y z € Uo(I). Las distancias d(z,Co(B1, D)) y d(z,C(BI, D)) satisfacen

(1) d(z,Co(B1, D)) = |z1p]| == sup{|2(d)] - d € D};

(2) d(z,C(BI,D)) = 1sup{2(d) — 2(d') : d,d' € D} = 3(2(d1) — %

para ciertos puntos di,ds € D tales que 2(d1) = max{Z(d) : d € D} y 2(d2) =
min{z(d) : d € D}.

Demostracion. (1) Consideremos la restriccion r : C(BI) — C(D) tal que r(f) =
fip, Vf € C(BI). Observemos que r es una aplicacién cociente tal que r(B(C(31))) =
B(C (D)) (por el teorema de extension de Tietze) y Ker(r) = Co(B1, D). Asi que para
todo f € C(BI) se tiene

I fipll =l (Pl = d(f, Co(B1, D)).

(2) Sea H el espacio topoldgico obtenido a partir de GI por identificaciéon de D
en un punto, digamos dy. Por tanto H = (I \ D) U {dy} como conjunto y C(H) es
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isométricamente isomorfo a C(3I,D). Sea ¢ : I — H la aplicacién cociente corre-
spondiente. Considerando a C(H), y C(3I) como subespacios de € (5I), ocurre que
C(H), C C(BI) C l(BI). Atin més, C(H ), como subespacio de C(8I) es exactamente
C(BI,D). Por la Proposicién 6.2, d(f,C(H),) = 30scy(f) para todo f € loo(BI).
Tomemos f € C(BI). Es claro que Oscy(f,h) = 0 para todo h € 31 \ D, porque f es
continua sobre SI y BI\ D es abierto en 1. Por tanto

30s¢,(f) = 30s¢,(f, do) = %Vlé% (sup{f(i) = f(4) - 6,5 € ¥ (V)}),

donde V% denota la red de entornos abiertos de dy en H. Puesto que D es compacto y
f es continua sobre 31, es facil ver que

3 tim (sup{f() = () i €07 (V)}) =
= 3sup{f(d) = f(d) : d,d' € D} = 3(f(dh) = f(da)),

para ciertos di,dy € D tales que f(dy) = max{f(d):d € D}y f(d2) = min{f(d) : d €
D}. m

En la siguiente proposicién mostramos una situacion elemental en la que hay 1-
control.

Proposicién 6.15. Si I es un conjunto infinito y D C B1 es un subconjunto cerrado

tal que D = A% para cierto subconjunto A C I, entonces Cy(BI,D) y C(BI, D) tienen
1-control dentro de lo(I).

. —BI
Demostracion. Como D = Aﬂ con A C I, entonces

CO(ﬁI7D) = {f € eoo(l) : f(a) =0, Va e A} y
C(B1,D) = {f € tu(D) : f(a) = f(b), Va,b € A},
Por tanto, Cy(B81, D) y C(5I, D) son subespacios w*-cerrados de /o (I). Asi que tienen

1-control porque todo subconjunto convexo w*-cerrado de un espacio de Banach dual
X* tiene 1-control dentro de X™* por Proposicién 2.1. |

Proposicion 6.16. Sean I un conjunto infinito y D C I un subconjunto cerrado de
B1. Los siguientes asertos son equivalentes

(a) Para todo subconjunto w*-compacto K de oo (I) tal que K C Co(B1, D) se verifica
que @o¥ (K) C Co(BI, D).

(b) Co(BI, D) tiene 1-control dentro de loo(I).
(c) Co(BI, D) tiene control dentro de lx(I).
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Demostracion. (b)= (c) es obvio.

(¢)= (a) es inmediato porque Cy(B1, D) es un subespacio de ¢ (I) cerrado para la
norma.

(a)= (b). Supongamos que existen un subconjunto w*-compacto K C B({x(I)) y
dos numeros reales a,b > 0 tales que:

d(K,Co(BI, D)) < a < b < d@®” (K),Co(I,D)).

Consideremos la aplicacion B({s(I)) 3 f — ¢(f) € B(so(I)) tal que ¢(f) = (f—a) V0.
Observemos que ¢ es una aplicacién w*-w*-continua tal que ¢(K) es un subconjunto
w*-compacto de B({s(I)) y que ¢(K) C B(Co(BI,D)). Sea zy € co¥ (K) tal que
d(z0,Co(BI,D)) > b. Entonces |Zy(p)| > b para cierto p € D. Supongamos, por ejemplo,
que Zp(p) > b (el caso Zp(p) < —b es andlogo). Cojamos una red {zy taca C co(K), 2z =

o Aaifais fai € K,y Aai =0, D0 Aai = 1, tal que 2z, % 2. Claramente ¢(z) uj;l
(¢S ac
®(20). Sea

wa =S Mait(fai) € co($(K))

i=1
y observemos que ¢(zq) < wq, @ € A, en el orden parcial natural “ <” de ¢ ([). Por

compacidad, existe una subred {wq }aes y un vector wg € 0¥ (¢(K)) tal que wq &B wo
ac

y también ¢(zs) = é(20).
a€eB

Aserto. wy(p) >b—a > 0.

En efecto, puesto que (¢(z0)) (p) > b — a, existe un entorno V de p en SI tal que
(¢p(20)) (q) > b—a, Vg € V. De aqui que para todo i € V NI existe a; € B tal
que ¢(zq)(i) > b —a, Ya > «;, a € B. Asi que para todo i € V NI se tiene que
we (i) > b—a, Ya > «;, a € B, de donde obtenemos que wy(i) >b—a, Vie VNI, y
wo(p) > b — a.

Finalmente como p € Dy wo(p) > b—a > 0 obtenemos d(wg, Co(5I,D)) > b—a > 0,
una contradiccién porque wy € 0¥ (¢(K)) y, ya que ¢(K) C B(Co(BI, D)), entonces
" (§(K)) C Co(B1, D) por (a). .

Un subconjunto cerrado D C BI se dice que es un conjunto de control en (I si
para todo subconjunto w*-compacto K C fo(I) tal que K C Co(B1, D) se tiene que
" (K) C Co(BI, D). Por la Proposicién 6.16 ello es equivalente a decir que Co(8I, D)
tiene 1-control en fo(I) 6 que, simplemente, Cy(31, D) tiene control en £ (I). Por la
Proposiciéon 6.15 todo subconjunto cerrado D C (I tal que D NI sea denso en D es
un conjunto de control. En particular son conjuntos de control los subconjuntos finitos
de I. El conjunto I* := (I \ I es también siempre un conjunto de control. De hecho
tanto Co(B1,I*) = co(I) como C(B1,I*) (que es isomorfo a Cy(B1,I*)) tienen 1-control
y gozan de la propiedad (P) (ver Capitulo 4) en fo(I) (v dentro de todo espacio de
Banach dual X*) porque son WCG (ver Proposicién 3.17). jHay en I* = I\ I algin
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otro subconjunto 6 punto de control? Vamos a ver a continuacién algunos resultados en
esta direccion.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico, un subconjunto K C X se dice que es regular en
X sii int(K) es denso en K.

Proposicién 6.17. Si D C BI\I es un subconjunto compacto reqular en I\ I, entonces
Co(BI,D) y C(B1, D) tienen 1-control dentro de s (I) y, por tanto, D es un conjunto
de control.

Demostracion. (A) En primer lugar consideremos el subespacio C'(81, D). Supongamos
que C(BI, D) no tiene 1-control en £ (I). Entonces existen un subconjunto w*-compacto
W C B({x(I)) y dos nimeros reales a,b > 0 tales que:

d(W,C(BI,D)) < a < b < d(c” (W),C(8I,D)) < 1.

Elijamos fy € co®” (W) tal que b < d(fo, C(BI, D)), es decir, que fo(d) — fo(e) > 20+ €
para ciertos puntos d,e € D y cierto € > 0. Puesto que D es regular, existen dy,eq €
int(D) (aqui el interior int(D) es el interior relativo a I*) tales que fo(do)— fo(eg) > 2b+e.
Asi que podemos hallar puntos d,,e, € I, n > 1, diferentes dos a dos tales que

(1) {do:n=1) ' \ICDy{e,:n=1) \ICD,y
(2) fo(dn) — fo(em) > 2b+ € para todo n,m > 1.

A continuacién usamos un argumento parecido al de la Proposicién 6.10. Fijemos
una probabilidad de Radon p sobre W tal que fy = r(u)(= baricentro de p) y para
todon > 1sea T, : {s(I) — R la aplicacién tal que T,,(f) = f(d,) — f(e,) para todo
f € xo(I). Claramente T;, es a linear, || - ||-continua y w*-continua. Ademads

2 + € < Tu(fo) = Tn(r(n)) = /W T, (f)dp.

Por tanto, si definimos A, = {f € W : T,,(f) > 2b+ §}, entonces u(A,) > § para
todo n > 1, como en la Proposicién 6.10. Sea B,, := |J,,~, Am para todo n > 1. La
secuencia {By}n>1 es decreciente y verifica p(By) > & para todo n > 1. De aqui que
1((p>1 Br) = § y por tanto (-, By # 0. Elijamos g € (,,~; B e, inductivamente,
la secuencia {4y, }i>1, ni < niy1, tal que g € A, para todo ¢ > 1. Entonces g(d,,) —
g(en;) > 20+ 5, Vi > 1. Sea (u,v) € BI x 41 un punto de acumulacién del subconjunto

{(dn;,en;) : i > 1}. Entonces g(u) — g(v) > 2b+ §, u € {dp, :i > 1}/31 \Iywve€

{en, 11> 1}ﬂI\I. Por tanto como {d,, :i > 1}'6[\1' C Dy {ey 1> 1}51\1 C D,
obtenemos d(g, C (81, D)) > b, lo que contradice que g € W.

(B) La prueba para el subespacio Cy(31, D) es similar a la del caso (A): si el enun-
ciado es falso, existen un subconjunto w*-compacto W C B(¢x(I)), dos niimeros reales
a,b> 0y un punto fo € @@ (W) tales que a?(W, Co(BI, D)) < a < b<d(fo,Co(BI,D)).
Esto significa que |fo(d)| > b+ € para algin d € D y cierto € > 0. Supongamos, por



94 DISTANCIAS Y OSCILACION

ejemplo, que fo(d) > b+e (el caso fo(d) < —(b+e€) es andlogo). Como D es regular, existe
do € int(D) (aqui el interior int(D) es relativo a I*) tal que fy(dg) > b+e. Por tanto pode-
mos hallar puntos d,, € I, n > 1, diferentes dos a dos tales que {d,, : n > 1}51 \IcD
y fo(dn) > b+ € para todo n > 1. Fijemos una probabilidad de Radon p sobre W tal
que fo = r(p)(= baricentro de u) y para todo n > 1 sea T}, : £5(I) — R la aplicacién
tal que T,,(f) = f(dn), para todo f € {5 (I). Claramente T}, es lineal || - [|-continua y
w*-continua. Por tanto se tiene

bt e <Tulf) = Tulr(n) = [ Tulh)a

Si definimos A, = {f € W : T,,(f) > b+ §} para todo n > 1, entonces u(A,) > § para
todo n > 1, como en el caso (A). Sea B, := |J,,~,, Am para todo n > 1. La secuencia
{By}n>1 es decreciente y pu(By,) > § para todo n > 1. De aqui que p((),~; Bn) >
§ y por tanto (),~; Bn # 0. Elijamos g € (),,~; Bn e, inductivamente, la secuencia
{An; }i>1, ni < ngy1, tal que g € Ay, para todo @ > 1. Entonces g(dn,) > b+ §,
de donde deducimos que g(u) > b+ §, para todo u € {dp, : i > 1}61 \ I. Puesto que
0#A{dy, :i> 1}M\I C D, obtenemos d(g, Co(5I, D)) > b, lo que contradice que g € W.
|

Corolario 6.18. Si I es un conjunto infinito y D C I* es un subconjunto Gs cerrado,
entonces C(B1,D) y Co(BI, D) tienen 1-control en lo(I).

Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicion 6.17 y de que todo subconjunto Gg
de I* es regular en I* (ver [54, p.78]). [

Indicamos por C'H la hipétesis del continuo, por =C'H la negacién de la hipdtesis
del continuo y por M A el Axioma de Martin. Si K es un espacio compacto Hausdorff
entonces

(a) Se dice que K es un compacto de Corson sii existe un conjunto I tal que K
es homeomorfo a un subconjunto compacto de X([—1,1]') := {z € [-1,1)! : supp(x)
es contable} (ver [2],[16],[19]).

(b) Se dice que K tiene la propiedad (M) si toda medida de Radon en K tiene
soporte separable.

Si I es un conjunto infinito, sean
(i) I*¢ = U{ZBI cACT A =R\ T eI*™ =T\ I*.
(ii) Si k es un cardinal infinito, sea
r(w) =\ JA" - Ac1,14] < &},
Observemos que I*¢ es denso y abierto en I*, que I* = I*(Rg), I* = I*(X;) y que

I*(k) es un cerrado de I* con interior vacio en I*, para k > R;. Denotemos (5 (I) =
{f € l(I):| supp(f)| < Ro} y recordemos que:
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(1) Si D = I*", entonces Cy(B1,D) =5, (1) y

(2) d(f, L5 (1)) = | frr|l = sup{| f(p)| : p € I*}, para todo f € Loo(]).

Vamos a examinar el control de Co(B81, D) y C(BI, D) dentro de fo(I) cuando I es
un conjunto incontable y D = I'**. Mostramos que depende de la axiomatica adoptada.

Proposicién 6.19. Si I es un conjunto incontable y D = I*", entonces Co(BI, D) y
C(B1, D) tienen I1-control dentro de ls(I), bajo ~C'H + MA.

Demostracion. (A) Consideremos, en primer lugar, el subespacio Cy(5I, D). Sea K C
Co(BI, D) = £5,(I) un subconjunto w*-compacto. Entonces K es un compacto de Corson
y tiene la propiedad (M), pues estamos aceptando =C'H + M A (ver [2, p. 215], [14,
p. 201 y p. 205]). Cojamos zy € c™ (K) y p una probabilidad de Radon en K tal
que 7(p) = zp. Puesto que K tiene la propiedad (M), existe un subconjunto contable
J C I tal que supp(p) =: H C ¢2(I) = {x € () : supp(x) C J}. Claramente
20 = r(p) € @™ (H) C L (I) C ¢5,(I). Ahora basta aplicar la Proposicién 6.16.

(B) Consideremos a continuacién el subespacio C'(81, D). Supongamos que C(5I, D)
no tiene 1l-control en fo(I), esto es, que existen un subconjunto w*-compacto K C
B(lso(I)), un punto zg € €6 (K) y dos niimeros reales a,b > 0 tales que:

d(K,C(BI,D)) < a < b < d(z0,C(8I, D)).

Como b < d(zp,C(BI, D)), podemos elegir dos puntos di,ds € D tales que Zp(d1) —
Zo(dg) > 2b+ np para cierto ng > 0. Como d; # da, existe en SI un entorno V; de
di, i =1,2,tal que Vi NV =0y Zo(p) — 20(q) > 2b+ np para todop € Vi y q € Va.
Cojamos {i¢ : { <wi} CVINTy {je: & <wi} CVanlI tales que i, # i¢ y j, # Je
para p < & < wi. Observemos que estas elecciones pueden llevarse a cabo porque, como
d; € D = I*" entonces |V;NI| >Ny, i =1,2.

Sea J = {(i¢, j¢) : £ < w1} y consideremos la aplicacion T : (1) — loo(J) tal que
T(f)(i¢,je) = fli¢) — f(Je). Claramente T" es una aplicacién lineal || - ||-continua tal que
IT]] <2. Atin mas, T es w*-w*-continua.

Aserto 1. T(C(BI, D)) C L5, (J) = Co(BJ, J*™).

En efecto, sea f € C(BI,D) y ty = frD- Entonces existe un subconjunto contable
Iy C I tal que f(i) =ty para todo ¢ € I\ Iy. Por construccién existe oy < wy tal que
i¢, je € I\ Iy para todo ag < & < wy. Asi que para todo ap < § < w; obtenemos

T(f)(ig, jge) = flie) = f(je) =ty —ty =0,
es decir, T(f) € L5.(J).

Sean W :=T(K) y wo := T(zp). Claramente W es un subconjunto w*-compacto de
loo(J) y woy € 0 (W).

Aserto 2. d(W, 5_(J)) < 2a.
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En efecto, sea € > 0 tal que d(K,C(BI,D)) < a — e. Fijemos un punto k € K y
cojamos f € C(BI, D) tal que ||k — f|| < a—e. Entonces [Tk —Tf|| < 2(a — ¢€). Como
Tf €t (J), obtenemos d(Tk, 05, (J)) < 2(a—¢), de donde d(W, ¢5 (J)) < 2(a—¢€) < 2a.

Aserto 3. d(wo, 05,(J)) > 20b.

En efecto, para todo £ < wy tenemos

wg(ig,jg) = Z()(Z'g) — Zo(jg) > 2b+ ng.
Por tanto d(wo, ¢5,(J)) > 2b + no.

Asi que teniendo en cuenta la parte (A), llegamos a una contradiccién, que completa
la, prueba. |

Proposicién 6.20. Sean I un conjunto incontable y D = I*™. Entonces bajo CH ni
Co(BI, D) ni C(BI, D) tienen control dentro de loo(I).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = wy. Vamos a usar
como base de nuestra construccién el compacto de Corson sin la propiedad (M) descrito
por Argyros, Mercourakis y Negrepontis en [2, p. 219]. Sea Q el espacio de Erdos, esto
es, el espacio de Stone del dlgebra cociente M)y /Ny, donde A es la medida de Lebesgue
en [0,1], My es el dlgebra de los subconjuntos A\-medibles de [0,1] y Ny es el ideal de
los subconjuntos A-nulos de [0, 1].  es un espacio compacto extremadamente disconexo
(porque M, /N es completo) tal que el dlgebra de Boole de los subconjuntos clopen de
Q es isomorfa al algebra cociente M)y /N). Ademads existe una probabilidad Borel regular
estrictamente positiva normal A en €, definida por la condicién A(V) = A(U), siendo V
cualquier subconjunto clopen de € y U un subconjunto A-medible de [0, 1] con A(U) > 0
tal que la clase U + Ny € M) /N, es la imagen de V por el anterior isomorfismo.

Por la hipétesis CH podemos escribir [0,1] = {x¢ : £ < w1} y podemos enumerar
como {F¢ : & < wi} a la familia de los subconjuntos Borel de [0,1] con medida de
Lebesgue A(K) > 0,5. Por cada £ < wy elegimos un subconjunto compacto K¢ tal que

(i) K C Fgﬂ{xng <p<w}ly )\(Kg) > 0,4.
(i) si A(F¢) < 1, entonces K¢ satisface A\(F¢ \ K¢) < 1 — A(Fe).

Puesto que K¢ C {z, : { < p < w1}, la familia {K¢ : £ < wy} tiene calibre Xy, esto es,
ﬂgeA K¢ =10,s1 ACwpy|A| =Ny. Sea Vg un subconjunto clopen de €2 correspondiente
a la clase K¢ + Ny € My/N) en el isomorfismo entre el dlgebra cociente My/Ny y el
algebra de los subconjuntos clopen de €. Observemos que X(Vg) = AK¢) > 0,4 para
todo £ < wy.

Aserto. Se tiene que: (a) la familia {V; : & < wi} tiene calibre Ry, esto es, si
A Cuwiy Al =Xy, entonces ey Ve = 05 (b) por la eleccién de los K¢ se verifica que

HE <wi: A(Ve) 0,5} =Ry y [{€ <wi : A(Ve) >t} =Ny para todo 0 <t < 1.

En efecto: (a) Supongamos que (e y Ve # () para cierto subconjunto A C wy con
|A| = ¥;. Entonces, para todo subconjunto finito F© C A, (¢ Ve es un subconjunto
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clopen no-vacio de 2. Incluso X(ﬂée  Ve) > 0 porque X es una probabilidad estrictamente
positiva sobre 2. Observemos que ﬂ£€ K¢+ Ny € My/N) es la clase correspondiente
a ﬂge 7 Ve en el isomorfismo entre el dlgebra cociente My/N) y el algebra de los sub-

conjuntos clopen de . Por tanto A(ecp Ke) = S\(HEGF Ve) > 0 para todo subconjunto
finito de F' C A. Puesto que los conjuntos K¢ son compactos, obtenemos ﬂge A Ke #0,
una contradiccién porque la familia {K¢ : £ < w;} tiene calibre R;.

(b) Observemos que existe una familia incontable de subconjuntos Borel F¢ de [0, 1]
tales que A(F¢) = 0,5. En consecuencia los correspondientes subconjuntos compactos
K¢ y los clopen V¢ asociados verifican 0,4 < A(K¢) = A(Ve) < 0,5. Por tanto [{{ <
Wy X(Vg) < 0,5} = N;. También, para todo 0 < ¢t < 1, se tiene que la familia
Ly :={{ <wi: 14+t <2\(F¢) < 2} es incontable. De aqui que, como A\(K¢) = :\(Vg) y
para £ € L; los K¢ se eligen de modo que A(Fg¢ \ K¢) < 1 — A(F), un pequeno calculo
nos lleva a concluir que para todo ¢ € L; se verifica que X(Vg) > t. Y esto completa la
prueba del Aserto.

Consideremos A = {A C wy : [eep Ve # 0} U {0}. Claramente cada elemento de A
es un subconjunto contable de w; y A es una familia adecuada (ver [41, p. 1116]), es
decir:

(i)si BC Ay A€ A, entonces B € A;
(i) A€ Asi A Cw; y B € A para todo subconjunto finito B C A, y
(iii) {¢} € A para todo & < wy.

Como A es familia adecuada y sus elementos son contables, K := {14 : A € A} esun
subconjunto w*-compacto de £5 (w;). De aqui que K es un compacto de Corson (ver [41,
p. 1116]) con respecto a la w*-topologia o (¢o(w1), £1(w1)). En particular, todo elemento
k € K C €o(I) (recordemos que I = wy) satisface ki = 0, esto es, K C Co(BI, *"). Si
reQy A, ={£ €w:x eV}, entonces A, € A. Asi que podemos definir la aplicacion
T :Q — K de modo que, para todo = € Q, T(z) = 14,. Se ve facilmente que T es
una aplicacién continua. Sea p := T()\) la imagen de A por Ty zy = r(u) € @ (K)
el baricentro de pu. Si § € I = wy (esto es, { < wy), definimos m¢ : €oo(f) — R como
me(f) = f(§), para todo f € lo(I). Observemos que m¢ es una aplicacién lineal w*-
continua sobre /o (I). Por tanto

1> 20(8) = me(20) = me(r(p) = /Kﬂg(k)du(k) = /T(Q) k(AT (N))(k) =

- / 14, (€)dMz) = M(Ve) = A(Ke) > 0.4,
Q
Por el Aserto [{§ < wi : A(Ve) > t}| = ¥y, para todo 0 < t < 1, y esto, junto a que
1> 20(§) = A(Ve), implica que existe un punto p € I** tal que Z(p) = 1y, por tanto,
1 = d(20,05,(I)) = d(z0, Co(BI,1*")). Por otra parte, [{{ < wy : A(Ve) < 0,5} = Ry, lo
que implica que existe otro punto ¢ € I** tal que Zp(q) < 0,5. En consecuencia

d('zO?C(ﬁIv I*u)) 2 %(Zo(p) - ZVO(Q)) = %(1 - 0’5) = 0,25,



98 DISTANCIAS Y OSCILACION

y esto completa la prueba. |

Corolario 6.21. Si I es un conjunto con |I| = Xy, entonces bajo (CH) ningin punto
de I es punto de control en lso(I).

Demostracion. Hacemos uso de la construccién de la precedente Proposicién. Observe-
mos que el compacto K verifica K C ¢(I) y que el punto 2o € co¥ (K) satisface, sin
embargo, zo(£) > 0,4 para todo £ < wy, de donde Zp(u) > 0,4 para todo u € I**. Por
tanto ningin punto de I** es punto de control en {o (7). [

Si I es un conjunto infinito vamos a estudiar el control de los subconjuntos y puntos
de I*(k) =1 *\U{Zﬁl : A C I,|A| < K}, siendo k un cardinal infinito. Las construcciones
que vamos a efectuar a continuacién no tienen requerimientos axiomadticos especiales.
En la siguiente proposicién mostramos que, si |I| > &, existe un subconjunto compacto
D cC I*(k) tal que los subespacios cerrados C(8I,D) y Cy(BI,D) carecen de control
dentro de {o ().

Proposicién 6.22. Si k es un cardinal infinito e I es un conjunto tal que |I| > k,
existen un subconjunto cerrado D C I*(k) y un subconjunto w*-compacto K C loo(I)

tales que K C Co(BI, D), pero co¥ (K) ¢ C(BI, D). Por tanto C(BI,D) y Co(BI, D)

carecen de control dentro de loo(I).

Demostracion. Bastard probar el enunciado para un conjunto de cardinal infinito k.
Consideremos el espacio compacto {0, 1}" y denotemos por A a la probabilidad de Haar
en {0,1}%. Sea 0 # F C k. Si 0 = (0(k))ker € {0,1}", ponemos o1 = (0(k))rer €
{0,1}F. Si A € {0,1}F, sea fa: {0,1}* — {0,1} la funcién

1, si O'rFEA,

Vo € {0,1}", fa(o) = {0 siowr ¢ A

Claramente, si F' es finito, f4 es una aplicacién continua tal que 0 < f{o 13 fad) < 1.

Decimos que un conjunto no vacio A es admisible sii existe un subconjunto finito () #
F C kcon |[F| = n tal que A C {0,1} y |A| = 2" — n. Observemos que en estas
condiciones f{o 1pr fadA =1—n27". Sean

Iy ={(fa,+) : A admisible}, I_ = {(fa,—) : A admisible}

e I = I, WI_, que satisface |I| = k. Observemos que:
(1) La familia {f4 : A admisible} separa puntos en {0, 1}".
(2) Para todo n € N, se tiene

li=(at)els [ fadz1-1)=x
{0,1}~
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|{i:(fA,—)eI+:/ fadr>1- 1) = .

{01}~
Para cada o € {0,1}" y n > 1 sea

Ofo,n) = {i = (fa£) € I+ falo) =0y |A] = 2" — n}.

Observemos que si (fa, ) € O(o,n), entonces |A| = 2™ —m con m > n por lo que
f{o 13 fadd=1—m2™™ >1—-—n27".

Aserto 1. N{O(o, n)m coe{0,1}F,n>1}CI*y
w0 (0o 0 €{0,1}%,n > 1}) #0.

En efecto, para todo i = (f4,+) € I existe o € {0,1}" tal que fa(o) = 1, de donde

i ¢ (D(U,n)m, Vn > 1, y de aqui que ﬂ{@(o’,n)m : 0 € {0,1}*,n > 1} C I*. Por
otra parte, dado un subconjunto finito oW, c@ o0 e {0,1}" y ndmeros naturales
ni, -, np, es facil ver que |(_; O(c,n;)| = k. De aqui que I*(k) N (N{O(o, n)m :
o €{0,1}",n>1}) #0.

Sea D C I*(k) el compacto
D:=TI"(k)N (ﬂ{@(o—, n)m 10 €{0,1}",n >1})

y denotemos D, = DN H’gl yD_=DnN iﬁl, que son dos compactos no vacios que
verifican D = D, W D_. Consideremos la funcién v : {0,1}* — {~1,0,+1} C B(foo (1))
tal que

fa(o),  sti=(fa,+),

—falo), sii=(fa,—).

Observemos que 1) es una funcién continua inyectiva, cuando se considera en {—1,0, +1}/
la w*-topologia de £, (I), que coincide con la topologia producto de {—1,0, +1}. Asi que
K = ({0,1}*) € {-1,0,+1}! es un espacio compacto homeomorfo a {0,1}* tal que
K c Cy(BI,D). Sea p := (A) la probabilidad de Radon en K, imagen de A por la
funcién continua v, y r(u) =: 29 € €0 (K) el baricentro de p.

Vie I Yo € {0,1}", ¢¥(o)(i) = {

Aserto 2. Se tiene que Zy(p) = +1, para todo p € D4, y Zp(p) = —1, para todo
peD_.

—_— I
En efecto, si p € D4, entonces p € I, NO(o, n)ﬁ para todon > 1y o € {0,1}".
Por otra parte, para todo j = (fa,+) € O(o,n) se tiene

/ fad\>1—n27"
{01}~
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de donde

z20(7) = mj(20) = mj(r(p) = /Kﬂj(k)dﬂ = /{0 e fad\>1—n27"

Por tanto, Zy(p) > 1 — n2™", ¥n > 1, es decir, Z)(p) = +1. Analogamente se
prueba que Zy(p) = —1, para todo p € D_. En consecuencia, K C Cy(SI,D) pero
" (K) ¢ C(BI, D).

La construccién que acabamos de efectuar prueba que todos y cada uno de los puntos
del conjunto D (asi como los subconjuntos D, D", D~) no tienen control en BI. Esto
quiere decir que, dado un conjunto infinito I con |I| > &, los puntos de I*(k) que no
tienen control son densos en I* (k). [

Corolario 6.23. En N* son densos los puntos que carecen de control.
Demostracion. Basta aplicar la proposicién precedente y que N* = N*(Ny). |

Cuestion. ;jExiste en N* algiin punto de control? En general, si I es un conjunto
infinito y x un cardinal tal que |I| > k > Vg, jexiste en [*(k) algin punto de control?

6.4 Distancias, compacidad y convexidad en (. (I, X)

En las secciones precedentes hemos analizado el control de C*(H), dentro de (. (1),
cuando H es un espacio topoldgico, I un conjunto y ¢ : I — H una aplicacion tal
que p(I) = H. En esta seccién en lugar de £ (I) consideraremos el espacio o (I,X),
siendo X un espacio de Banach. Recordemos que {0 (1, X) = >, ; @00 X, donde X; =
X, Vie I,y quesi X es un espacio de Banach dual, v.g. X = Y™, entonces { (I, X) =
(D icr @©1Y5)*, siendo Y; = Y, Vi € I. Cuando X := l(J), siendo J un conjunto,
entonces loo (I, loo(J)) = loo(I x J) = (L1(I x J))* y la situacién es particularmente
asequible. Dentro de ¢ (I, 4 (J)) resulta especialmente sencillo el estudio del control
del subespacio C*(H, ({so(J),w*)), de las funciones f oy : I — €y (J), siendo f :
H — l(J) una funcién acotada y w*-continua. Observemos que una funcién acotada
[+ H — l(J) es w*-continua si y sélo si mj o f : H — R es continua, Vj € J, siendo
7j : loo(J) — Rla j-ésima proyeccion. El primer resultado (casi inmediato) que podemos
enunciar es el siguiente.

Proposicién 6.24. Las Proposiciones 6.10,6.12 y 6.13 son ciertas si, en lugar del
espacio Uoo(I,R), ponemos el espacio loo(I,loo(J)) = loo(I X J) = (L1(I x J))* y, en
lugar del subespacio C*(H),, se considera el subespacio C*(H, (oo (J), w™*))s,.

Demostracion. La prueba de este enunciado se basa en los siguientes hechos elementales.
Sean (H,Ty) un espacio topoldgico, I y J conjuntos y ¢ : I — H una aplicacién tal
que ¢(I) = H. Sea mj : {(J) — R, j € J, la proyeccién j-ésima y A; = m;(A), para
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A Cls(J). Sif € loo(I,l(J)) escribimos f; := mjo f € lo(I), j € J. En estas
condiciones se tiene

(1) Sif € loo(I,£oo(J)), entonces d(f, C*(H, (boo(J), w*))y) = supje s d(fj, C*(H,R),).
(2) Si A Cloo(I,05(J)), de (1) se obtiene que

CZ(A7 C*(H7 (oo (), W*)so) = Slellj d(Aj’ cr (H, R)@)

Ademds, diam(A) = sup;¢ ydiam(4;).

(3) Si A C lx(I,€x(J))) es un subconjunto acotado (v.g., un subconjunto w*-
compacto), entonces 7;(€o% (A)) = co¥ (4;), j € J. [ |

Estudiemos el control dentro de ¢ (I, X), cuando X es un espacio de Banach
genérico, del subespacio C*(H, (X, | - ||)), de las funciones fo ¢ : I — X, siendo
f+H — (X,| -]]) una funcién continua acotada. En £ (I, X) vamos a comparar, a
la hora de hacer clausuras convexas cerradas, la topologia de la norma y la topologia
Tpr de la convergencia puntual sobre I y la convergencia sobre un cierto subconjunto
F C X7, elegido como se ve en lo que sigue:

(1) Si X es un espacio de Banach dual, digamos X = Y*, podemos elegir FF =Y.
Entonces 7,r es la topologia 7,,« de la convergencia puntual sobre I y la w*-convergencia
en X. De hecho, en este caso loo(I,X) = (¢1(L,Y))*. Como sobre los acotados de
U+ (I, X) coinciden la topologia 7+ y la w*-topologia, se verifica el teorema de Krein-
Smulian para la topologia Tpw* -

(2) Otra posibilidad es hacer F' = X*. En tal caso 7, es la topologia 7, de la con-
vergencia puntual sobre I y la w-convergencia en X. Es facil ver que ¢ (I, X) satisface
el Teorema de Krein-Smulian para la topologia 7.

(3) Si X no posee una copia de £1(c) y elegimos como F' a un subespacio de X*
normante sobre X, entonces el espacio (I, X) satisface el Teorema de Krein-Smulian
para la topologia 7,r. Esto sale facilmente de la Proposicién 2.2 y la Proposicién 2.5.

A continuacién probamos una proposicién andloga a la Proposicion 6.10.

Proposicién 6.25. Sean I un conjunto, (H,Ty) un espacio topoldgico paracompacto
con H € §, ¢ : I — H una aplicacion tal que o(I) = H, X un espacio de Banach,
F C X* un subespacio 1-normante sobre X y W C B({x(I, X)) un subconjunto t,p-
compacto. Entonces

d(co™r (W), C*(H, X),) < 2d(W,C*(H, X),).

Demostracion. Comencemos observando que €677 (W) puede no ser 7, p-compacto, aunque
esto no tiene transcendencia alguna a la hora de hacer la prueba, como vamos a ver.
Si no se verifica el enunciado existird una funcién fy € ¢o’»F (W) y dos nimeros reales

b > a > 0 tales que

d(fo,C*(H, X),) > 2b > 2a > 2d(W,C*(H, X),).
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Puesto que H es Hausdorf paracompacto, de Proposicién 6.4 obtenemos que %Osc@( fo) <
d(fo,C*(H,X),) < Oscy(fo). Por tanto, existen € > 0 y un punto ky € H tales que
Oscy( fo, ko) > 2b + e. Esto quiere decir que

vV e Vko, Jiv, jv € cp_l(V) tales que || fo(iv) — fo(Jv)|| > 2b+e.

Como H € F, existen una secuencia (i, jn)n>1 C {(iv,jv) : V € YV} y un punto
ho € H tales que (¢(in), ©(jn)) — (ho,ho) en Hx H. Sea Jp : loo(I, X) — loo(I X B(F))
el isomorfismo isométrico sobre su imagen tal que

Vfelo(I,X), Y(i,z) € I x B(F), Jp(f)(i,z) = (z, f(3)).

Observemos que Jr es un 7,p-w*-homeomorfismo sobre los subconjuntos acotados. En
particular, Jp(W) es un subconjunto w*-compacto de B({s (I x B(F'))). Como Jr(fo) €
e (Jp(W)), existe una probabilidad de Radon u sobre Jz(W) tal que r(u) = Jr(fo).
Por cada n > 1y z € B(F) definimos las aplicaciones 7, .y y T, de £oo(I X B(F)) en R
tales que

Vfe EOO(I X B(F))7 n(n,z)(f) = f(imz) - f(jnaz)a Tn(f) ‘= sup 77(”» Z)(f)
zEB(F)

(1) Es claro que 7, .) es una aplicacién lineal [ - [-continua y w*-continua sobre
U5 (I x B(F)), mientras que T, es una aplicacién acotada convexa w*-lsc y, por tanto,
w*-Borel medible.

(2) Se tiene que

To(r(W)) = SUp Muny(r(W)) = sup / Moy (F)lpt <
2€B(F) 2€B(F) J Jp (W)

< / (sup mn) ()it = / To()dp.
Jr(W) zeB(F) Jr(W)

(3) Observemos que Vn > 1y Vf € (I, X):
To(Jr(f)) = sup (2, f(in) = f(jn)) = £ (in) = f(Gn)]]-

z€B(F)

En particular T, (r(u)) = Tn(Jr(fo)) = |1 fo(in) — fo(n)|| > 2b+€, Vn > 1.

Sea A, :={f € JF(W) : T,,(f) > 2b+ §}, n > 1, que es un subconjunto w*-abierto
de JF(W)

Aserto. ;(A,) > 7, Vn > 1.
En efecto, para todo n > 1 tenemos que

%+ < T (r()) < /J D)=

_/ Tn(f)-dqu/ To(f) - dp < 2u(An) + (20 + 5),
Ap

Jr(W)\An
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de donde obtenemos p(A,) > ¢, Vn > 1.

Por el Lema 1.1 existe una subsucesion {n, : r > 1} C N tal que existe un elemento
G €Ny>1 An, C Jp(W). Por tanto, si g € W es tal que Jrp(g) = g, entonces

19(in,) = 9(n, )| = Tn. (JE(g)) > 20+ 5, Vr > 1,

lo que implica que Osc,(g) > Oscy,(g, ho) > 2b + §. Por Proposicién 6.4 sabemos que
Oscy(9) < 2d(g,C*(H, X),). En consecuencia d(g, C*(H, X),) > b > a, lo que no puede
ser pues g € Wy d(W,C*(H,X),) < a. [

El espacio {5 (I,X) puede sumergirse isomérfica e isométricamente en el espacio
(I x B(X*)) mediante el isomorfismo j : loo([,X) — l5(I x B(X™)) tal que
J() G, x*) = (z*, f(i)), para todo f € (I, X) y todo (i,2*) € I x B(X™). Observemos
que j(C*(H,X),) C C*(H x B(X*))y, siendo ¢ : I x B(X*) — H x B(X*) tal que
Y(i,x*) = (¢(i),2*). Para obtener un resultado andlogo a la Proposicién 6.12 necesita-
mos probar el lema siguiente.

Lema 6.26. Sean I un conjunto, (H,T) un espacio topoldgico, ¢ : I — H una apli-
cacion tal que o(I) = H, X un espacio de Banach, 1 : I x B(X*) — H x B(X™)
tal que ¥ (i,z*) = (¢(i),x*), Y(i,z*) € I x B(X*), yJj : loc(I,X) — loo(I x B(X¥))
la inclusion canonica tal que j(f)(i,z*) = (z*, f(i)), para todo f € lx(I,X) y todo
(1,2*) € I x B(X™). Si f € {sx(I,X), entonces

L0sca(f) < L0sey (i) < d(i(), C*(H x B(X"))y) <
< d(](f)a](C*(H7X)<P)) = d(f7 C*(Hax)lp)

Demostracion. Ya sabemos (ver Proposicién 6.4) que 10scy(j(f)) < d(j(f),C*(H x
B(X*))y). Ta desigualdad d(j(f),C*(H x B(X*)y) < d(j(}),3(C*(H,X),)) es in-
mediata pues j(C*(H, X),) es subespacio de C*(H x B(X™)),. La igualdad

d(i(f),J(C™(H,X)y)) = d(f,C*(H, X))
es obvia porque j es un isomorfismo isométrico.

Probemos que Osc,(f) < Oscy(j(f)). Si Oscy(f) = 0, hemos terminado. Supong-
amos que Oscy,(f) > b > 0. Entonces existe p € H tal que Oscy,(f,p) > b, de donde
obtenemos que diam(f(¢~1(V))) > b para todo V € VP. Asf que para todo V € VP
existe z}, € B(X*) de modo que diam(z}, f(¢~1(V))) > b. Puesto que {z}, : V € VP}
es una red de B(X™), que es w*-compacto, existen zf € B(X*) y una cierta subred
{zf: 8 € B} de {z}, : V € VP} tales que N z§.

Aserto. Para todo V; € VP y todo Wy € V%0 (es decir, Wy es entorno w*-abierto de
zf en B(X*)) se verifica diam(Wo, f(¢~1(Vp))) > b.

En efecto, como x/’g v, xy € W, existe 81 € B tal quesi B € By 3 > (31, se verifica
que :L“Z, € Wy. Sea xgl = aj, con Vi € VP y U := V1 NV, que verifica U € VP. Puesto
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que {w}} : B € B} es una subred de {zj, : V € VP}, podemos hallar §, € B, 2 > 31, tal
que si xj, = xy,, entonces Vo € VP y Vo C U. Por tanto se verifica

diam(Wo, f(¢™' (Vo)) > diam(a7y, f(¢™" (V2))) > b.

Asi que hemos probado que existe un punto (p,z§) € H x B(X*) tal que para to-
do entorno abierto Gy = Vp x Wy de (p, ) se verifica que diam(j(f)(v~1(Go)) =
diam(Wo, f(¢~*(Vo))) > b, es decir, Oscy(j(f), (p,2§)) > b. Por tanto Oscy(f) <

Oscy (5 (f))- ]

Proposicién 6.27. Sean I un conjunto, (H,Ty) un espacio topoldgico Hausdorf com-
pacto, ¢ : I — H una aplicacion tal que o(I) = H, X un espacio de Banach, F = X*
y W C B(loo(I, X)) un subconjunto acotado 7,r-compacto. Entonces

d(@™" (W),C(H, X),) < 10d(W,C(H, X),).
Ademds, si WNC(H,X), es T,p-denso en W, entonces
d(@o™" (W), C(H, X),) < 4d(W, C(H, X),).

Demostracion. Adoptamos la notacién del Lema 6.26 y consideramos el isomorfismo
isométrico j : loo(I, X) — loo(I x B(X™)) tal que j(f)(i,2*) = (z*,5(i)),Vf € loo (I, X)
y V(i,z*) € I x B(X*). Observemos que sobre los subconjuntos acotados j es un home-
omorfismo, cuando en f (I, X) se considera la 7,x+-topologia y en (I x B(X¥)) la
w*-topologia. Por tanto j(W) es un subconjunto w*-compacto de B({s(I x B(X™))).
Teniendo en cuenta que H x B(X™) es Hausdorf compacto, de Proposicién 6.12 y Proposi-
cién 6.13 concluimos que

d(co”” (j(W)), C(H x B(X"))y) < 5d(j(W), C(H x B(X"))y),
v, si J(W)NC(H x B(X*))y es w*-denso en j(W), entonces

d(cc"”" (j(W)), C(H x B(X"))y) < 2d(j(W),C(H x B(X"))y).

Ahora basta aplicar el Lema 6.26 y la Proposicién 6.4. |
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Capitulo 7

Funciones 1-Baire y distancias

Sea Byy(X) el espacio de las funciones reales acotadas f : X — R de la primera clase
de Baire sobre un espacio topolégico (X, Tx) y consideremos a Bi,(X) canénicamente
sumergido en /o (X). En [6] se prueba que si X es un espacio métrico completo y K un
subconjunto w*-compacto de £ (X) tal que K C Byy(X), entonces co¥ (K) C Byy(X).
Por tanto el subespacio By(X) es un buen candidato a disfrutar de control dentro de
loo(X). En este Capitulo caracterizamos la distancia d( f, B1p(X)), f € loo(X), mediante
un adecuado indice de fragmentacién y, usando las técnicas de [6], probamos que Bij(X)
tiene 2-control en £ (X).

Sean (X, 7) un espacio topolégico, I un conjunto, ¢ : I — X una funcién tal que
o(I) =X, f: I — R una funcién real y € > 0. Decimos que (I, X, 7) esté e-fragmentado
por f si para todo n > € y todo subconjunto cerrado no vacio F' C X existe un abierto
V C X tal que VNF # 0y diam(f(¢ (VN F))) < n, en el entendimiento de que
diam()) = 0. Definimos el indice de fragmentacién Frag(f,I,X) de f con respecto a
(I, X,7) como

Frag(f,I,X)=inf{e > 0: (I, X, 7) esta e-fragmentado por f}.
Denotemos por
B X):={f: I —R:Frag(f,I,X) < e} y B, X) := BT, X) N leo(I).

Cuando I = X y ¢ es la identidad escribimos simplemente B%e) (X)y Bﬁ) (X). Observe-
mos que

(a) Si €1, €2 > 0, entonces Biel)(l, X) + B%ez)(l, X) C B§€1+62)(I,X).
(b) Para todo A > 0y € > 0 se tiene AB\?(I, X) = B*)(I, X). Por tanto B\ (I, X)

es un subconjunto de R! convexo y simétrico respecto del 0. En particular, Bgo)(l , X)
es un subespacio de R'.

(c) Bge)(I ,X) es un subconjunto 7,-cerrado de R!, siendo 7, la topologia de la

Tu

convergencia uniforme sobre I. En efecto, sean f € B%e)(l7 X) ,e<n<ooyF CXun
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subconjunto cerrado no vacio. Queremos ver que existe un subconjunto abierto V' C X
tal que VNF # 0y diam(f(¢ Y (VNF))) <7n.Seag € Bf)(I,X) tal que || f—g|lco < 3.

Puesto que g € BEE) (I, X), existe un subconjunto abierto VC X con VNF # 0y
diam(g(e ' (VN F))) < e+ 15<. De aqui que diam(f(e 2 (VN F))) < 2|f — glloot

diam(g(p~1(V N F))) < 1.

Un espacio topoldgico (X, 7) es hereditariamente Baire si todo subconjunto cerrado
de X es Baire en su topologia relativa. Denotemos por Bi(X) C RX al espacio de
las funciones reales de clase Baire 1 sobre un cierto espacio topolégico (X, 1), esto es,
Bi(X)={f: X —R: f~YTk) C £9(X)}, donde X9(X) es la clase de los subconjuntos
F, de X (ver [33, pg. 190],[6, 1A]) y Tk es la topologia natural de R. Es bien conocido
que, si (X, 7) es hereditariamente Baire, entonces B;(X) C B%O) (X) y que Bi(X) =
Bgo) (X), si X es un espacio métrico completo [6, 1E, 1C]. Sin embargo, atin cuando X
sea un espacio métrico, puede ocurrir que By (X) y BEO) (X) sean distintos. Veamos un
contraejemplo sencillo de este hecho. Sea X := X; U X3 siendo X; = [0,1]NQ y X»
un subconjunto contable de irracionales denso en [0, 1]. Definamos f : X — R tal que
FIX1 =0y f|Xo=1 Entonces f € Bi(X), f € BY(X) pero f ¢ BYY(X) para
0<e< .

Si feRl yacR,denotamos {f <al={icl:fi)<a},{f>a}={icl:
f(i) > a}, ete.

Proposicién 7.1. Sean I conjunto, (X, T) un espacio hereditariamente Baire, ¢ : [ —
X aplicacion tal que o(I) = X, € >0 y f € boo(I). Los siguientes asertos son equiva-
lentes

(1) f € BY9(1,X).

(2) Para todo subconjunto cerrado no vacio FF C X y todo par de nimeros reales
s < t tales que t—s > € se tiene ¢ bien FNo({f < s}) # F d bien FNo({f >1t}) # F.

(8) Para todo subconjunto cerrado F' C X y todo par de nimeros reales s < t tales
que t — s > € se tiene que intp(F N o({f < s})) Nintp(FNe({f >t})) =0.

Demostracion. (1) = (2). En otro caso, para algiin subconjunto cerrado no-vacio F C X
y ciertos nimeros reales sy < to con tg — s9 > € se tiene que FNp({f < so}) = F =
Fne({{f>to}). Entonces todo subconjunto abierto V' C X tal que VN F # () satisface
VNFNe({f <so}) Z0#VNFno{f > t}), de donde diam(f(¢~*(V N F))) >
to — sp > €, lo que contradice (1).

(2) = (3). En otro caso, para algin subconjunto cerrado no-vacio F' C X y ciertos
numeros reales sg < tg con ty — Sg > € se tiene que

intp(F 0 e({f < so})) Nintp(FNo({f = to})) # 0.

Si escribimos

U=intp(FNp({f <so})) Ninte(FNo({f >to}))
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y H = U, entonces se tiene H Np({f < so}) = H=HNp{f >to}), lo que contradice
(2).

(3) = (1). Sean F' C X un subconjunto cerrado no-vacio de X y n > e. Intentamos
hallar un abierto V.C X tal que VN F # 0y diam(f(o 1(VNF))) <n. Si FN(I) #

F, existe un abierto V de X tal que VN F = F\ FNo(I) # 0 y diam(f(¢ (V' N
F))) =diam(()) = 0.

Supongamos en lo que sigue que F N () = F. Como f € oo (I) existe 0 < M < o0
tal que —M < f(i) < M, Vi € I. Por cada t € R definimos

Up:=intp(F\ FNo({f 2 t})) = extp(Fno({f 2t})) = F\ Fne({f > t}),

Vi=intp(F\FNo({f <t})=extp(FNe{{f<t})=F\Fne{f<t}).
Observemos que Us C Uy y V; C Vg para s <t. Ademas Uy = F = V_)y.
Aserto 1. Se verifica U; N V; = () para todo t € R.

En efecto

UinVi=[F\Fne({f =] n[F\Fne({f<#})] =
=F\[Fne({f >t UFne({f <t})] =F\F=0.

Para todo par s < t de nimeros reales sea G := Uy U V. Es inmediato comprobar
que

Gse = F\ [intp(FNo({f < s})) Nintp(FNe({f > 1}))].

Por lo tanto, si t — s > € entonces G = F, porque debido a (3) se tiene que

intp(F N o({f < s})) Nintp(F0e({f = t})) =0.

Sea Y = N{Gg : s,t € Q,s < t,t —s > e}. Entonces Y es denso en F, porque F' es
Baire. Para y € Y definimos

Uly):=inf{tcR:yec U}y V(y) :=sup{s€R:y eV}

Aserto 2. Para todo y € Y, se tiene —M < V(y) < U(y) < M y, ademas, U(y) —
Viy) <e

En efecto, la desigualdad —M < V(y) < U(y) < M sale inmediatamente aplicando
Aserto 1, que Us C Uy y Vi C Vs para s <ty que Uy = F = V_p;. Probemos que
U(y) — V(y) < e. Supongamos que U(y) — V(y) > e. Entonces podemos hallar s,t € Q
tales que V(y) < s<t<U(y) yt—s>e Comoy € Gg = Uy UV; tenemos que 6 bien
y € U; 6 bien y € V. Sin embargo y ¢ U; (porque t < U(y)) ey ¢ Vs (porque V(y) < s).
Por tanto obtenemos una contradiccién, que prueba que U(y) — V (y) < e.
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Cojamos x € Y, arbitrariamente, y s,t € Q tales que s < V(z) < U(z) <ty
€ < t—s <n.Entonces z € U;NV; por lo que U;NV; es un abierto no vacio relativo de F'.
Sea V C X un abierto tal que VNF = U;NV;. Afirmamos que diam(f(¢ 1 (VNF))) <n
En efecto, sea i € ¢ 1(V N F). Entonces (i) € Uy = F\ FNo({f >t}), es decir,
f(i) <t,y, ademas, p(i) € Vs = F\F No({f < s}), es decir, f(i) > s. En consecuencia,
para todo par i,j € ¢ 1(V N F) se verifica | f(i) — f(j)| <t —s < ny esto prueba que
diam(f(o~1(V N F))) <71y completa la demostracién. [

Proposicién 7.2. Sean (X,d) un espacio métrico completo, I conjunto, ¢ : I — X
aplicacion tal que p(I) = X, € > 0y f € boo(I). Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) f € B(1, X).

(2) Para todo subconjunto compacto K C X tal que ¢o(Ix) = K, siendo I :=
¢ 1K), se tiene que fir, € Bge)(IK,K).

Demostracion. (1) = (2). Esto se sigue de la definicién del espacio B%e)(I, X).
(2) = (1). Supongamos que f ¢ BEE)(I,X). Por la Proposicién 7.1 existen un sub-

conjunto cerrado no vacio F C X y dos nimeros reales s < ¢t con t — s > € tales
que

Fne({f <sp)=F=Fne{f=t}).

Vamos a construir una sucesion creciente de subconjuntos finitos A, C ™1 (F) N ({f <
s} U{f > t}) no vacios tal que: (i) si i € Ap41, existe un punto j € A, tal que
d(p(i),p(3)) <27 (ii) sii € A, existe un punto j € A,y tal que d(p(i), p(j)) < 27"
v |f(@) — f(j)| > t — s. Para construir la secuencia {4,, : n > 1} usaremos induccién:

Etapa 1. Elegimos i1,71 € I tales que p(i1),¢(j1) € F, f(i1) < sy f(j1) > t. Sea
A1 = {i17j1}'

Etapa 2. Supongamos construida la secuencia {A; : ¢ = 1,2,...,n} verificando las
condiciones requeridas. Para cada i € A, elegimos un elemento z( ) € I de la siguiente
forma:

(1) Si1 € {f < shnp™ (F), cogemos 2(i) € {f > )1~ (F) tal que d(p(), ¢(=(1)) <
27,

(2)Sii € {f >t}Np L(F), elegimos z(i) € {f < s}Np~1(F) tal que d((i), p(2(i))) <
27

Hacemos A,11 := A, U{z(3) : i € A, }.

A continuacion reiteramos infinitas veces. Es facil ver ahora que, si K = Un>1 o(An),
entonces K es totalmente acotado y por tanto compacto (porque (X,d) es completo).
Ademids p(Ix) = Ky KNo({f <s}) = K = KNp({f >1}), de modo que fir, ¢
Bge) (Ix, K), lo que contradice a (2). [
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Si f,g e Rl y A c R ponemos ||f — glloo := sup{|f(i) — g(3)| : i € I} y d(f, A) :=
sup{||f — a|loc : @ € A} (ambos supremos pueden ser +00).

Proposicién 7.3. Sean (X, Tx) un espacio topoldgico, I conjunto, ¢ : I — X aplicacion
tal que p(I) =X, 0<e< ooy f € Rl Entonces

d(f, B(I, X)) = sup{}(Frag(f,1,X) — €),0}.

En particular, si f € loo(I), entonces d(f, BS}(I, X)) = sup{%(Frag(f,1,X)—¢€),0}, y
si e =0 se tiene d(f, BS?(I,X)) = 1Frag(f,1,X).

Demostracion. (A) Probemos, en primer lugar, que
d(f, B\)(I, X)) > sup{L(Frag(f, 1, X) — ¢),0}.

Bastard comprobar que 3(Frag(f,I,X) —¢€) < d(f, B%e) (I,X)). Comencemos viendo el
siguiente aserto.

Aserto 1. Para todo g € BY')(I,X) se verifica $(Frag(f,1,X) —€) <||f — glloo-

En efecto, si [|f — g|lcc = o0, €l Aserto es trivialmente cierto. Supongamos que

IIf —glloc < 00y cojamos n > 0 tal que e < n < co. Puesto que g € B%E)(I,X)7 para todo
cerrado F' C X no vacio existe un abierto V C X tal que VN F # () y diam(g(¢=(V N
F))) <7 (diam(@) = 0). De aqui que diam(f(o~ (VN F))) < 2||f — glloo +7 y también
Frag(f7IaX) < 2Hf *QHOO Jre? €s deCir’ %(FTag(f’IaX) - 6) < Hf *gHOO'

En consecuencia

L(Frag(f,1,X) —¢) < inf{||f — gllo : g € B (I, X)} = d(f, BV(I, X)).

(B) Veamos a continuacién que d(f, Bge) (I,X)) < sup{3(Frag(f,I,X) —¢€),0}. Si
Frag(f,I,X)=0060< Frag(f,I,X) <e, el resultado es obvio. Supongamos que € <
Frag(f,1,X) < co. Cojamos n > 0 tal que Frag(f,I,X)—e <n. Como Frag(f,I,X) <
1 + €, existen un ordinal £ y una familia de abiertos {U, : o < £} de X tales que:

(i) Uo CUg,paraa <<y X = Ua<§Ua-
(i) Para todo 8 < & se tiene que ) # G := Us\U, 3 Up y diam(f (971 (Gp))) < n+e.

Sean sz := sup f(¢ 1 (Gp)) y lg := inf f(¢~1(Gp)) para B8 < £ (si ¢ 1 (Gs) = 0 no
elegimos nada). Aprovechando que X = Lﬂﬁ <¢ G, definimos g : I — R de la siguiente
formas:

VB <& Vie T (Gp) A0, 9(i) = [f() A (ss— D]V [Is+ 3]

Se comprueba ficilmente que [|f — gljcoc < 4. Ademds tenemos el siguiente aserto.

Aserto 2. g € BP(I,X).
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En efecto, por construccién de g necesariamente diam(g(p~1(Gg))) <€, VB < €. Sea
F' C X un subconjunto cerrado no vacio y definamos

Bo = primer elemento de {8 < §: Uz NF # 0}.

Entonces () # Ug, N F C Gg, por lo que diam(g(¢~1(Ug, N F))) < € y esto prueba que
g€ B\Y(I,X).

Por tanto d(f, Bge)(l, X)) < 3y de aqui d(f, BP(I,X)) < i(Frag(f,1,X)—¢). R
Lema 7.4. Sean (A, %, 1) un espacio de probabilidad completo, € > 0, (X, d) un espacio

métrico completo, I conjunto, ¢ : I — X aplicacion inyectiva tal que p(I) = X y
f:AxI— R una funcion acotada tal que:

(1) Para todo i € I, la aplicacion A > a — f(a,i) € R es X-medible.

(2) Para todo a € A, la aplicacion I > i — f(a,i) € R pertenece al espacio
B9, X).

Entonces, si z(i) = [, f(a,i)du(a), Vi € I, tenemos que z € B?e) (I,X).

Demostracion. Por la Proposicién 7.2 basta probar que si K C X es un subconjunto
compacto tal que ¢(Ix) = K, siendo Ix = ¢ !(K), entonces z, € B§2€)(IK,K).
Por tanto, sin pérdida de generalidad, suponemos que X es compacto y, fijado un
nimero +oo > 1y > €, tenemos que encontrar un abierto V C X tal que V # () y
diam(z(¢~1(V))) < 2no. Puesto que f es acotada, sumando una constante si es nece-
sario, podemos suponer que 0 < f < M < oo para algin M < co. Paraa € A, je€ly
s € R denotamos

{fla,)<s}:={iel: f(ai)<s}
{f(,5) > st :={a€ A: fla,j) > s}, etc.

Sean € < 1 < my, m = [%} (donde [s] indica la parte entera de s € R) y cojamos

0 > 0 tal que 27+ mnd < 2n9. Puesto que f(a,-) € BS))(I,X) para todo a € A, se tiene
por Proposiciéon 7.1 que para todo subconjunto cerrado no vacio F© C X y para r =

A continuacién aplicamos el siguiente resultado de [6, 5C. Lemmal:

“Sean (A, %, 1) un espacio de probabilidad completo y (X, p) un espacio métrico com-
pacto. Sean S yT be dos subconjuntos de Ax X tales que: (i) {a € A: (a,x) € S} y{a €
A: (a,x) € T} pertenecen a ¥ para todo x € X ; (i) para todo a € A y todo subconjunto
cerrado FF C X, ¢ bien FN{x € X : (a,z) € S} # F ¢ bien FN{xr € X : (a,z) € T} #
F. Entonces para todo d > 0 y para todo abierto no-vacio U C X, existe otro abierto
no-vacio V.C U tal que

p{a€ A:(a,x) € S} +p({ac A:(a,y) €T}) <143d, Ve,y e VI
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Usamos este resultado e induccién en varias etapas, haciendo é = 3d, a saber:

Etapa 1. Hacemos U = X, S = {(a,¢(i)) : a € Aji € I,f(a,i) <0}y T =
{(a, (7)) : a € Aji € I, f(a,i) > n}. Por el resultado anterior existe un subconjunto
abierto no vacio Vi C X tal que para todo i,j € ¢~ (V}) se verifica

p{f (1) <03 +u({f(5) =2 n}) =
=p({a € A:(a,0(i) € S}) +u({ac A:(a,0(j) €T}) <1+0.

Etapa 2. Hacemos U = Vi, S = {(a,9(?)) : a € Aji € I,f(a,i) < nty T =
{(a,p(i)) :a € A,i € I, f(a,i) > 2n}. Por el resultado anterior existe un subconjunto
abierto no vacio Vo C Vj tal que para todo i,j € ¢~ 1(V5) se verifica

p({fC0) <np) +p{f(5) = 2n}) =
=p({a € A:(a,0(i) € S}) +u({ac A:(a,0(4) €T}) <1+0.

El proceso se repite hasta la etapa m. Obtenemos subconjuntos abiertos no vacios
VnCVippa C---VonwCcV,C---CcVi CX,
tales que para r =0,1,--- ,;m — 1 y para todo i,j € ¢~ *(V,41) se verifica

p({f i) <rn}) +p({f(5) = (r+1)n}) <1406
Sean V =V, e i,j € 1 (V). Entonces

- /Af(a,i)du(a) < 277 ({F (0 > ) <
r=0

IN
=
_l_
b
L
=
-
=
v

(r+1)n}),

v también
/fajdu >Z77 p({f(5) > m}) >
zi W) > ) = an— (F(d) < )
> n[p({f(0) = (r+1)n}) = 6] =

r=1
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porque {f(-,4) > (m+ 1)n} = 0. Asi que
2(i) = 2(j) < n+n-p({f(8) = n}) +mnd < 2+ mnd < 2.
De aqui que diam(z(¢~1(V))) < 219 y por tanto z € B?E) (I,X). [
Proposicién 7.5. Sean (X, d) un espacio métrico completo, I un conjunto, ¢ : [ — X

aplicacion inyectiva tal que p(I) = X, 0 < e < 00 y K C loo(I) un subconjunto w*-
compacto. Entonces:

(1) Si K C BS))(I,X) para algin € > 0, se tiene que &% (K) C Bge)(I,X).

(2) En general se tiene:

d(eo”" (K), BY) (I, X)) < 2d(K, BY) (I, X)) + &.

(3) d(eov” (K), BO(1, X)) < 2d(K, BO(I,X)). En particular, si K ¢ BY(I,X),
entonces co®” (K) C ng)(l, X).
Demostracion. (1) Sea z € co¥ (K). Como K es un subconjunto w*-compacto de £o (1),
existe una probabilidad de Radon u sobre K tal que z = r(u), es decir, z es el baricentro

de p. Consideremos la funcién f: K x I — R dada por f(a,i) = a(i), para todo a € K
e 1 € I, que satisface las condiciones del Lema 7.4. Para todo ¢ € I se verifica que

2(i) = mi(2) = mi(r(u)) = /K i(a)dja(a) = /K a(i)dp(a) = /K f(a,1)dp(a).

Por Lema 7.4 se tiene que z € BSE) (I,X).

(2) Sea n :=sup{Frag(a,I,X):a € K}. Distinguimos dos casos, a saber:

Caso 1: n < e. Ahora K C BS))(I,X), es decir, d(K, BEZ)(I,X)) = 0, y ademaés
oV (K) C ng) (I, X) por (1). Finalmente aplicamos que toda funcién g € Bge) (I1,X)
verifica d(g, BS))(I, X)) < %e por Proposicién 7.3.

Caso 2: 1 > e. Por Proposicién 7.3 se verifica d(K, BEZ) (I,X)) = 3(n—¢). Por (1)
se tiene que co?” (K) C Bgn)(I, X) y de Proposicién 7.3 obtenemos
d(co®" (1), B (I, X)) < (20— €) = 25(n = ) + § = 2d(K, By (1, X)) + 5.

(3) Basta aplicar (2) con € = 0. [ ]

Corolario 7.6. Sean (Z,d) un espacio métrico, 0 < € < 00 y K C loo(Z) un subconjunto
w*-compacto. Entonces:

(1) Si K C B%Z)(Z) para algin € > 0, se tiene que 0% (K) C Bg?f)(Z).



113

(2) En general se tiene:

*

d(eo”" (K), B (7)) < 2d(K, B (7)) +

[\lle}

(3) af(@w*(g)K), ng)(Z)) < 2d(K, B%g)(Z)). En particular, si K C B%P(Z), entonces
v (K) C By (2).

Demostracion. Sea (X, d) el espacio métrico completado del espacio (Z, d) dado y, adop-
tando la notacién de la Proposicién 7.5, sean I = Z y ¢ : I — X la inclusién canédnica.
Se ve sin dificultad que B%e)(Z) = BP(I,X) para todo € > 0. Ahora basta aplicar la
Proposicién 7.5. |

NOTA. En el Lema 7.4 la acotacién de la funcién f : A x I — R es fundamental.
Este hecho justifica que en la Proposiciéon 7.5 tengamos que manejar subconjuntos w*-
compactos K de lo(I), esto es, subconjuntos 7,-compactos de R’ (7, = topologfa de la
convergencia puntual sobre I') uniformemente acotados. Si K no fuera uniformemente
acotado, la Proposiciéon 7.5 podria fallar, como se ve en el siguiente contraejemplo, que
aparece en [6, 5G. Example]. Tomemos I = X = [0,1], ¢ : I — X la identidad y
K :={2""1, 4 :n > 1} U{0} € RY, donde {g, : n > 1} = QN [0,1]. Claramente,
K es un subconjunto 7,-compacto de B1(X) no uniformemente acotado y se puede
ver facilmente que 1gnp,1 € €0 (K) aunque 1gnp,1) ¢ B1(X). De hecho (ver [6, 5H.
Proposition]), si X es un espacio polaco y K C R¥ un subconjunto Tp-compacto con
K C Bi(X), entonces co® (K) C By(X), donde By(X) es el espacio de las funciones
[+ X — R que son 7,-limites de secuencias extraidas de B;(X).
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Capitulo 8

Miscelanea

8.1 El control en espacios con generador proyectivo

Ya sabemos que todo espacio de Banach X tiene M-control en su bidual X**, para
cierta constante M tal que 3 < M < 5. Nuestro propdsito en esta seccién es mostrar que
para la clase de espacios de Banach con generador proyectivo la constante M verifica
1< M <3.

Sea X un espacio de Banach y consideremos el juego con dos jugadores A y B, cuyas
jugadas consisten en elegir subespacios cerrados separables de X de la siguiente manera:
(1) primero juega A y elige un subespacio cerrado separable F de X; (2) luego juega
B y elige un nuevo subespacio cerrado separable E; tal que Fy C E; C X; (3) vuelve
a jugar A y elige un subespacio cerrado separable F5 tal que Fy C E1 C Fy C X etc.
Decimos que B gana la partida si existe una proyecciéon P : X — Y := J,~; £y, con
| P|| = 1. Decimos que el espacio de Banach X pertenece a la clase Q (abrev., X € Q)
si el jugador B tiene una estrategia ganadora.

Proposicién 8.1. Sea X un espacio de Banach con X € Q. Entonces para todo sub-
conjunto w*-compacto K C X** se tiene que:

(A) En general d(co®” (K), X) < 3d(K, X).
(B) Si X N K es w*-denso en K, entonces d(co®” (K),X) = d(K, X).

Demostracion. (A) En caso contrario, existirdn un subconjunto w*-compacto K C
B(X**) y dos numeros reales a,b > 0 tales que

d(@" (K),X) > b> 3a > 3d(K, X).
Sea f = (f1, f2,...) una estrategia ganadora para el jugador B. Por el Lema 1.7 se tiene:

Hecho. Existen ¢ € S(X') y un subconjunto a w*-compacto ) # H C K tales
que para todo subconjunto w*-abierto V con VN H # () existe ¢ € c¥ (V N H) con

(,8) > b.
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Etapa 1. Por el Hecho existe £; € @0% (H) tal que ¢(£1) > b. Como B(X*) es un
conjunto w*-denso en B(X**¥), existe z] € S(X*) tal que z7(&1) > b. Sea Vi := {u €
X** 1 {u, x%) > b}, que es un subconjunto w*-abierto de X** que verifica Vineo® (H) # 0
pues & € Vi Nnco?” (H). Por tanto, V3 N H # () y podemos hallar n; € V3 N H tal que
x%(m) > b. Puesto que d(nm, X) < a, podemos hacer la descomposicién n; = n{ +n? con
nt € X yn? € aB(X*). El jugador A empieza la partida eligiendo el subespacio cerrado
separable F; = [{ni}] y el jugador B, empleando su estrategia f, elige un subespacio
cerrado separable Ey = f1(F}) tal que Fy C FEj. Sea {e1, : n > 1} C E} un subconjunto
contable que genera F1.

Etapa 2. Puesto que Vi N H # (), por el Hecho existe & € co® (Vi N H) tal que
P(&) > b. Sea Y1 = {ni} U{eij : i,j < 1} C Ey. Puesto que ¢(&) > b, ¥ [ Y1 =0y
[Y1] < N, existe un vector z5 € B(X™*) tal que (&2,23) > by (x3,k) =0, Vk € Y. Sea
Wy = {u € X* : (u,z5) > b}, que es un subconjunto w*-abierto de X** que verifica
Wy neow (Vi N H) # 0 porque & € WoNeo® (Vi N H). Por tanto, Wo NV N H # 0.
Denotemos V, := Wy NV} y elijamos 1y € Vo N H, que obviamente verifica z5(n2) > b
y también x7(n2) > b. Puesto que d(n2,X) < a, podemos hacer la descomposicién
no = na+n3 conns € X yns € aB(X**). A continuacién el jugador A elige el subespacio
cerrado separable Fy = [E; U {ni}] y el jugador B responde usando su estrategia f y
elige el subespacio cerrado separable Ey = fo(F1, Eq, F2) tal que Fy C E». Sea {eg; : j >
1} C E5 un subconjunto contable que genera Fs.

Etapa 3. Puesto que Vo N H # (), por el Hecho existe & € co® (Vo N H) tal que
Y(&) >b.Sea Yo = {n} :i=1,2}U{e;; : i, <2} C Ey. Puesto que ¢(&3) > b, ¢ | Yo =
0y |Ya]| < Ny, existe un vector x3 € B(X*) tal que (£3,2%) > by (23, k) =0, Vk € Ya.
Sea W3 := {u € X** : (u,x%) > b}, que es un subconjunto w*-abierto de X** que verifica
Wsneow (Vo N H) # 0 porque & € W3 Nao® (Vo N H). Por tanto, W3 N Vo N H # (.
Denotemos V3 := W3 N Va y elijamos n3 € V3 N H, que obviamente verifica z}(n3) >
b, i = 1,2,3. Puesto que d(n3, X) < a, podemos hacer la descomposicién 13 = 7731, + n§
con 17§ eXy 7]% € aB(X™). A continuacién el jugador A elige el subespacio cerrado
F3 = [E2 U {ni}] v contesta el jugador B eligiendo un subespacio cerrado separable
Es = f3(F1, Ev, Fy, Eo, F3) tal que F3 C E3. Sea {e3; : j > 1} C E3 un subconjunto
contable que genera Fs.

El proceso se reitera una y otra vez. Sea Y = [Up> Y] = Ups1 B = Upsy Fire € X
Puesto que la estrategia f del jugador B es ganadora, existe una proyeccién P : X — Y

con ||P|| = 1. Sea Ko := {n} :i > 1}w , que es un subconjunto w*-compacto tal que
Ky C (K +aB(X™))NY**. Entonces d(Kp, X) < 2a.

Aserto 1. Vz € Y** se tiene que d(z,Y) = d(z, X) y, por tanto, d(Ky,Y) < 2a.

En efecto, si z € Y** y u € X, entonces
Iz = Pull = [|P™(z = u)|| < [lz — ul],

de donde obtenemos d(z,Y) < d(z,X). Por tanto, como siempre d(z,Y) > d(z, X),
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finalmente obtenemos d(z,Y) = d(z, X) y de aqui que d(Ko,Y) = d(Ky, X) < 2a.
Sea np un punto w*-limite de {nx}xr>1 en X™*, que verifica ny € H.

Aserto 2. d(no,Y) < 3a.
 En efecto, en primer lugar no € Ko + aB(X**). Por otra parte, del Aserto 1 sale que
d(Ko,Y) < 2a. De aqui que d(no,Y) < 3a.

Aserto 3. d(no,Y) > b.

En efecto, sea ¢ € B(X**) un punto w*-limite de {2 },>1. Puesto que x},(n;) > b si
k > n, se tiene que x%(ng) > b, ¥n > 1, de donde ¢(19) > b. Atin més, ¢ € B(Y +(X***))
porque (zy 4, k) =0, Vk € Y,,. De aqui que d(no,Y) > ¢(no) > b.

Como b > 3a obtenemos una contradiccién que completa la prueba.

(B) En caso contrario, existirdn un subconjunto w*-compacto K C B(X™**) con
K N X w*-denso en K y dos ntimeros reales a,b > 0 tales que

d(@" (K),X) >b>a>dK,X).

A continuacién seguimos la argumentacién de la parte (A), pero ahora, como X N K es
w*-denso en K, cogemos 7 en VxNKNX, de modo que, como 7 € X, la descomposicion
N = ni + 77,% verifica que n,i =My 17,% = 0. En consecuencia el punto 79 w*-limite de la
secuencia {ny }r>1 en X** satisface 79 € Y** N K, por lo que d(no,Y) = d(no, X) < a.
Finalmente, d(n9,Y") > b por Aserto 3, lo que es una contradiccién. |

Qué espacios de Banach pertenecen a la clase Q7 Vamos a ver en la siguiente
proposicién que pertenecen a esta clase todos los espacios con un generador proyectivo.
Se dice (ver [32, pg. 42],[19, pg. 106]) que un espacio de Banach V' admite un generador
proyectivo (W, ®) si W es un subconjunto W C V*, que es Q-lineal (es decir, W es un
espacio vectorial respecto de Q) y 1-normante sobre V', y ® es una aplicacion ¢ : W — 2V
tal que |®(w)| < Ng, Yw € W, y para todo subconjunto Q-lineal B C W se verifica que

o(B)* NB" = {0}.

Proposiciéon 8.2. Si un espacio de Banach V' admite un generador proyectivo, entonces
Ve

Demostracion. Supongamos pues que (W, @) es un generador proyectivo para V. Defin-
imos ¥ : V — 2" de modo que ¥(v) € W N B(X*) sea un subconjunto contable
verificando ||v|| = sup(¥(v), v). Precisamos el siguiente resultado de [19, pg. 104].

Aserto. Sean V un espacio de Banach, W un subconjunto Q-lineal de V*, & : W —
2V y ¥ : V — 2W dos aplicaciones tales que ®(w) y ¥(v) son contables para todo
weWyveV,yACV, B CW dos subconjuntos contables. Entonces existen dos
subconjuntos contables Q-lineales B(A) C V y &(B) C W tales que A C B(A), B C
6(B), ®(&(B)) C 6(A) y ¥(6(4)) C &(B).

Sean A, B nuestros jugadores. Comencemos el juego.
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Primera jugada. En primer lugar el jugador A elige un subespacio cerrado sepa-
rable F; C V. Sean A; C F} un subconjunto contable denso de F} y By = ¥(A;) C W.
Por el Aserto existen sendos subconjuntos contables Q-lineales (A7), &(By) tales que
Al C (A) CV, By C &By) C W, d(&(By)) C (A) y ¥ (B(A)) C B(By). A
continuacién B elige un subespacio cerrado separable E; cogiendo E; = &(A;1).

Segunda jugada. El jugador A elige un nuevo subespacio cerrado separable Fj
tal que iy C F5 C V. Sean Ay un subconjunto contable denso de Fy de modo que
& (A1) C Ay y By = ¥(A2)UB(B1), que es un subconjunto contable de W. Por el Aserto
existen sendos subconjuntos contables Q-lineales Ay C B(Ag) CV 'y B C B(Bg) C W
tales que ®(&(B2)) C B(A2) y ¥(&(Asz)) C &(B2). A continuacién elige B un subespacio

cerrado separable Ey cogiendo Fy = &(Ay).

La partida prosigue hasta el infinito.

Sean Y = Unzl F,, Ay = Un21 A, CVyBy= Un21 B, C W, que verifican
(a) Ap y Bp son subconjuntos contables Q-lineales.
(b) Y = Aq.

(c) ¥(Ap) C By y ®(By) C Ag. Ademds, puesto que (W, ®) es un generador proyec-
tivo y By C W es un subconjunto Q-lineal, se tiene Ag N By C ®(By)*NBy = {0}.

(d) Va € Ao, |lal| = sup(Bo N B(V*),a).

Por tanto, de [19, Lemma 6.1.1] se sigue que existe una proyecciéon P : V. — V de
norma 1 tal que P(V) =Y. [

Si I es un conjunto, se denota por ¥(I) al subconjunto de R! consistente en los
elementos con soporte contable. Al espacio R! se le dota de la topologia producto,
que es la topologia de la convergencia sobre I. Si (K, Tk) es un compacto Hausdorff,
decimos que un subconjunto A de K es un X-subconjunto (ver [32]) de K si existe
un homeomorfismo inyectivo h : K — R, para algin conjunto I, tal que h(A) =
h(K) N X(I). Se dice que un compacto Hausdorff K es un compacto de Valdivia si K
tiene algin Y-subconjunto denso.

Consideremos las siguientes clases de espacios de Banach:

(A) La clase A. Un espacio de Banach X pertenece a la clase A sii existe un
compacto de Valdivia K tal que X es (isométricamente isomorfo a) un subespacio de
C(K) y ademés X es 74-cerrado en C(K) para algin -subconjunto denso A de K,
siendo 74 la topologia de la convergencia sobre A.

(B) La clase V. Un espacio de Banach X pertenece a la clase V sii existen un
subespacio 1-normante F© C X™*, un conjunto I y una aplicaciéon continua inyectiva
j: (Bx+,w*) — R! tal que F N Bx~ C j~Y(X(I)) (en particular (Bx«,w*) es compacto
de Valdivia).

(C) Espacios 1-Plichko. Un espacio de Banach X se dice que es 1-Plichko si X
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tiene una base de Markusevi¢ (e;, fi)icr que es contablemente 1-normante sobre X, es
decir, que el subespacio de X*

{z* e X*:{i el:x"(e;) # 0} es contable}

es l-normante sobre X.

Ocurre que estas tres clases de espacios de Banach coinciden entre si (ver [53],[42],[32]).

Corolario 8.3. Se tiene que V C Q, es decir, todo espacio de Banach de la clase V
pertenece a la clase Q.

Demostracion. Basta aplicar que todo espacio de Banach de la clase V tiene un generador
proyectivo (ver [42]) y la Proposicién 8.2. [

NOTAS. Como consecuencia del Corolario 8.3 los siguientes espacios de Banach
estan en la clase Q:

(a) Los espacios de Banach que son WLD. Para estos espacios, que tienen bola dual
unidad cerrada w*-angélica, hemos dado resultados més fuertes en el Corolario 1.5, que
se potencian en el Corolario 2.7 y la Proposicién 3.17.

(b) Los espacios C'(K) con K compacto de Valdivia. En particular todos los espacios

C([0,1]") y C({0,1}9).

(c) Los espacios de Banach V' que admiten una PRI y verifican dens(V) < R;. Estos
espacios son 1-Plichko (ver [32, pg. 48]) y es muy fécil construirles directamente un
generador proyectivo.

(d) Los espacios de Banach V' que admiten base 1-incondicional (e;);cs. Estos espa-
cios son 1-Plichko, pues el propio sistema biortogonal (e;, f;)icr, donde f; es el funcional
asociado a e;, es un sistema de MarkusSevi¢ contablemente 1-normante. Para estos espa-
cios se han obtenido mejores resultados en el Capitulo 5.

8.2 El control y las copias de /;

Si X es un espacio de Banach, X carece de copias de (1 sii d(K, Z) = d(co®" (K), Z)
para todo subconjunto convexo Z C X* y todo subconjunto w*-compacto K C X* (ver
[30]). Nos podemos hacer varias preguntas, a saber:

(1) ;Es equivalente no contener una copia de f; a que J(K 7)) =
d(eo"" (K), Z) para todo subespacio Z C X* y todo subconjunto w*-compacto K C X*?

(2) Si X tiene una copia de {1, jexiste alguna constante 1 < M < oo tal que
se verifique que d(K,Z) < Md(co® (K),Z) para todo subespacio Z C X* y todo
subconjunto w*-compacto K C X*7

(3) Si X tiene una copia de ¢1, ;hay en X* algtin subespacio cerrado Z C X* y algin
subconjunto w*-compacto K C Z tal que co¥ (K) \ Z # 07
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Vamos a probar que las preguntas (1) y (3) tienen respuesta afirmativa y la (2)
negativa. Usaremos la siguiente terminologia:

(a) Un espacio de Banach X pertenece a la clase Cy; (abrev., X € Cp) para cierto
1 < M < o0, si para todo subespacio Y C X* y todo subconjunto w*-compacto K C X*
se tiene que d(co® (K),Y) < Md(K,Y).

(b) Se dice que X pertenece a la clase Co, (abrev., X € Cx) si X ¢ Cjp; para toda
1< M < .
Vamos a ver que, de hecho,

(1) la clase C; verifica C; = Cpr, 1 < M < o0, y ademés coincide con la clase de los
espacios de Banach que carecen de copias de ¢;.

(2) la clase C es la clase de los espacios de Banach conteniendo copias de ¢;. De
hecho, un espacio de Banach X satisface X € C sii existen un subconjunto w*-compacto
K C X* y un subespacio cerrado Y C X* tal que K C Y pero co® (K) Y.

Proposicién 8.4. Sea X un espacio de Banach y fijemos un subconjunto w*-compacto
K C X*. Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) d(K,Y) = d(c"" (K),Y) para todo subespacio (afin) Y C X*.

(2) d(K,Y) = d(co”" (K),Y) para todo semi-espacio (afin) cerrado Y C X*.

(3) @Y (K) CY para todo semi-espacio (afin) cerrado Y C X* tal que K C Y.

(4) d(K,C) = d(co®" (K),C) para todo subconjunto convezo cerrado C C X*.

(5) @™ (K) C C para todo subconjunto convero cerrado C C X* tal que K C C.

(6) " (K) = co(K).

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que existan un semi-espacio afin cerrado Y C X*
y dos nimeros reales a,b > 0 tales que

d(K,Y) <a<b<de (K),Y).
Sea H el hiperplano cerrado asociado a Y y elijamos ¢ € S(H+(X**)) tal que | {3, u)| =
d(u, H) para todo v € X*. Supongamos que
Y={ueX": (,u) <c}

para cierto ¢ € R. Por tanto (¢,u) < ¢+ a, para todo v € K. Sin embargo existe
29 € co® (K) tal que (1, 20) > ¢+ b. Sea d = inf{(¢y»,u) : u € K} y consideremos el
subespacio afin cerrado Hy = {u € X* : (¢, u) = d}. Entonces d(K, Hy) < ¢+ a— d pero
d(co®" (K), Hy) > d(zo, Ho) > ¢ + b — d, lo que contradice (1).

(2) = (3). Esto es obvio.

3) = (4). Supongamos que existan un subconjunto convexo cerrado C' C X™* v dos
( pong q \ y
nuameros reales a,b > 0 tal que

d(K,C) <a<b<d@” (K),O).
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Cojamos zy € 0% (K) tal que d(z,C') > b. Sea Cy = C + aBx~. Observemos que Cj es
un subconjunto convexo cerrado de X* tal que K C Cy pero zg ¢ Cp. Asi que podemos
hallar ¢ € X** tal que

sup{(¢,u) : u € Co} < no < (¥, z0)

para cierto 79 € R. Por tanto, si Y = {u € X* : (¢,u) < o}, entonces Y es un semi-
espacio affn cerrado de X* verificando K C Y pero co¥ (K) € Y (porque zy ¢ Y), lo
que contradice (3).

(4) = (5), (5) = (6) y (6) = (1) son obvios. [

Si X es un espacio de Banach y K C X* es un subconjunto w*-compacto, es bien
conocido que @) # Ext(co” (K)) C K. Definimos el conjunto Ext(K) de los puntos
extremos de K de modo que Ext(K) := Ext(co¥ (K)).

Proposiciéon 8.5. Para un espacio de Banach X, los siguientes asertos son equivalentes:
(1) X carece de copias de {;.
(2) " (K) = co(Ext(K)) para todo subconjunto w*-compacto K C X*.
(8) @"" (K) = co(K) para todo subconjunto w*-compacto K C X*.

(4) @™ (K) C C para todo subconjunto convezo cerrado C C X* y todo subconjunto
w*-compacto K C C.

(5) d(K,C) = d(co®" (K),C) para todo subconjunto convezo cerrado C C X* y todo
subconjunto w*-compacto K C X*.

(6) ©% (K) C Y para todo semi-espacio (afin) cerrado Y C X* y todo subconjunto
w*-compacto K C Y.

(7) d(K,Y) = d(c® (K),Y) para todo semi-espacio (afin) cerrado Y C X* y todo
subconjunto w*-compacto K C X*.

(8) d(K,Y) = d(co” (K),Y) para todo subespacio (afin)Y C X* y todo subconjunto
w*-compacto K C X*, es decir, X € C;.

(9) X € Cyr para algin 1 < M < oo.

(10) @"" (K) C Y para todo subespacio (afin) cerrado Y C X* y todo subconjunto
w*-compacto K C Y.

Demostracion. (1) < (2). Esto es el clésico resultado de Haydon [30].
(2) = (3). Esto es obvio.
3) & (4) < (5) & (6)  (7) < (8). Esto es la Proposicién 8.4.

(8) = (9) y (9) = (10) son obvios.
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(10) = (1). Supongamos que X contiene una copia Y C X de ¢1. Sea T : {1 — X el
correspondiente isomorfismo tal que 7'(¢1) = Y. Entonces T : X* — (o, es un operador
sobreyectivo. Es facil construir en £, un subespacio cerrado Z y un subconjunto K C Z
w*-compacto tales que co% (K)\ Z # 0. Por ejemplo, si ¢ : ;1 — C([0,1]) es un
cociente, entonces ¢* : (C([0,1]))* = Mg([0,1]) — fo es un isomorfismo entre el espacio
Mg([0,1]) de las medidas de Radon sobre [0,1] y su imagen ¢*(Mg([0, 1])). Basta coger

= q*(41(]0,1])) (siendo ¢,([0,1]) el subespacio de Mg([0, 1]) formado por las medidas
puramente atémicas) y K := ¢*(H) siendo H := {&; : t € [0,1]} y ¢ la probabilidad
delta de Dirac que tiene masa 1 sobre el punto ¢. Observemos que co® (K)\ Z # ()
porque en Mg([0,1]) = (C(]0,1]))* se tiene que @™ (H) es el conjunto Py([0,1]) de
todas las probabilidades Borel sobre [0, 1], que verifica P1([0,1]) \ ¢1([0, 1]) # 0.

Sea W = (T*)"Y(K)N (||T~!||- Bx+), que es un subconjunto w*-compacto de X* tal
que T*(W) = K (observemos que (T%)~Y(k) N (|[T~Y| - Bx+) # 0, para todo k € K), y
denotemos E := (T*)"1(Z) c X*. Claramente W C E pero co® (W) ¢ E porque, si
¥ (W) C E, entonces

*

@V (K) = T*(@ (W)) C T*(E) = Z,

lo que no es cierto. |

8.3 Clausura y distancia en R’

Todos los espacios topoldgicos en esta seccién seran Hausdorf y completamente
regulares. Sea (H, Ty) un espacio topoldgico, I un conjunto y ¢ : I — H una aplicacién
tal que ¢(I) = H. En esta seccién abandonamos la convexidad y estudiamos en R!
ciertas situaciones en las que la distancia d(W™, C(H ),) esta controlada por la distancia

d(wW,C(H )o), siendo W C R un subconjunto de R! y 7, la topologfa de convergencia
puntual sobre I. La “distancia” en R’ a que nos referimos se define como d(f,g) :=
sup{|f(i) — g(i)| : i € I}, Vf, g € R, y puede ser +oo. El siguiente resultado se debe a
Asanov y Velichko (ver [3, pg. 106]).

Proposicién 8.6. (Asanov y Velichko). Sean X un espacio topoldgico numerablemente
compacto y F C C(X) un subconjunto t,-acotado en C(X) (es decir, toda aplicacion
Tp-continua f : C(X) — R estd acotada en F ). Entonces la 7,-clausura F'* de F en R!
es un T,-compacto que verifica F'* C C(X).

Este resultado tiene numerosas consecuencias, entre ellas el siguiente clasico teorema
de Grothendieck.

Proposicién 8.7. (Teorema de Grothendieck) Sean X un espacio topoldgico numer-
ablemente compacto y F C C(X) un subconjunto numerablemente compacto en C(X)
para la topologia T,. Entonces la 7,-clausura F™ de F en C(X) es un m,-compacto.
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En lo que sigue damos una generalizacion cuantitativa del resultado de Asanov y
Velichko. Recordemos que

(1) H es numerablemente compacto si de todo recubrimiento abierto contable {U, :
n > 1} de H se puede extraer un subrecubrimiento finito de H. Esto es equivalente a
cualquiera de los siguientes asertos: (i) toda familia A C H con |A| > Ny tiene en H un
punto de acumulacién; (ii) toda secuencia {h,, : n > 1} C H tiene en H un punto limite
o de aglomeracion.

(2) Si 7 es un cardinal infinito, se dice que H es T-compacto si de todo 7-recubrimiento
abierto {U; : i < 7} de H se puede extraer un subrecubrimiento finito de H. Esto es
equivalente a decir que toda familia A C H con |A| > 7 tiene en H un punto de
acumulacién. Asi que H es numerablemente compacto sii es Ng-compacto.

(3) La tension (tightness) t(H) de H es el menor cardinal infinito 7 tal que para
todo subconjunto A C H y todo punto x € A, existe un subconjunto B C A verificando
|B|<Tyuxe€B.

Proposicion 8.8. Sean I un conjunto, H un espacio topoldgico normal y numerable-
mente compacto, ¢ : I — H una aplicacion tal que o(I) = H y W C R un subconjunto
numerablemente compacto con respecto a la topologia de la convergencia puntual T, en
1. Entonces

(W™, C(H),) < 4d(W,C(H),.).

Demostracion. En caso contrario, podemos hallar algun fy € W™ tal que
d(fo, C(H),) > b > 4a > 4d(W,C(H),).

Puesto que d(fo,C(H),) > b, por Proposicién 6.2 existe hg € H tal que para todo
V € Vho existen iy, i € o (V) con fo(iv) — fo(jv) > 2b. Por tanto, si ig € I
satisface @(ip) = ho, para todo V € V' 6 bien fo(iv) — fo(io) > b 6 bien fo(ig) —
fo(jv) > b, de donde obtenemos que para alguna base V; C V" de entornos de hg
6 bien fo(iv) — fo(ig) > b, YV € V1, 6 bien fy(ig) — fo(jv) > b, VV € V;. Supongamos
que fo(iv) — fo(ip) > b, YV € Vi (el otro caso es andlogo). Cojamos € > 0 tal que
b > 4a+3e y denotemos A := {iy : V € V1 } y sean U, G los subconjuntos de R definidos
como .
U = B(fo(io);2a+¢€), G =R\ B(fo(io);4a + 2¢).

Claramente U NG =0, fo(ip) € Uy fo(A) C G.

Etapa 1. Elegimos f; € W tal que |fi(io) — fo(io)| < €. Como d(f1,C(H),) < a,
podemos hallar g; € C(H) tal que sup{|fi1(i) — g1 0 ¢(i)| : i € I} < a. Puesto que g¢; es

continua y | f1(io) — g1 © p(i0)| < a, existe V7 € V; tal que ¢1(V1) C B(fo(io);a + €), de
donde obtenemos que f1(p~ (V1)) C U.

Etapa 2. Elegimos i1 € ¢~ 1(V3)NA (por ejemplo, i1 = iy, ) tal que fo(i1)— fo(io) > b,
de donde fy(i1) € G. Sea fo € W tal que |fa(i) — fo(i)| < € para i = ig,i1. Entonces
f2(i1) — folio) > 4a + 2€ y, por tanto, fa(i1) € G. Sea g2 € C(H) tal que sup{|f2(i) —
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g20 (i) : i € I} < a. Entonces |fo(ip) — g2 0 p(ip)| < a+ € y por continuidad podemos

[e)

hallar Vo € V) tal que Vo C Vi y g2(V2) C B(fo(io),a + €), de donde obtenemos que
fale™'(Va) CU.

Etapa 3. Elegimos i € ¢~ 1(V5)NA (por ejemplo, iy = iy,) tal que fo(iz)—fo(io) > b,
de donde fy(i2) € G. Sea f3 € W tal que |f3(i) — fo(7)| < € para i = ig, i1, i2. Entonces
f3(4) — folio) > 4a + 2¢ y, por tanto, f2(j) € G para j = iy,4s. Sea g3 € C(H) tal que
sup{|f3(i) —gsop(i)| : i € I} < a. Entonces |fo(io) —gsop(ip)| < a+e€y por continuidad

o

podemos hallar V3 € V; tal que V3 C Va y g3(V3) C B(fo(io),a+¢), de donde obtenemos
que f3(p~'(V3)) C U.

Ahora procedemos por reiteracién. Sea zp € H un punto limite de la familia {¢(i,) :
n > 1} C H y sea jo € I tal que ¢(jo) = 20 (aqui usamos que H es numerablemente
compacto). Como ¢(in) € V;, C Vj, C V,,_1, obtenemos que 29 € (,51 Vi = N1 Va-
Puesto que W es numerablemente compacto, existe un punto limite w € W de la familia

{fn:n>1}
Aserto. Osc,(w, 29) > 2a + €.
En efecto, sea V € V*. Entonces:
(I) Puesto que f,(p~ (V) C U, tenemos que fn(go_l(ﬂkZI Vi) C U, Vn > 1.

Asi que f,(jo) € U, Yn > 1, (porque p(jo) = 20 € meI Vi, esto es, jg € tp_l(ﬂkzl Vi)
de donde obtenemos que w(jo) € U.

(IT) Del hecho f,,(ix) € G para 1 < k < n, obtenemos que w(ix) € G, Vk > 1.
Como 29 € {p(ix) : k> 1} y V € V* se tiene que ¢p(iy,) € V para algiin m € N.
Asi que w(ip,) —w(jo) > 2a + € y esto implica que Osc,(w, 20) > 2a + €.

Por tanto d(w, C(H),) > $0scy(w,2) > a+ 5. Comow € Wy d(w, C(H),) < a,
llegamos a una contradicciéon que completa la prueba. |

Proposicion 8.9. Sean I un conjunto, H un espacio topoldgico normal y numerable-
mente compacto, ¢ : I — H una aplicacion tal que o(I) = H y W C R un subconjunto
numerablemente compacto con respecto a la topologia 7, de la convergencia puntual en
I. Entonces, si W NC(H), es Tp-denso en W, tenemos que

d(W™,C(H),) < 2d(W,C(H),).
Demostracion. En otro caso, podemos hallar algin fy € W™ tal que
d(fo, C(H)y) > b > 2a > 2d(W,C(H),).

Puesto que d(fo, C(H),) > b, existe hg € H tal que para todo V € Vho existen iy, jy €
0 Y(V) con foliv)— fo(jv) > 2b. Por tanto, si ig € I satisface p(ig) = hg, entonces para
todo V € VM ¢ bien fo(iv) — fo(io) > b 6 bien fo(io) — fo(jv) > b, de donde obtenemos
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que para alguna base V; C V" de entornos de hg 6 bien fo(iy) — fo(io) > b, YV € Vi,
4 bien f()(i()) - fo(]v) > b, VV € V). Supongamos que fo(iv) — fo(io) >b, YV eV, (el
otro caso es analogo). Cojamos € > 0 tal que b > 2a + 3¢ y denotemos

A= {iV Ve Vl}, U= é(fo(io),e), G = cB(f()(i()),Qa + 26).

Claramente U NG =0, fo(io) € Uy fo(4) C G.

Etapa 1. Elegimos g1 € C(H) tal que g1 op € Wy |g1 0 ¢(i0) — fo(io)| < €. Puesto
que g1 es continua y |g1 o p(i0) — fo(io)| < €, existe V1 € V; tal que g1 (V1) C U.

Etapa 2. Elegimos i; € ¢~ 1(V;)NA (por ejemplo, i1 = iy, ) tal que fo(i1)—fo(ig) > b,
de donde fy(i1) € G. Sea g2 € C(H) tal que goop € W y |g2 0 p(i) — fo(i)| < € para
i = 1g,11. Entonces g2 0 p(i1) — fo(ig) > b — € > 2a + 2¢ y, por tanto, g2 0 p(i1) € G y
g2 0 ¢(ig) € U. Por continuidad podemos hallar V5 € V; tal que Vo C Vi v go(Va) C U.

Etapa 3. Elegimos is € ¢~ (V5)NA (por ejemplo, iy = iy,) tal que fo(iz)—fo(io) > b,
de donde fy(iz) € G. Sea g3 € C(H) tal que g3op € Wy |g3 0 p(i) — fo(i)| < € para
i = 1p,11,%2. Entonces g3 o ¢(7) — fo(io) > b—€ > 2a+2¢, g30¢(j) € G, j = i1,i2, y
g3 0 ¢(ig) € U. Por continuidad podemos hallar V3 € V; tal que V3 C Vo v g3(V3) C U.

Ahora procedemos por reiteracién. Sea zp € H un punto limite de la familia {¢(i,,) :
n > 1} C H y sea jg € I tal que ¢(jo) = z9. Como ¢(ip,) € V;, C V,, C V,,_1, obtenemos

que 29 € (),>1 Vo = [\,>1 Va- Puesto que W es numerablemente compacto, existe un
punto limite w € W de la familia {g, o p : n > 1}.

Aserto. Oscy(w, 20) > 2a + €.

En efecto, sea V € V*. Entonces:

(I) Puesto que g, (V;,) C U, se tiene que g5, ((>; Vi) C U, Vn > 1. Asf que gnop(jo) €
U, ¥n > 1, (porque ¢(jo) = 20 € (Np>1 Vk» esto es, jo € cp*l(ﬂkZl Vi), de donde
obtenemos que w(jo) € U.

(IT) Del hecho g, o ¢(i) € G para 1 < k < n, obtenemos que w(ix) € G, Vk > 1.

Como 29 € {p(ix) : k> 1} y V € V*_ se tiene que ¢(iy,) € V para cierto m € N.
Asi que w(ip,) —w(jo) > 2a + € y esto implica que Osc,(w, 20) > 2a + €.

Por tanto d(w, C(H),) > $0scy(w,29) > a+ 5. Comow € Wy d(w, C(H),) < a,
obtenemos una contradiccién lo que completa la prueba. |

Proposicién 8.10. Sean I un conjunto, H un espacio topoldgico normal con t(H) < R,
@ : I — H una aplicacion tal que (1) = H y W C R! un subconjunto numerablemente
compacto con respecto a la topologia de la convergencia puntual T, en I. Entonces se
tiene

CZ(er, C(H)SO) = d(W7 C(H)@)
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Demostracion. En otro caso existen un subconjunto numerablemente compacto W C
R’, dos nimeros reales a,b > 0 y un punto fo € W'" tales que

A~

d(W,C(H),) < a < b < d(fo, C(H),).

Como b < d(fo,C(H),) = Oscy(fy) (por ser H normal), existe kg € H tal que
$0scy(fo, ko) > b. Sean f1(ko), f2(ko) como en Capitulo 6, esto es

filko) = inf{sup(fo(~ ' (V))) : V € VFo} y
fa(ko) = sup{inf(fo(p ™' (V))) : V € VFo}.

Observemos que para todo Vi, Vo € V¥ se tiene
sup(fo(p ™' (V1)) = fi(ko) > fa(ko) > inf(fo(p ™' (V2))).

Hay tres casos a considerar

(I) Supongamos que —oo < fa(ko) < fi1(ko) < +oo. Entonces fi(ko) — fa(ko) > 2by
para todo V € V¥ podemos elegir iy, jy € o 1(V) tal que fo(iv;,) — fo(jv,) > 2b para
todo Vi, Vo € VR0, Puesto que ko € {¢(iy) : V € VRoyn{p(jy) : V € Vko} y t(H) < Ry,
existen {i, : n > 1} C {iy : V. € V™) y {j, : n > 1} C {jy : V € Vko} tales
que ko € {¢(in):n>1} N {p(jn) : n > 1}. En particular, observemos que para todo
V € Vko existen m,n € N tales que im, jn € 0 X (V) v fo(im) — fo(jn) > 2b. Denotemos
Iy = {in,jn : n > 1} y consideremos la restricciéon canénica R : R/ — R0, Puesto
que |Ip] < Xy y W es numerablemente compacto, R(W) es un subconjunto compacto
de R0, Asi que existe g € W tal que R(g) = R(fo). Por tanto para todo V € Vko e
ims jn € p H(V) se tiene

supg(p ™' (V) —inf g(¢~ " (V) = g(im) — 9(jn) =
= fO('Lm) - fO(]n) > 2b7

de donde obtenemos que %Oscw(g) > b. Por otra parte, puesto que g € W, se tiene
30sc,(g) = d(g9,C(H),) < a < b. Asf que obtenemos una contradiccién en este caso.

(IT) Supongamos que fi1(kg) = +oo = fa(ko). En este caso la expresion fi(ko)— fa(ko)
no tiene sentido y se requiere un argumento diferente al del caso (I).

Para cada V' € YV elegimos arbitrariamente iy, € ¢~1(V) y observamos que fo(iy/) —
+o00 cuando V' € V¥ Ya que ko € {p(iy): V € Vko} y t(H) < R, existe una familia
{in, : m > 1} C {iv : V € V™} tal que ko € {¢(in) : n > 1}. Observemos que para
todo V € V* y M < 4o0 existe n € N con i, € o (V) y fo(in) > M. Denotemos
I = {i, : n > 1} y sea R : R — R la restriccién canénica tal que R(W) es un
subconjunto compacto de R, Cojamos g € W tal que R(g) = R(fy). Puesto que g € W
y d(W,C(H),) < a, existe h € C(H) tal que sup{|g(i) — ho ¢(i)| : i € [} < a. Asi que
para todo V € V¥ y M < +oc existe n € N con i, € o~ 5(V) y ho ¢(i,) > M, lo que
es falso porque h es continuo y, por tanto, localmente acotado.
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(ITI) Sea fi(ko) = —oo = fa(ko). Este caso es andlogo al caso (II).
|

Proposicién 8.11. Sean 7 un cardinal infinito, I un conjunto, H un espacio topoldgico
normal con t(H) < 7, ¢ : I — H una aplicacion tal que p(I) = H y W C R! un
subconjunto T-compacto con respecto a la topologia de la convergencia puntual 7, en I.
Entonces se tiene

dW™,C(H),) = d(W,C(H),).

Demostracion. Esta prueba es andloga a la de la Proposicién 8.10. |



128




129

Bibliografia

1]

S. ARGYROS AND S. MERCOURAKIS, On weakly Lindeléf Banach spaces, Rocky
Mountain J. Math., 23(1993), 395-446.

S. ARGYROS, S. MERCOURAKIS AND S. NEGREPONTIS, Functional-analytic
properties of Corson-compact spaces, Studia Math., 89 (1988), 197-229.

A. V. ARKHANGEL'SKII, Topological Function Spaces, Kluwer Academic Publ.,
Dordrecht, 1992.

J. BOURGAIN,New Classes of LP-spaces, Springer-Verlag,

B. BALCAR AND F. FRANEK, Independent families in complete Boolean alge-
bras, Trans. Amer. Math. Soc., 274 (2) (1982), 607-618.

J. BOURGAIN, D. H. FREMLIN AND M. TALAGRAND, Pointwise compact sets
of Baire-measurable functions, Amer. J. of Math., 100 (1978), 845-886.

B. CASCALES, G. MANJABACAS AND G. VERA, A Krein-Smulian type result
in Banach spaces, Quart.J. Math. Oxford Ser.(2), 48 (1997), 161-167.

B. CascaLEs, W. MARCISZEWSKI AND M. RAJA, Distance to spaces of con-
tinuous functions, to appear.

B. CascaLEs, I. NAMIOKA AND J. ORIHUELA, The Lindeldf property in Ba-
nach spaces, Studia Math., 154 (2003), 165-192.

B. CascaLes, I. NAMIOKA AND G. VERA, The Lindelof property and frag-
mentability, Proc. Amer. Math. Soc., 128 (2000), 3301-3309.

B. CASCALES AND R. SHVYDKOY,On the Krein-Smulian Theorem for weaker
topologies, Illinois J. Math., 47 (2003), 957-976.

S. CHEN, Geometry of Orlicz spaces, Dissert. Math., Vol. 356, Warszawa, 1996.
G.CHOQUET, Lectures on Analysis, W.A. Benjamin, Inc., New York, 1969.

W. W. COMFORT AND S. NEGREPONTIS, Chain Conditions in Topology, Cam-
bridge Tracts in Math. 79, Cambridge Univ. Press, 1982.



130

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]

[20]

[24]

[25]

[26]

[27]

[29]

[30]

W. W. COMFORT AND S. NEGREPONTIS, The theory of ultrafilters, Springer-
Verlag, 1974.

R. DEVILLE, G. GODEFROY AND V. ZIZLER, Smoothness and renormings in
Banach spaces, Longman Scientific and Technical, 1993.

J. DIESTEL AND J. J. UHL, Vector measures, Am. Math. Soc., 1977.
R. ENGELKING, General Topology, 1972.

M. FABIAN, Gateauz differentiability of convex functions and topology. Weak
Asplund Spaces, John Wiley and Sons, New-York, 1997.

M. FABIAN, P. HABALA, P. HACEK, J. PELANT, V. MONTESINOS AND V.
Z1ZLER, Functional analysis and infinite dimensional geometry, Canad. Math.
Soc. Books in Mathematics, n°® 8, Springer-Verlag, New-York, 2001.

M. FaBIAN, P. HAJEK, V. MONTESINOS AND W. ZIZLER, A quantitative
version of Krein’s Theorem, Rev. Mat. Iberoam., 21(1) (2005), 237-248.

V. FARMAKI, The structure of Eberlein, uniformy Eberlein and Talagrand com-
pact spaces in >_(R'), Fundamenta Math. 128 (1987), 15-28.

A. S. GRANERO, An extension of the Krein-Smulian Theorem, Rev. Mat.
Iberoam., 22(1) (2006), 93-110.

A. S. GRANERO, The extension of the Krein-Smulian Theorem for Orlicz se-
quence spaces and conver sets, aparecerd en J. Math. Anal. Appl.

A. S. GRANERO, P. HAJEK AND V. MONTESINOS, Converity and w*-
compactness in Banach spaces, Math. Ann., 328 (2004), 625-631.

A. S. GRANERO AND H. HubpzIK,The classical Banach spaces £,(1)/hy(I),
Proc. Amer. Math. Soc., 124 (1996), 3777-3787.

A. S. GRANERO AND M. SANCHEZ, The class of universally Krein-
Smulian Banach spaces, aparecerda en Bull. London Math. Soc., disponible en
http://www.mat.ucm.es/~nfaas/members/suareza/suareza.htm.

A. S. GRANERO AND M. SANCHEZ, Convexity, compactness and distances,
Methods in Banach spaces, Ed. Jesis M.F. Castillo and William B. Johnson,
Proceed. of the 3th Conference in Céaceres, Lecture Notes Series of the London
Mat. Soc., Vol. 337, (2006)

A. S. GRANERO AND M. SANCHEZ, Distances to convex sets: conver w*-
closures versus convex norm-closures, aparecera.

R. HAYDON,Some more characterizations of Banach spaces containing f1,
Math. Proc. Cambridge Phil. Soc., 80 (1976), 269-276.



131

[31]

32]

[33]
[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]
[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

I. JuHAsz, Cardinal Functions in Topology, Math. Centrum Tract. N. 34, Am-
sterdam, 1971.

O. KALENDA, Valdivia Compact Spaces in Topology and Banach Spaces Theory,
Extracta Math., 15 (2000), 1-85.

A. S. KeEcHRIS, Classical Descriptive Set Theory, Springer-Verlag, 1995.

M. A. KRASNOSEL'SKII AND YA. B. RuTickIi, Convez functions and Orlicz
spaces, Noordhoff, Groningen, 1961.

J. LINDENSTRAUSS AND C. STEGALL,Fxamples of Banach spaces which do not
contain {1 and whose duals are non-separable, Studia Math., 54 (1975), 81-105.

J. LINDENSTRAUSS AND L. TzAFRIRI, Classical Banach Spaces I, Springer-
Verlag, Berlin, 1977.

J. LINDENSTRAUSS AND L. TZAFRIRI, Classical Banach Spaces II, Springer-
Verlag, Berlin, 1979.

J. MARGALEF, E. OUTERELO Y J.L. PINILLA, Topologia IV, Ed. Alhambra,
Madrid, 1980.

P. MEYER-NIEBERG, Banach Lattices,Springer-Verlag, 1992.

I. NAMIOKA, Radon-Nikodym compacts spaces and fragmentability, Mathemati-
ka 34 (1989), no. 2, 258-281.

S. NEGREPONTIS, Banach spaces and topology, Handbook of Set-Theoretic
Topology, K. Kunen and J. Vaughan (eds.), North-Holland, Amsterdam, 1984,
1045-1142.

J. ORIHUELA,On weakly Lindelof Banach spaces, in “Progress in Functioanl
Analysis”, eds. K.D. Bierstedt, J. Bonet, J. Horvath, M. Maestre, Elsevier Sci.
Publ. B.V., (1992), 279-291.

J.R. PARTINGTON, Subspaces of certain Banach sequence spaces, Bull. London
Math. Soc., 13 (1981), 162-166.

R.R. PHELPS, Convex functions, monotone operators and differentiability,
Springer-Verlag, 1993.

R. Por, A function space C(K) which is weakly Lindeldf but not weakly com-
pactly generated, Studia Math., 64 (1979), 279-285.

H. P. ROSENTHAL, The heredity problem for weakly compactly generated Ba-
nach spaces, Compositio Math., 28 (1974), 83-111.

H. H. SCHAEFER, Espacios vectoriales topologicos, Ed. Teide, Barcelona, 1974.



132

[48] Z. SEMADENI, Banach spaces of continuous functions, Monografie Mat. 55
(PWN), Warsaw, 1971.

[49] W. SIERPINSKIL Sur une suite infinie de fonctions de clase 1 dont toute fonction
d’accumulation est non mesurable, Fund. Math., 33 (1945), 104-105.

[50] I. SINGER, Bases in Banach Spaces 11, Springer-Verlag, Berlin, 1981.

[51] M. TALAGRAND, Deuz generalisations d’un théoréme de I. Namioka, Pacific J.
Math., 81(1) (1979), 239-251.

[52] M. TALAGRAND, Sur les espaces de Banach contenant ¢1(7), Israel J. Math.,
40 (1981), 324-330.

[53] M. VALDIVIA,Simultaneous resolutions of the identity operators in normed
spaces, Collect. Math., 42 (2) (1991), 265-284.

[54] R. C. WALKER,The Stone-Cech compactification, Springer-Verlag, Berlin,
1974.



