VARIABLE COMPLEJA. HOJA N. 1

1.- Demostrar que las raices n-ésimas de la unidad son a, a?,--- ,a"

donde o = 2™/, Pobar que las rafces # 1 satisfacen la ecuacién

l+z+---+a2"1=0.

2.- Demostrar que la suma y el producto de todas las raices de agz™+
a2 P+ 4a, =0, ag # 0, son -y (—1)”‘;—2, respectivamente.
2(n—1)w

3.- Probar que: (a) cos%7T + cos%7r + - cosTT =

(b) sen%’r—i—sen%%—---—f—senW:O, n=23,---.

4.- Resolver las ecs.:(a) 2z +81 =0: (b) 2%+ 1 =4/3.

5.- (i) Hallar las raices cibicas de —11 — 2i.
ii) Hallar todas las raices de (1 + 2)°> = (1 — 2)°

6.- Probar que si f, g son derivables en zq € C, f(z) = g(20) =0y

g'(z0) # 0, entonces lim,_, ggz)) = i;:gg; (Regla de L’Hopital).

7.- En cada uno de los siguientes casos escribir la parte real e imaginaria
de la funcién y su derivada, si existe: (a) senz ; (b) |z] ; (¢) Z: (d)
Arg(z); (e) Log(z); (f) valor principal de 2%, a € C.

21041

8.- Halla: (i) lim,_,; =l (i) lim, g
1/22.

(v) lim, o

1—cosz
22

; (1il) lim,o =295 (iv)
lim, ,o(cosz) %)1“2.

9.- Sea la transformacién w = Logz. Halla la imagen de:

(a) Circulos centrados en el origen; (b) Rectas que pasan por el
origen; (c¢) Todo el plano complejo C.

10.- (a) Si z = re?, probar que z* = e~ 2™ (cos(Lr) +i - sen(Lr)),
ke Z. b)Size S ={z¢€C:|z| =1}, probar que z* representa
infinitos nimeros reales. (c) Hallar el valor principal de .

11.- Estudiar la convergencia de las series: (a) Y°,5; n2"; (b) Y51 Z5;
(c) don>1 %% (d) 2 n>0 %Q (e) ano(l + (=1)")" - 2" (f) 2n>0 Zn2§ (g)

n

z—i)2n .
>onz0 a1y (0) Xz ( n2) ; (1) oo m

12.- Resolver las ecs.: (a) e = 1 +14; (b)
z _ S 5 _ im/3. 1+1
(d) e* = 2 — cosiz; (e) 2° = e™/3; (f) Log(ﬁ

3cosz =5 ;(c) senz = i;
) =2z.

1



13.- Desarrollar en serie de potencias de (z — zp) las siguientes
funciones: (a) f(z) = 33 para 20 =0y 29 = 1; (b) f(z) = ﬁ, 20 =
0; (¢) f(z) = Log(12), 2z = 0.

14.- Hallar los dominios de analiticidad de las siguientes funciones
calculando sus derivadas: (a) e!/*; (b) (l_sim)Q; (c) afi;, a € R; (d)
iz (e) exp(1~), a € C.

15.- Sea 2 C C regién y f € A(Q) tq |f%(z) — 1] < 1, Vz € Q.
Probar que Re(f(z)) > 06 Re(f(z)) <0 en Q.

16.- Sea u(z,y) = v — 32%y. Prueba que u es arménica y halla su
conjugada.

17.- Calcular [, f(2) - dz en los siguientes casos:

vy=A{lz—al|=R:0< Argz < 7}.

(a) f(z) =z para v = {|z| = R} y v = O([- R, R]").

(b) f(2) = [2] para v = {|z| = 1:0 < Argz <7} y v = {|z[ = R}.

(c) f(2) = 2* paray = [1 + 1, 2].

d?{ f(z)=(z—a)"siendoa € C, m € Z, paray = {|z—a| =R} y
)

() f(2) = &y, T={l2l =R}, R#2.

2(22+44)

() F(2) = &2, v ==+ 1] = 1/2}. (g) f(=) = 2225, 7 = {|2| =

18.- Demostrar que: (a) | [, Z2+1| < 7/3,donde vy ={|]z]| =2:0 <
Argz <m/2}. (b) | [, <&| < me, donde y = {|z| =1:0 < Argz < 7}

() \fweiz%| < 1’;_R, donde v = [R, R+ iR], R > 0.

(d) | f, <24 < 2¢"=1 4 2¢" para R > 0 y:
v =[R,R—iR|U[R—iR,~R —iR]U[~R — iR, — R,

R
T Bl ey = (= R0 <
(e) [/, 1+Z2 =< {W1—RR2’ 0< R <1 donden i 10 <
Argz < m}.
()|fvzélej;d\<ng;’fl)siendoR>1y7:{\z|:R:0§

Argz < m}.



VARIABLE COMPLEJA. HOJA N. 2

19.- Sea P un polinomio de grado m que no se anula en {|z| > R}.

Calcular [ I;((j)) dz siendo v = {|z| = R} recorrido en sentido positivo.

20.- Sean 2 C C abierto, f € H(Q2) y v un camino cerrado de (.
Probar que para todo zy ¢ v* se verifica:

f(z)d= :/ f(2)dz
7 (

vy 22— 2 z—2)%

21.- Probar que no existe f € H(C\{0}) tq f'(z) = %, Vz € C\{0}.
Concluir que en C\ {0} no se puede definir una determinacién analitica
del logaritmo.

2 do

22.- Sea a € C, |af # 1. Calcular [§" ;-4 5oz

23.- Si C'(zp;7) es la circunferencia de centro z, y radio r orientada
positivamente, probar que:

3z —1 2
(a)/ A PR Y ; (b)/ © iy = Ari;
co4) (z+1)(z—3) c2) 22+ 1

23 e?

d:2’;d/ _C  ga—2mi-e
(c) /0(0;2) A" mi; (d) @) (z —2)? : mee

24.- Desarrolla en serie de Taylor: (a) €* en zy = i; (b) 272

(c) sen®z en zy = 0.

en zg = 1;

25.- Calcula los primeros términos del desarrollo de Taylor de: (a)
% en zg = 1; (b) €* - senz en 2p = 0 ;5(c) tgz en 2 = 0 ; (d) V22 =1

z
€ en zg = 0.

en zo =0 (e) 1=

26.- Sea f € H(C) tq |f(2)] > 1, Yz € C. Prueba que f es constante.

27.- Sea D C C una regiéon y f € H(D) tal que f no es constante
y no tiene ceros en D. Prueba que |f| no tiene minimos locales en D.
. Qué ocurre si f tiene algiin cero en D?

28-(a)Sea D :={ze€ C:|z| <1}y f e H(D) tq f(0) =0y
|f(2)] £1, Vz € D. Prueba que |f'(0)] < 1y que |f(2)] < |2|, Vz € D.

(b) Sea g € H(D) tq |g(2)| = |z|, Vz € D. Prueba que existe t € R
tq g(z) = ze, Vz € D.



29.- Sea f € H(C) tq existe 0 < a < 1 verificando |f(2)] < 1+
|z|%, Vz € C. Prueba que f es constante en C.

30.- ;Cémo son las funciones f € H(C) que satisfacen |f(z)] <
M - |z|%, Vz € C, para ciertas constantes M, a > 07

31.- Sea f € H(C) tq Ja € C,Je > 0, verificando |f(z) — of >
€, Vz € C. Prueba que f es constante. Concluir que la imagen de C
por una funcién entera no constante es densa en C.

32.- Prueba que si f € H(C) y limz_m@ = 0, entonces f es
constante.

33.- Sea f € H(C\ {0}) tq lim, ,o2f(2) = 1y lim, ,o f(2) = 1.
Prueba que f(z) = =

34.- Sea f € H(C) tq |f'(2)| < |2|, Yz € C. Prueba que Ja,b €
C, |b| £1/2,tq f(2) = a+b2% VzeC.

35.- Sea Q = §(0;2). JExiste f € H(Q) tq f(1/n) = —1/n*y
f(2) =1/n,Vn > 27

36.- Sea Q C C regién tq D C Qy f € H(2). Prueba lo siguiente:
(1) Si f no es constante en 2, pero | f| es constante en 0D, entonces
f tiene, al menos, un cero en D.
(2) Si f es imaginaria en D, entonces f es constante en ).
(3) Si f esreal en 0D, entonces f es constante en (.

37.- Sean Q) C C un abiertoy {f, : n > 1} C H(Q) tal que f,, — f:
2 — C uniformemente sobre compactos de Q. Prueba que f € H(2)
y que f! — f’ uniformemente sobre compactos de 2.

38.- Sean Q C Cunaregién y {f, : n > 1} C H(Q) tal que f,, = f:
2 — C uniformemente sobre compactos de Q y que Z(f,) =0, Vn > 1.
Prueba que f € H(Q) y que 6 bien f =0 en Q 6 bien Z(f) = 0.

39.- Sea Q C C regidn, f = u+iv € H(S2). Prueba que las curvas
u(z,y) = 1, v(x,y) = ca, ¢1,cy constantes, son ortogonales en los
puntos regulares de f, es decir, en los puntos z € €2 tales que f'(z) # 0.



VARIABLE COMPLEJA. HOJA N. 3

40.- Halla el desarrollo de Laurent de las siguientes funciones: (a)
Hlen{zeC:0<|z]<oo};(b) FZgen{zeC:0<[z—i| <2}

(c) sent en C\ {0}; (d) ﬁ en {0 < |z+ 1] < 1}, en {1 < |2}

yen {0 < |z <1} 5 (e) 5 en C\ {=1}; (f) & en C\ {0}; (g)
2z—=1(z=2)]ten {0 < |2] <1} yen{l < |2]| < 2}.

41.- Determina los primeros términos del desarrollo de Laurent de

(e*—1)"'en C\ {0}.

42.- Discutir las singularidades calculando residuos en los siguientes
Z— z senz e? e*—1)2
casos: (a) <25%; (b) ezal; (c) 215 (d) 222 (e) 5 (f) 55 (g) send;

(k) <52 (1) 255 (m) w3 () <5 (8)

&
(cos1) ™ (o) o (b) 22

43.- Calcular los residuos de las siguientes funciones en los puntos
2 22
indicados: (a) £, 20 = 1; (b) 5557, 20 = 0; (c) [0s2=1]2 0 25 = 0; (d)

o 20 = €% () Sty 20 = 0; (f) 20 =0; (8) 555, 20 =0;

2417 senz’

(h) ==, 2 = 0; (i) m 20 = 1.

1
e?—1"7

44.- Estudiar los puntos singulares, calculando residuos, de las siguientes

z

funciones: (a) ==; (b) z3(zl+4); (©) o 5 (d) 55 (e) FEEEE

_22 .
45.- Calcula [, “5-dz, donde 7y es la elipse ¥(t) = acost+ibsent, a,b >
0, 0<t<2m

46.- Elegir una rama de v/z2 — 1 que sea analitica en C\ {[—1,1]}.
Calcular [, v/22 —1-dz donde ~(t) = 2", t € [0, 2n].

47 .- Calcular:

(a) f7 —Zs dz donde y(t) = re, t € [0,2r], n <r* <n+1, n € N.

(b) fv ror donde v es la elipse 2> — zy +y* + x +y = 0 orientada

positivamente.



48.- Calcular las siguientes integrales por el método de los residuos:

(a) /oo ﬂdm; (b) /Oo Mdm, a,b > 0;

—oo 2 — 22 4 2 o0 2 4+ ?
() /_O:O Sti:;xdx;(d) /_O:O md:ﬁ; () /000 c;;(_’;?dx;
(f) /OOO xx?Sjnfdx; (9) /Ooo ?dm; (h) /Ooo xa(ikix)’ 0<a<l;
(i) /Ooo (1ligi)3dx  (7) /OOO xl:g_xldx (k) /0°° de.

49.- Sea f € H(D). Prueba que f(z) =: g(z) € H(D).

sennz
TL2

50.- Prueba que la serie >, < converge uniformemente en R

pero diverge en C \ R.

51.- Probar que el Teorema del Valor Medio (TVM) no es vélido
para h : [0,27] — C tq h(t) = cost + isent.

52.- ;En dénde es holomorfa f(z2) = [ %?

53.- Hallar una funcién holomorfa f tq 270 = [o(0.1/2) %dz, Vn > 1.

54.- (a) Halla f € H(C) tq f(z) = f(22), Vz € C; (b) Halla f €
H(C) tq f'(z) = f(2), Vz € C.

55.- Sea f € H(D) tq f(5) € R. Prueba que f(2) = f(2), Vz € D.

56.- Sean U C Cregién, D C Uy f € H(U) tq|f(z)] =1, Vz € dD.
Probar que si f no es constante, f tiene en D una cantidad finita no

vacia de ceros.

57.- Estudia las singularidades, calculando residuos, de f(z) = tgmz

en C. ;Es f meromorfa en C?



VARIABLE COMPLEJA. HOJA N. 4

1.- Sea r > 0. Probar que existe ng € N tal que, VYn > ng, todos los
ceros de la funcién

1 1 1
falz) =147 > T

estan dentro del circulo |z| < 7.

2.- Sea 0 < r < 1. Probar que existe ng € N tal que, Vn > ng, la
funcion

fa(2) =142z 4322+ ..+ 2"

no tiene ceros dentro del circulo |z| < 7.

3.- ;Cuantas raices tiene la ecuaciéon z* — 5z +1 = 0 dentro del
circulo |z| < 17 ;Y dentro del anillo 1 < |z| < 27

4.- Hallar el n2 de raices de 2" — 423 +2—1=0en D.

5.- Probar el T. Fundamental del Algebra: (i) a partir del Ppio. del
Argumento; (ii) a partir del T. de Rouché.

6.- Sean U C C abierto, D C Uy f € H(U) tq |f(2)] < 1, Vz € dD.
Hallar el n2. de soluciones de f(z) = 2™ en D.

7.- Probar que no existe un polinomio p(z) = 2™ + a;2" 1 + -+ +
an, n>1,tq |p(z)| <1, V|z| = 1.

8.- Sea A > 1. Prueba que la ec. A\ —z —e™* = 0 tiene exactamente
una solucién en el semiplano { Rez > 0} y ademds esta solucion es real.
L Qué le ocurre a la solucién si A — 17

9.- Sean U C C abierto y f € H(U) inyectiva. Probar que f'(z) #
0, VzeU.

10.- Sean ©, ©Q; C C abiertos y Q50 -%C tq £(Q) = Q1, g € H()
y gof( ) =z, Vz € Q. Probar que f € H(Q), ¢(f(z)) # 0y
f(z) = , V2 e Q.

11.- Hallar T'(A) en los siguientes casos: (a) T'(z) = é, A= D(0;r);
(b) T(z) = £, A={z: Rez > 0}; (c) T(z) = &, A= {z: Rez >
0,Imz >0}; (d) T(2) = 5, A={2:0< Argz < T}



12.- Sean G C C regién acotada y f € C(G) NH(G) tq |fl,e = ¢
Prueba que f es constante en G 6 f tiene un cero en G.

13.- Sean f € H(C) no constante y ¢ > 0. Prueba que {z : |f(z)| < ¢} =
{z:1f(2) < e}

14.- Sean p polinomio de grado > 1y ¢ > 0. Probar que p tiene un
cero en cada componente conexa de {z : |p(z)| < c}.

15.- Sean 0 < r < Ry A = {z :r < |z| < R}. Probar que existe
€ > 0 tq para todo polinomio p se tiene que sup{@ —p(z)| 1z € A} > e

16.- (T. de las tres circunferencias de Hadamard) Sean Q C C
abierto, 0 <7 <1y < +ootq{z:r < |z] <1} CQ, fEH(Q) Y
M(r) = supy,_, |f(2)| para ry <7 < ry. Probar que se verifica:

Lro—Lr Lr—Lry

M(r) < M(rl)ﬁ - M (1) T2

17.- Sean 0 < R < 00, ©Q C C regién, B(O; R) C Qy f,g € H(Q) tq
[f(2)] =19(2)|, Y|zl = Ry [f(2)] # 0 # [g(2)|, Vz € B(0; R). Probar
que existe A € C tq f = Ag.

18.- Sean 0 < R < oo,  C C regién, B(O;R) C Q, f € H(Q) ¥
A(r) = sup{Ref(z) : |z| = r}, 0 < r < R. Probar que, si f no es

constante, A(r) es estrictamente creciente.

19.- (a) Hallar la transformacién de Mébius T en los siguientes casos:
(i) T lleva 0,4,1—i en —1,0,4;(il) T(D(1;1)) = D(0;1) y T(1+ %) = 0;
(ili) T(C(0;2)) =R y T(0) = —i.

(b) Si T'(z) = “* transforma el eje real en sf mismo, demostrar que
cz+d )

podemos suponer que a, b, c,d € R.

(c) Sean H = {z:Imz >0}, 20 € Hy ¢,, : H—= D tq ¢,,(2) =
2=, Probar que ¢,, € H(H) y es biyectiva de H sobre D.

(d) Demostrar que todas las transformaciones de Mébius que aplican
el semiplano superior sobre D son de la forma 7'(z) = A= con Imzy >
0, |A| =1, 2z =T"%0).

(e) Hallar la forma general de una transformacién 7' de Mébius tq
T(0D) = 0D.



VARIABLE COMPLEJA. HOJA N. 5

- 1.- Hallar un automorfismo f de D verificando: (a) f(0)=0, f(3) =
5 (0) F0) =0, f(5) =% () f(0) =5, F(O) =%

2.- Demostrar que el tnico automorfismo f de D con f(0) =0y
1/(0) > 0 es la identidad.

3.- Demostrar que el tnico automorfismo de D con dos puntos fijos
es la identidad.

4.- Sea T(z) = L. Probar que:
(1) T(C(0;7)) = C(0; ).
(2) T transforma circunferencias que no pasan por el origen en
circunferencias que no pasan por el origen.
(3) T transforma circunferencias que pasan por el origen en rectas

que no pasan por el origen.
(4) T transforma rectas que no pasan por el origen en circunferencias

que pasan por origen.
(5) T transforma rectas que pasan por el origen en rectas que pasan
por el origen.

5.- Probar que si |a| < 1 > |b| entonces:

a+b
1+ ab

la| — 1]
1 —|ab] —

lal + 1]
= 1+ |ab]’

6.- Sea f € H(D) tq |f(2)] <1, Vz € D. Probar que:

FOI= I _ ) < O+

1—(0)z] 1+ [f(0)z]

7.- | Existe una funcién holomorfa f: D — D tq f(3) =2y f'(3) =
27
8.- Sea f € H(D) tq Ref(z) > 0, Yz € D. Si f no es constante,
probar que:
(1) Ref(z) >0, Vz € D.
(2) Usando una transformacién de Mébius adecuada y el Lema de

Schwarz probar que Vz € D: 17E[f(0)| < |f(2)] < $H41£(0)].
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9.- (Des. de Caratheodory) Sean G C C abierto, 0 < R < oo, B(0; R) C
Gy f € H(G). Denotemos para 0 <r < R:
M(r) = maz{|f(z)| : |z| = r}, A(r) =maz{|Ref(2)|: |z| =r}.
Probar que para 0 < r < R se tiene: M (r) < ZE(A(R) + |£(0)]).

10.- Sean f € H(D)con |f(2)| <1,Vze€ D,yz, € D,k =1,2,...,n,
(parte de las) raices de f, pudiendo estar repetida una raiz un nimero
de veces < a su multiplicidad. Probar que:

, VzeD.

11.- Sea f € H(D) tq :(i) |f(2)] < 1, Vz € D; (ii) {z1,...,20} C
Z(f)n (D \ {0}), pudiendo estar las raices z; repetidas un niimero de
veces < que su multiplicidad; (iii) f(0) = e€“z129---2,. Hallar una
expresion para f.

12.- Sean @ C C regién, B(0;1) C Qy f € H(Q) tq |f(2)] =

1, V|z| = 1. Hallar una expresién para f.

13.- Sean Q C C regién, B(0;1) € Qy f € H(Q) tq |f(2)| =
1, V|z| = 1. Supongamos que: (i) f(0) = 1287/2; (ii) los ceros de f en
D son: 1(1+74) (simple), 5 (doble). Hallar f.

14.- ;Existe una funcién f € H(D) tq |f(z)] <1, Vz € D, f(0) =5
y f(0) = %? Si existe, hallarla. ;Es tnica?

15.- Sean G C C abierto, {z,}n>0 C G tq 2, — 2, E em completo
y {fn}nZO - C(G, E) tq fn £> fO- Probar que fn(zn> — fO(ZO)'

16.- (T. de Dini) Sean G C C abierto y {f.}n>0 C C(G,R) tq,
V2 € G, ful2) 1 fo(2) ¥ fal2) < fasi(2), n > 1. Probar que f, % fo.

17.- Sean G C C abierto, E em completo y {f.}n>0 C C(G, E)
familia equicontinua tq f,(z) = fo(2), ¥z € G. Probar que f, 2 fo.

18.- (a) Sean 0 < R < ooy f € H(D(0; R)) tq f(2) = Xps0 an2™, |2] <
R. Si fu(2) = X" a;2%, probar que f, % f en C(D(0; R); C).

(b) Sea G = An(0;0;R) v f € H(G) con desarrollo de Laurent
2) = Ypezan2™. Sea fn(z) = Y7 apz®. Probar que f, 2 fen
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VARIABLE COMPLEJA. HOJA N. 6

1.- Sea F C H(D). Probar que son equivalentes: (1) F es normal;
(2) existe { M, },>0 sucesién de constantes positivas tq lim /M, < 1y
sifeF, f(z) =X,s0an2", entonces |a,| < M,, ¥n > 0.

2.- Sean G C Cregion y {f,}n>0 C H(G) tq: (i) cada f,, n > 1, es
inyectiva; (ii) f, 2 fo. Probar que fy es constante 6 f; es inyectiva.

3.- Sean G C C region y {f,}n>0 C H(G) tq fo no es constante y
fo fo. Seana € Gy o := fo(a). Probar que existe {a,}n,>1 C G tq:
(i) an — a; (i) fu(a,) = a, ¥Yn > ng, para cierto ng € N.

4.- Probar que lim,,_,, tg(nz) = +i uniformemente sobre compactos
K C{z:Imz > 0}.

5.- (a) Sean G C C abierto, a € G,0 < R < o0, B(a;R) C Gy
f € H(G). Probar que:

1 R r2n .
2 AN
|fla)]” < TRQ/O /0 |f(a+re™)[Prdrdt.

(b) Sean G C C regién y 0 < M < oo constante fija. Sea F C H(G)
tq f € F sii, VB(20;7) C G, [p(gm [f(@,y)Pdedy < M. Probar que

JF es normal.

6.- Sean G C C abiertoy { fu }n>0 C H(G). Probar que son equivalentes:
(A) f 2 fo; (B) Vy C G camino se tiene que f, — fo uniformemente
sobre 7.

7.- (T. de Vitali) Sean G C C regién, {f,} n>0 € H(G) familia
localmente acotada y A = {z € G : f.(2) — fo(2)}. St AANG # 0,
probar que f, 2 fo.

8.- Sean G C C abierto y F C H(G). Probar que son equivalentes:
(1) F es normal; (2) Ve > 0, ¢ > 0 tq ¢F ={cf : f € F} C B(0;¢)
en el em (H(G),p).

9.- Sean G C C abierto y F C H(G). Probar que:

(1) F normal = F' = {f': f € F} normal.

(2) F' normal no implica F normal.



12

(3) F normal < F’ normal y en cada componente conexa de GG
existe un punto en el que F es acotada.

10.- Sean 2, G C C abiertos, F C H(G) normal tq f(G) C Q, Vf €
F. Sea g € H(Q?) fija. Es {go f: f & F} normal? Y viceversa?

11.- Sean G C C abierto y u € Har(G). Probar que: (1) f :=
U, — iuy € H(G); (2) ug,uy, € Har(G); (3) S0 < R < o0,a €
G, B(a; R) C G entonces u(a) = —p [p(a:r) w(2, y)dzdy.

12.- Sea p(x,y) = 2§ — amz"y', =,y € R. Probar que p € Har(C)
sii:

(@)k(k — Dagg—2 +1(l — Dag—2; =0, 2 < k,l <n.

(b) a;; =0,i,j € {n,n — 1}.

13.- Probar que las funciones armoénicas no constantes son abiertas.

14.- Sean G C C abiertoy f € H(G) tq f(z) # 0, Vz € G. Entonces
u = Log|f| € Har(G).

15.- Sea u(z) = Im[(1¥£)?], |z| < 1. Prueba que u € Har(D) y que

lim,4; u(re®) = 0, V0 € R. ;Viola este hecho el Ppio. del Maximo?

16.- Sea f = u +iv : B(0;1) — C continua tq u,v € Har(D) N
C(B(0;1)). Probar que f € H(D) sii [T_f(e®)e™dt =0, ¥n > 1y
que:

Flrei?) ;ﬂ [ FeR6 -t 0 < <1, 0 0,27

17.- (T. de aproximacién de Weierstrass) Sea f : [0, 1] — C continua
tq f(0) = f(1). Probar que existe una secuencia de polinomios trigonométricos
{pPn}n>1 tq pu(t) — f(t) uniformemente para t € [0, 1].

18.- Sea u € Har(D). u > 0. Hallar cotas para u(1/2) si u(0) = 1.

19.- Sean G C C region, {f,}n>1 C H(G) y u, = Re(fn),n > 1, tq
(i) upBug (convergencia uniforme sobre compactos de G); (i) 3z € G
tq {fn(20) }n>1 converge. Probar que:

(1) 3fo € H(G) tq ful fo; (2) Dot Dy, DyunDyug.

20.- Sean U regién, zp € Uy f € H(U) tq Ref(z) < Ref(z), Vz €
U. Probar que f es constante en U.



