Problemas de Variable Compleja. Soluciones. Hoja 4

Ejercicio 1.- Sobre la circunferencia C(0,1/r) se verifica que
min{|e?| : [z| = 1/r} = e7V/".
Sea N € N tal que para todo n > N
max{|e* — (1+ & + ..+ 51} : |z =1} < e V" < min{|e?| : |2] = 1/r}.

Por el T. de Rouché la funcién 1+ § + ... + ";L—T,L carece de ceros dentro de B(0,1/r). Por tanto
sus ceros (n en total) estan en “B(0,1/r), es decir, los ceros Z(f,) de fn, n > N, verifican

Z(f,) € B(0,r).

Ejercicio 2.- Sabemos que

1
=1+z+22+234. yque —— =1+4+22+322+....
1—2 (1—2)2

Se verifica que min{]ﬁ| dzl=r <1} = (H%)Q Por tanto, existe N € N tal que para todo

n > N se verifica

1 1
max{| 5 — (142243224 4n" Y| 2| =r <1} < —— < min{|m| Dzl =7}

1
(1—-2) (1+7r)2—

Como ﬁ no tiene ni ceros ni polos en B(0,r), concluimos que 1 + 2z + 322 + ... +nz""! no
tiene ceros en B(0,r), Vn > N.

Ejercicio 3.- Sea p(z) = 2* — 52 + 1.

(a) Estudiemos Z(p) N D. Observemos que

Vz e dD, |p(z)—(=5z+1)| =] =1<4<|—-5z+1]|

Por el T. de Rouché p tiene en D el mismo nimero de ceros que —5z + 1, es decir, un (1) cero.

(b) Estudiemos Z(p) N{1 < |z| < 2}. Para todo z € C con |z| = 2 se verifica

Ip(z) — 2% = =524+ 1] <11 < 16 = |24].
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Por el T. de Rouché p tiene en {|z| < 2} el mismo nimero de ceros que z*, es decir, cuatro (4)

ceros. Por tanto p tiene en {1 < |z| < 2} tres (3) ceros.
Ejercicio 4.- Sea p(z) = 27 — 423 + z — 1. Entonces
Vz € dD, |p(z) — (—423)| = |27 + 2 — 1] <3 < [42%| = 4.
Por el T. de Rouché p tiene en D tres (3) ceros.
Ejercicio 5.- (i) Sea
p(2) =2"+ap_12""' +-- + a1z + ap,

que tiene, como méaximo, n raices en C. Si a € Z(p) es un cero de p, indicaremos por m(a) la
multiplicidad de a. Tomando Ry > 0 suficientemente grande, todas las raices de p estan dentro

de D(0, Rp). Por tanto para todo R > Ry se verifica
1
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Fijemos € > 0. Se puede elegir R; > Ry tal que para todo R > R; se verifique que

(n—1)an—
n—n L+ == o e
14 %1 4 ... 4 %

z 2"

Vz € 0B(0, R), <e.

Como € > 0 es arbitrario, teniendo en cuenta (1) obtenemos

1 / 1 2m
E m(a) = lim / P(z) dz = lim / ndt = n.
an(p) R—o0 271 6B(O,R) p(Z) R—o0 2T 0

En consecuencia p tiene n ceros en C, contado cada cero segin su multiplicidad.
(ii) Sea
p(2) = 2"+ an_12""" + -+ a1z + ao,

con ag # 0. Haciendo R suficientemente grande se tiene que |% —1| < 1 paratodo z € 9B(0, R).
Aplicando el T. de Rouché obtenemos

Np(z)/zn - Pp(z)/zn :Nl - Pl = 0

Como ag # 0, entonces Ny /2n = Np(z) ¥ Pp(z)/zn = n. En consecuencia N,y = n.

Ejercicio 6.- Para todo z € 9D se tiene que
[f(z) = 2" = (=2")[ = |f(z)| <1 =|z"].
Por el T. de Rouché se tiene

numero de ceros de f(z) — 2" =0en D = ndmero de ceros de 2" =0en D =n.

Ejercicio 7.- Supongamos que existe un polinomio
p(z) = 2" +a12" '+ +a,, n>1, tal que |p(z)| <1, V|z| = 1.
Sea f(z) = a12" ' + - + ay, que verifica
Vz e dD, |f(z)—(=z2")]<1=|2"].

Por el T. de Rouché f(z) tendria n ceros en D, lo que no puede ser porque f es un polinomio
de grado <n — 1.

Ejercicio 8.- Dados ¢ > 0y R > 0, sea y el camino del dibujo 1 (ver hoja final). Observemos
que para todo z = x + iy € ~* verifica x > € > 0 por lo que

Vzer®, 0<|e?|=e"<1.

Asi que haciendo R > A + 1 se verifica |A — z| > 1, Vz € v, y, en consecuencia

A—z—e"—(A—2)| <1< |A—2z|.



Por tanto
n. de cerosde A —z—e “=0en {Re(z) >0} =n. de ceros de A — z =0 en {Re(z) >0} = 1.

Sea zp la tnica solucién de A — z — e™# = 0 en {Re(z) > 0}. Entonces

0:)\—50—6_EOZ>20=§0=>20€R.

Asique zp =2 € (0,\) y0=XA—x —e ", es decir, \ = = + e *. Teniendo en cuenta la forma
de la funcién f(t) =t +et, t >0, se concluye que, si A | 1, entonces z | 0.

Ejercicio 9.- Ver la Proposicién 3.2.4.

Ejercicio 10.- Como f(2) =Qy y go f(2) = z, Vz € Q, se concluye que g, f son biyecciones
entre los abiertos €, tales que f = ¢~'. Entonces

(a) Como g es inyectiva, del Ejercicio 9 sale que ¢'(f(z)) #0, Vz € Q.

(b) Como g es abierta, f es continua. Aplicando la Proposicién 1.1.2 (E) 6 el T. de la aplicacién
abierta se concluye que

VzeQ, 3f(z) = = f e H(Q).

L
g'(f(2))
Ejercicio 11.- (a) T(D(0,7)) = {|z| > 1/r} Uioo}; (b) T(A) = A;(c) T(A) = {z € C:
Tin(z) > 0,]2] > 1}; (d) T(4) = B(L + i3, 1/v3)\ B(1/2,1/2).
Ejercicio 12.- Por el Corolario 3.1.3 |f(2)] < ¢, V2 € G. Sic = 0,f = 0 en G y hemos

terminado. Supongamos que ¢ > 0 y que no tiene ceros en G. Entonces 1/f € H(G) y por el
Corolario 3.1.3

V2eG, |f(z)|<c y1/f(z)l <1/c = |f(2)|=c,
de donde sale que f = cte.
Ejercicio 13.- Es claro que {z € C: |f(2)| < ¢} € Cc(= cerrados de C). Como obviamente
{zeC:|f(z)] <c} c{ze€C:|f(z) < c}, concluimos que {z € C:|f(z)|]<c} C {z € C:

|f(2)] < c}. Supongamos que {z € C: |f(2)] <c} # {z € C: |f(2)] < ¢}, es decir, que existe
20€{z€C:|f(z)| <c}\{z€C:|f(2)|] < c}. Entonces existe r > 0 tal que

B(zo,r)N{z € C:|f(2)] <c} =0,

de donde sale que |f(2)] > |f(20)] = ¢ > 0, Vz € B(z0,7). En particular 1/f € H(D(zo,r))
y |1/f(20)| > |1/f(2)|, Vz € D(z0,7), lo que implica que 1/f y por tanto f son constantes en
D(zp,7). Luego f = cte en C, una contradicciéon que prueba que {z € C: |f(2)| <c} ={z€C:
£ (2)] < c}.

Ejercicio 14.- Basta aplicar Ejercicio 12 y Ejercicio 13.

Ejercicio 15.- Supongamos que el resultado es falso. Entonces dado € > 0 con Re < 1 existe
un polinomio pe(z) tal que |2 — pc(2)| <€, V|z| = R. Si y(t) := Re®, Vt € [0,27], se tiene que

1 dz 1
— =1Ind =1 — (2)dz = 0.
[ F=mao=1 v g [ =0

21 z
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Por tanto
1 1 1 (%1 .
1— = p(2))dz| = | — = — pe(2))Reftdt| <
o [ G —ntenis| = |5z [T G —ptenmeta] <
1 (71
< — — —pe(2)| Rdt < Re < 1,
27[' 0 y4

una contradiccién que prueba que el resultado es cierto.

Ejercicio 16.- Sean p,q € Z con ¢ > 0. Por el T. del médulo maximo si |z| =ryr <r <ry
se tiene
P [f(2)|? < max{r] - M(r1)?, ry - M(r2)"}.

Sea {(pn,qn) : n > 1} una sucesién de pares de nimeros enteros con ¢, > 0 tal que p, /¢, — «

n—oo
siendo a € R tal que
(e}
. 1 M (ra)
“. M =ry-M d — =
] (r1) =1rg (rg), es decir, (7"2) M(r)
Entonces, si |z| =r, r1 <r <rgyn > 1, se verifica la desigualdad
P | f(2)]7 < max{r{" - M(r1)®, r§" - M(r2)™},
que es equivalente a la desigualdad
| (2)] < ma{r 0 M), 5 M (o)), @

Tomando limites en (2) para n — oo llegamos a que
r [ f(2) < vt M(ry) = rg - M(ra),

de donde sale

M(r) < M(r1) - (%)O‘ = M(ry) - e L/
L(ri/r)
= M(ry) - & T )
M( ) LL((rl//r))
9 T1/7T2
— M(r) -
) (M(T1)>
1 Lra/r) L(ry/r)
= M(Tl) L(rl/r2) . M(rQ)L(T’l/T’z)
Lro—Lr Lr—Lrq

= M(ry)Tr2-Ir1 - M(ry)Trz—Er1 .

Ejercicio 17.- Por las hipétesis del ejercicio existe € > 0 tal que G := B(0O,R+¢€) C Qy
f(2) #0+# g(2), Yz € G. En consecuencia, si h(z) = f(z)/g(z), Vz € G, resulta que h € H(QG)
y |h(z)| < 1,¥z € B(0,R), por el Corolario 3.1.3. Aplicando el mismo argumento a g/f,
concluimos que |g(z)/f(z)| = |1/h(z)| < 1, Vz € B(0,R). Por tanto |h(z)| = 1,Vz € B(0, R),
es decir, f(z) = Ag(z),Vz € B(0, R), para cierto |A|] = 1. Como {2 es una regién concluimos que
f(z) = Ag(z),Vz € Q.

Ejercicio 18.- Sea f(z) = u(z) +iv(z). Como u es arménica en €2, del Corolario 5.2.2 sale
que

max{u(z) : z € B(0,7)} = max{u(z) : z € 9B(0,r)}. (3)
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Por tanto A(r) crece con r. Supongamos que no fuese estrictamente creciente, es decir, que
existen r; < ry tales que A(r;) = A(r2). Este hecho y (3) implican que existe zp € B(0,r;) tal
que u(zp) = max{u(z) : z € B(0,72)}. Por el Ppio. del maximo (Prop. 5.2.1) concluimos que
u = cte en (2, de donde sale que f = cte en €2, lo que contradice las hipdtesis. Por tanto A(r) es
estrictamente creciente.

Ejercicio 19.- (a)(i) T(z) = 7;;%“

(a)(ii) Consideremos, en primer término, una transformaciéon de Mébius R tal que R(D) = D

z+1i/2
G - A
continuacién consideramos la traslacion S(z) = z + 1. Entonces 7' = (S o R)~! verifica las
condiciones exigidas. Observemos que hay infinitas soluciones.

(a)(iii) Sea R una transformacién de Mébius tal que R(°B(0,2)) = {Zm(z) > 0}. Por ejemplo,

podemos hacer que R mande los puntos 2, 2i, —2 sobre los puntos 1,0, 0o, en cuyo caso R es de
la forma

y R(0) = i/2. R es un automorfismo de D y, por ejemplo, podria ser R(z) :=

R(z) = (2,2,2i,~2) ) 2z —di
z) =(2,2,21,-2) = .- = , .
22+221 (I1-19)(z2+2)
Es claro que R(0) = — 25 = 1—4. Sea S la traslacién S(z) = z — 1. Entonces T = So R cumple

los requerimientos. Hay infinitas soluciones.

(b) Si 2o = T7Y1), 23 =T71(0) y 24 = T~!(00), se verifica que T'(z) = (2, 22, 23, 24), Vz € C.
Teniendo en cuenta la expresién de la razén cruzada (z, z2, 23, 24) y que 22, 23, 24 € Ry (porque
T(Rs) = Ry), concluimos que los coeficientes a, b, ¢, d de la transformacién T pueden elegirse
reales.

(c) Es claro que ¢,,(2) € D, Vz € H, porque |z — 29| < |z — Zo|, Vz € H. Obviamente
vz € H(H) porque Zo ¢ H. Por otra parte
—1 -z

€8D ¢ZO(O):;—2€8D y@zo(_l):ﬂeaD;

de donde sale que @, (Ry) = dD. Por el T. de orientacién y ya que ¢,,(z9) = 0, obtenemos que
¢z (H) = D. Finalmente observemos que ¢, es 1-a-1.

(d) (1) Por (c) toda transformacién de Mébius de la forma T'(z) = A2=22, |A| =1, Zm(zo) > 0,
verifica T(Ry) = 0D y T(H) = D siendo H := {ZIm(z) > 0}.

(2) Sea T una transformacién de Mébius tal que T(H) = D. Entonces T(Ry) = 9D. Sean
20:=T710) € Hy R(z) = 2= Z—2. Entonces Ro T~ ! es un automorfismo de D por lo que

INEOD y Jae D talesque RoT (2) = Apa(2), Vz € Cs

Como A\, (0) = RoT~1(0) = R(29) = 0, deducimos que a = 0, es decir, ¢, = idy RoT~!(z) =
Az, Vz € C. Siw € H se tiene que
1 w—2z

T(w) = =
w — 2 (w) A w—z

w — 2o

M (w)=RoT ! oT(w) = R(w) = , YVw e H.
(e) Las transformaciones de Mobius T tales que T'(0D) = 0D son de dos tipos, a saber:

Tipo I. T(D) = D. Estas transformaciones son automorfismos de D y por tato tienen la
forma T'(z) = A - A€ oD, a€D.

az’



Tipo II. T(D) = “B(0,1). En este caso la trasformacién S(z) = 1/T(z) es de Tipo I, por lo
que

S(z)=A-Z2, A€dD, a€D.

1—az’

Por tanto, si a =0, T'(z) = iz, y, si a # 0, se tiene
1 1-az afa z—-1/a  z—p

T = . = -
(2) A z—a A 1—2z/a P 1—pz’

p€0D, |u| > 1.



