METODOS NUMERICOS
Curso 2006—-2007
Problemas
Hoja 1. Analisis de errores

1 Encontrar la expreén decimal de los siguientesimeros binarios:

@) 1011001 ) 0,100101  ¢) 11,11 d)101.701

2 Encontrar la expredi binaria de los siguientesimeros decimales:
~~
a) 83 b) 0,0625 ) 0,1 d) 3,2 e)5.’3

3 Algunos ordenadores utilizan, en lugar del sistema binario, el sistema hexadecimal, es decir, utilizan como base el 16 y
los dgitos que se emplean son
0,1,2,3,4,5,6,7,8 9, A,B,C,D, E, F.

Encontrar la expreén decimal de losimeros hexadecimales:

a)E  b)1A  ¢)AIB.AL  d)A.A

Determinar tamléin su expresin binaria (dtese lo émodo que resulta expresalimeros hexadecimales en binario y
viceversa).

4 Determinar la representdxi en coma flotante eéstdar con precién simple de:
a) Los nimeros naquina de los Problem&sy 2.

b) Elredondeo de losimeros de los Problemas/ 2 que no son imeros rquina.

5 Determinar los imeros decimales que en simple prdmisiienen la siguiente representatien coma flotante esidar:
a) 11100101110010010000000000000000 ¢) 11111111100000000000000000000000

b) 00000011110001111000000000000000 d) 10000000010000000000000000000000

6 Supongamos que; Y T, son aproximaciones de y x5 con erroreg Yy 2 respectivamente, es decif, = 1 + 1y
9 = xo9 + £5. Demostrar que arror relativo del producto es, aproximadamente, igual a la suma derfoges relativos

de los factores, esto es, o
T1To — L1 €1 €2

T1T2 Mo T2

Yy, por tanto, el producto de dosimeros es siempre un probleimian condicionadoHacer un razonamiento alego para
la suma de dosimmeros.

7 Supongamos que tenemos un ordenador que almacendnusras en basé0 con tan élo dos dgitos de mantisa.
Queremos calcular con estaéquina la menor iia de la ecuaéin z? — 20z + 1 = 0.

a) ¢Que valor se obtend al calcularla coma0 — 1/99?

b) ldem calcuhndola comomli.

++/99

8 Hallar el condicionamiento de las siguientes funciones:

f@)=2%(a €R), g(x) =senz y h(x) = €".
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Curso 2006—2007
Problemas
Hoja 2. Complementos de algebra matricial

1 Demostrar que s = (21, %2, ..., Tn) € Mux1y
b blz
by blz
B = . € M,,.«xn €ntoncesBr =
bY bl x

2 Mostrar que si
B = (bl,bg,...,bn) (S men Y= ($1,$2,...,I71)T S Mn><1

entonces

Bx = Z:I;zbz = .’Elbl + ZL’QbQ + -4 xnbn
i=1

3SiAdc Mpuxny
B = (b1,b,...,b,) € Mys,

probar que
AB = (Abq, Abs, ..., Abp).

4 Utilizar los Problema@ y (3 para demostrar que i € M,,,xn, B € Myxp Y & € M,y €ntonces
A(Bz) = (AB)z.

5 Usar los Problema8y 4 para mostrar que sl € My, xr, B € My x, ¥y C € M, €ntonces
A(BC) = (AB)C.

6 Seand, D € M,, conD = diag (d;)?_,. Encontrar las expresiones @ed y AD.

7 Siv,w € V, determinar la forma dew*.

A| B E|F
8 a) SeanM = (ﬁ) yN = (ﬁ) particiones por bloques coherentes de las matri¢esN (es decir,

AEe M, yD,H e M,, conny + ne = n). Demostrar que

( AE + BG | AF + BH >
MN = :

CE+DG | CF+ DH

b) Generalizar el resultado anterior para el producto de dos matrices cuadradas descomppgstes lsloques.
9 SeanDy E matrices diagonales)yun escalar. Demostrar qué), D+ E'y DE son matrices diagonales y determinarlas.

10 SeanA y B matrices triangulares superiores (resp. inferioreg)un escalar. Demostrar qued, A + By AB son
matrices triangulares superiores (resp. inferiores) y determinar sus elementos diagonales.

11 a) Demostrar que sb es una matriz diagonal e inversible, su inversa es tamthiagonal. Determinap 1.

b) Mostrar que siA es una matriz triangular superior (respectivamente inferior) e inversible, su inversa eantambi
triangular superior (respectivamente inferior). Determinar los elementos diagonales de

12 Demostrar que sil € M,, es una matriz triangular y normal entoncégs diagonal.



13 Una matriz de la forma

P =

)

1

se denominanatriz de permutaéinde las ineasi y j. Comprobar que sB = (bx)j; ,—, entonces

3 b Si k;ﬁi,j, l=12,...,n 3 br;  Si l#i,j, k=1,2,....n
(PUB)MZ bj Si k=1, l=1,2,....n y (BPU)M: bkj Si =1, k=1,2,...,n
by si k=4, 1=1,2,...,n b Sl =4, k=1,2,....n

es decir, al multiplicar la matri® a la izquierda (resp. derecha) pBt se intercambian las filas (resp. columnag);
de B. Ademas, probar que

1 si i=j
—1 si i#j

14 Demostrar que sit € M, es normal e inversible entoncds ! es tamb&n normal.

det P = { y (PY)~' = PY.

15 SeanA, B € M,,. Probar los siguientes resultados:
a)sp(AB) = sp(BA).  b) o(4A%) = (o(A))", ke N.
16 Sead € M,, y « € K\{0}. Probar que
A €sp(A) & al € sp(ad).

17 Si A € M,, es inversible demostrar que

1
A €sp(A) & 3 € sp(A™1)
1

min (A A(4) € sp(A)}

o(A7h) =

18 Demostrar que sil es triangular por bloques entonces
p
sp(A) = U sp(Aii)-
=1
siendoA;;, i = 1,...,plos blogues de la diagonal de Deducir que el determinante de una matriz triangular por bloques
es el producto de los determinantes de los bloques de su diagonal.

19 Generalizar los resultados del Problefrigpara matrices diagonales, triangulares superiores e inferiores, por bloques.

20 Demostrar que sl € M, es una matriz herftica definida positiva y se descompone en bloques, los bloques diagonales
son matrices herfticas y definidas positivas. En particular, deducir que los elementos diagonalesa®e mimeros
positivos ascomo sus menores principales.

21 SeaA € M,, una matriz herntica (resp. siratrica) definida positiva.
a) Probar que exist® € M,, hernitica (resp. siratrica) definida positiva tal qué = B2.

b) Demostrar que siondz(A) > 1 entoncesondz(B) < condz(A).
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Problemas
Hoja 3. Resolucion de sistemas lineales: métodos directos

1 Método de Gauss—Jordan para el calculo de la inversa de una matriz. Sead € M,, una matriz inversible.

a) Adaptar la demostragn del nétodo de Gauss para probar que existe una mafride manera qué/A sea la
identidad.

b) Explicar ®mo se puede utilizar el resultado del apartado antemétaddo de Gauss—Jordapara el @lculo de la
inversa de la matria.

2 Demostrar que la factorizam LU sigue siendo posible si es singular, siempre que les— 1 menores principales
ok, k=1,2,...,n— 1, sean no nulos. Probar que, en ese casp,= 0.

3 &) Sead una matriz cuadrada. Adaptar ebtndo de eliminaéin de Gauss para probar que exidfeinversible tal
gue M A es triangular inferior.

b) Encontrar condiciones suficientes para que una matpaneda factorizarse en la forrma= UL conU triangular
superior yL triangular inferior. ¢ Efinica tal factorizadn?

4 SeaA una matriz sirgtrica inversible (aunque no necesariamente definida positiva) que admite facborizecProbar
que se puede escrihit = BB™ dondeB es triangular inferior y las columnas d&son las deB salvo, quia, el signo.

5 ¢ Cuantas factorizaciones de Cholesky distintas (es decir, sin suponer que los elementos diagdhaes gesitivos)
admite una matriz siétrica definida positiva?

6 Se considera una matriz cuyos menores principales son todos no nulos.

a) Demostrar qued se puede factorizar en la form& = LDR con L triangular inferior, R triangular superior,
li=ry=1,1=1,2,...,ny D diagonal. Encontrattfmulas para los elementos fleD y R.

b) Probar que si es sinétrica entonce® = LT. Adaptar lasérmulas anteriores para el caso en gusea singtrica.

c¢) ¢Gbmo resolveias, mediante) —o b), en el caso de qué sea singtrica— el sistemalu = b?

7 Algoritmo para la resolucion de sistemas tridiagonales. Se considera el sistema linedk = d para una matriz tri-
diagonal

by ¢
ay by ¢

Gp—1 bnf 1 Cn—-1
Gp bn

a) Llamandody = 1y §; al menor principal de ordehde A (k = 1,2, ..., n) probar, desarrollando el determinante
por lalltima columna, que

5k = bkék_l - akck_lék_g, k= 2, 3, ey
b) Definimos las sucesiones
dy
my = by . g1 = pro
my =by — ——ap, k=2,3,....n Y dx — gk—10k
Mp—1 gp=—"7—,k=23,...,n.
mg
Ok, .
Probar quen;, = —— y deducir que sb;, # 0, k = 1,2,...,n entoncesn; # 0y, por tanto, los lmerosmy, y
k—

gk, k=1,2,... n, esan bien definidos.

¢) Demostrar que la solu@n del sistema viene dada por

Ck
n=0n Y Tk =0k — —ZTpy1, k=n—1n—2,... 1
mp



d) Comprobar que

1 mp G
az
mi mo C2
An—1
My —2 1 Mp—-1 Cn-1
dn 1 m
Mp_1 n

es la factorizadin LU de la matrizA.

8 a) Probar que la factorizamn LU preserva la estructura de matrices banda, es decif; sk 0 parali — j| > p
entonces;; = 0 parai —j > pYy u;; = 0 paraj — i > p.

b) Demostrar el mismo resultado para la factoridaale Cholesky.

9 Factorizacion de Cholesky: demostracion alternativa.

a) Se considera una matriz simétrica cuyos menores principales son todos positivos. Si se estebda forma

A An—l a
N aT «
siendoA,,_; € M,,_1, a € R* 1y a € R, demostrar que: — a¥(A4,,_1)"'a > 0.
(Indicacion: aplicar el nétodo de Gauss por bloques para anular el bloque ocupadd por
b) En el supuesto de qué,_; admita factorizadin de Cholesky de la forma
Anfl - anl(anl)Ta

¢®mo deben elegirse € R*~!y 3 € R para que

. Bn,1‘0 Bg‘fl‘ﬁ
sanisan

Probar que tal elecon dex y 3 es posible.

c) Demostrar, por inducén sobre la dimenén de la matriz, la existencia de factoriZatide Cholesky para una
matriz sinétrica cuyos menores principales son todos positivos.

d) Deducir, del apartade), que toda matriz sigtrica con menores principales positivos es definida positiva.

10 Célculo recursivo de la inversa de una matriz.

a) Formula de Sherman—Morrison. SeaB € M,, real e inversible y seam, v € R" tales que la matriB3 +uvT es
inversible. Comprobar que

B lwTB-1
B Htl=p?t - — —
(B +uv) 1+0TB-1y

b) SeaA € M,, una matriz escrita en la forma
m
A=D+ Z uivy
=1

dondeD es una matriz diagonal e inversible y los vectargs; € R™ son tales que las matrices

k
Mk:D+Z uiv;r

=1
parak = 1,2,...,m son inversibles. ST}, = (M) ™!, encontrar unadrmula recurrente pai@, ; .
c) SeaA € M,, una matriz sirdtrica definida positiva. Demostrar gdese puede escribir en la forma
n
A=D+ Z ue]
i=1
siendoe; el i—esimo vector de la base danica, verifi@ndose las hifitesis requeridas ).

d) Razonar dmo pueden usarse los resultados anteriores para calcular la inversa de una méatrizasdefinida
positiva.
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Hoja 4. Resolucion de sistemas lineales: métodos iterativos

1 Dadas las matrices

2 -1 1 1 2 -2
A= 2 2 2 yB=| 11 1
-1 -1 2 2 2 1

estudiar la convergencia de logtados de Jacobi y Gauss—Seidel por puntos gara3.

2 a) Se considera el atodo iterativa:**! = Bu*+c conu’ dado. Estudiar el comportamiento de la sugesi:* } xcn
cuandog(B) = 0.

b) SeaA una matriz triangular superior por blogues. Estudiar la convergencia dettoslos de Jacobi, Gauss—Seidel
y relajacbn asociados a la descompoéitipor bloques dél.

¢) ldem siA es triangular inferior.

3 &) Demostrar que s verifica
|aj_7‘ > Z ‘a1j|v .] = 17"'5”
=1
i#]
el método de Jacobi por puntos pataes convergente.

> 1.

lw/\‘

b) i) Probarquesh <w <1yAeCcon|\l >1 entonce% 3
w

(Indicacién: Utilizar que|z — y| > ||z| — |yl|, =,y € C).
ii) Demostrar que s es de diagonal estrictamente dominante, étado de relajadin por puntos paral es
convergente 9 < w < 1.

4 Si A es una matriz de diagonal estrictamente dominante, probar quet@lionde:
a) Jacobi por bloques par&es convergente.
b) relajacdn por blogues pard es convergente 8§i < w < 1.

5 Sead una matriz herntica e inversibleA = M — N con M inversible.

a) Se consideralasucésiv™™ = M~tNv™ conv® € V\{0} arbitrario. Probar que sila matrid * + N es definida
positiva entonces la sucési{(v")* Av" },cn €S momtona decreciente.

b) Demostrar que si/* + N es definida positiva y(M ~1N) < 1 entoncesA es definida positiva.

6 a) Demostrar efeorema de los circulos de Gershgorin: si A € M,, entonces

n n
sp(4) C U z€C: |z—ay| < Z'aii|
i=1 j=1
J#i
(Indicacion: Téngase en cuenta que las matrices de diagonal estrictamente dominante son inversibles).
b) SeaA € M,, de diagonal estrictamente dominante con
ai; >0,i=1,...,ny sp(4) CR.
Utilizar el apartadaz) para probar que sus autovalores son estrictamente positivos.
¢) SeaA € M,, una matriz herrtica, de diagonal estrictamente dominante con

ai; >0, 1=1,...,n.

Probar que el i@todo de relajadin por bloques pard es convergente si, Yk si,0 < w < 2.



7 a) Se considera una matri de diagonal estrictamente dominante escrita en la fotrsaM — N con
My = a; Y miyin;; =0, 1,5 =1,...,n.
Demostrar que el gtodo iterativo asociado a tal descompdsiaile A es& bien definido y es convergente.
b) Deducir, a partir det), resultados de convergencia para ldstados de Jacobi y Gauss—Seidel por blogues.
8 Demostrar que sil es de diagonal estrictamente dominanfey w < 1 el método de relajadn—Jacobi es convergente.
9 Método iterativo para el calculo de la inversa de una matriz. Se consideran las sucesiones de matrices
Ap=A, \(I+E,+E*y E,=1-AA,

siendoA inversible yAy una matriz arbitraria.

a) Demostrar queZ, = (E;)3" .

b) Probar que sb(E;) < 1 entonces lim A, = A™'.

n—-+4oo

c) Estudiar la convergencia cuando se tafye= tr(flA*)

10 ) SeaB € M,, tal quepo(B) < 1. Demostrar qué — B es inversible y comprobar que
(I-B)"'=> B"
k=0

b) UnamatrizB = (b;;);';,—; €sno negativay se represent& > 0) sib;; > 0, i,j = 1,2,...,n. Si B es una matriz
no negativa, demostrar la equivalencia:
I - B esinversible {I — B)™! >0« o(B) < 1.
(Indicacion: Para la implicadin =) considerar\ € sp(B) y un vectorv # 0 tal que Bv = \v y probar que
vl < (1= AN = B)~!|v] dondejv| = (Jvi])iy).
c¢) Se considera la descomposiciD — E — F' por puntos de una matriz inversible que verifica
aij <0sii£jy A t>0.
«)) Probar queu; > 0. Deducir que las matrices de lo€tndos de Jacobi y relajéeci por puntos asociadost
estn bien definidas.
() Demostrar que el Btodo de Jacobi par4 es convergente.
~) Utilizar el apartadd) para demostrar que:

D ! .
i) (—E) >0siw > 0.
w
i1) El método de relajadin por puntos para es convergente §i < w < 1.

11 Sead € M,, escrita en la formad = M — N siendoM € M, una matriz inversible y seB = M~'N. Dado
a € R\{—1} se definen las matrices
My=(1+a)M, Ny=M,—- Ay By,=M;'N,.
a) Demostrar que
B, = H%(B + al).
b) Probar la equivalencia

A+«
A B e —— B,).
esp()©1+a€sp( )

¢) Suponiendo que los autovalores Beverifican la reladin
AL <A << A, <

i . 14+ A
demostrar que el &todo asociado &, converge para > — +2 L

d) ¢Qweocurre siv, > ---> Ay > 1?

e) Comprobar que el Atodo asociado &, es, de hecho, un@odo de relajadin de pagmetrow = T aplicado
[0

al método asociado &, en el sentido introducido en clase.
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Problemas
Hoja 5. Interpolacion e integracion numéricas

. . . L. 1 3
1 Hallar el polinomioP que interpola la funéin f(z) = cos 7z en los puntos{o, 3 1, 2} .

2 Seanf,g : [a,b] — RY {zg,z1,...,2,} puntos distintos del intervalfu, b]. Si P y @ son, respectivamente, los
polinomios de interpoladn def y g en los puntogzg, z1, ..., z,}

a) ¢EsaP + 3Q (o, 5 € R) el polinomio de interpoladn dea f + Sg en los puntogzo, 1, ..., 2, }7
b) ¢EsPQ el polinomio de interpoladin defg en los puntogzg, z1,...,z,}?

3 Sean{zg, z1,...,z,} C R puntos distintos. Demostrar:

a) ) Li(x)=1,z€R. D)En(z) = f(z) = Pu(x) = ) [f(2) = f(zi)]Li(2).
=0

1=0
4 SeanP € P, y n+ 1 puntos distintogxo, z1,. .., z, }. Hallar el valor deP[z, x1, . . ., Z,].
5 Sear{xg,z1,...,x,} CONT; # ; Sii # jy f(z) = 2™ 1. Calcular el polinomio de interpolamn de Lagrange d¢ en
los puntos{xg, z1, . . ., z,} y determinar sué&rmino independiente.

6 Demostrar que sf € C([a,b]) y existef’(z;) para al@inz; € [a, b] entonces la funéin

g(m):{ fle,z;] stz #x;

fl(x;) sl x=uay

es continua en el intervala, b] (esto permite definir la diferencia divididdz, z;] en todo punto del intervalo). ¢ Tiene
flz, x;] alguna propiedad similar @)’ = ¢'¢ + py'?

7 Seaa > 0, {—z,,—zp—1,...,—21,0,21,...,2,} C [—a,a] y P, €l polinomio de interpolacion deagrangede
f : [—a,a] — R en estos puntos. Demostrar los siguientes resultados:

a) Si f es una fundn par (resp. impar) entoncés,, es par (resp. impar).
b) Si f es par exist€),, € P, tal quePs, (z) = Q,(z?). ¢ QuENn esR,,? ¢ Q& utilidad tiene esto?
8 Determinar los valores dey . para que

S(z) = Az (x? + 1), 0<z<1
= A3 4 px? -5 r+1, 1<2<2

sea una fundin spline @bica.
9 SeaA = {a =29 < 71 < --- <z, = b} una partiodbn del intervalda, b]. Demostrar:
a) Sin < 4 toda funcon spline ébica que verifique
SM(a) =8P (b)) =0, k=0,1,2
es icenticamente nula.
b) Sin = 4 la anterior funaddn spline dibica esh urivocamente determinada por el valor que tome£n
10 Demostrar, a partir del teorema de Rolle, la unicidad de la umspline dibica de interpoladin en los casos | y II.

11 SeaA = {zg = a < 1 < -+ < z,, = b} una partiocbn del intervaldfa, b] y Sa(y;-) la funcidn spline ébica que
interpola los valoreg = (yo,%1,---,¥.) " con condiciones de tipo I. ¢ @uleben verificar los valore$o, y1, . . ., Yn }
para queSa (y; -) coincida en todo el interval@, b] con un polinomiaP € Ps?

12 Si f es suficientemente regular demostrar, usando desarrollos de Taylor, que:

_ —3f(x—h) —10f(x) + 18f(x + h) — 6f(x + 2h) + f(z + 3h)

4
o +O(hY).

f'(z)




13 Método de diferencias finitas para problemas de contorno. Dada una fundin f : [0,1] — R se considera la fun-
cibnu : [0, 1] — R solucbn de laecuacon diferencial

—u(x) +u(z) = f(x), € (0,1) 1)

verificando adef@s lascondiciones de contorne(0) = «(1) = 0. Fijadon € N, se considerah = 1 y los puntos

x; =th, i=0,1,...,n+ 1. Para cada punte = z; coni € {1,2,...,n} utilizar el valor aproximado

17 N u(xi,l) — 2U(.’L'Z) + u(xl 1)
u'(z;) ~ 2 +

y reemplazarlo en la ecudci (1) para obtener un sistema lineal deecuaciones con incognitas (que aproximarla
ecuacbn diferencial anterior). ¢, De guipo es la matriz del sistema? Demostrar que es inversible.

14 Aplicar la regla de Simpson compuesta a la integral
T dt
_
para obtener una aproximaai del logaritmo neperiano de 2 determinandol(gherom de subintervalos necesario para
que el error cometido en esa aproxingacsea inferior 40~3.
15 Hallar la expre$in de la regla de Simpson abierta compuesta.

16 Se considera labfmula de integradin

/ f(@)dz ~ A(f(zo) + f(z1)).

Hallar el valor deA, xo y 21 para que laérmula sea exacta para polinomios del mayor grado posiblél g8aste?

3
17 Encontrar un®rmula que aproxim7/ f(z)dz utilizando los valores d¢ en los punto$), 2y 4 y que sea exacta para

1
polinomios del mayor grado posible. ;AL eséste?

18 Determinar ladrmula abierta de Newton-8@es de un punto (denominaftemula del punto medjoHallar la expregin
de laregla del punto medio compuesta

. . o b—
19 SeaA = {x¢,z1,...,2,} Una partiodbn del intervalo[a,b] conz; = a + ith, i = 0,1,...,ny h = 2% para
n

aprommar/ f(z)dx se puede considerar la interpolatimediante funciones splinélgicas. Encontrar un@fmula de

integracdn aproximada en fungn def (z;) y los momentod//; de una fundn spline ébicaSa (v, -), siendoy; = f(x;).
. 1 .,
20 Dadon € N se considera = L= th parai = 0,1,...,nYy lafuncion
fn(x) = 2" cos(2mnz).

Hallar el valor de la aproximagn de/ fn(z)dz que se obtiene utilizando l&fmula de Newton—Gtes cerrada de+ 1
puntos. 0

21 Hallar el valor de la aproximagn que se obtiene al calcular

4
/ |z — 23(1 — sen7z)dx
—4

mediante la regla de Simpson compuesta para 4 subintervalos.

22 a) Hallar la expregin de la brmula abierta de Newton-&@s de dos puntos.

b) Determinar la expresn de la regla anterior compuesta.

5
¢) ¢ Qe valor se obtendl si se utilizara la regla de con 100 subintervalos para aproximﬁr |x|dx? ¢, Qe ocurriia
-5

si se tomaran 99 subintervalos?

b
23 Hallar la aproximadn que se obtiene d¢ f(z)dxz cuando se considera la integral de la interpdladineal a trozos

a

de f en una partién equiespaciada.
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1 Utilizar el método de la bisecon para aproximar unaimde la ecuadin

Vzsenz —z3+2=0
. 1
en el intervald1, 2] con un error menor ques .-

2 Comprobar que se puede aplicar el teorema del Punto Fijo a las siguientes funciones en los intervalos dados:

2 - )
@)= en[0. 7] ) () = %“ en|o, 1].

3 Determinar un intervalo y una furtm para poder aplicar el@odo del Punto Fijo a las siguientes ecuaciones:
a)zd —x—1=0. b)x —In(l1+2)—0,2=0. ¢)4—x—tanz =0. d)z=—Inzx.
Determinar, en cada caso, élmero de iteraciones necesario para que el error cometido sea infefior.a
4 Se considera la ecu@tiz? — 1 — senx = 0.
a) Probar que dicha ecudci tiene, al menos, unaizgpositiva.

b) Encontrar un intervalo en el que la iteraai

Tp =+/1+senz,_1,n €N

converja, para cualquier valor iniciah de dicho intervalo, a unaiapositiva de la ecuagh anterior. ¢ Cantos
. ™ s P . . o~
pasos deben darse, a partinge—= 5 para obtener una aproximéaanide la ré&z con un error inferior a la mélsima?

5 Se considera la fungn
2

g(z) =sen®z, x € [0, 7.
Aplicar el teorema del Punto Fijo a la fuidci
sen 2
fa) =2+ 5=

en el intervald1,6, 2] para determinar el valor del pun{gara el que se verifica que
¢
/ g(t)dt =1
0

- -1
6 Seal': R — {0} — R definida comadF'(z) = i —e "

T

de forma que el error cometido sea inferiora .

a) Dibujar la gifica deF' y determinar el imero de reces reales de la ecuaai F(x) = 0, localizando cada fa
entre dos enteros consecutivos.

b) Para cada una de las funciones siguientes:

fiz) =142e®, folz)=In <xf1> fa(z) = (x — 1)e®

consideramos el siguientegtodo iterativo: dade, € R arbitrario sea
xﬂ:fi(xn—l)a ’H’EN (1217273)
Estudiar cales de estas sucesiones convergen hacia alguna deksda la ecuagh F'(z) = 0.

c¢) Elegir intervalos y puntos iniciales adecuados para queetbdo de Newton converja a cada una de l&ces



7 Dados un amero naturak y un nimero positivoe, una forma de calcular lasices realesi—€simas dex sin usar
radicales es aplicar efétodo de Newtoa la ecuadn

" —a=0.
Encontrar un intervalo y un valor inicial para los que @todo sea convergente.
8 Demostrar que la ecudi
“lnrx+22-2=0
tiene undinica raz positiva. Determinar un intervalo y un valor inicial para los que &ado de Newton converja a dicha
raiz.
9 Se considera la fungn
F(z)=e¢" —senx — 2.
a) Demostrar que
F(z) <0, z>0.
b) Probar que la ecuam F'(z) = 0 tiene undinica rdz negativa.

c¢) Determinar un intervalo donde se pueda aplicar &ado de Newton para aproximar dich&zras como los dos
primeros érminos de la sucesi {z,, }2° , que determina dicho &todo.

10 Demostrar que la ecudmi
7T
cosr —3r = —
2

tiene unaiinica raz real. Encontrar un intervalo, un valor inicial y un valor Bg@ara los que el gtodo de Whittaker
converja a dicha iia. Determinar el aimero de iteraciones necesario para que el error cometido sea inféfiof.a



METODOS NUMERICOS
Curso 2006—2007
Problemas
Hoja 7. Calculo de raices de polinomios

1 Calcular las rices de la ecuadn 22 — z2 + 3z = 3.
2 Encontrar las ri@es reales, determinando su multiplicidad, de las ecuaciones
a)r’3 —alt 422 -1=0. by ald — 12 — g1t 4210 — 93 422 42— 1=0.
3 Si{P, P,...,P,} eslasecuencia de Sturm del polinonit¢r) probar que
P, (z) = MCD{P(z), P'(x)}.
4 Separar en intervalos de longitud uno, mediante&tbaio de Sturm, las tees reales de las ecuaciones:
a) 803 + 2822 — 148z — 15 = 0. b) 502° + 5 — 228z + 180 = 0.
5 Dados dos imerosa > 0y b € R, se considera el polinomiB(z) = 23 — ba? + ax — ab.

a) Encontrar una relaén entrea y b que garantice que la sucéside Sturm de° tenga 6lo tres érminos, es decir,
que sea de la form@Py(z), P (z), Pa(x)}.

b) Decidir, en el caso en quey b verifiquen la reladn anterior, el amero de rices reales y distintas d@ ¢ Son
simples?

6 Consideremos el polinomiB(x) = 923 + 922 + 9A\z + A con € R.
a) Estudiar, en fun@n del padmetro), el numero de rices (reales y complejas) de la ecéacP (z) = 0.
b) ¢Para q@é valores de\ las races deP son nultiples? Hallar todas las iees deP para esos valores de

¢) Fijado\ = /3 encontrar un intervalo donde pueda aplicarseébdo de Newtopara calcular una fa negativa
de P. Determinar los dos primerogérminos de la sucesn definida por dicho &todo.

7 Calcular las rices reales de la ecuaai algebraic@z* — 23 + 222 — 72 +3 = 0.
8 Calcular las reces de los siguientes polinomios:

a) Py(z) = 525 — 172* — 7923 4 26922 — 34z — 24. b) Py(x) = 22° — mat — 823 + 4wa? + 8x — 4.
9 Dada la ecuadin algebraicar® + 2* + 523 + 222 — 132 — 10 = 0,

a) Determinar el amero de re&ces positivas.

¢) Hallar el imero de rices reales y complejas de la ecd@acanterior.

)
b) Encontrar una fiz racional negativa.
)
d)

Determinar un intervalo donde se pueda aplicar&ado de Newton para aproximar laz@ositiva nas pequia,
as como los dos primero&tminos de la sucesi {x,, }°>2 , que determina dicho &todo.

10 Calcular las reces reales de las ecuaciones:

a)z® —xt+ 23 -2 +1=0. b) 225 — 10022 + 22 — 1 = 0.



