Modelizacién matematica de la
difusién de una epidemia de peste
porcina entre granjas

Autor
Diego de Pereda Sebastian

Tutores
Angel Manuel Ramos
Benjamin Ivorra

Proyecto Fin de Master en Investigacion Matematica
Facultad de Ciencias Matemaéticas
Universidad Complutense de Madrid

Curso académico 2009-2010







El abajo firmante, matriculado en el Master en Investigacién Matematica
de la Facultad de Ciencias Matematicas, autoriza a la Universidad Com-
plutense de Madrid (UCM) a difundir y utilizar con fines académicos, no
comerciales y mencionando expresamente a su autor el presente Trabajo Fin
de Master: “Modelizacién matematica de la difusion de una epidemia de pes-
te porcina entre granjas”, realizado durante el curso académico 2009-2010
bajo la direccion de Angel Manuel Ramos y Benjamin Ivorra en el Grupo
de Investigacion MOMAT del Departamento de Matematica Aplicada, y a
la Biblioteca de la UCM a depositarlo en el Archivo Institucional E-Prints
Complutense con el objeto de incrementar la difusion, uso e impacto del
trabajo en Internet y garantizar su preservacién y acceso a largo plazo.

Diego de Pereda Sebastian






Abstract

Epidemiology studies the distribution and risk factors of a disease in
humans or animals. Historically, the interest in epidemics has been a priority,
because millions of people have died because of them. Nowadays, such interest
hasn’t decrease, as we can see with influenza virus and because there are still
some diseases that are persistants, such as HIV or malaria. Classical swine
fever is a highly contagious viral disease that affect domestic and wild pigs.
It continues causing severe economical looses in regions with a high density
of pig farms, such as Segovia (the region we have studied).

We have studied some mathematical models to explain the evolution
of an epidemic within a population. These models are called SIR models
and are adapted to behave as a virus epidemic. We applied a similar
deterministic SEICR model with real data to simulate how an epidemic
expands all over Segovia’s farms, considering various ways in which the
disease spreads between farms (transportation of pigs, visits of infected
vehicles or veterinarians and air spread). Finally, we have checked that control
measures help to contain the epidemic.

Key words: Epidemiology, veterinarian, classical, swine, fever, pig,
Segovia, model, SIR, SEICR

Resumen

La epidemiologia estudia la distribuciéon y los factores de riesgo de
enfermedades en humanos o animales. Historicamente, el interés en epidemias
ha sido una prioridad, ya que millones de personas morian por su culpa. Hoy
en dia, este interés no ha disminuido, como podemos ver con la gripe porcina
y debido a que todavia hay enfermedades que son persistentes, como el VIH
o la malaria. La peste porcina clasica es una enfermedad viral altamente
contagiosa que afecta a cerdos domesticos y salvajes. Contintda causando
severas pérdidas economicas in regiones con una alta densidad de granjas,
como Segovia (la regién que hemos estudiado).

Hemos estudiado varios modelos matemaéticos que explican la evolucién
de una epidemia dentro de una poblacién. A estos modelos se les denomina
modelos SIR y estan adaptados para comportarse como una epidemia virica.
Hemos aplicado un modelo deterministico SEICR similar con datos reales



para simular como una epidemia se expande por las granjas de Segovia,
considerando varias formas por las que la enfermedad se puede expandir entre
las granjas (el transporte de cerdos, las visitas a las granjas de vehiculos o
veterinarios infectados y la infeccién local). Finalmente, hemos comprobado
que las medidas de control ayudan a frenar la epidemia.

Palabras clave: Epidemiologia, veterinaria, clasica, porcina, fiebre,
cerdo, Segovia, modelo, SIR, SEICR
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad, las Matematicas estan siendo utilizadas en un amplio
repertorio de campos del conocimiento. De esta manera, el uso de las
Matematicas aplicadas estd consiguiendo combinar distintas disciplinas
cientificas. Uno de dichos campos en los que las Matematicas juegan un papel
fundamental es la Epidemiologia, la disciplina que se encarga del estudio de
las enfermedades que afectan a humanos o animales.

1.1. Importancia de la Epidemiologia

Histéricamente las epidemias han sido uno de los grandes temores del
ser humano, debido a que asolaban poblaciones enteras. Un ejemplo de
este temor lo representan las numerosas citas sobre las enfermedades que
se realizaban en textos antiguos, a destacar las multiples citas biblicas sobre
epidemias y plagas (Isaiah 37: 36-38). El nimero de victimas cobrado por
estas enfermedades era tan elevado que provocaba que hubiera grandes
cambios demograficos, como sucedié con la peste o el colera (véase [1]).

En la actualidad las epidemias siguen en un primer plano, ya sea con
enfermedades persistentes en la poblacién como el SIDA o con enfermedades
de reciente aparicion como la gripe A. Ademas, existen poblaciones enteras
en el tercer mundo que siguen sufriendo enfermedades que en occidente
han desaparecido o estan controladas, como la malaria, el tifus o el colera.
Por todo esto sigue siendo prioritario el estudio y control de todas estas
enfermedades y epidemias.
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1.2. Historia de la Epidemiologia

La Epidemiologia estudia la evolucién de una epidemia a lo largo del
tiempo, con el objetivo de predecir su comportamiento. De esta manera,
analiza la enfermedad para desarrollar planes de prevencion y de lucha, tales
como la vacunacion o la cuarentena. Ademds, existen preguntas importantes
que la Epidemiologia intenta responder, como cudl serd el nimero total de
infectados o cudl sera el nimero maximo de infectados en un determinado
momento. Asimismo, permite responder a cuestiones que antiguamente no
se sabia responder, tales como por qué las epidemias aparecen y desaparecen
sin haber llegado a afectar a toda la poblacion.

Las Matematicas han sido de gran importancia para el desarrollo de
la Epidemiologia. Uno de los primeros en formular un modelo matematico
aplicado a una epidemia fue Daniel Bernouilli en 1760. Se trataba de un
modelo para la viruela en el que demostraba céomo la vacunacion, a base de
la inoculacién de pus en el organismo, era eficaz para gente sana (véase [2]).

Sin embargo, no fue hasta el siglo XX cuando empez6 a desarrollarse
realmente la modelizacion deterministica en Epidemiologia. William Heaton
formul6 un modelo discreto analizando la epidemia de sarampién en
Inglaterra. Su estudio fue bastante relevante debido a que fue el primero
en considerar que la incidencia de una enfermedad esta relacionada con las
densidades de la poblacién sana y la poblacién infectada.

Desde entonces se han realizado multiples modelos que han supuesto
grandes avances, entre los que cabe destacar la formulacion de la transmision
de la malaria realizada por Ronald Ross, demostrando que reduciendo la
poblacién de mosquitos desapareceria la enfermedad (véase [3]). Por este
trabajo el Dr. Ross fue galardonado en 1902 con un premio Nobel de
Fisiologia y Medicina.

1.3. Diferencias entre enfermedades

A pesar de los grandes avances que ha provocado el uso de modelos
matematicos para explicar la evolucion de enfermedades, no debemos
olvidarnos en ningiin momento que estamos tratando procesos biolégicos.
Por ejemplo, ante una enfermedad que se transmita mediante un agente o
vector (insectos o ratas) podemos formular un modelo como si la enfermedad
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se transmitiese entre humanos, que se adapte de manera eficiente a los datos
reales de la epidemia. Analizando nuestro modelo mateméatico podriamos
creer que mediante la cuarentena de los individuos infectados pondriamos
freno a la enfermedad, como asi se realizé en la ciudad de Eyam en 1665
frente a la peste bubdnica. Sin embargo, las ratas siguieron expandiendo la
enfermedad por toda Inglaterra (véase [4]).

como vemos en la Tabla 1.1, existen numerosos factores dentro de una
enfermedad que provocan que no podamos estudiarlas todas ellas del mismo
modo. Veamos los mas importantes:

Los tipos de estado por los que puede pasar un individuo no son los
mismos para cada enfermedad. Los posibles estados que se suelen
utilizar en los modelos son los siguientes:

S: Individuos sanos y susceptibles de ser infectados.

E: Individuos infectados en fase latente (es decir, individuos
infectados que no pueden contagiar a los demas).

I: Individuos infectados e infecciosos que pueden contagiar a otros.

R: Individuos resistentes a la enfermedad (normalmente tras
recuperarse de la enfermedad o tras ser vacunados)

M: Individuos con inmunidad temporal a la enfermedad (por
ejemplo, heredado de la madre).

Por simplificacién, se suele considerar (y asi lo haremos en el resto
de este trabajo) que el tamano de la poblacién estd normalizado, es
decir, la poblacién tiene tamano 1. Por tanto, cada estado representa
la proporcién de individuos en dicho estado respecto al ntimero total
de individuos en la poblacién. Tenemos:

S+E+I+R+M=1.

El modo de transmision también varia segin la enfermedad. Algunas se
transmiten de persona a persona (o animales de la misma especie), como
es el caso del SIDA. Otras se transmiten a través del medio ambiente,
como el colera. Un tercer grupo se transmite mediante el uso de vectores
o agentes (normalmente insectos) que son infectados por humanos e
infectan a otros humanos, como la malaria con los mosquitos.
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Los agentes infecciosos por los que se tranmite la enfermedad difieren

en cada enfermedad. Esto toma especial importancia debido a que los

agentes infecciosos condicionan los diversos estados por los que pasan
los afectados por una enfermedad.

Tabla 1.1: Tipos de enfermedades

Agente/Via || Persona— Persona— Reservas— Reservas—

Persona Medio  am- | Vectores— Personas
biente Personas

Virus Herpes, HIV, Dengue, Fie- | Rabia, Hante-
Influenza bre amarilla virus

Bacteria Tuberculosis, | Célera, Tifoi- | Lyme Antrax
Meningitis de

Proteasoma || Sifilis Malaria

Priones Kurv Creustzfeld

Gusanos Pracunculiasis | Filariasis Trichinosis

1.4.

Modelos matematicos epidemiolégicos

Como hemos visto anteriormente, las Matematicas juegan un papel
fundamental en los estudios epidemiolégicos. Dentro de los modelos

matematicos comunmente utilizados existen varias diferencias:

Los modelos centrados en estados suelen ser modelos deterministicos
en los que se considera a los individuos pertenecientes a un estado

del modelo como un conjunto, en lugar de ser considerados de manera

individual. Se puede utilizar en poblaciones grandes y facilita el estudio
analitico de la epidemia.

Los modelos centrados en individuos suelen ser modelos estocasticos

en los que se estudia el comportamiento de cada individuo. Pueden ser

utilizados en poblaciones de cualquier tamano y suelen ser estudiados
mediante simulaciones numéricas.

Los modelos hibridos son aquéllos que combinan una parte derterministi-

ca con otra parte estocastica.
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1.5. Estudio epidemiolégico

Uno de los factores mas importantes a estudio es si la epidemia serd o no
endémica. Es decir, si la enfermedad perdurara en la poblaciéon durante un
largo periodo de tiempo o si desaparecerd paulatinamente. Para estudiar si
una enfermedad es endémica definiremos varios indicadores:

Ry es el 'nimero bésico de reproduccion’ definido como el nimero medio de
infecciones secundarias que ocurre cuando un individuo infeccioso (el
paciente cero) es introducido en una poblacién naive (completamente
susceptible). Es decir, cudntos individuos va a infectar directamente el
paciente cero. Como veremos mas adelante, en general si Ry < 1 la
epidemia desaparecerd y si Ry > 1 puede que estemos en un caso de
endemia.

R(t) es el numero de reemplazamiento definido como el nimero medio de
infecciones secundarias producidas por un infeccioso, introducido o
producido al tiempo ¢, durante su periodo de infecciosidad. En este
caso, R(t) depende del tiempo, por lo que tratamos de averiguar si
R(t) < 1 para todo t > 0 (la epidemia desaparece), o si R(t) > 1 para
todo ¢ > 0 (podremos estar en el caso endémico).

o(t) es el nimero de contactos adecuados que realiza un individuo infeccioso,
aunque sean contactos con individuos a los que no puede infectar,
introducido o producido al tiempo ¢ durante su periodo de infecciosidad.
Por lo tanto, se cumple R(t) = o(t)S(t).

Al inicio de la epidemia en una poblacién naive tenemos Ry = o(0) =
R(0) y como, para una poblacién constante, sabemos que S(t) < S(0) = 1,
obtenemos Ry > R(t). Por lo tanto, nos basta con fijarnos en el valor de Ry
para estudiar si una epidemia es o no endémica. Definimos el valor de R, de
la siguiente manera (véase [5]):

Ry = /OOO b(a)F(a) da, (1.1)

donde F'(a) es la probabilidad de que un nuevo infectado continte infectado
hasta el tiempo a, y b(a) es el nimero medio de nuevos infectados producidos
por un individuo infectado por unidad de tiempo si éste permanece infectado
por un tiempo a.






Capitulo 2

Modelos SIR deterministicos a
base de sistemas dinamicos

2.1. Modelo SIR deterministico general

Los primeros modelos que estudiaremos seran modelos deterministicos a
base de sistemas dinamicos. Estos modelos estdan centrados en los estados
por los que pueden pasar los individuos, tratando a los individuos de
manera conjunta en lugar de hacerlo de forma individual. Consideraremos
poblaciones suficientemente grandes, por lo que este tipo de modelos
facilitara el estudio analitico de la epidemia.

Dentro de los modelos deterministicos basados en estados hay una gran
variedad de posibles modelos a utilizar. El acréonimo de un modelo suele
indicar los diversos estados por los que pasan los individuos. Por ejemplo, un
modelo SIR representa que los individuos pueden pasar de ser susceptibles,
a infecciosos y de ahi a resistentes. Si el modelo fuese ciclico, se acaba el
acrénimo con la misma letra que se inicia. Por ejemplo, un modelo SIS indica
que los individuos pueden pasar de ser susceptibles a ser infecciosos y de ahi a
ser susceptibles de nuevo.

El modelo a utilizar dependera de los agentes infecciosos por los que se
transmita la enfermedad a modelizar, ya que varian de una enfermedad a otra.
Por ejemplo, las enfermedades cuyos agentes infecciosos son virus, provocan
que aquellos individuos que se recuperan de la enfermedad pasen a un estado
de resistencia en el que no pueden volver a ser infectados. Por lo tanto, serian
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estudiados mediante modelos SIR, SEIR, MSIR o MSEIR, segin el caso y
la complejidad del modelo. Por otro lado, en las enfermedades transmitidas
mediante bacterias los individuos que se recuperan de la enfermedad vuelven
a ser susceptibles, sin pasar por un estado de resistencia. En este caso, los

modelos utilizados serian del tipo SIS, SEIS, MSIS o MSEIS.

En nuestro caso, nos centraremos en estudiar modelos deterministicos
SITR, que, como hemos visto anteriormente, suelen ser adecuados para
enfermedades cuyos agentes infecciosos son virus.

Al estudiar modelos centrados en estados, cobra especial importancia la
variacion de cada estado, representado por la derivada de los mismos. El flujo
de nuevos infectados viene relacionado por las densidades de la poblacién
sana e infectada, ya que representa el nimero de contactos entre ambas
poblaciones. Por lo tanto, 35S es el flujo de contagios entre individuos sanos e
infecciosos por unidad de tiempo, siendo § > 0 la tasa de contactos adecuados
(es decir, un contacto suficiente para la transmisién) por unidad de tiempo.

Por otro lado, los individuos infecciosos permaneceran con la enfermedad
durante un periodo determinado, para a continuaciéon pasar a un estado
de resistencia a la enfermedad. El flujo del paso del estado infeccioso al
resistente es af, siendo o > 0 la tasa de individuos infecciosos que pasan
al estado resistente, por unidad de tiempo. Veamos ahora el tiempo medio
que permanecen los individuos en la clase infecciosa I antes de pasar a la
clase resistente R. Llamamos [(t) al nimero de infecciosos a tiempo ¢ que
eran infecciosos a tiempo cero. Por lo tanto, obtenemos:

dr(t) _
Tl —al(t).

La soluciéon de esta ecuacion diferencial es:

I(t) = I(0)e™ (2.1)

que corresponde al nimero de individuos que quedan en el estado I despues
de t unidades de tiempo, empezando con una poblacién inicial I(0). Por lo
tanto, la proporcién de infecciosos que permanece a tiempo t es e, Es decir,
los individuos infecciosos permanecen una media de i unidades de tiempo
en el estado I antes de recuperarse de la enfermedad (véase un ejemplo en

la Figura 2.1).
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Figura 2.1: Representacién grafica de e con o = 0,2. La linea discontinua

representa la media del periodo de infecciosidad (é =5)

2.2. Modelo SIR sin nacimientos ni muerte

El primer modelo a analizar serd un modelo SIR sin muertes ni
nacimientos, por lo que la poblacién total sera constante. Podemos asumir
la simplificacién de que no se producen ni muertes (naturales ni debido
a la enfermedad) ni nacimientos cuando analizamos enfermedades que
transcurren en un periodo corto de tiempo y con baja mortalidad.

2.2.1. Formulacion del modelo
Los diversos estados del modelo serén:

BSI al

S 1 R (2.2)
Para formular el modelo epidemiolégico utilizaremos las derivadas para

expresar cambios de las diversos estados del modelo:

S'= —p3SI
I'=BSI —al (2.3)
R =al

Suponemos ademas que se verifican las condiciones iniciales:
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S(0)=5,>0, I(0)=1>0, R(0)=Ry=>0,
S(t)+ I(t)+ R(t) =Sy + Ip+ Ry = 1.

2.2.2. Estudio analitico

Volvemos a fijarnos en la formulacién del modelo (2.3), pero con especial
interés en el signo de las derivadas de los distintos estados:

S = —BSI
I'=(8S — )l
R =al

La derivada del estado susceptible es siempre no positiva, por lo que el
nimero de individuos susceptibles disminuird mientras existan individuos
infecciosos. Sin embargo, la derivada del estado resistente es siempre no
negativa, provocando que el nimero de recuperados aumente mientras existan
individuos infecciosos. Por otro lado, el niimero de individuos en el estado

infeccioso crecera si % < S y disminuira si % > 5.

Por lo tanto, si § < % el nimero de individuos infecciosos descendera en
todo momento. En el caso contrario, si se cumple inicialmente que S > £,
entonces el nimero de individuos infecciosos crecera inicialmente.

Para calcular el valor de Ry utilizamos la férmula (1.1) otorgando valores
a las funciones b(a) y F(a). La funcién b(a) representa el nimero medio
de nuevos infecciosos producidos por un individuo infeccioso por unidad de
tiempo si éste permanece infeccioso por un tiempo a. Debido a que los nuevos
infecciosos provienen del flujo 5S1, en este caso tenemos b(a) = 35S = 3, ya
que S = 1 al estar en una poblacién totalmente susceptible. La funcién F'(a)
es la probabilidad de que un nuevo infeccioso contintie infeccioso hasta el
tiempo a. Debido a que el unico flujo de salida del estado infeccioso es al,
y a lo visto en la ecuacién (2.1) en este caso tenemos F(a) = e~ **. De esta
forma obtenemos:

Ry="2. (2.4)

Teorema 1: En un modelo SIR sin nacimientos ni muertes la enfermedad
acaba desapareciendo, por lo que dicho modelo corresponde a una epidemia
no endémica en la que se cumple lim, . I(t) = 0:
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fm S(t) = Ss v Mm R(t) = Roo = 1 — S, (2.5)

t—o0 t—o00

con el correspondiente estado de equilibrio:

(S, 0, 1-Su). (2.6)

Demostracién: Sumando las tres ecuaciones del sistema (2.2) se obtiene
S"+I' + R = 0, lo que nos asegura que el modelo matematico verifica la
condicién de que el tamano de la poblacién no varia. Busquemos los puntos de
equilibrio del sistema, en los que S’ = I’ = R’ = 0. Si dos de las derivadas se
anulan, la tercera también se anulara. Analizaremos inicamente las derivadas
de los estados susceptibles y recuperado.

La tnica manera de que se anulen ambas derivadas a la vez es que I = 0,
es decir, que el numero de individuos infecciosos sea cero. Por tanto, este
equilibrio corresponde con el punto de equilibrio (2.6).

Comprobamos su estabilidad y obtenemos los autovalores a través del
jacobiano:

Bl -BS 0
A= p1 ps-a 0| =
0 o} 0
N |A—>\I|:(—>\)‘_M_)‘ —pS '

BT BS—a—)\

Sustituimos en los puntos de equilibrio (2.6):

A =PS% | _ A=0
N g 6&m—a—A+_vw&”_a_M - {A_ﬁ&n—a

Analizando los signos de los autovalores podemos decir que si S, —a < 0
las trayectorias tenderan a los puntos criticos. Por otro lado, si S, —a > 0
las trayectorias se alejaran de los puntos criticos, aumentando el nimero de
infecciosos (y reduciendo el de susceptibles) hasta que se cumpla S, —a < 0.

Por lo tanto, independientemente del valor de Ry tendremos un tnico

punto fijo estable. En el caso Ry > 1 éste debera cumplir S, < % = RLO. [ |
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Niumero maximo de infecciosos

En una poblacién naive, si Ry = g < 1 se tiene que S < 1 <
¢ — L como hemos visto en el inicio de la seccién 2.2.2, y, por tanto,

R )
gl m’lmgro de individuos infecciosos disminuira desde un primer momento,
por lo que el nimero maximo de infecciosos en un determinado momento
correspondera con el valor inicial. Sin embargo, si Ry = g > 1 el nimero
infecciosos puede aumentar inicialmente para después decrecer, por lo que
su maximo puede alcanzarse mas adelante. Para hallar este valor maximo
analizamos la relacién entre el estado infeccioso y el susceptible, diviendo

una ecuacion entre otra:

r_dr_BS-—op o
S Tdas~  —pst ' Bs

Mediante separacion de variables e integrando, obtenemos:

Q (8%
dl = (-14+—-—=)dS = I=-S+—

donde ¢ es una constante de integracién arbitraria que viene determinada
por los valores de S e I en un instante dado, ¢ = ¢(S, I'). Tenemos:

log(S) + ¢,

(S, I)=1+S5— %log(S). (2.7)
El méximo ntimero de infecciosos en un determinado momento cuando
Ry = g > 1 se alcanza cuando la derivada de I es cero, es decir, cuando

S = §. Igualando c(Sp, Iy) = ¢(5, Imax) obtenemos:

Iméx = SO + I(] — %log(So) — % + %log (%) . (28)

Identificacion de R, con datos reales

Cuando tenemos los datos iniciales y finales de una epidemia, lo que
queremos es hallar los valores de los pardmetros que definen el modelo.
De manera similar al anterior apartado, vamos a observar la relacion entre
los valores iniciales y finales mediante (2.7) de una poblacién naive en
la que se ha introducido una pequena cantidad de infecciosos. Es decir,
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consideramos Sy ~ 1 e Iy = 1 — Sy. Usando el hecho de que lim; ., I(t) =0
y limy_o S(t) = Sx (Teorema 1), la relacién ¢(Sy, Iy) = ¢(Sx,0) nos da:

«

1 — Z1og(So) = S — 3

5 log(Seo)-

De esta ecuacién podemos obtener el valor de g en funcion de los valores
So ¥V S, Obteniendo:

Ro=2 - —ljgff:%) . 29)

2.2.3. Estudio numeérico

Para complementar el andlisis matematico de la epidemia, hemos
realizado un estudio numérico de la misma. Para ello, hemos desarrollado
programas en el entorno Matlab que se incluyen en el Apéndice que simulan
la evolucion de la epidemia segin los parametros y valores iniciales dados.
Hemos analizado dos enfermedades con el indice R, por encima y por debajo

de la unidad:

La enfermedad A posee una tasa de infeccion y de recuperacion de § =
0,05 y a = 0,2 por dia, respectivamente. Por lo tanto, la infeccion de

un individuo dura una media de 5 dfas (¢ = £ = 0,2) y Ry = %2 =
0,25 < 1.
La enfermedad B también tiene una tasa de recuperacion a = % = 0,2,

pero su tasa de infeccion es mayor que en la enfermedad A, siendo ésta
6 =0,5. Por lo tanto, en este caso tenemos Ry = % =25>1

Discretizamos el tiempo ¢ en dias y utilizamos una aproximacion por Euler
explicito con h = 1:

ds(t) ., S(H)=S(t=h)
dr 7 h
dI(t)  I()—L(t=h) (2.10)

dt h
dR(t) _ R(t)—R(t—h)

a = h
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Evolucién de la epidemia

Hemos estudiado ambas epidemias durante 100 dias, tiempo suficiente
para que éstas tienden a un equilibrio numérico. En ambos casos, hemos
partido de una poblacién susceptible (sin poblacion inicial resistente) en la
que el 10 % de la poblacién estd infecciosa, con lo que S(0) = 0,9, 1(0) = 0,1
y R(0) = 0.

Como hemos visto en el Teorema 1, en ambas epidemias el niimero de
susceptibles disminuira y el numero de resistentes aumentara. Ademas, como
ninguna de las epidemias es endémica, la poblacién infecciosa tendera a
desaparecer (lim;_, I(t) = 0). Sin embargo, también habra diferencias entre
ambas epidemias, como el nimero maximo de infectados.

En la enfermedad A el ntimero de individuos infecciosos disminuye desde
un primer momento tendiendo a su desaparicién (véase la Figura 2.2).

1
ot oo
--------- S
0.6} — I{®
-—- R
0.4}
o2t
o<

Figura 2.2: Evolucién de la enfermedad A en la poblacion

En la enfermedad B la poblacion infecciosa crece hasta un cierto nivel
para a continuacién disminuir hasta su desaparicién (véase la Figura
2.3). El ndmero maximo de infecciosos en un determinado momento
viene determinado por la férmula (2.8) que en este caso toma el valor:

0,2 0,2 0,2

0,2
]méx - Y 7]‘ - ;]' Y - A E _]' "N ~ 72
0,9+0 05 0g(0,9) 05 + 05 og <O,5> 0,28
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60 80 100

Figura 2.3: Evolucién de la enfermedad B en la poblacién

Mientras que para la enfermedad A el nimero de individuos que ha sufrido
la enfermedad es una minoria (13 %, incluyendo el 10 % inicial de infecciosos),
la enfermedad B ha pasado por la mayoria de la poblacién (92 %) antes de
desaparecer. En la enfermedad A, al tener Ry < 1, su tnico punto critico
es estables. En la enfermedad B sélo lo son aquellos en los que se produzca

a 1
S°°<E—R_o'

Diagrama de fases

Hemos estudiado el diagrama de fases de la proporcién de poblacion
susceptible contra poblacion infecciosa en una poblacion naive. Hemos
considerado distintos niveles de infeccién inicial: 10 %, 20 %, 30 %, ...

En la enfermedad A el nimero de infecciosos, representado en el eje
de ordenadas, disminuye rdpidamente (véase la Figura 2.4). Por el
contrario, el nimero de individuos sanos, representado en el eje de
abscisas, apenas varia.

En la enfermedad B cuando no hay demasiados infecciosos el niimero de
éstos crece hasta cierto punto, para después decrecer tendiendo a su
desaparicién (véase la Figura 2.5). Si el numero de infecciosos inicial
es alto, disminuye desde un primer momento. Por su parte, el niimero
de individuos susceptibles disminuye ostensiblemente, debido al gran
aumento de la poblacién resistente.
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Figura 2.4: Plano de fases para la enfermedad A
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Figura 2.5: Plano de fases para la enfermedad B

En ambos casos las trayectorias acaban en los puntos fijos (2.6). Como
era de esperar, el estudio numérico mediante simulaciones con ordenador
corresponde con el estudio analitico realizado anteriormente.
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2.3. Modelo SIR con nacimiento y muerte
natural

En esta seccion analizaremos un modelo STR deterministico de nuevo,
pero en este caso consideraremos un caso mas general debido a que tendremos
en cuenta las muertes y nacimientos debidas a causas naturales. Todavia
estamos realizando una simplificacién debido a que tomaremos la misma
tasa de nacimientos que de muertes, haciendo que el tamano de la poblacion
sea constante. Ademas, no consideraremos las muertes por enfermedad, por
lo que este modelo sera ttil para analizar enfermedades con baja mortalidad.

2.3.1. Formulacion del modelo

Los diversos estados del modelo seran:

Lp
g PSL g R (2.11)
L pS Ll L pR

En este modelo utilizaremos las ecuaciones:

S' = —=pST+ pu(l—29),
I'=p06SI—aol —ul, (2.12)
R =al — uR,

donde, al igual que en el modelo (2.3) anterior, § y « representan el
nimero medio de contactos adecuados y la proporcién de individuos que se
recuperan por unidad de tiempo, respectivamente. En esta ocasion anadimos
el parametro p > 0, que representa la tasa de natalidad/mortalidad por
causas naturales. Generalmente consideramos que el tiempo de vida promedio
se sitia en torno a los 75 afios, por lo que it = =—— en caso de que tomemos

75%365
los dias como unidad de tiempo, lo que equivale a suponer que cada ano

nace/muere una persona de cada 75. Como consideramos que la poblacién
tiene un tamano constante, la tasa de natalidad sera la misma que la de
mortalidad.

Suponemos ademas que se verifican las condiciones iniciales:
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S(0)=5,>0, I(0)=1I,>0, R(0)=LRy=>0,
S(t)+ I(t)+ R(t) =Sy + Ip+ Ry = 1.

2.3.2. Estudio analitico

Lo primero que haremos serd calcular el valor de R, utilizando la
férmula (1.1) y otorgando valores a las funciones b(a) y F(a). La funcién
b(a) representa el nimero medio de nuevos infecciosos producidos por un
individuo infeccioso por unidad de tiempo si éste permanece infeccioso por
un tiempo a. Debido a que los nuevos infecciosos provienen del flujo SS1, en
este caso tenemos b(a) = S = 3, ya que S = 1 al estar en una poblacién
totalmente susceptible. La funcién F'(a) es la probabilidad de que un nuevo
infeccioso continte infeccioso hasta el tiempo a. Debido a que los tinicos flujos
de salida del estado infeccioso son ol y pl, y a lo visto en la ecuacién (2.1)
en este caso tenemos F(a) = e~ 7@ = e~(@*+1ma De esta forma obtenemos:

g

Ry = . 2.13

p— (2.13)

En el modelo analizado en la seccién anterior (sin considerar muertes ni

nacimientos) obteniamos Ry = 8 Podemos ver que 25— < & por lo que con
a o+ o

este nuevo modelo, como veremos a continuacién, habra mas casos en los que
podamos asegurar que no se produce endemia.

Teorema 2: En un modelo STR con nacimiento y muerte natural la
enfermedad puede ser o no endémica dependiendo del valor del parametro
Ry. Si tenemos Ry < 1 la enfermedad no es endémica, por lo que tiende a
desaparecer (lim;_, I(t) = 0), tendiendo al estado de equilibrio:

(1,0,0). (2.14)

Sin embargo, si tenemos Ry > 1 la enfermedad puede ser no-endémica
(tendiendo al punto fijo anterior) o puede ser endémica, provocando que
la enfermedad perdure en la poblacién indefinidamente. A mayor valor del
indice Ry mas probabilidades hay de que la endemia se produzca. En caso de
endemia, el modelo tiende al punto de equilibro:

<&+u w(B—a— p) a(ﬂ—a—u>>_ (2.15)

g Blpt+a) T Blp+a)
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Demostracién: Prestamos atencién a la formulacién del modelo (2.12),
con especial interés en qué momento se anulan las derivadas:

S'=—pSI+ u(l—S)=—-0SI+ ul + pR,
I'=08ST —al —pl =1(8S —a— ),
R =al — uR.

Dado que S" 4+ I' + R' = 0, si dos de las derivadas se anulan, la tercera
también se anulara. Analizaremos Unicamente las derivadas de los estados
infeccioso y resistente.

Existe una solucién trivial cuando el nimero de individuos infecciosos y
recuperados es cero, por lo que toda la poblacion es susceptible. Obviamente,
ante la ausencia de la enfermedad todos los individuos seguirdn siendo
susceptibles. Este punto de equilibrio existe independientemente del valor
del pardmetro Ry y se corresponde con (2.14).

Sin embargo, también puede anularse la derivada del estado infeccioso si

S = QT?L Al tratarse de una proporcién, ésta debe ser menor que la unidad

(S = aT#‘ < 1). Vimos ademds en 2.13 que este valor se corresponde con Rio.

Por lo tanto, para que se pueda llegar a este estado se debe tener Ry > 1.

Para que la derivada del estado resistente también se anule se debe
ol

cumplir af — puR = 0 o, lo que es lo mismo, R = -

Calculamos ahora el valor de la poblacién infecciosa correspondiente a
este punto de equilibrio de la siguiente forma:

S+l+hr=1 o+ «
S:%ﬂ - 1= 0+Yr =
R:a_I ﬁ H
I
a+
Lo _wBoa-p
14+ Blp+a)

Una vez obtenido el valor de I, podemos obtener el valor de R:

I=tmt L p_aBoa—p)
R=5 Blu+a)

m

Antes de continuar, debemos comprobar que estos valores son positivos
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y estan por debajo de la unidad, ya que se trata de proporciones. Veamos
primero que son mayores que Cero:

p(f—a—p) aff—a—yp)
Bu+a) 7 Blu+a)

>0 & f-—a—p>0 < Ry>1

Veamos ahora que son menores que la unidad:

mw{uw—&—u)Mﬁ—a—M}<(u+®W—a—uL:
Blp+a) = Blp+a) Blu+a)

Por tanto, podemos asegurar que:

(a+u p(B —a—p) aW—a—uU
g7 Bluta) T Bluta)
es un punto fijo que inicamente existe si Ry > 1.

Comprobamos ahora la estabilidad de ambos puntos de equilibrio.
Obtenemos los autovalores a través del jacobiano:

—BI—p -8 0
A= 61 S —a—pu 0 =
0 « —
B —0BI —p— A —pBS
= |A—>\I|—(—,u—)\)' 8l BS —a— - A

Sustituimos primero en el punto de equilibrio (1,0,0) (véase 2.14):

—p— A —

| I B GRS VR R
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A=—p
= {)\:B—a—u

Analizando los signos de los autovalores podemos concluir que si tenemos
B—a—pu > 0 el punto critico corresponde con un punto de silla (un autovalor
de cada signo), pero si f —a — p < 0 éste corresponderd con un nodo estable
(ambos autovalores negativos). Por lo tanto, si Ry < 1 éste serd el tinico punto
critico y serd estable (nodo estable), mientras que si Ry > 1 este punto critico
serd inestable (punto de silla).

Analicemos ahora la estabilidad del punto critico (2.15) hayando sus
autovalores:

(_/'L - /\) a:tr(,l@—a—p,) — =
o+
1o
=(—p—= AN+ ——\+ —o— =
(—p = A)( oy (B D))
A= —
1 uB 1282 —4p(B—a—p) (at1)2
= A= T2 atp )
= 1 1B—/ 1232 —4p(B—a—pu) (ot1)2
-2 a+p ’

Debido a que tenemos Ry, > 1 la parte real de todos los autovalores
serd negativa. Si la parte de dentro de la raiz cuadrada es positiva, estaremos
ante un nodo estable (autovalores reales negativos), pero si ésta es negativa
estaremos ante una espiral estable (autovalores imaginarios con parte real
negativa). En ambos casos, estamos ante un punto de equilibrio estable.

Por lo tanto, si Ry < 1 el tnico punto de equilibrio estable existente es
el (2.14), por lo que la enfermedad desaparecerd. Sin embargo, si Ry > 1
son posibles tanto el punto de equilibrio inestable anterior (2.14), asi como
el equilibrio estable (2.15), que equivale a un equilibro endémico. |

2.3.3. Estudio numérico

Hemos realizado un estudio numérico de la epidemia mediante el
desarrollo de programas en el entorno Matlab, que incluimos en el apéndice.
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Hemos simulado la evolucion de la epidemia segiin los parametros y valores
iniciales dados. De manera similar al capitulo anterior, hemos analizado dos
enfermedades, una con un indice Ry mayor que la unidad, y la otra menor.

Si analizdsemos enfermedades que transcurren en pocos dias el efecto
de las muertes y nacimiento (i) seria practicamente despreciable. Para que
el efecto de las muertes y nacimientos sea mas notable vamos a analizar
enfermedades que transcurren durante anos. Por ello, utilizaremos los meses
como unidad de tiempo con una aproximacion de Euler explicito (2.10). En
las poblaciones de los dos casos que vamos a estudiar consideramos que el
promedio de vida es de 75 anos, que se corresponde con una tasa de muerte

1

natural (y de nacimiento) de 1 = =5 = 0,0011.

La enfermedad A posee una tasa de infeccion y recuperacion de 3 = 0,005

y a = 0,0167 por mes, respectivamente. Por lo tanto la infeccion
de un individuo dura una media de 5 afios (o = 5*% = 0,0167), y
Ry= - =02813 < 1.

La enfermedad B también tiene una tasa de recuperacion o = 0,0167,
pero su tasa de infeccion es mayor que en la enfermedad A, siendo ésta

6 = 0,05. Por lo tanto, en este caso tenemos Ry = aLjru = 2,8125 > 1.

Evoluciéon de la epidemia

Hemos estudiado ambas epidemias durante 100 anos, partiendo de una
poblacién susceptible (sin poblacién inicial resistente) en la que el 10 % de la
poblacién esta infecciosa (S(0) = 0,9, I(0) = 0,1 y R(0) =0).

En la enfermedad A tenemos un indice Ry por debajo de la unidad, por
lo que la poblacion infecciosa disminuye desde un primer momento
tendiendo a su desaparicién (véase la Figura 2.6). Una vez que el nivel
de individuos infecciosos es bajo, el nimero de individuos recuperados
tiende a desaparecer, y el sistema se aproxima al punto de equilibrio
estable (1,0,0) (véase 2.14).

En la enfermedad B la poblacién infecciosa crece inicialmente (véase la
Figura 2.7). Como el indice Ry es superior a la unidad es posible
la endemia, es decir, que la enfermedad no tienda a su desaparicion,
sino que se mantenga en la poblaciéon durante periodos muy largos de
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Figura 2.6: Evolucién de la enfermedad A en la poblaciéon

tiempo. El punto de equilibrio estable al que tiende la epidemia viene
determinado por (2.15):

(a+u p(f—a—p) off—a—p

3 Bita) | Blita) ):(0,3556, 0,0403, 0,6042)

200 400 600 800 1000 1200

Figura 2.7: Evolucién de la enfermedad B en la poblacién
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Diagrama de fases

Hemos estudiado el diagrama de fases de la poblacion susceptible contra
poblacién infecciosa en una poblacion en la que los no-infecciosos son
susceptibles de serlo (sin resistentes de inicio). Hemos considerado distintos
niveles de infeccién inicial: 10 %, 20 %, 30 %, ...

En la enfermedad A el nimero de infecciosos, representado en el eje
de ordenadas, disminuye rapidamente (véase la Figura 2.8). Por el
contrario, el numero de individuos sanos, representado en el eje de
abscisas, aumenta tendiendo a el punto de equilibrio (1,0) (véase 2.14).

..
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Figura 2.8: Plano de fases para la enfermedad A

En la enfermedad B si no hay demasiados infecciosos el nimero de éstos
crece hasta cierto punto, para después decrecer (véase la Figura 2.9).
Si el numero inicial de infecciosos es alto, empezarda decreciendo.
Pero antes de desaperecer vuelve a aumentar, alternando periodos de
crecimiento con otros de decrecimiento. De manera similar se comporta
el nimero de individuos susceptibles. Finalmente todas las soluciones
tienden a un punto de equilibrio en comun dado por (0,3556,0,0403)
(véase 2.15). Los autovalores del sistema linealizado alrededor de este
punto son imaginarios con parte real negativa, por lo que este punto
corresponde con una espiral estable.
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Figura 2.9: Plano de fases para la enfermedad B

Como vemos, el estudio numérico mediante simulaciones con ordenador
corresponde con el estudio analitico realizado anteriormente.

2.4. Modelo STR con muerte por enfermedad

En este capitulo desarrollaremos un modelo SIR deterministico mas
elaborado que los analizados hasta ahora. En esta ocasién, ademaés de
considerar la muerte natural de la poblacién, también consideraremos la
muerte por enfermedad que sufran los individuos infecciosos. Gracias a ello,
podremos analizar enfermedades con distintos indices de mortalidad, ademas
de enfermedades con muy baja o nula mortalidad, como sucedia en modelos
anteriores. Seguimos considerando que el nimero de individuos que fallece es
el mismo que el que nace, por lo que el nimero de individuos de la poblacién
permanece constante.

2.4.1. Formulacion del modelo

Los diversos estados del modelo seran:



34 CAPITULO 2. SIR DETERM. A BASE DE SD

L p+0al
IS BSI I B (2.16)
LS LOal | pul L uR

En este modelo utilizaremos las ecuaciones:

S'=—pSI+ p(l—29)+0al,
I'=06SI—pul —0al — (1 —0)al = pSI — ul —al, (2.17)
R =(1-0)al — uR,

donde 3, o y p, como en el modelo anterior (2.12), representan el nimero
medio de contactos adecuados, la proporcién de individuos que se recuperan
por unidad de tiempo y la tasa de mortalidad /natalidad por causas naturales,
respectivamente. En este modelo introducimos el pardmetro 6 € (0,1),
que mediante una simplificacién representa la proporcién de individuos que
abandonan el estado infeccioso que mueren por culpa de la enfermedad. Al
considerar que la poblacién tiene un tamano constante, la tasa de natalidad
sera la misma que la suma de las de mortalidad.

Suponemos ademas que se verifican las condiciones iniciales:

S(0)=S,>0, I(0)=1Ip>0, R(0)=Ro>0
S(t)+I(t)+ R(t) =So+ I+ Ro=1

2.4.2. Estudio analitico

Calculamos primero el valor del pardametro Ry utilizando la férmula
(1.1) y asignando valores a las funciones b(a) y F(a). Como hemos visto
anteriormente, la funcién b(a) representa el nimero medio de nuevos
infecciosos producidos por un individuo infeccioso por unidad de tiempo
si éste permanece infeccioso por un tiempo a. Debido a que los nuevos
infecciosos provienen unicamente del flujo 5SI, en este caso tenemos b(a) =
B8S = B, ya que S = 1 al estar en una poblacién totalmente susceptible.
Por otro lado, hemos visto que la funcién F(a) es la probabilidad de que
un nuevo infeccioso continie infeccioso hasta el tiempo a. Debido a que los
flujos de salida del estado infeccioso son fal, (1 —@)al y pl, y alo visto en
la ecuacién (2.1) en este caso tenemos F(a) = e~fee-(1=0)aa—na — o=(atu)a,
De esta forma obtenemos:
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8
Ro= (2.18)

En el modelo analizado en el capitulo anterior (sin considerar muertes
por enfermedad) obteniamos el mismo valor de Ry (= a%) Podemos ver
que el hecho de considerar que se producen muertes debido a la enfermedad

no altera el valor del parametro Rj.

Teorema 3: En un modelo SIR con nacimiento y muerte natural,
asi como con muerte debidas a la enfermedad, la enfermedad puede ser o
no endémica dependiendo del valor del parametro Ry. Si tenemos Ry < 1 la
enfermedad no es endémica, por lo que tiende a desaparecer (lim; .o, I(t) =
0), tendiendo al estado de equilibrio:

(1,0,0). (2.19)

Sin embargo, si tenemos Ry > 1 la enfermedad puede ser no-endémica
(tendiendo al punto fijo anterior) o puede ser endémica, provocando que
la enfermedad perdure en la poblacion indefinidamente. A mayor valor del
indice Ry mas probabilidades hay de que la endemia se produzca. En caso de
endemia, el modelo tiende al punto de equilibro:

atp  pB-—oa—p)  (1=0a(f—a—p
( 5 76(”"‘(1_0)06)7 ﬁ(u_i_(l_g)a) ) (220)

Demostracién: Prestamos atencién a la formulacién del modelo (2.17),
con especial interés en qué momento se anulan las derivadas:

S'=—BST+ u(l1—S8)+60al =—BSI+ ul + pR+ Oal
I'=0pSI—al —pl =1(6S —a—p)
R =(1—-0)al — uR

Como vimos en el modelo anterior, al considerar una poblacién de tamano
constante nos basta comprobar que se anulan dos de las derivadas para
asegurarnos de que la tercera también se anula. Nos centraremos tinicamente
en las derivadas de los estados infeccioso y resistente.

Existe una solucién trivial cuando el niimero de individuos infecciosos y
recuperados es cero, por lo que toda la poblacion es susceptible. Obviamente,
ante la ausencia de la enfermedad todos los individuos seguirdan siendo
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susceptibles. A este punto de equilibrio se puede llegar independientemente
del valor del parametro Ry y se corresponde con (2.19):

(1,0,0).

También existe otra solucion ya que la derivada del estado infeccioso se

anula cuando S = QTJE“ Como la variable S corresponde con una proporcion,
ésta debe ser menor que la unidad (S = aTJg“ < 1), siendo este valor igual a

RL. Por lo tanto, para que este estado de equilibrio sea posible se debe tener
0
Ry > 1.

Para que la derivada del estado resistente también se anule se debe

(1-0)al

cumplir (1 — @)al — pR = 0 o, lo que es lo mismo, R = m

Calculamos ahora el valor de la poblacién infecciosa correspondiente a
este punto de equilibrio de la siguiente forma:

S+I1+R=1 N (1-0)
S =g = 1=2 M+(1+ O[)] =
R (=0l B I
T p
a+

[+ 002~ 5t (1 0)a)

Obtenemos el valor de R a partir del valor de I:

I=giidhg | L p_(-0aB-a-p
R = U-tat Blu+ (1= 0)a)

I

Debido a que las variables I y R correponden con proporciones,
comprobamos que estos valores son positivos y menores que la unidad.
Veamos primero que son positivos:

pB—a—p) (A=0aB—a—pu
Blu+ (1 =0)a)  Blu+(1-0)a)

>0 & f—a—pu>0 & Ry>1

Veamos ahora que estan por debajo de la unidad:
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IMX{MW—&-N)(1—®M6—a—M}<(w+ﬂ—@®@—a—u):
Blu+(1—0)a) Blu+(1—0)a) B+ (1-0)a)

a+ [ 1
=1—-—<1 = Ry>0
3 Ry ‘

Por tanto, podemos asegurar que:

—1—

(a+u u(B —a —p) ﬂ—%dﬂ—a—w)
B 7 Blpt+(1-0)) B+ (1-0)a)

es un punto fijo que unicamente existe si Ry > 1.

Comprobamos ahora la estabilidad de ambos puntos de equilibrio.
Obtenemos los autovalores a través del jacobiano:

“Bl—p —BS+6a 0

A= 61 GBS —a—u 0 =
0 a(l—0) —u
B o —BI —p— A —BS + Oa
= |A=X|=(—p /\)‘ 8 BS —a— -\

Sustituimos primero en el punto de equilibrio (1,0,0) (véase 2.19):

e I B VBV CER BV RS Y
A=—u
= {)\:ﬁ—a—u

Analizando los signos de los autovalores podemos concluir que si tenemos
B—a—u > 0 el punto critico corresponde con un punto de silla (un autovalor
de cada signo), pero si f —a — p < 0 éste corresponderd con un nodo estable
(ambos autovalores negativos). Por lo tanto, si Ry < 1 éste serd el tinico punto
critico y serd estable (nodo estable), mientras que si Ry > 1 este punto critico
serd inestable (punto de silla).

Analicemos ahora la estabilidad del punto critico (2.20) hayando sus
autovalores:
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) —%—u—)\ —(a+p) + O _

w(B—a—p)
(1—0)a+u —A
pB — pba
=(—pu— AN\ + —" —a— =
(—p = A)( R E— +u(B —a—p)
A=—pu
1 uB—pbort/ (uB— ) —4p(B—a—p) (at+pu—0a)>
= A= 2 a+u—0Oa
\ = _luﬁ—/ﬁa—\/(uﬁ—u9a)2—4u(ﬁ—a—u)(a+u—9a)2
-2 a+u—0Oa

Debido a que tenemos Ry > 1 la parte real de los tres autovalores
sera negativa. Si la parte de dentro de la raiz cuadrada es positiva, estaremos
ante un nodo estable (autovalores reales negativos), pero si ésta es negativa
estaremos ante una espiral estable (autovalores imaginarios con parte real
negativa). En ambos casos, estamos ante un punto de equilibrio estable.

Por lo tanto, si Ry < 1 el inico punto de equilibrio existente es el (2.19) y
serd estable, por lo que la enfermedad desaparecera. Sin embargo, si Ry > 1
son posibles tanto el punto de equilibrio inestable anterior (2.19), asi como
el equilibrio estable (2.20), que equivale a un equilibro endémico. |

2.4.3. Estudio numeérico

Hemos implementado los programas en el entorno Matlab utilizados
anteriormente para que incluyan el hecho de que una proporcion de los
individuos infecciosos muere debido a la enfermedad, tal y como se muestra
en el apéndice. De esta forma, simulamos la evolucién de una epidemia segtin
los parametros y valores iniciales dados utilizando los dias como unidad
de tiempo con una aproximaciéon de Euler explicito (2.10). Analizamos dos
enfermedades, una con un indice Ry por encima de la unidad, y la otra
por debajo. En ambos casos consideramos que la esperanza de vida de un
individuo es de 75 afios (1 = ==5=).

La enfermedad A posee una tasa de infeccion y recuperacion de 3 = 0,005
y a = 0,02 por dia, respectivamente. Por tanto, la infeccién de un
individuo dura una media de 50 dias (o = % =0,02) y Ry = aLiM

0,2495 < 1. Consideramos que el 40 % de los infecciosos muere debido

a la enfermedad (6 = 0,4).
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La enfermedad B también una tasa de recuperaciéon a = 0,02 y la misma
tasa de muerte por enfermedad (f = 0,4), pero su tasa de infeccién es
mayor que en la enfermedad A, siendo ésta § = 0,05. Por lo tanto, en
este caso tenemos Ry = aLiM = 2,4954 > 1.

Evolucion de la epidemia

Estudiamos ambas epidemias durante 3 anos, partiendo de una poblacion
susceptible (sin poblacién inicial resistente) en la que el 10 % de la poblacién
esta infecciosa (S(0) = 0,9, I(0) = 0,1 y R(0) = 0).

En la enfermedad A el indice Ry es inferior a la unidad, por lo que la
poblacién infecciosa disminuye desde un primer momento tendiendo
a su desaparicion (véase la Figura 2.10). Una vez que el nivel de
individuos infecciosos es bajo, el ntimero de individuos recuperados
tiende a desaparecer, tendiendo al punto de equilibrio (1,0,0) (2.19).

Ll —
o8t [ S0
0.6} _ lp(atgt)
0.4}

0.2}
ey
0 275 550 825 1100

Figura 2.10: Evolucién de la enfermedad A en la poblaciéon

En la enfermedad B la poblacién infecciosa crece inicialmente (véase la
Figura 2.11). Como el indice Ry es superior a la unidad es posible
la endemia, es decir, que la enfermedad no tienda a su desaparicion,
sino que se mantenga en la poblacién durante periodos muy largos
de tiempo. El punto de equilibrio al que tiende la epidemia viene
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determinado por (2.20):

<a+u pil—a—p (A=0af-a—p
B0 Bp+1=0)a)  Blp+(1-0)a)

): (0,4007, 0,0018, 0,5975)

o — . —— o —
-

275 550 825 1100

Figura 2.11: Evolucién de la enfermedad B en la poblacion

Diagrama de fases

Hemos estudiado el diagrama de fases de la poblacién susceptible contra
poblacién infecciosa en una poblacién susceptible (sin resistentes de inicio)
con diferentes niveles de individuos infecciosos iniciales: 10 %, 20 %, 30 %, ...

En la enfermedad A el nimero de infecciosos, representado en el eje
de ordenadas, disminuye rapidamente (véase la Figura 2.12). Por el
contrario, el nimero de individuos sanos, representado en el eje de
abscisas, aumenta tendiendo a el punto de equilibrio (1,0) (2.19).

En la enfermedad B el nimero de individuos susceptibles e infecciosos
tienden al punto de equilibrio (0,4007,0,0018) (2.20), independiente-
mente de los valores iniciales de infeccién en la poblacién (véase la
Figura 2.13). Sus autovalores son imaginarios con parte real negativa,
por lo que este punto corresponde con una espiral estable.

El estudio numérico mediante simulaciones con ordenador wvuelve a
confirmar lo hallado mediante el estudio analitico realizado anteriormente.
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Figura 2.12: Plano de fases para la enfermedad A

1

o o o o
o N OB O ™

% Individuos Infectados

0z 04 06 038 1
% Individuos Susceptibles

Figura 2.13: Plano de fases para la enfermedad B

2.5. Modelo SIR con poblacion de tamano
variable

El dltimo modelo STR deterministico que vamos a desarrollar sera el mas
complejo de todos. Hasta ahora, hemos considerado modelos en los que el
tamano de la poblacién no variaba, sino que era constante. En esta ocasion
consideraremos que el tamano poblacional puede variar, por lo que los flujos
de muerte y nacimiento no tendran que ser iguales, tal y como ocurria en los
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modelos anteriores. De esta forma, crearemos un modelo mas realista con el
que podremos estudiar epidemias en poblaciones de tamano variable.

2.5.1. Formulacion del modelo

Los diversos estados del modelo serdn:

T
S ﬁSI ] (1—9)0&[ (221>
LS LOal | pl L nR

Para formular el modelo, veamos los cambios en cada estado:

S'=—pST+ u(l—25)
I'=p8SI —pul —0al — (1 —0)al = BST — pul — ol (2.22)
R =(1-0)al —puR

donde 3, a;, ;u y 0, como en los modelos anteriores, representan el niimero
medio de contactos adecuados, la proporciéon de individuos que se recuperan
por unidad de tiempo, la tasa de mortalidad /natalidad por causas naturales
y la proporcién de individuos que abandonan el estado infeccioso que mueren
por culpa de la enfermedad, respectivamente (2.17).

En este modelo consideramos que la capacidad maxima de la poblacion,
por los recursos naturales y el espacio disponible, es 1. De esta manera,
redefinimos las variables S, I y R como las proporciones de individuos
susceptibles, infecciosos y recuperados respecto a la capacidad méaxima de
la poblacion. Al contrario que en los modelos anteriores, la suma de estos
tres estados ya no debera ser 1 sino que también puede ser inferior o superior
a la unidad. Suponemos que se verifican las condiciones iniciales:

2.5.2. Estudio analitico

Calculamos primero el valor del pardametro Ry utilizando la férmula
(1.1) y asignando valores a las funciones b(a) y F(a). Como hemos visto
anteriormente, la funcién b(a) representa el nimero medio de nuevos
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infecciosos producidos por un individuo infeccioso por unidad de tiempo
si éste permanece infeccioso por un tiempo a. Debido a que los nuevos
infecciosos provienen unicamente del flujo 551, en este caso tenemos b(a) =
6S = 3, ya que S = 1 al estar en una poblacién totalmente susceptible.
Por otro lado, hemos visto que la funcién F'(a) es la probabilidad de que
un nuevo infeccioso continte infeccioso hasta el tiempo a. Debido a que los
flujos de salida del estado infeccioso son fal, (1 —0)al y pl, y alo visto en
la ecuacién (2.1) en este caso tenemos F(a) = e~fee—(1=0aa—pa — o=(atuja,
De esta forma obtenemos:

s
a+p

Ry = (2.23)

En el modelo analizado en la seccién anterior (poblacién de tamano

constante) obtenfamos el mismo valor de Ry (= aLjr#) Podemos ver que el
hecho de considerar que el tamano de la poblacién varia no altera el valor

del parametro Rj.

Teorema 4: En un modelo STR con un tamano de la poblacion variable,
la enfermedad puede ser o no endémica dependiendo del valor del parametro
Ry. Si tenemos Ry < 1 la enfermedad no es endémica, por lo que tiende a
desaparecer (lim; ., I(t) = 0), tendiendo al estado de equilibrio:

(1,0,0). (2.24)

Sin embargo, si tenemos Ry > 1 la enfermedad puede ser no-endémica
(tendiendo al punto fijo anterior) o puede ser endémica, provocando que
la enfermedad perdure en la poblacién indefinidamente. A mayor valor del
indice Ry mas probabilidades hay de que la endemia se produzca. En caso de
endemia, el modelo tiende al punto de equilibro:

<a+u w(f—a — pu) (1—9)04(5—04_“))‘ (2.25)

8 Bluta) T Buta)

Demostracién: Prestamos atencion a la formulacién del modelo (2.22),
con especial interés en qué momento se anulan las derivadas:

S'=—pBST+ u(l—-295)
I'=08S1 —al —pl =1(6S —a— )
R =(1-0)al — uR
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Como estamos considerando una poblacién de tamano variable ya no nos
basta con comprobar que se anulan dos de las derivadas, sino que debemos
comprobar que se anulan las tres.

Existe una solucion trivial cuando el nimero de individuos infecciosos y
recuperados es cero, por lo que toda la poblacion es susceptible. Obviamente,
ante la ausencia de la enfermedad todos los individuos seguirdn siendo
susceptibles. Para que se anulen las tres derivadas se debe dar también el
hecho de que el nimero de susceptibles sea 1, es decir la capacidad maxima
del modelo. A este punto de equilibrio se puede llegar independientemente
del valor del pardmetro Ry y se corresponde con (2.24):

(1,0,0).

También existe otra solucién ya que la derivada del estado infeccioso se
anula cuando S = “Tér“ > (. Asimismo, necesitamos que la derivada del estado
susceptible también se anule, por lo que se debe cumplir:

0=—BSI+pu(1—58) 3 33

e, _# _mB—a—p
B pta B+ )
Por ultimo, para que la derivada del estado resistente también se anule

se debe cumplir (1 — #)al — uR = 0 o, lo que es lo mismo, R = _(1*3)a1_ De
esta forma, obtenemos el valor de R a partir del valor de I:

_ p(B—a—p)
I =t } L p_(-fa@-a-p

R = Blu+a)

Ya no necesitamos comprobar que las variables S, I y R son menores que
la unidad, porque pueden no serlo. Sin embargo, si que debemos comprobar
que son no negativas ya que no tienen sentido poblaciones de tamano
negativo. La variable S es claramente no negativa, veamos qué pasa con
las variables I y R:

p(B—a—p) (1=0)a(B—a—p)

Blita) B0u+ o) >0 & f—-a—pu>0 <& Ry>1
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Podemos asegurar que:

(a+u Mﬁ—a—u)(l—ﬁwﬁ—a—u»
g Bluta) ’ Blu+ )
es un punto fijo que tinicamente existe si Ry > 1.

Comprobamos ahora la estabilidad de ambos puntos de equilibrio.
Obtenemos los autovalores a través del jacobiano:

=B —p —pS 0
A= 61 S —a—pu O =
0 a(l—0) —pu
_ “Bl-p—-X P8
= ’A—AH—(M—)\)‘ 6[ ﬁs—a—ﬂ—)\

Sustituimos primero en el punto de equilibrio (1,0,0) (véase 2.24):

(| ﬁ_;fM_A‘—«w—AVW—a—M—A> -
A=—p
= {)\:ﬁ—a—u

Analizando los signos de los autovalores podemos concluir que si tenemos
B—a—pu > 0 el punto critico corresponde con un punto de silla (un autovalor
de cada signo), pero si §—a — u < 0 éste correspondera con un nodo estable
(ambos autovalores negativos). Por lo tanto, si Ry < 1 este ser4 el tinico punto
critico y serd estable (nodo estable), mientras que si Ry > 1 este punto critico
serd inestable (punto de silla).

Analicemos ahora la estabilidad del punto critico (2.25) hayando sus
autovalores:

( - A) a: —a—p =
: (éoH»u ) _>\
N A a ) =

o+
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A= —Hs
1 BN 2B —Ap(B—a—p) (atp)>
= A= 2 a+p )
\ = 1 8=/ 1B —4u(B—a—p)(atp)?
-2 a+tu :

Debido a que tenemos Ry > 1 la parte real de todos los autovalores
sera negativa. Si la parte de dentro de la raiz cuadrada es positiva, estaremos
ante un nodo estable (autovalores reales negativos), pero si ésta es negativa
estaremos ante una espiral estable (autovalores imaginarios con parte real
negativa). En ambos casos, estamos ante un punto de equilibrio estable.

Por lo tanto, si Ry < 1 el inico punto de equilibrio existente es el (2.24) y
sera estable, por lo que la enfermedad desaparecerd. Sin embargo, si Ry > 1
son posibles tanto el punto de equilibrio inestable anterior (2.19), asi como
el punto de equilibrio estable (2.25), que equivale a un punto de equilibro
endémico. [ ]

2.5.3. Estudio numeérico

Hemos implementado los programas en el entorno Matlab utilizados
anteriormente para que incluyan el hecho de que el tamano de la poblacién
varie, tal y como se muestra en el apéndice. De esta forma, simulamos la
evolucion de una epidemia segin los parametros y valores iniciales dados
utilizando los meses como unidad de tiempo con una aproximacion de Euler
explicito (2.10). Analizamos dos enfermedades, una con un indice Ry por
encima de la unidad, y la otra por debajo. En ambos casos consideramos que

la esperanza de vida de un individuo es de 75 afos (u = ﬁ)

La enfermedad A posee una tasa de infeccién y recuperacién de g = 0,05
y a = 0,2 por mes, respectivamente. Por tanto, la infeccién de un
individuo dura una media de 5 meses (@ = % =02)y Ry = a’%ﬂ =
0,2486 < 1. Consideramos que el 40 % de los infecciosos muere debido

a la enfermedad (6 = 0,4).

La enfermedad B también una tasa de recuperacién a = 0,2 y la misma
tasa de muerte por enfermedad (6 = 0,4), pero su tasa de infeccién es
mayor que en la enfermedad A, siendo ésta § = 0,5. Por lo tanto, en
este caso tenemos Ry = aLi# = 2,4862 > 1.
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Evoluciéon de la epidemia

Estudiamos ambas epidemias durante 150 anos, partiendo de una
poblacién naive (sin poblacién inicial resistente) en la que el 20% de la
poblacién estd infecciosa y el total de la poblacion es la mitad de la capacidad
méaxima (S(0) = 0,4, I(0) = 0,1 y R(0) =0, por lo que S(0) + 1(0) + R(0) =
0,5).

En la enfermedad A el indice Ry es inferior a la unidad, por lo que la
poblacién infecciosa disminuye desde un primer momento tendiendo
a su desaparicién (véase la Figura 2.14). Una vez que el nivel de
individuos infecciosos es bajo, el nimero de individuos recuperados

tiende a desaparecer y el de susceptibles a aumentar, tendiendo al punto
de equilibrio (1,0,0) (2.19).

’
08 | A
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0.4t~ =3
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Figura 2.14: Evolucién de la enfermedad A en la poblacién

En la enfermedad B la poblacion infecciosa no llega a desaparecer, por lo
que es posible que la enfermedad se mantenga en la poblacién durante
periodos muy largos de tiempo (véase la Figura 2.15). El punto de

equilibrio estable al que tiende la epidemia viene determinado por
(2.25):

(oz+u pB—a—p) (1-0)a(B—a—pu)
g7 Bluta) Bu+ a)

):(0,4022, 0,0033, 0,3567)
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Figura 2.15: Evolucién de la enfermedad B en la poblacion

Diagrama de fases

Hemos estudiado el diagrama de fases de la poblacién susceptible contra
poblacién infecciosa en una poblacién susceptible (sin resistentes de inicio)
con diferentes niveles de individuos infecciosos iniciales: 10 %, 20 %, 30 %, ...
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Figura 2.16: Plano de fases para la enfermedad A

En la enfermedad A el nimero de infecciosos, representado en el eje
de ordenadas, disminuye rapidamente (véase la Figura 2.16). Por el
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contrario, el nimero de individuos sanos, representado en el eje de
abscisas, aumenta tendiendo a el punto de equilibrio (1,0) (2.24).

En la enfermedad B el nimero de individuos susceptibles e infecciosos
tienden al punto de equilibrio (0,4022,0,0033) (2.25), independiente-
mente de los valores iniciales de infeccién en la poblacién (véase la
Figura 2.17). Sus autovalores son imaginarios con parte real negativa,
por lo que este punto corresponde con una espiral estable. Sus auto-
valores son imaginarios con parte real negativa, por lo que este punto
corresponde con una espiral estable.
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Figura 2.17: Plano de fases para la enfermedad B

El estudio numérico mediante simulaciones con ordenador vuelve a
confirmar lo hallado mediante el estudio analitico realizado anteriormente.






Capitulo 3

Simulacion de la epidemia en
un caso real

Hasta ahora hemos realizado el estudio de las epidemias de forma tedrica.
Sin embargo, en este capitulo daremos un paso mas, al llevar a cabo
simulaciones de las epidemias con datos reales para poder acercarnos mas
al comportamiento real de la enfermedad.

La enfermedad a analizar serd la peste porcina (no confundir con la gripe
porcina), un virus altamente contagioso que afecta tanto a cerdos salvajes
como a domésticos. El contagio se produce mediante la infeccién de un
Flaviviridae Pestivirus, rondando un indice de mortalidad entre el 60 % y
el 90%. La propagacién de la enfermedad provoca importantes pérdidas
econémicas y materiales en las regiones afectadas. A pesar de los esfuerzos
para controlar y erradicar este virus, la enfermedad contintia siendo endémica
en muchas regiones del planeta (centro y sur de América y el sureste asidtico).
Ademas, afecta esporadicamente a otras muchas regiones, entre las que
destaca Europa, donde en los ultimos 11 anos ha afectado a casi la mitad de
los paises (véase [7], [8] y la Figura 3.1).

Durante una epidemia, la enfermedad se transmite de los animales
infecciosos a los susceptibles mediante contacto directo o indirecto. La
transmisiéon es directa cuando la enfermedad se contagia de un animal
infeccioso a otro susceptible mediante el contacto entre éstos. Por otro lado,
se considera que la transmision es indirecta cuando el contagio de produce
mediante el contacto entre un animal susceptible con material infectado
(vehiculos, personas, herramientas, insectos, ...) (véase [9]).
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Figura 3.1: Mapa mundial de los paises con reportes de peste porcina desde
1980

Los patrones de infeccion, la duracién y la magnitud de la epidemia
dependen de las caracteristicas demograficas del lugar en el que nos
encontremos, asi como de la distribucién de las granjas, el transporte de
cerdos y otras variables. En nuestro caso, hemos considerado datos reales de
las granjas porcinas de la provincia de Segovia, asi como los movimientos
entre las mismas producidos durante el ano 2008. Por lo tanto, en vez de
contar con una unica granja, como podria ser el caso estudiado en el capitulo
anterior, contaremos con un numero amplio de ellas.

Nos basaremos en un articulo de Sdnchez-Vizcaino et al. (véase [6]) que
estudia la evolucion de una epidemia de peste porcina en Segovia segun
sus factores de riesgo mediante un modelo estocastico. En nuestro caso,
realizaremos este estudio mediante un modelo determinista con el que poder
evaluar, en un escenario real, la importancia de cada uno de los factores
de riesgo, asi como si son o no ttiles las medidas de control tomadas. De
esta manera, podremos desarrollar mejoras en los planes de prevencién y
actuacion frente a epidemias.
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3.1. Informacion de las granjas y de la
enfermedad

Los datos con los que contamos corresponden con la informacién de las
1416 granjas activas en la provincia de Segovia durante el anio 2008. De cada
granja disponemos:

Las coordenadas nos indican la localizacién geografica de cada granja
(véase la Figura 3.2.

El niimero de cerdos con los que cuenta cada granja. Si en el momento del
censo la granja contaba con un ntimero anémalamente bajo de cerdos,
elevaremos este valor hasta un minimo. Por lo tanto, si disponia de
menos de medio centenar de cerdos, aumentaremos este valor a 50.

La integradora se refiere al grupo de granjas que comparte materiales y
vehiculos.

La Asociacién de Defensa Sanitaria (ADS) corresponde al grupo que
comparte el mismo veterinario.

El tipo de granja depende del tipo de labor y animales de la granja. Asi,
éstas pueden ser de produccién de lechones (crias), de cebo (adultos),
mixtas (crias y adultos) o mataderos.

Ademas, disponemos de todos los transportes de cerdos realizados entre
nuestras granjas en el periodo del 1 de enero al 31 de diciembre de 2008,
que ascienden a un total de 2007889 movimientos. La informacién incluye la
granja de origen, la granja de destino, el nimero de cerdos transportados,
asi como el dia que tuvo lugar.

Por otro lado, conocemos que la vida media de un cerdo de granja es de
unos 12 anos. Respecto a la enfermedad, posee una alta mortalidad (50-90 %)
(véase [10]) afectando en mayor medida a los ejemplares més jévenes. Por
lo tanto, hemos considerado que en las granjas de lechones la mortalidad es
de un 80 %, de un 50 % en las granjas de cebo y de un 60 % en las granjas
mixtas.



54 CAPITULO 3. SIMULACION DE LA EPIDEMIA

Figura 3.2: Localizacion geogréafica de las granjas en la provincia de Segovia
3.2. Modelo SEICR

Para nuestras simulaciones hemos desarrollado un modelo ligeramente
distinto a los estudiados en el capitulo anterior, pero con una base comun:
existe una poblacién susceptible, otra infectada y una ultima resistente (o
recuperada). Sin embargo, en este nuevo modelo dividiremos la poblacién
infectada en varios estados distintos:

Infectados (E) estdn infectados por la enfermedad, pero no pueden
contagiarla todavia.

Infecciosos (I) ademas de estar infectados pueden contagiar a otros cerdos
susceptibles.

Sintomas clinicos (C) son aquellos que han desarrollado la enfermedad
hasta tal punto que sus sintomas son claramente observables. Ademaés,
siguen siendo infecciosos.

Este cambio darda mayor complejidad al modelo, pero hard que éste sea
mas realista. Los pasos entre los estados vienen determinados por la siguiente
informacion:

Los cerdos infectados incuban la enfermedad durante una semana antes de
pasar al estado infeccioso (véase [11]).



3.3. SIMULACIONES Y MAPAS DE RIESGO %)

Una vez infecciosos, los cerdos permanecen en ese estado durante tres
semanas hasta que los sintomas clinicos son observables (véase [11]).

Desde que presentan tales sintomas, los cerdos que sobreviven tardan un
mes hasta que se recuperan.

Por lo tanto, en este modelo utilizaremos las ecuaciones:

S'=—-pS(I+C)+pn(l—=25)+6aC,
E'=pS(I+C)—€eE —pk,

I'=€eE — 01 — ul, (3.1)
C' =46 —0aC — (1 —0)aC — uC,

R =(1-0)aC — uR,

donde € = %, 0= 2% vy o= 3—10, que representan el tiempo de permanencia en
cada estado. Ya que la vida media de un cerdo de granja es de unos 12 anos,
tomamos p = %. Hemos visto que la tasa de mortalidad depende del tipo
de granja, por lo que tomamos ¢ = 0,8 en las granjas de lechones, § = 0,5 en

las granjas de cebo y 8 = 0,6 en las granjas mixtas.

3.3. Simulaciones y mapas de riesgo

En todas las simulaciones que hemos ejecutado empezamos con una
unica granja (que no sea un matadero) infectada, para ver céomo ésta va
infectando a las demés granjas segin se expande la epidemia. Contamos con
un modelo determinista, pero discreto en el tiempo. Para cada unidad de
tiempo, aplicamos primero las ecuaciones diferenciales del modelo SEICR
para cada granja. A continuacién, aplicamos las ecuaciones diferenciales
correspondientes a las interacciones entre granjas, que veremos mas adelante.
Finalmente, si estamos considerando medidas de control las aplicaremos
(véase la Figura 3.3).

Las simulaciones estan realizadas con el programa Matlab y representan
cémo se expande la epidemia durante un ano (365 dias). Con ellas queremos
medir la influencia de cada una de las formas de transmision de la epidemia,
asi como la eficacia de las medidas de control.

En cada simulacion empezamos con un unico animal de una unica
granja infectado. Por lo tanto, para tener en cuenta todos los posibles casos
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t Granja 1 Granja 2 Granja 3
1 | |
Modelo Modelo Modelo
SEICR SEICR SEICR
i i i
Medidas de Medidas de Medidas de
control control control
{si hay) (sl hay) (sl hay)
 J v ¥
t+1 Granja 1 Granja 2 Granja 3 .

Figura 3.3: Algoritmo del modelo hibrido utilizado

realizaremos una simulacién por cada granja (exceptuando mataderos). Como
contamos con 1416 granjas, de las cuales 16 son mataderos, realizaremos las
simulaciones 1400 veces, cada una de ellas con una granja infectada inicial
distinta.

Tras realizar las 1400 simulaciones necesarias, elaboramos un mapa de
riesgo que representa la proporcién media de cerdos infectados en cada granja,
tomando en cuenta la media de todas las simulaciones. Lo representamos en
el espacio para observar qué zonas son mas propensas a ser infectadas que
otras. La escala va desde el color azul, que no representa ningun riesgo, hasta
el rojo, que denota el méximo riesgo (véase la Figura 3.4).

Figura 3.4: Escala de los mapas de riesgo
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3.4. Transmision dentro de una misma granja

Como vimos en el capitulo anterior, el parametro ( juega un papel
fundamental en la expansién de una epidemia dentro de una granja infectada.
Recordamos que el flujo de nuevos infectados viene determinado por la
densidad de la poblacién susceptible y la infecciosa (incluyendo aquéllos con
sintomas clinicos). Por lo tanto, este flujo corresponde a:

BS(I+C).

El valor que toma el parametro 3 para la peste porcina dependera de
la edad de los cerdos involucrados, tomando valores de 8.52, 1.85 o 5.18
dependiendo de si se trata de una granja de produccién de cebo (adultos),
de lechones (crias) o una granja de produccién mixta (véase [12]).

Representamos en la Figura 3.5 la evolucion del modelo SEICR que
hemos estudiado. Vemos que en todos los tipos de granja la infeccién crece
rapidamente dentro de una granja infectada y, en cuestion de dias, llega a
infectar a toda la granja. La rapidez es mayor en granjas de cerdos adultos (9
dias), tardando 22 dias para granjas de crias y 11 dias para granjas mixtas.

Evolucion de los animales infectados

o.er
0.6

0.41

— Adultos
" Ctias
— Mixto

Proporcion de animales infectados

0.z2r

0 5 10 15 20 25
Tiembo en dias

Figura 3.5: Evolucion del niimero de animales infectados segin el tipo de
granja
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3.5. Transmision entre granjas

Estudiaremos ahora céomo los animales de una granja infectada pueden
infectar a animales de otras granjas. Veamos las posibles causas de
transmision:

3.5.1. Movimientos entre granjas

Una de las diferentes formas de contagio entre granjas es debido al
movimiento de animales. Si una granja con animales infectados translada
a parte de estos animales a otra granja provocarda que la epidemia pueda
extenderse a la granja destino. Este tipo de contagio se considera directo ya
que se produce entre animales, aunque éstos provengan de granjas distintas.

Como hemos visto anteriormente, en el ano 2008 se produjeron mas de dos
millones de movimientos de cerdos tinicamente entre granjas de la provincia
de Segovia. Por lo tanto, estos movimientos juegan un papel fundamental en
la expansion de la epidemia en una region.

Los movimientos vienen determinados por las siguientes ecuaciones para
las granjas destino:

) .
Nest = Sorig * animales [ Ngest,

fest — .
El = Eorig x animales /N jes,
dest :
test = Lorig * animales/Nges, (3.2)
est ™ :
Clost = Corig * animales/Nyest,
/

hest = Rorig * animales/Nyest,
y los siguientes para las granjas de origen de los cerdos:

, P —
orig
/ —_ —
orig ~

Sorig * animales/Noyig,
Eorig * animales/Nyyig,

1 o .
131y = —lorig ¥ animales /Noyig, (3.3)
l o .
Corig = —Corig * animales [ Nopig,
/ _ .
R,..; = —Rorig ¥ animales/Nopig,

donde N representa el niimero de cerdos de cada granja y animales el nimero
de cerdos que se transladan un movimiento determinado.
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Viendo su mapa de riesgo (véase la Figura 3.6) observamos como hay
granjas que son mas propensas a recibir cerdos infectados que otras.
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Figura 3.6: Mapa de riesgo para los movimientos entre granjas

3.5.2. Transporte alimenticio (Integradora)

Cuando un vehiculo visita una granja con animales infectados, existe la
posibilidad de que éste quede contaminado, pudiendo contagiar a las futuras
granjas que visite. Por ello, hacemos uso de la clasificacién de las granjas
seglin su suministrador alimenticio, también llamada 'integradora’.

La tasa de contagio diario para que un vehiculo expanda la epidemia de
peste porcina entre granjas con una misma integradora es de 0,0068 (véase
[13]). El nimero de contactos viene determinado por la tasa 0,4. Ademaés,
consideramos que cuando una granja es infectada, quedan infectados el 0,1 %
de los cerdos.

La expansion de la epidemia debido a la integradora viene determinada
por las siguientes ecuaciones:

S1 = ~0,001 % 0,4 %0,0068 % 5 # 0 ; % 5%,
E! = 0,001 %0,4 % 0,0068 # S; 6, j + 122

J

(3.4)

donde la granja ¢ es infecatada por la granja j (con ¢ # j). El pardmetro ¢; ;
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toma el valor 1 si ambas granjas pertenecen a la misma integradora, y 0 en
caso contrario. El valor N; representa el nimero de cerdos en la granja j.

Representamos su mapa de riesgo (véase la Figura 3.7) en el que las
granjas que comparten integradora tienen mayor riesgo de ser infectadas
debido a este factor.
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-0.085 -0.08 -0075 007 -0.065 -0.06 -0.055

Figura 3.7: Mapa de riesgo para el transporte alimenticio

3.5.3. Personal veterinario (ADS)

Igual que los vehiculos pueden transportar el virus, también pueden
hacerlo las personas. En este caso, nos centraremos en las granjas que
comparten veterinario (llamado también ADS), pudiendo provocar que tras
la visita a una granja infectada, pueda contagiar otras granjas con animales
susceptibles.

La tasa de contagio diario para que un veterinario contagie la peste
porcina a una granja debido a la visita anterior a una granja infectada es
de 0.0065 (véase [13]). El nimero de contactos viene determinado por la
tasa 0,3. Ademas, consideramos que cuando una granja es infectada, quedan
infectados el 0,1 % de los cerdos.

La expansién de la epidemia debido a al personal veterinario viene
determinada por las siguientes ecuaciones:
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St = —0,001 % 0,3 % 0,0065 * S; * &y j + 2
z T (3.5)
B! = 0,001 % 0,3 % 0,0065 * S; * & ; 25,

J

donde la granja ¢ es infecatada por la granja j (con ¢ # j). El pardmetro ¢; ;
toma el valor 1 si ambas granjas pertenecen al mismo grupo ADS, y 0 en
caso contrario.

Al representar su mapa de riesgo (véase la Figura 3.8) observamos que la
gran mayoria de las granjas poseen un riesgo elevado de infeccion debido a
compartir los mismos veterinarios.
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Figura 3.8: Mapa de riesgo para el personal veterinario

3.5.4. Infeccion local

Ademas del contagio por los vehiculos o el personal sanitario, existe una
tercera forma de expandir la epidemia de forma indirecta: la infeccion local.
Este tipo de contagio se produce inicamente entre granjas proximas entre si,
debido a la propagacién aérea y a los parasitos.

La probabilidad de que la epidemia se expanda a otras granjas depende
de la distancia de éstas a la granja infectada. Si la distancia es menor
de 250 metros, asignamos una tasa de contagio diario de 0.014; a menos
de 500 metros, 0.009; a menos de un kilometro, 0.0038; a menos de dos
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kilometros, 0.0019; a partir de los dos kilémetros la probabilidad de infeccion
la consideramos nula (véase [14] y la Figura 3.9).

5 x 10+
38
250m 1000m
Radios: .
. 500m 2000m

Figura 3.9: Esquema de la tasa de contagio diario por infeccién local

Consideramos que cuando una granja es infectada, quedan infectados el
0,1% de los cerdos. Por lo tanto, la expansion de la epidemia debido a la
integradora viene determinada por las siguientes ecuaciones:

ST — —07001 * Sz * 51 Pk M7
1 J 7. gq (36)
E! = 0,001 % S; 6 j + 2tC

N;

donde la granja ¢ es infecatada por la granja j (con ¢ # j). El pardmetro 6; ;
toma el valor segin la distancia entre las granjas, tomando los valores que
hemos comentado anteriormente.

Como era de esperar, al observar el mapa de riesgo (véase la Figura 3.10)
se comprueba como las zonas con mayor riesgo son aquellas en las que la
densidad de granjas es mayor.

3.5.5. Todos los factores

Finalmente, aplicaremos todos los factores de riesgo estudiados en un
mismo escenario. Como vemos en la Figura 3.11, el efecto de los diferentes
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Figura 3.10: Mapa de riesgo para la infeccién local

factores parece multiplicarse al aplicarse al mismo tiempo.
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Figura 3.11: Mapa de riesgo para todos los tipos de contagio

Se puede observar que el riesgo de infeccion es muy alto en toda la region
de Segovia. Por lo tanto, parece necesario la aplicacién de alguna medida que
intente controlar la expansién de la epidemia.
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3.6. Medidas de control

Debido a la gran repercusion que tiene una epidemia de fiebre porcina
en una poblacién y al perjuicio econémico que provoca, existe una serie de
medidas de control que pueden ser llevadas a cabo una vez que es detectada la
enfermedad. Estas medidas suponemos que consisten en el sacrificio de todos
los cerdos de la granja en la que se haya encontrado al menos un animal
infectado. Ademas, durante los 90 dias siguientes la granja permanecera en
cuarentena, por lo que no enviara ni recibira movimientos de cerdos, ni visitas
de la integradora ni del veterinario. Pasados esos 90 dias, la granja volverd a
adquirir cerdos sanos (véase [15]).

Para poder llevar a cabo las medidas de control debemos definir cuando
consideramos que la enfermedad ha sido detectada. Como hemos visto
anteriormente, en nuestro modelo poseemos tres estados distintos de infeccién
(E, I y C), siendo tnicamente en el tercero (C) en el que son visibles
los sintomas clinicos de la enfermedad. Por lo tanto, consideramos que la
enfermedad es detectada cuando la proporcién de animales con sintomas
clinicos corresponde a, al menos, un animal. Es decir:

CxN>1

donde C' corresponde a la proporcién de cerdos con sintomas clinicos y N al
numero de animales en la granja.

Para comprobar la eficacia de las medidas de control nos basta observar
las diferencias de los mapas de riesgo cuando no llevamos estas medidas a
cabo y cuando si lo hacemos. Hemos visto anteriormente el mapa de riesgo
cuando no aplicamos medidas de control, que comparamos con el siguiente
mapa de riesgo, realizado en el mismo escenario, pero en este caso llevando
a cabo medidas de control.

Como vemos, las diferencias son notables. Gracias a las medidas de control
conseguimos que la expansion de la epidemia sea mucho menor. Sin embargo,
también hay que tener en cuenta que a pesar de estas medidas la infeccion
ha afectado a un gran nimero de granjas.
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Figura 3.12: Mapa de riesgo para todos los tipos de contagio, pero aplicando
medidas de control

3.7. Conclusiones

Durante este trabajo hemos estudiado el comportamiento de una
epidemia, tanto a nivel tedrico como en un caso real. A diferencia de otros
estudios similares, hemos analizado la evolucién de la epidemia tanto dentro
de la granja, asi como la manera en la que la infeccién se expande a otras
granjas.

En el caso concreto de la fiebre porcina hemos visto que las granjas con
animales infectados no tardan en tener la mayoria de sus animales infectados.
Ademas, estas granjas provocan que otras granjas con las que tienen alguna
relacién (cercania, movimientos de animales, misma integradora o mismo
veterinario) también sean infectadas al poco tiempo.

El factor més importante para la transmision de la epidemia entre granjas
de Segovia es la infeccién local, producida entre granjas proximas entre
si. Este resultado no se puede extrapolar a otras regiones debido a que
esta relacionado con la existencia de zonas con gran densidad de granjas
en la provincia de Segovia. En otras regiones en las que las granjas estén més
separadas, este factor seria menos importante.

Debido a la rapida transmisiéon de la enfermedad y que ésta acaba
infectando a la gran mayoria de los cerdos, es recomendable la aplicacion
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de medidas de control para intentar parar la epidemia. Como hemos visto,
estas medidas consiguen frenar en buena parte la expansion de la enfermedad.

Por lo tanto, la realizacién de simulaciones es de gran utilidad para la
toma de decisiones para la mejora de la prevencion y de programas de control,
ya que ayudan a determinar qué decision es la mas acertada segun el escenario
en el que nos encontremos.

En un futuro seria interesante probar la eficacia de otras medidas de
control, para hallar las medidas mas eficaces. También seria una labor futura
hallar el valor del parametro R, para el modelo hibrido aplicado en este
ultimo capitulo, asi como cuantificar las consecuencias econémicas de la
epidemia.
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