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Resumen

La epidemiologia se encarga del estudio de la distribucién y el control de los
factores determinantes en enfermedades frecuentes en humanos. Antiguamente,
el interés en epidemias ha sido una prioridad, ya que millones de personas mo-
rian por su culpa. Actualmente, el estudio de las enfermedades infecciosas sigue
cobrando gran interés. En este estudio juegan un papel importante las Matemati-
cas, en particular el desarrollo de modelos matematicos y la simulacién. En este
trabajo, nos proponemos realizar un estudio de la estabilidad de dos modelos ma-
tematicos, el SIRS y el Be-CoDiS. En primer lugar, nuestro objetivo es estudiar
los estados de equilibrio de ambos modelos, y determinar su nimero bésico de re-
produccidn. Por ultimo, hacemos un estudio numérico para validar los resultados
obtenidos sobre la estabilidad.

Abstract

Epidemiology is responsible for the study of the distribution and control of the
determinants of frequent diseases in humans. In the past, interest in epidemics has
been a priority, as millions of people died because of it. The study of infectious
diseases continues to be of great interest. Mathematics plays an important role in
this study, in particular the development of mathematical models and simulation.
In this work, we propose a study of the stability of two mathematical models,
SIRS and Be-CoDiS. First, our objective is to study the equilibrium states of
both models, and determine their basic reproduction number. Finally, we do a
numerical study to validate the results obtained on stability.






Introduccion

La modelizacién y la simulacién son herramientas de decision muy importantes
que pueden ser usadas en el control de enfermedades humanas y animales. Sin
embargo, como cada enfermedad tiene sus propias caracteristicas bioldgicas, los
modelos de simulacion necesitan ser adaptados a cada caso especifico con el
objetivo de sostener situaciones reales.

En este trabajo, basdndonos en [1] y [2], nos centramos en el andlisis de dos
modelos matemadticos epidemioldgicos, el SIRS y el Be-CoDiS. Con este prop6-
sito, en primer lugar analizamos los puntos de equilibrio de ambos modelos. Mas
precisamente, estimamos una expresion analitica del niimero basico de reproduc-
cion, denotado por Ry, de acuerdo con los pardmetros del modelo. El nimero
basico de reproduccion, es una cantidad umbral usada en epidemiologia para de-
terminar el comportamiento de una epidemia. Observaremos que si Ry > 1, la
epidemia se convierte en endemia, mientras que si Ry < 1, la epidemia desapa-
rece. Finalmente, validamos e ilustramos los resultados tedricos obtenidos.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1, introducimos
algunos conceptos basicos en epidemiologia para familiarizarnos con esta disci-
plina cientifica, y vemos algunas causas que siguen dando gran interés al estudio
de la epidemias. En el Capitulo 2, introducimos la importancia de las matemadticas
en la epidemiologia y los tipos de modelos mateméticos que podemos encontrar.
Por ultimo, en el Capitulo 3 y en el Capitulo 4, hacemos un anélisis detallado de
los modelos SIRS y Be-CoDiS, respectivamente.
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Capitulo 1

Introduccion a la epidemiologia

La epidemiologia es la disciplina cientifica que se encargan del estudio de la

distribucién y el control de los factores determinantes en enfermedades frecuen-

tes en humanos. Entre sus funciones encontramos: describir la distribucion de la

enfermedad, identificar sus factores de riesgo para descubrir el motivo por el que

alguien se contagia, construir y probar teorias y planificar, implementar y evaluar

programas de deteccidn, control y prevencion.

1.1. Conceptos basicos

A continuacién damos algunas definiciones bdsicas que serdn necesarias para

las siguientes secciones.

Una epidemia es un aumento importante del nimero de personas afectadas por
una enfermedad infecciosa en un territorio y momento determinado.

Una pandemia es la afeccion de una enfermedad infecciosa en los seres huma-
nos a lo largo de un 4rea geograficamente extensa.

Consideramos que una enfermedad es endémica si persiste todo el tiempo en
una zona geografica.

La prevalencia es el ntimero de casos de una enfermedad en una poblacion en
un periodo de tiempo dado.

La incidencia es el nimero de casos de individuos infectados en una poblacién
por unidad de tiempo.

La inmunidad es un conjunto de mecanismos de defensa de los seres vivos
frente a un agente extrafio o externo al organismo.

Las enfermedades infecciosas emergentes son un tipo de enfermedades infec-
ciosas que surgen en lugares y momentos especificos y se convierten, o ame-
nazan con convertirse, en nuevas epidemias.

Las enfermedades reemergentes se refieren al resurgimiento de enfermedades
que ya habian sido aparentemente erradicadas o su incidencia fue disminuida.

El periodo de latencia o de exposicion es el tiempo que requiere el individuo
infectado para pasar a ser un individuo infeccioso.

9



10 1. INTRODUCCION A LA EPIDEMIOLOGIA

» El periodo de incubacion es el tiempo que transcurre desde el momento en
el que el individuo fue infectado hasta el momento en el que aparecen los
primeros sintomas.

» El periodo infeccioso es el tiempo en el que el individuo infectado es capaz
de transmitir la enfermedad. Este periodo comienza una vez que termind el
periodo de latencia.

1.2. Evolucion histérica y motivacion

Desde la antigiiedad el ser humano se ha visto afectado por enfermedades,
como la peste, que se extendian rdpidamente y podian llegar a acabar con la vida
de poblaciones completas. L.os primeros escritos sobre las pestes se encuentran en
la Biblia, donde relacionaban las epidemias con un efecto de la célera divina. En
aquellas épocas, la Biblia ya recogia varias practicas sanitarias para prevenir el
contagio, como el lavado de manos y alimentos y el aislamiento de los enfermos.

A mediados del siglo XX, los grandes avances médicos y la mejora de los pro-
gramas de salud disminuyeron la mortalidad por enfermedades infecciosas en los
paises desarrollados. Las enfermedades crénicas, como el cancer y la enferme-
dades cardiovasculares, pasaron a ser la principal causa de muerte, despertando
un gran interés en los investigadores. A pesar de estas mejoras, las enfermedades
infecciosas siguen acabando con la vida de millones de personas en los paises en
desarrollo.

Tras los grandes avances se crefa que las enfermedades infecciosas pronto
serian erradicadas pero, evidentemente, no ha sido asi. Los microorganismos se
adaptan y evolucionan y como consecuencia aparecen nuevas enfermedades (el
SIDA o el ébola) y reemergen algunas que se consideraban controladas (el den-
gue o la fiebre amarilla), extendiéndose por nuevas regiones. Ademds, el genoma
de algunos microorganismos a veces puede cambiar ligeramente y, como con-
secuencia, pueden adquirir resistencia a algunos medicamentos. Las invasiones
animales o humanas de nuevos ecosistemas, el calentamiento global, la degrada-
cién del medio ambiente, el aumento de los viajes internacionales,. .. son otros
factores que propician la aparicién de nuevas enfermedades infecciosas.

Como consecuencia de las enfermedades emergentes y reemergentes y de los
continuos cambios en el genoma de los agentes infecciosos, el estudio de las
enfermedades infecciosas ha seguido cobrando interés.



Capitulo 2

Las Matematicas en la epidemiologia

Las Matemadticas han sido muy importantes para el desarrollo de la epide-
miologia. En particular, la modelizacion y la simulacion se han convertido en una
herramienta esencial en el estudio de la propagacion y en el control de las en-
fermedades infecciosas. En 1760, Daniel Bernouilli fue uno de los primeros en
formular un modelo matemético para la viruela, en el que demostraba la efec-
tividad de la vacunacién en gente sana. Sin embargo, no fue hasta el siglo XX
cuando empez6 a desarrollarse realmente la modelizacién deterministica en epi-
demiologia. En 1906, Hamer formul6 un modelo discreto analizando la epidemia
de sarampion. Su estudio fue bastante relevante debido a que fue el primero en
considerar que la incidencia de una enfermedad esté relacionada con las densi-
dades de poblacidn susceptible y poblacion infecciosa. En 1911, Ross desarroll6
un modelo de ecuaciones diferenciales para la malaria, ya que estaba interesado
en la incidencia y el control de esta enfermedad. También destacan Kermack y
McKendrick, quienes en 1926 publicaron modelos epidémicos obteniendo como
resultado que la densidad de personas susceptibles debe exceder un valor critico
para que la epidemia ocurra.

La epidemiologia matematica crecié de manera exponencial a mediados del
siglo XX —Ia primera edicién del libro de Bailey es una importante referencia—,
asi que una gran variedad de modelos han sido formulados, analizados matema-
ticamente y aplicados a enfermedades infecciosas.

Pero, ;por qué es tan importante la modelizacion matemadtica en esta discipli-
na? La forma en que se transmiten las enfermedades de una poblacién a otra es
un proceso complejo, ya que depende de muchos factores: sociales, econdmicos,
ambientales,. . .y por tanto resulta dificil comprender la dindmica de la propaga-
cion de una enfermedad sin la estructura de un modelo matematico. Entender sus
caracteristicas de transmision en comunidades, regiones y paises nos permite ob-
tener una mejor aproximacion para reducir la propagacion de estas enfermedades.

Sin embargo, dentro de cada enfermedad hay numerosos factores que provo-
can que no podamos estudiarlas todas ellas del mismo modo. Algunos de estos
factores son:

11



12 2. LAS MATEMATICAS EN LA EPIDEMIOLOGIA

(1) Los tipos de estado por los que pasa un individuo no son los mismos para
cada enfermedad. Los posibles estados que se suelen utilizar son los siguien-
tes:

= M — Individuos que adquieren temporalmente inmunidad a la enferme-
dad. Por ejemplo, algunos nifios adquieren ese tipo de inmunidad ya que
durante el embarazo la madre ha sido infectada y algunos anticuerpos IgG
(inmunoglobulina G) son transmitidos al feto a través de la placenta. Al
perder la inmunidad temporal, pasan a formar parte del estado S.

S — Susceptible. Individuos sanos y susceptibles de ser infectados.

E — Infectado. Individuos infectados en su fase latente, es decir, indivi-
duos infectados que no pueden contagiar a los demas.

I — Infeccioso. Individuos infectados y que, ademds, pueden contagiar a
otros.

R — Recuperado. Individuos que han sobrevivido a la enfermedad y ad-
quieren inmunidad permanente.

(2) El modo de transmision también varia. Algunas se transmiten de persona
a persona o animales de la misma especie, como el SIDA. Otras, a través
del medio ambiente, como el célera; y otras, mediante el uso de vectores o
agentes, normalmente insectos, que son infectados por humanos e infectan a
otros humanos, como la malaria con los mosquitos.

(3) Los agentes infecciosos por los que se transfiere la enfermedad difieren en
cada enfermedad. Esto toma especial importancia debido a que los agentes
infecciosos condicionan los diversos estados por los que pasan los afectados
por una enfermedad.

Algunos de los propdsitos de los modelos mateméticos epidemioldgicos son:

= El proceso de formulacion del modelo aclara hipotesis, variables y pardmetros.
= [os modelos permiten la exploracion de los efectos de las distintas hipdtesis.
= [os modelos son herramientas experimentales para probar teorias y conjeturas.

» Los modelos pueden ser usados para evaluar tedricamente, comparar y optimi-
zar los programas de control.

= [os modelos pueden ser usados para estimar pardmetros clave en el ajuste de
los datos.

= Los modelos pueden ser usados para comparar enfermedades de diferentes ti-
pos o de diferentes temporadas o sobre diferentes poblaciones.



2.1. MODELOS MATEMATICOS EPIDEMIOLOGICOS 13

= [.os modelos pueden sugerir datos criticos que necesitan ser recogidos.

» Los modelos pueden contribuir al disefio y andlisis de estudios epidemioldgi-
Cos.

= [os modelos pueden ser usados para identificar tendencias, hacer predicciones
generales, o estimar la incertidumbre de estas predicciones.

A pesar de que los modelos epidemioldgicos son beneficiosos, también tienen
algunas limitaciones:

= Un modelo epidemioldgico es una simplificacion extrema de la realidad, no es
la realidad.

» Los modelos deterministicos son modelos matemadticos donde las mismas en-
tradas producirdn invariablemente las mismas salidas, no contemplandose la
existencia del azar ni el principio de incertidumbre. Estdn estrechamente rela-
cionados con la creacion de entornos simulados para el estudio de situaciones
hipotéticas. Asi, estos modelos no reflejan la incertidumbre de la propagaciéon
de la enfermedad.

» Un modelo es estocéstico cuando al menos una variable del mismo es toma-
da como un dato al azar y las relaciones entre variables se toman por medio
de funciones probabilisticas. Por tanto, estos modelos incorporan oportunidad,
pero normalmente son costosos computacionalmente y més dificiles de anali-
zar que los correspondientes modelos deterministicos.

2.1. Modelos matematicos epidemiologicos

Dentro de los modelos mateméaticos mds usados existen varias diferencias que
permiten clasificarlos en tres tipos:

(1) Compartimentales: suelen ser modelos deterministicos en los que se consi-
dera a los individuos pertenecientes a un compartimento del modelo como un
conjunto, en lugar de ser considerados de manera individual. Cada compar-
timento viene dado por el estado en el que se encuentran los individuos. Los
modelos compartimentales pueden ser estudiados en poblaciones grandes y
facilita el estudio analitico de la epidemia. El nombre de estos modelos se
basa en los patrones de flujo entre los distintos estados por los que pasan los
individuos, por ejemplo, SIR, SIS, SIRS, MSEIR (ver figura 2.1), SEIR, ...

Los modelos epidemioldgicos mds simples centrados en estados son:

» SIS: la recuperacion no proporciona inmunidad. Los individuos pasan de
ser susceptibles a infecciosos, y de nuevo susceptibles.

= SIR: los individuos se recuperan con inmunidad permanente.
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(2)

3)

2. LAS MATEMATICAS EN LA EPIDEMIOLOGIA

Nacimientos  Nacimientos
con inmunidad sin inmunidad

pasiva pasiva
M S E 1 R
Muertes Muertes Muertes Muertes Muertes

FIGURA 2.1. Diagrama de transferencia general del modelo
MSEIR con dindmicas vitales.

= SIRS: los individuos se recuperan con inmunidad temporal, de manera que
vuelven a ser susceptibles.

= SI: los individuos no se recuperan.

Estos modelos se usan para la modelizacion de enfermedades infeccio-
sas que se propagan por contacto directo entre personas. Los modelos tipo
SIR son mds apropiados para enfermedades viricas (sarampion, viruela, ... ),
mientras que los tipo SIS son mds apropiados para enfermedades bacterianas
(meningitis, enfermedades de transmision sexual, ... ).

Aunque estos modelos son simples y sus andlisis mateméticos son ele-
mentales, proporcionan notacidn, conceptos, intuiciéon y fundamentacién pa-
ra considerar modelos més refinados.

Centrados en individuos: suelen ser modelos estocdsticos en los que se es-
tudia el comportamiento de cada individuo. Se pueden utilizar en poblaciones
de cualquier tamafio y suelen ser estudiados mediante simulaciones numéri-
cas.

Hibridos: son aquellos que combinan una parte deterministica con otra parte
estocdstica.



Capitulo 3

Modelo SIRS

3.1. Descripcion

En este modelo los compartimentos en los que se divide la poblacién son:

= S —> Susceptible. Individuos sanos y susceptibles de ser infectados.

» | — Infeccioso. Individuos infectados y que, ademads, pueden contagiar a
otros.

» R —> Recuperado. Individuos que han sobrevivido a la enfermedad y adquie-
ren inmunidad permanente.

Como hemos dicho anteriormente, los individuos una vez recuperados volve-
rdn a ser susceptibles.

Por simplicidad, vamos a considerar que el tamaiio la poblacién permanece
constante e igual a N € N, es decir, se consideran las mismas tasas de nacimien-
tos y muertes durante el periodo de propagacion de la enfermedad. Ademaés su-
ponemos que la poblacion estd homogéneamente mezclada, esto es, las personas
infecciosas estdn en contacto con las no infectadas. El proceso de propagacion
de la enfermedad estd regido por la llamada ley de accion de masas, la cual dice
que la tasa a la que una enfermedad se propaga es proporcional al nimero de in-
dividuos susceptibles por el niimero de infecciosos. Finalmente, por simplicidad
en la notacién, denotaremos por S, I/, R a la proporcién de individuos en cada
estado, en lugar del nimero total de personas.

3.2. Formulacion

Bajo las suposiciones anteriores, la evolucion de la epidemia viene dada por
las siguientes ecuaciones diferenciales:

dS

"0~ 1S + uRa),
G.1) CED prosw) - vio,

dR(t)

= i@ - R)

con S(t) + I(t) + R(t) = 1y donde,
15



16 3. MODELO SIRS
» B > 0es latasa de contacto efectivo de la enfermedad,

= 11 es la tasa de pérdida de inmunidad en individuos recuperados,

= y es la tasa de transicion de una persona del estado [ al R.

En la figura siguiente podemos ver el diagrama de este modelo SIRS:

m

Teorema 3.2. El conjunto
Q={(S,I,R)e[0,+00)*: S+ +R=1}

es positivamente invariante para el sistema (3.1), esto es, (S(t), I(t), R(t)) €
para todo t > 0, supuesto que (S(0), 1(0), R(0)) € Q.

Demostracion. En primer lugar, observamos que el sistema (3.1) es positivo, es
decir, si (S(0), 1(0), 1(0)) € [0, 00)3, entonces

(S(), 1(t), R(1)) € [0, 00)°

para todo ¢ > 0. De hecho, si (S(¢), I(z), (1)) € [0,00)* y S(¢) = 0, entonces
% > 0, lo cual garantiza que S no puede ser negativo. Esto también es cierto
para los demds estados. De acuerdo con [3, pdgina 1996], esta es una condicion
necesaria y suficiente para asegurar la positividad del sistema. Adicionalmente,

dado que ‘fl—f + % + ‘fl—f = 0, tenemos que
S)+ 1(t) + R(t) = S(0)+ 1(0) + R(0) =1

cualquiera que sea ¢t > 0. Por lo tanto, deducimos que €2 es positivamente inva-
riante para (3.1). 0J

’ Pardmetros ‘ Rango de valores ‘

B [0.0494,0.2671]
4 [0.2000,0.5000]
i [0.2000,1.000]

TABLA 3.3. Rango de valores de los pardmetros del modelo SIRS
usado en la seccion 3.5.
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3.3. Calculo del niimero basico de reproduccion

Para el estudio de las propiedades de estabilidad del sistema (3.1), usamos el
nimero bdsico de reproduccion.

Desde un punto de vista bioldgico, el nimero basico de reproduccion, de-
notado por Ry, es el nimero medio de infecciones secundarias producidas por
una persona infectada durante su periodo infeccioso (el paciente cero), al ser in-
troducida en una poblacién no infectada (completamente susceptible). Es decir,
cudntos individuos va a infectar directamente el paciente cero.

Desde un punto de vista matematico, el valor R, asociado a un modelo epi-
demioldgico centrado en estados, similar al sistema (3.1), puede ser calculado
usando el llamado método Next Generation Matrix [4].

En este método, consideramos un modelo compartimental general para la
transmision de enfermedades infecciosas definido por

X=FXY)-V(X.Y)
(3.4) ,
Y =g(X.Y),

donde X = (x1,....,x,) € R"eY = (y1,..., ym)" € R™ representan la pobla-
cién en los estados infectados y no infectados, respectivamente; ¥ = (¥, ..., F,)"
representa el vector de la tasa de nuevas infecciones; V = (Vy,..., V,)" re-
presenta el vector de los términos de transicion desde los estados infectados; y
g = (g1,...,gn)" representa el vector de los términos de transicién desde los
estados no infectados.

Siguiendo [4], suponemos que: ¥ (0,Y) = V(0,Y) = 0; F(X,Y) > 0 para
todoi € {1,...,n}si X, Y satisfacen que x; > 0y y; > 0 para cualquier par
@, j) ed{l,....n} x{l,...,m}; Vi(X,Y) < 0,paratodoi € {1,...,n}, siel
vector X cumple que x; = 0; Z?:o Vi(X,Y) > 0paratodo X, Y tal que x; >0
e y; > 0, cualquiera que sea (i, j) € {1,...,n} x {1,...,m}; y que el sistema
(3.4) admite un unico punto de equilibrio libre de enfermedad, es decir, un punto
Pr = (Xr,Yr), con Xy = 0y las componentes de Yr no negativas, y con al
menos una de ellas distintas de ceroy Xy = 0.

Sea F = (STF;(Pf))ijl yV = (gT'V;(Pf))ZJ.=1. Si F'y V=1 son matrices no
negativas, el nimero basico de reproduccién viene dado por Ry = p(FV™!), es
decir, el radio espectral de la matriz F'V ~![4, pdgina 33].

Teniendo en cuenta este resultado, podemos introducir la siguiente formula-
cién matricial del sistema (3.1). Sea P = (X,Y) con X =T eY = (S, R)". El
sistema (3.1) puede ser escrito como (3.4), donde

F(X,Y)=F(S)X, VX.Y)=VX, g(X.Y)=35(s)P,
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siendo

F(s)=ps. V=v. g(S)=(_ﬁ53_“).
y n

Entonces, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.5. El niimero de reproduccion bdsica del sistema (3.1) (0 equivalen-
temente del sistema (3.4)) viene dado por

R():é.
Y

Demostracion. Se basa en el método Next Generation Matrix descrito anterior-
mente. Para ello, en primer lugar tenemos que encontrar el punto de equilibrio
libre de enfermedad de (3.4), igualando X y Y a 0:

X=FS)X-VX=(F(S)-V)X =0
Y =5(S)P =0
Sustituyendo y operando con las matrices definidas anteriormente, obtenemos:
(BS =) =0
—BSI + Ru =0
vyl —Ru =0

De la primera ecuacién se deduce que o bien / = 0,0 bien § = /% De la segunda
ecuacion tenemos que uR = BSI, pero como estamos estamos considerando
R=1-S8—1,llegamosa u(l —S —1) = BSI.Por lo tanto,

(3.6) BS + I = p(l-2S5).

Asi, I = ljs(sljri) De la tercera ecuacion vemos que R = yI, luego
1

3.7) R=2
I

Sustituyendo I = 0 en (3.6) y en (3.7) obtenemos el punto
S =1, 1 =0, R =0,

que serd el punto de equilibrio libre de enfermedad. Por otro lado, sustituyendo
= % en (3.6) y (3.7) obtenemos el punto
pn(l—%) y(1—%)
S — Z’ J=— 8 R=_——#"
B Y+ u Y+ n
que llamaremos equilibrio endémico. Por tanto, nuestro punto de equilibrio desea-
do para la obtencion de Ry es Py = (0, 1,0). Finalmente, sabemos que el valor



3.4. ESTUDIO DE LOS PUNTOS DE ESTABILIDAD DEL MODELO 19

Ro = p(FV ') donde, siguiendo lo explicado anteriormente, F = By V = y.
Llegamos entonces a que el nimero bésico de reproduccion viene dado por

Ry = p(By™") = b
y

3.4. Estudio de los puntos de estabilidad del modelo

En primer lugar, recordamos el concepto de estabilidad introducido por Lya-
punov. Consideremos un sistema auténomo no lineal dado por:

x = f(x(@)),
x(0) = xo,
flxo) = 0,

donde x(#) € D < R” siendo D un conjunto abierto que contiene al origen y
f + D — R” una funcién continua. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir
que el origen es un punto de equilibrio. Entonces:

Definicién 3.8. Se dice que el origen es estable en el sentido de Lyapunov si para
todo ¢ > 0, existe un § = §(¢) > 0 tal que si ||x(0)|| < J, entonces ||x(¢)| < &
pata cualquier t > 0. Es decir, las soluciones que empiezan «suficientemente
cerca» de un punto de equilibrio (a una distancia § de ellos), permanecen «su-
ficientemente cerca» para siempre (como mucho a una distancia ¢ la una de la
otra).

Definicion 3.9. Se dice que el origen es asintéticamente estable en el sentido de
Lyapunov si es estable en el sentido de Lyapunov y ademas existe un § > 0 tal que
si [|[x(0)]| < 8, entonces lim,_, o, x(¢) = 0. Es decir, las soluciones que empiezan
«suficientemente cerca», no s6lo permanecen cercanas sino que eventualmente
acaban convergiendo al mismo equilibrio.

Definicion 3.10. Se dice que el origen es inestable si no es estable. Es decir, las
soluciones que empiezan cerca del punto de equilibrio se alejan de él a lo largo
del tiempo.

A partir del nimero R, calculado anteriormente, podemos establecer el si-
guiente resultado de estabilidad del modelo:

Teorema 3.11. El sistema (3.4) (o equivalentemente el sistema (3.6)) tiene dos
estados de equilibrio en el conjunto 2 definido en la seccion 3.1.

(1) Un estado de equilibrio libre de enfermedad Py = (Xr,Yy) € Q, con
XfZO, Yf:(190)9
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el cual es globalmente asintoticamente estable si Ry < 1 e inestable en caso
de que Ry > 1.

(2) Un estado de equilibrio endémico P, = (X,,Y.) € Q, con

Xe = Ie» Ye = (Se’Re)»

dado por
S.= . L—up y R.=yp. siendo ¢ = L(l _ i).
Ry Yyt U Ry
el cual es localmente asintoticamente estable si Ry > 1 y no admisible si

Ry <1

Antes de demostrar el Teorema 3.11, hacemos referencia a dos resultados
conocidos que emplearemos, debidos a Lyapunov [5, pagina 5] y a P. Lasalle [6,
teorema 2], respectivamente. Consideramos la ecuacién diferencial

(3.12) X = f(x.1)
tal que el origen es un estado de equilibrio.

Teorema (de Lyapunov) 3.13. Si existe una funcion V € C*(U : R)conU C R

y tal que:

(1) La funcion V es definida positiva en el origen, es decir, V(x) > 0 para todo
x € U\{0}y V(0) =0,

(2) V(x) < 0 para todo x € U.

Entonces, el origen es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov

para el sistema (3.12). Ademds, si la funcion x — V(x) es definida negativa, es

decir, V(x) < 0 para cualquier x € U \ {0} y V(0) = 0, entonces el origen es

un punto asintoticamente estable para (3.12).

Principio de invarianza de Lasalle 3.14. Supongamos que 2 es positivamente
invariante para el sistema (3.12). Sea V.€ C1(Q : R) tal que V(x) < a en Q
para algiina € Ry V(x) < 0 en Q2. Sea I' el conjunto de puntos dentro de <2
donde V(x) = 0, y sea I'yg el mayor conjunto invariante en I'. Entonces, toda
solucion acotada que parte de Q2 tiende a I'y cuando el tiempo va a infinito.

Teorema 3.15. ([7, pagina 25]) Consideramos el sistema lineal
x = Ax,

donde A es una matriz de orden 2 x 2. Sea § = det A y t = traza A.

(1) Si § > 0, el sistema tiene un punto silla en el origen.
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(2) Si8§ < 0y 12 —48 > 0, el sistema tiene un nodo en el origen, el cual es
estable si T < 0 e inestable si T > 0.

() Si§>0,72—48 >0yt # 0, el sistema tiene un foco en el origen, el cual
es estable si T < 0 e inestable si T > 0.

4) Si§ >0yt =0, el sistema tiene un centro en el origen.
Con estos resultados, ya podemos demostrar el teorema 3.11.

Demostracion del Teorema 3.11. En primer lugar, determinamos los estados de
equilibrio del sistema (3.4), tal y como hicimos en la seccién anterior resolviendo
(ﬁ(S) — 'O)X =0y g(S)P = 0, y obtenemos que Pry P,, definidos en el
enunciado del teorema, son los tinicos puntos de equilibrio en €2.

Suponemos Ry < 1:

Usaremos el método desarrollado en [8] para determinar una funcion de Lyapu-

nov para el equilibrio libre de enfermedad. Con este objetivo podemos escribir la
primera linea del sistema (3.4) como

X=(F-"X- f(X.,Y),

donde f(X,Y)=(F-V)X-F ()X +VX =(F—-%(S))X,siendo F =
y V' = y, como explicamos en la seccion 3.3.

Observamos que el autovalor R, de la matriz F V™! es también autovalor de
V~1F. Entonces, definimos w = g, que denota el autovector de la izquierda de
la matriz V™! F (que es igual que F V1) asociado a Ry.

Sea Ly :RxR?*+> Rdadapor Ly = wV~ X = g%[ = %1. Observamos que
Ly esnonegativaen [0,1], Ly (Pr) =0y

Ly =wV X =wV ' (F-V)X-f(X.Y)) = (Ro—DwX —wV ! f(X.,Y).

Como Ry < 1, f(X,Y) y las coordenadas de wV ! son no negativas para todo
(X, Y)eQyVl Ef(X, Y) < 0 para cualquier punto (X, Y) € Q. Por tanto,
Ly es una funcién de Lyapunov del sistema (3.4) en el estado de equilibrio Py,
y entonces Py es globalmente estable en €2 ya que se satisfacen las hipétesis del
Teorema 3.13 en 2.

Para ver que Py es globalmente asint6ticamente estable usamos el Principio de
Lasalle.

Seal'y ={(X.,Y) € Q/Lf(X, Y) = 0}. Vemos que L}(X, Y) = 0siy solo si

(Ro— DHwX =0
y ademas,

g1

wV (X, Y)==—(B—-BS)] =0.
Yy
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Esto implicaque S =167 = 0. Asi, I'r = {(0,1,0)} U {(X,Y) € Q/I = 0}.
Sea I'fp el mayor conjunto invariante del sistema (3.1) en I'y.
En el conjunto {(X,Y) € /I = 0}, el sistema (3.1) queda reducido a

ds(t)
0}
(3.16) di HE®
drR() RO
a R
Si0 < R(t) < 1,
ds(t)

TR pR(@) = pn(l—S(@))
y la solucién del sistema viene dada por S() = S(0)e ™" + 1 > 1, lo cual es
absurdo ya que 0 < S(¢) < 1. Luego, I'r,p = {Pr} = (0,1,0).

Debido al principio de Lasalle, concluimos que Py es un equilibrio globalmente
asintéticmanete estable en 2.

Centrandonos en el punto de equilibrio endémico P,, si Ry < 1 entonces P, no
es admisible en 2.

Suponemos ahora que Ry > 1:

El sistema (3.4) cumple las hipétesis del teorema 2 de [4]. Por lo tanto, Py es un
punto de equilibrio inestable si Ry > 1.

Ahora nos centramos en estudiar la estabilidad del punto de equilibrio P,. No he-
mos podido usar el método seguido en caso de que Ry < 1 ya que no obteniamos
una funcién de Lyapunov vélida. Asi que para demostrarlo hemos hecho uso del
teorema 3.15.

Como R(t) = 1— S(¢t) — I(t), podemos eliminar la tercera ecuacién del sistema
(3.1) y reescrbirlo de la forma:

ds

% = —BIN)S() + p(1 — S(1) — 1)),
i)

— = BI()S(t) —yI(1).

(3.17)

En este caso la version linealizada del sistema en el punto P; = (S,, I.) puede
escribirse como

(3.18) Z=J(PHZ,
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siendo Z = (S’ f)’, conS=S-S,.,1=1-1, y J(P]) la matriz jacobiana
del sistema (3.17) evaluada en el punto P, .

—Bu(l — %=
T L A
J(Pr)_ _,Ble_,u _,BSe_M _ )/-l-,LL
¢ pl. BSe —y ,B/L(l——)
_ 0
Yy +nu
A continuacién, vemos como son § = det J(P)) y v = traza J(P]).
Por un lado, tenemos que
Bu(l — %)
T = —+nu| <0,
Y+ Hu
ya que al estar en el caso de Ry > 1, tenemos que 0 < 1 — - < 1 y ademas, S,

Y, |4 SON positivos.
Por otro lado, es obvio que

1—-L
5=—(—y—u)<’3"yﬁ)>o.

De acuerdo con el Teorema 3.15, tenemos que P, es un punto de equilibrio (nodo
o foco) localmente asintéticamente estable.
En particular, observamos que si

2
Bl — ) 1
2_ys= 2 RoZ ) —agu(1——) <o,
E ( y+n M ﬁ“( RO)

1 S lgunos célcul ivale a B < 2YTL Progerfa un
o lo que, después de .aguios cdlculos, equivale a —Z— v Fe se ag
foco. En caso contrario, diremos que P, es un nodo. Por la linealidad del sis-
tema (3.18), deducimos que el punto de equilibrio endémico P, es localmente
asintoticamente estable.

OJ

3.5. Estudio numérico

En esta seccidn realizamos un andlisis numérico del modelo SIRS para com-
probar que se verifica lo establecido en el estudio analitico realizado en la seccién
anterior. Para ello, hemos simulado la evolucién de la enfermedad segin unos da-
tos iniciales y unos parametros obtenidos de la Tabla 3.3. Hemos considerado por
una parte una enfermedad en la que Ry < 1y por otra, una en la que Ry > 1.
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» La enfermedad A tiene una tasa de contacto 8 = 0,05, una tasa de recuperacion
y = 0,16 y una tasa de pérdida de inmunidad en los individuos recuperado
u = 0,2. Luego Ry = B/y = 0,05/0,16 = 0,3125 < 1.

» La enfermedad B solo difiere en la tasa de contacto B = 0,26. Se mantienen
y =0,16 y u = 0,2. Por lo tanto, Ry = 0,26/0,16 = 1,625 > 1.

En el estudio que hemos hecho analizaremos las enfermedades durante un
periodo de 70 dias, ya que con este tiempo es suficiente para que tiendan a un
equilibrio. En primer lugar, representamos el diagrama de fases de la proporcion
de individuos susceptibles frente a la de infecciosos.

En la enfermedad A, si observamos la Figura 3.19, la proporcion de indivi-
duos infecciosos disminuye, mientras que la de susceptibles aumenta. Todas las
trayectorias se aproximan al punto (1, 0) que se corresponde con el punto de equi-
librio libre de enfermedad Pr = (1, S, R) = (0,1,0), y ademds se trata de un
punto globalmente asintéticamente estable.

1,0

VA

0,8+

0,6 N

Infecciosos
Ve

0,4 - b

0,2

0 0 | | | | !
0,0 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0

Susceptibles

FIGURA 3.19. Diagrama de fases de la enfermedad A

En la enfermedad B, podemos ver en la Figura 3.20 que si el nimero de in-
fecciosos es muy alto y el de susceptibles muy pequefio, los primeros empiezan
a disminuir rdpidamente y los segundos crecen. A medida que el dato inicial de
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infecciosos disminuye y el de susceptibles aumenta, el diagrama nos muestra c6-
mo la velocidad a la que disminuye la cantidad de infecciosos es cada vez maés
baja, y el nimero de susceptibles sufre un ligero descenso para luego volver a
crecer. Por ltimo, apreciamos que cuando la proporcion inicial de personas sus-
ceptibles supera el 0,8 y la de infecciosos estd por debajo de 0,2, estos aumentan
rdpidamente y los susceptibles disminuyen . Las soluciones tienden al punto de
equilibrio endémico P, = (1., S., R.) = (0,2137,0,61540,1709), pero en este
caso es un punto localmente asintéticamente estable.

1,01

0,8

0,6 - N

Infecciosos
/7

0.4

0,2

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Susceptibles
FIGURA 3.20. Diagrama de fases de la enfermedad B

A continuacién, observamos cémo evoluciona la epidemia con el paso del
tiempo. En ambas enfermedades partimos de una poblacién susceptible en la que
el 20 % de la poblacion es infecciosa y no hay poblacion recuperada, es decir
S(0)=0,8,1(0) =02y R(0) =0.

En la enfermedad A 1a proporcién de individuos infecciosos disminuye desde
un primer momento tendiendo a su desaparicion, y la de recuperados también se
van acercando a 0, mientras que la de susceptibles crece hasta llegar a 1. Como
era de esperar al estar en el caso Ry < 1, no se produce endemia y la enfermedad
acaba desapareciendo, tendiendo cada estado al punto de equilibrio Py.
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I
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------- Susceptibles - Infecciosos Recuperados

FIGURA 3.21. Evolucién de la proporcién de individuos en cada
estado considerando la enfermedad A

En la enfermedad B el nimero de infecciosos y de recuperados crece ligera-
mente, mientras que el de los susceptibles disminuye. Como R, > 1, la enfer-
medad no desaparece, es decir se produce la endemia. Las tres cantidades se van
estabilizando con el paso del tiempo al equilibrio endémico P,.

Por lo tanto, hemos comprobado que el estudio numérico hecho mediante
simulaciones coincide con el estudio analitico realizado en la Seccién 3.4.



3.5. ESTUDIO NUMERICO
1,0
0,8 f\‘
Fs
N
\0
\'\
0,6F R e e R LR
04r
02+
1 n 1 1 n n 1 n 1 n n n n 1 n n J
0 10 20 30 40 50 60 70
------- Susceptibles - Infecciosos Recuperados

FIGURA 3.22. Evolucién de la proporcién de individuos en cada

estado considerando la enfermedad B
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Capitulo 4

Modelo Be-CoDiS

El modelo Be-CoDiS (Between Countries Disease Spread) es usado para es-
tudiar la propagacién de enfermedades humanas dentro de un pais, y entre varios
paises durante un periodo de tiempo.

Este modelo es una adaptacion del llamado Be-FAST (Between Farm Ani-
mal Spatial Transmission), el cual simula la propagacion de enfermedades de
animales dentro de una granja, y entre varias. El modelo Be-CoDiS se basa en
la combinacién de un modelo deterministico centrado en el individuo (donde los
paises son considerados como individuos), simulando interacciones entre paises
(flujo migratorio) y propagacion de enfermedades, con un modelo deterministico
compartimental, simulando la propagacion de enfermedades dentro de un pais.

En este capitulo estudiaremos en particular el comportamiento analitico del
modelo Be-CoDiS dentro de un pais con flujo de emigracién de personas infec-
tadas.

4.1. Descripcion

En este modelo consideramos una enfermedad en la que los individuos pasan
por los siguientes estados:

= S — Susceptible. La persona es sana, y susceptible de ser infectada.

» E — Infectado. La persona estd infectada pero no puede contagiar a otras y no
tiene sintomas clinicos visibles. Después del periodo de incubacion, la persona
pasa a ser infecciosa.

s | — Infeccioso. La persona puede infectar a otras y empieza a desarrollar
sintomas clinicos visibles. Después del periodo infeccioso, la gente en este
estado estd a cargo de las autoridades sanitarias y son hospitalizados.

» H — Hospitalizado. La persona es hospitalizada y todavia puede infectar al
resto de la poblacién. Al final de este estado, puede recuperarse o morir. El
estado H no incluye a personas hospitalizadas que ya no pueden infectar a
otras. Esta ultima categoria de personas se consideran recuperadas.

29
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= D —> Muerto. La persona no ha sobrevivido a la enfermedad. El caddver de
la gente infectada puede contagiar al resto hasta que son incinerados. Después
de un promedio de tiempo fijado, el cuerpo es incinerado.

» B — Incinerado. La persona ha muerto a causa de la enfermedad. Su caddver
es incinerado y ya no puede infectar a otras personas.

s R —> Recuperado. La persona ha sobrevivido a la enfermedad, ya no es infec-
ciosa y ha desarrollado una inmunidad natural.

Después de que una persona infectada es hospitalizada, las autoridades deben
aplicar medidas de control para controlar la propagacion de la enfermedad:

» Aislacion: los infectados son aislados del resto. Solo los profesionales sanita-
rios estan en contacto con ellos.

» Cuarentena: los movimientos de una persona en el drea de origen de una per-
sona infectada se restringen para evitar que se propague la enfermedad.

= Seguimiento: se intentan identificar contactos potencialmente infecciosos, los
cuales pueden ser la causa de la propagacion de la enfermedad a otra persona.

» Mejora de las condiciones sanitarias: aumento del nimero de camas y personal
sanitario disponible para detectar y tratar a la gente afectada. Cuando es nece-
sario, los funerales de los caddveres infectados son controlados por personal
sanitario para reducir el contacto entre los caddveres y las personas suscepti-
bles.

Por simplicidad, consideramos que la poblacién dentro de un pais estd ho-
mogéneamente distribuida y su tamafio permanece constante e igual a N € N,
es decir, los flujos de emigraciéon o muerte son compensados con el flujo de na-
cimientos que entran en el estado susceptible. Ademads, para formular el modelo
supondremos que no se aplican medidas de control, y denotaremos por S, E, I,
H, D, B, R alaproporcion de individuos en cada estado.

4.2. Formulacion

Teniendo en cuenta las hipdtesis anteriores, la evolucién de la epidemia esta
modelada por las siguientes ecuaciones diferenciales:
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digt) = —S(Z‘)(,BI I(t) + B H(t) + ,BDD(Z‘)) +TE(1)
+/L(E(t) +I(t) + H(t) + R(t)) + 60D(1),
PO — 50)(Br160) + B HO) + BoDO)) ~ (4 5+ ),
d
(4.1) % =8E(1) — (n+ (1),
‘“Zt(t) =yI(t) — (n+ A+ a)H (),
dR(t)
g, =l @) = pR@).

dD(t)

@ =AH(t) — 0D(1),

donde,
= 1 € [0, 1] es la tasa de mortalidad (dia™!),

» w € [0, 1] es el porcentaje de letalidad por enfermedad,

» B; € RT es la tasa de contacto efectivo de la enfermedad de una persona en el
estado I (dia~! persona™!),

» By € RT es la tasa de contacto efectivo de la enfermedad de una persona en
el estado H (dia™! persona™!),

= §,y,a, Ay 6 denotan la tasa de transicién (dia~') de una persona en el estado
Eall,dell al H,del H al R, del H al D y del D al S, respectivamente,

s 7 € [0, 1] es la tasa diaria del movimiento de personas que salen del pais.

El diagrama de este modelo podemos verlo en la Figura 4.2.

7
: f f f i
S Br + Bu + Bp E § I y % o R
T A
0 D

FIGURA 4.2. Diagrama del modelo Be-CoDiS para un pais.
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Teorema 4.3. El conjunto
Q={(S,E,I,H R, D)e[0,4+0)°:S+E+I+H+R+D=1}

es positivamente invariante para el sistema (4.1). Es decir, si se cumple que

(S(0), E(0), ..., D(0)) € Q, entonces (S(t), I(t), ..., D(t)) € Q para todo t > 0.

Demostracion. En primer lugar, observamos que el sistema (4.1) es positivo (es
decir si ocurre que (S(0), E(0), ..., D(0)) € [0, +00)®, entonces se tiene que
(S(t), E(1), ..., D(t)) € [0, 00)% para todo ¢ > 0.

De hecho, si (S(1), E(1), ..., D(t)) € [0, 00)® y ademds se cumple que S(¢) = 0,
entonces % > 0, lo cual garantiza que S no puede ser negativo. Esto también
es cierto para los demds estados. De acuerdo con [3, pagina 1996], esta es una
condicion necesaria y suficiente para asegurar la positividad del sistema.

Adicionalmente, como ‘fl—f + ”é—f + ”'fl—f + ‘2—7 + ‘fi—lf + ‘2—’? = 0, tenemos que
SO+E@)+I(t)+H(t)+R(@)+D(t) = S(0)+E0)+1(0)+H(0)+R(0)+D(0) =1

cualquiera que sea t > 0.
Por lo tanto, deducimos que €2 es positivamente invariante para (4.1). 0

’ Pardmetros ‘ Rango de valores ‘

Bi [0.0494,0.2671]

B [0.020,0.0107]

Bo [0.0494,0.2671]
5 [0.0120,0.0230]
y [0.2000,0.5000]
o [0.1480,0.1050]
) [0.0328,0.1282]
0 [0.5000,1.0000]
[ [0.0120,0.0230]
T [0,0.000024]

TABLA 4.4. Rango de valores de los parametros del modelo Be-
CoDiS usado en la seccién 4.5.

4.3. Calculo del niimero basico de reproduccion

En esta seccién nuestro objetivo es calcular el valor del nimero de repro-
duccién bésica Ry siguiendo el método de Next Generation Matrix visto en la
Seccién 3.3.
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De acuerdo con ello, podemos introducir la siguiente formulacién matricial
del sistema (4.1). Sea P = (X,Y)',con X = (E,I,H, D) e Y = (S,R)".El
sistema (4.1) puede ser reescrito como

X=FXY)-V(X.Y)

(4.5) _
Y =g(X,Y),

donde ¥ (X.Y) = F(S)X, V(X,Y) = VX y g(X,Y) = g(S)P, con

0 BrS BuS PBp (L+6+71) 0 0 0

o 0 0 0 0 —y  (uHAta) O

0O O 0 0 0 0 —A 0
y

v [T m—=B1S u—BuS 06—-FpS 0 pu
g(S)_< 0 0 a 0 0 —pu

Por tanto, podemos formular el siguiente teorema:

Teorema 4.6. El niimero de reproduccion bdsica Ry del sistema (4.5) o, equiva-
lentemente del sistema (4.1), viene dado por

_ 8(abBfr + yABu + yOBD + A0 + nbBr)
W HS+ DA+l

Demostracion. En primer lugar, determinamos el punto de equilibrio libre de

Ro

enfermedad del sistema (4.5) en €2, es decir, los puntos de la forma P = (X,Y),
con X =(0,0,0,0)yY = (a,b)talquea >0,b>0ya+b=1,g(S)P =0
y(F(S)=V)X = 0.

Es sencillo ver que el punto Pr = (X, Yr), siendo

X; =(0,0,0,0), Yy =(1,0),

es el inico punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema en €2. Notamos
que todas las hipétesis requeridas por el método de Next Generation Matrix se
satisfacen.
As, las matrices jacobianas F = (2:(Py))t _ yV = (2(pp))! _ i

si, las matrices jacobianas I = (52 (Pr)), ,_, ¥y V = (55 (Pr)); ;, Vienen
dadas por

0 Br Bw Bp (LW+8+1) 0 0 0
F(S) = 0 0 0 O =P = (w+y) 0 0 ’

00 0 0 0 —y  (u+Ai+a) O

0O O 0 0 0 0 —A 0
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respectivamente. A continuacién, hallamos V! y FV =1y observamos que F y
V' ~1 son matrices con términos no negativos.

(w+867! 0 0 0
# (n+ )—1 0 0
y-l (v + ) +9) ey
B Yi Y _1
+a+A 0
et DRI NETd) GraihEiy H“retd
Ayé Ay A _1
wt+ao+)(pu+y)(n+68)0 (wt+a+A)(nw+y)0 (n+a+r)f
A A, A; Ay
= 0 0 0 0 ’
0 0 0 0
0 0 0 0
donde,
_ 518 + ,31-1]/8 + ﬁDk)/(g
1 — b
m+y)+d) mra+)p+y)(u+d) (w+oa+y)(u+y)(un+6)06
A
A, = B1 N Buy n BpAy ’
w+y (w+a+A)(uw+y) (w+a+r)(n+y)o
Bu BpA
Az = :
S i tatr  (atatre
A4ZIBFD.

Asi, siguiendo la técnica usada para calcular el valor del nimero bésico de repro-
duccién presentada en [9], obtenemos después de algunos calculos que el valor
de Ry viene dado por

8(a6Br + yABu + y0Bp + A0 + n6Pr)
m+s+u+y)p+ri+a)f

Ry=p(FV™h =

4.4. Estudio de los puntos de estabilidad del modelo

A partir del valor R, calculado anteriormente podemos establecer el siguiente
resultado de estabilidad.

Teorema 4.7. El sistema (4.1) o, equivalentemente (4.5), tiene dos estados de
equilibrio en 2.
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(1) Un estado de equilibrio libre de enfermedad Py = (Xr,Yr) € Q, con
Xr=1(0,0,0,0), Yr=(1,0),

el cual es globalmente asintoticamente estable si Ry < 1 e inestable en caso
de que Ry > 1.

(2) Un estado de equilibrio endémico P, = (X.,Y.) € Q, con
X, = (Ee, I, H,, De), Y, = (Se, Re)a

el cual es localmente asintoticamente estable si Ry > 1 y no admisible si
Ry < 1L
De hecho,

1
Se=7p Ee=0pnt+yutatp, lo=up+e+o.
0

H, =680yu¢p, R, =680aydp, D,=35yAug,

siendo

1 1
’= GyAn—0) + (u+ 0+ D)+ y) (1 + A + a)f) <1 Ro>'

Demostracion. Nos basamos en los teoremas 3.13 y 3.14 que vimos en la seccién
3.4. En primer lugar, determinamos los puntos de equilibrio del sistema (4.5)
resolviendo (£ (S) — V)X = 0 y &(S)P = 0. Después de algunos célculos,
obtenemos que Pr y P., definidos en el enunciado del teorema, son todos los
puntos de equilibrio en €2.

Suponemos que Ry < 1:

Usamos el método desarrollado en [8] para determinar una funcién de Lyapunov
para el punto de equilibrio libre de enfermedad Pr. Con este objetivo, podemos
escribir la primera linea del sistema (4.5) como

X=(F-V)X-f(X.Y),

donde f(X,Y)=(F=V)X —F(S)X + VX = (F — ¥(5))X y las matrices
F y V estdn definidas en la demostracion del teorema 4.6.

Después de algunos ciculos, notamos que el autovalor Ry de la matriz VF ™! es
también un autovalor de la matriz V~! F. Entonces, definimos

(o P Pu
w‘(o B> Bo l)’

que denota el autovector situado a la izquierda de la matriz V' F (que es igual
que FV 1) asociado al autovalor Ry.
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Sea Ly : R* x R? — R dada por Ls(X,Y) = wV ™' X, que después de cdlculos
sencillos lleva a

Bré Buys
L) =g e w570 T By T O A A TR TT)
N Ayé )E
mwt+ty+a)(np+y)u+y+1)0
( Br Buy Ay )I
Bo(n+y) Bpu+y)(p+ArA+a) (u+AiA+a)u+y)o
Br A D
+<,BD(M+)H—06) * (u+A+a)9)H+?

Observamos que Ly es no negativa en el conjunto [0, 1%, L (Py) =0y
Le(X.Y)=wV'X = wV I (F-V)X—f(X.Y)) = (Ro—DwX —wV ! f(X,Y).

Ademas, como Ry < 1, f(X,Y) y las coordenadas de wV ~! son no negativas
para todo (X,Y) € €, Ef(X, Y) < 0 para todo (X,Y) € Q. Por lo tanto, Ly
es una funcion de Lyapunov del sistema (4.5) en el punto de equilibrio Py y, en-
tonces, Py es globalmente estable ya que se satisfacen las hipétesis del Teorema
3.13.

Para mostrar que Pr es globalmente asintéticamente estable usamos el principio
de Lasalle. Definimos el conjunto I'r = {(X,Y) € Q/Ef (X, Y) = 0}. Observa-
mos que Ef(X, Y)=0siysolosi (Rp— 1)wX =0y

1 _{ _ ,318 _ ,BH)/5
IS Ol Gl ey rarer e Rl e rurs ey o
Ayd
_(u+x+a>(u+y>m+8+r)e>

(1= $)(Bi1 + BuH + poD) =0.

Esto implicaque S =161 = H =D =0.
Entonces,

Iy ={(1,0,0,0,0,0)} U{(S,E.I,H.R,D) € Q/I = H =D =0}.

En{(S,E,I,H,R,D) € Q/I = H = D = 0}, el sistema (4.1) puede reducirse
a

dflf) = (c+ WE®) + uRQ),
(4.8) { dift) = —(u+8+10)E®),
dR(t) — _LR()

dt
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Por lo tanto, d‘f,ﬁ” + d]f,;t) + dsgt) = —6E(t) = 0. Como § > 0, tenemos que
E@) =0.
Luego,

Iy ={(1,0,0,0,0,0)} U{(S,E.I,H R, D) e Q/E=1=H =D =0}

Sea I'r el mayor conjunto invariante del sistema (4.1) en I's. En el conjunto
{(S,E,I,H R,D) € Q/E =1 = H = D = 0}, el sistema (4.8) puede ser
reescrito como

s _ .
wo ' UR(1),
dR(D) _
Si0 < R(t) <1,
ds(t)

7, = AR =pu(1=5@)

y la solucién del sistema viene dada por S(¢) = S(0)e ™" + 1 > 1, lo cual es
absurdo yaque 0 < §(¢) < 1. Luego, I'r,p = {Pr} = (0,1,0).

Debido al principio de Lasalle, concluimos que Py es un equilibrio globalmente
asintéticmanete estable en €2.

Centrandonos en el punto de equilibrio endémico P,, si Ry < 1 entonces P, no
es admisible en 2.

A continuacién, suponemos que Ry > 1:

El sistema (3.6) satisface las hipétesis del teorema 2 en [4] y, por lo tanto Py es
un punto de equilibrio inestable en caso de que Ry > 1.

Ahora nos centramos en el estudio del punto de equilibrio endémico P,. Como
se verifica que S(¢) + E(¢t) + 1(t) + H(t) + R(t) + D(t) = 1, podemos quitar
la segunda ecuacion del sistema (4.1). En este caso, la version linealizada del
sistema en el punto P; = (S, I., H., R., D.) puede ser escrito como

(4.10) Z = M(P])Z,

donde Z = (S, W)',con S = S-S, W = W — (I, H.. R., D), siendo
W =(,HR,D)y

—DeBp —HePu —I.pr—pu—1t —Sefr—1 —Sefu—71 —1 —Sefp—p—1+

-5 —pu—y—=94 -3 -6 -6
M(P)) = 0 y —u—A—a 0
0 0 - —U 0

0 0 A 0 —6
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Definimos
—u—y == 0 0 0
N = y —u—A—a 0 O
0 o —u 0
0 A 0 -6

De nuevo, siguiendo las ideas introducidas en [8] al igual que en el caso Ry < 1,
definimos la funcién L, : R! x R* — R dada por L.(S, W) = —wy N 'W,
donde wy = (1 0 0 0) denota el autovector situado a la izquierda de la matriz
N asociado al autovalor —pu — § — y. Después de algunos célculos, esta funcién
satisface que L.(0,0,0,0,0) =0y L.(Z) > 0 paratodo Z € (0, 1]°. Ademds,

Lo (Z)=L,S,W)=—-wyN"'W = —wyN"'W

%
= —ww N (NW — (55 + H+R+D) 00 0 o)t)
5

=—J-—"— (S+H+R+D)<0.
wHTHY

Por lo tanto, L, es una funcién de Lyapunov para el sistema linealizado (4.10) en
el origen (0,0,0,0,0). Asi, P] es localmente estable.

Sea T, = {Z € R3/ L.(Z) = 0}. Observamos que I, = {0}. Debido al prin-
cipio de Lasalle, concluimos que el origen (0, 0, 0, 0, 0) es localmente asintdtica-
mente estable para el sistema (4.10). Como dicho sistema es lineal, deducimos

que el estado de equilibrio P, es localmente asintéticamente estable para el sis-
tema (4.1). O

4.5. Estudio numérico

En esta seccidon realizamos un andlisis numérico del modelo Be-CoDiS para
comprobar que se verifica lo establecido en el estudio analitico realizado en la
seccion anterior. Para ello, hemos simulado la evolucion de la enfermedad anali-
zando la proporcién de poblacién sana (estados S y R) frente a la de poblacion
contaminada (estados E, I, H y D) en un tiempo de 400 dias, segin unos datos y
unos parametros obtenidos de la Tabla 4.4. Hemos considerado por una parte una
enfermedad en la que Ry < 1y por otra, una en la que Ry > 1. En ambas enfer-
medades partimos de una poblacién en la que el 60 % es susceptible, el 20 % esta
infectada, el 10 % es infecciosa, el 10 % esta hospitalizada y no hay poblacion
recuperada ni muerta. Los pardmetros que consideramos para cada enfermedad
vienen dados por la Tabla 4.11.

En la enfermedad A, podemos observar en la Figura 4.12 que la proporciéon
de individuos contaminados disminuye llegando a desaparecer, mientras que la
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’ Parametros ‘ Enfermedad A | Enfermedad B

B1 0.1147 0.2671

B 0.0046 0.0107

B 0.1147 0.2671
5 0.3643 0.0476
y 0.4100 0.2000
o 0.0693 0.0148
A 0.0564 0.1272
0 0.8500 0.5000
1 0.0197 0.0120
T [0,0.000024]
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TABLA 4.11. Parametros relativos a las enfermedades A y B usa-
dos en el estudio numérico

de susceptibles aumenta. Como era de esperar al estar en el caso Ry < 1, la
enfermedad acaba desapareciendo, tendiendo cada estado al punto de equilibrio
libre de enfermedad Pr = (X, Yr) = (0,0,0,0, 1,0).

1,0 -
L K4
!
!
|
081
M
g
H
'
0,6+
0,4
0,2
n n 1 n n n n l n n ek | n D S E— | t
0 100 200 300 400
------- Sanos Contaminados

FIGURA 4.12. Evolucién de la proporcién de individuos sanos y
contaminados considerando la enfermedad A

En la enfermedad B, la figura 4.13 muestra como la poblaciéon contaminada
decrece y la sana aumenta, estabilizdndose a lo largo del tiempo a 0,229027 y
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0,770973, respectivamente, que se corresponde con el punto de equilibrio endé-
mico
P, = (X, Y.) = (0,0517925,0,144015, 0,0323354,0,0106833,0,71918, 0,419941).

Como en la enfermedad B Ry > 1, la enfermedad no desaparece y se produce la
endemia.

LOf
L L0 OE R0 AU IS SR A ot
0,6}-"/"/-—
074\
0 100 200 300 400

Contaminados

FIGURA 4.13. Evolucion de la proporcion de individuos sanos y
contaminados considerando la enfermedad B

Por lo tanto, hemos comprobado que el estudio numérico hecho mediante
simulaciones coincide con el estudio analitico realizado en la Seccién 4.4.
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