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de Ébola.

Estimación de parámetros.
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Resumen

La enfermedad del virus del Ébola es una enfermedad humana letal que en 2014
requiso atención especial por el brote que surgió en algunos de páıses africanos y
la posibilidad que se propagase a otros continentes. El modelo matemático Be −
CoDiS simula la propagación de la enfermedad entre los páıses; por tanto, sirve
para estudiar la evolución de la enfermedad considerando el flujo migratorio entre
los páıses y los efectos de las medidas de control. En este trabajo se estudia y se
analiza el modelo Be − CoDiS. Primero, se describe la formulación matemática
de cada componente del modelo. Segundo, se intentan reconstruir los datos de las
personas infectadas por la enfermedad, y las personas fallecidas en Guinea, Liberia y
Sierra leona, para tener la información completa. Posteriormente se pasa a analizar
dos parámetros del modelo; uno la tasa de contagio efectiva de personas infectados,
y otro, el parámetro que simula las medidas de control. Se busca el mejor método
de estimación de éstos dos para que cuando se simule, se consiga reflejar con mayor
precisión la realidad. Finalmente se estudia el error que comete el modelo. Se trata
de minimizarlo ajustando ciertos parámetros, pero que los resultados no se alejen
de la realidad.

Abstract

Ebola virus disease is a lethal human disease that required a particular attention in
2014 due to outbrak in some African countries and possible spread to other conti-
nents. The mathematical model Be− CoDiS simulates the disease spread between
countries. It used to study the evolution of human disease and it considers the migra-
tory flux between countries and control measure effects. In this work we estudy and
analyze the model Be−CoDiS. First, we describe the mathematical formulation of
each component of the model. Second, we try to complete Ebola data about confir-
med cases of Ebola virus disease (EVD) and death due to EVD. Next, we analyze
two parameters of the model; one of these is the disease fatality effective contact rate
of a infectious person, and the other is the parameter wich simulates the efficiency
of the control measures. We look for the best estimation method wich provides re-
sults similar to reality. Finally, we study the model error. We try to minimize it and
analyze the results returned by the model.
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1 Introducción y objetivos

El Ébola es una enfermedad letal humana que en 2014 requirió una atención especial
por parte de las autoridades internacionales de la salud debido al brote surgido en
algunos páıses africanos. Esta epidemia fue centro de atención mundial por su posi-
ble propagación a otros continentes, como ocurrió al aparecer personas infectadas en
Estados Unidos y España. La epidemia continuó durante el año 2015 y actualmente
todav́ıa se considera activa.

Los modelos y las simulaciones son unas importantes herramientas de decisión que
pueden ser usados para controlar y erradicar las enfermedades humanas o anima-
les. Aśı, se adaptan a las caracteŕısticas de la enfermedad para simular situaciones
reales. Los modelos matemáticos son de gran ayuda en la predicción de la posible
evolución del virus del Ébola para dar algunas recomendaciones sobre factores en
los que enfocar los esfuerzos para erradicar dicha enfermedad.

En este contexto, fue propuesto el modelo temporal y espacial Be−CoDiS (Between-
COuntries Disease Spread) por Benjamin Ivorra, Diène Ngom y Ángel M. Ramos
para estudiar la evolución de esta enfermedad entre páıses. En su art́ıculo [4], los
autores presenta la primera versión del modelo epidemiológico que servirá para la
simulación de la propagación de la enfermedad en un área. En este trabajo se uti-
lizó la implementación del software en MATLAB que se puede descargar de forma
gratuita en http://www.mat.ucm.es/momat/software.htm

Las principales ideas que introduce el modelo son las siguientes:

(a) el estudio de la propagación en el páıs y entre páıses,

(b) el uso de bases de datos reales,

(c) la estimación de coeficientes dinámicos en el tiempo, acordes con los indicadores
de los páıses (por ejemplo, situación económica, condiciones climáticas,etc)

La principal caracteŕıstica del modelo es que al mismo tiempo considera los si-
guientes efectos: flujo migratorio entre páıses, efectos de las medidas de control y
estimaciones de coeficientes dinámicos en el tiempo para cada páıs.

Este trabajo de fin de máster trata de hacer estudios sobre el modelo Be− CoDiS
para ver si cambiando algunos métodos de estimación de parámetros, o cambiando
el valor de algunos parámetros, se consiguen resultados distintos.

La Organización Mundial de la Salud (OMS) reporta frecuentemente el número de
casos detectados y personas fallecidas por la enfermedad del Ébola en todos los
páıses afectados. Principalmente reporta Guinea, Liberia y Sierra Leona [6,7]. Estos
datos nos interesan para poder comparar los resultados que aporta el modelo con la
realidad.
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El primero de nuestros objetivos seŕıa completar los datos reportados puesto que no
se tiene la información a nivel diario. Aśı, en la sección 5 se estudiarán y compararán
varios métodos de imputación.

El segundo objetivo de este trabajo es estudiar la estimación de ciertos parámetros
del modelo con distintos métodos. La tasa de contagio de la enfermedad de una
persona infecciosa y el parámetro que simula la eficiencia de las medidas de con-
trol en el modelo Be − CoDiS, formulado en el art́ıculo, se estiman mediante un
algoritmo de regresión no lineal. Lo que se va a hacer en la sección 6 es estimarlos
mediante otros dos métodos distintos: interpolación lineal y optimización no lineal;
y posteriormente, comparar los resultados de los tres métodos.

Por último en la sección 7, se realizará el tercer objetivo que es estudiar el error que
comete el modelo, ver técnicas de minimización de éste y comprobar la similitud de
los datos proporcionados con la realidad.



2 Introducción histórica del Ébola

El virus del Ébola se detectó por primera vez en 1976; hubo dos brotes indepen-
dientes; uno, en Zaire (actual República Democrática del Congo) y otro, en Sudán.
La aldea de Zaire en la que se produjo el brote está situada cerca del ŕıo Ébola, de
ah́ı el nombre del virus.

El primero episodio tuvo lugar en Zaire y afectó a 318 personas, con una letalidad
del 90 % de los enfermos, mientras que el segundo se presentó en la zona sur de
Sudán, abarcando las áreas de Nzara, Maridi y Lirangu, con un total de 250 casos
y una letalidad promedio de apenas 60 %, aunque en la región más afectada llegó al
80 %.

La mayor extensión del virus se produjo de forma intrahospitalaria, por contacto
persona a persona y por la reutilización de agujas contaminadas, provocando pánico
entre el personal.

El 5 de noviembre de 1976, uno de los cient́ıficos del Microbiological Research Es-
tablishment de Porton (Inglaterra), al estar trabajando en un homogenizado del
h́ıgado extráıdo a una cobaya inoculada con Ébola, se pinchó accidentalmente un
pulgar a través de su guante de alta seguridad. El investigador quedó en observación
durante cinco d́ıas y al sexto enfermó.

En el año 1979 se produce un nuevo brote en Sudán con 34 casos y 22 fallecidos. Ha-
cia la década de los 90 se presentan casos en Filipinas, Virginia y Texas, aśı mismo,
durante los años 1994 al 2000, Gabón registró el mayor número de casos, con más
de 350 personas infectadas y alrededor de 280 fallecidos. En el año 2007 Uganda
registra un nuevo brote de la enfermedad por el virus del Ébola con 149 infectados
y 37 muertos. Este mismo páıs, en el año 2012, declara una nueva epidemia con 24
enfermos, de los que fallecieron 17, según datos de la OMS.

La epidemia actual comenzó en Guinea durante diciembre de 2013. La OMS fue
notificada oficialmente de la rápida evolución del brote el 23 de marzo de 2014 cuan-
do ya hab́ıa también casos en varios distritos de Liberia. Durante mayo, el foco de
la epidemia en Guinea se expandió a distritos vecinos de Sierra Leona. A partir
de julio, hubo un gran aumento en el número de casos no solamente en los focos
epidémicos de los tres páıses sino también en otros sitios distantes del epicentro. El
8 de agosto,la OMS declaró a la epidemia como una emergencia de salud pública de
preocupación internacional.

En marzo de 2014 se registró el inicio del último brote, que se inició en Guinea y se
extendió a Sierra Leona, Liberia y Nigeria. En la actualidad, la Organización Mun-
dial de la Salud reporta 28.055 casos (nuevos, confirmados, probables y posibles) y
11.288 fallecidos (a 28 de Agosto de 2015), de acuerdo a los datos comunicados por
los Ministerios de Salud de los páıses afectados.
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Debido a una respuesta exitosa para controlar la propagación de la enfermedad, Se-
negal y Nigeria fueron declarados libres de Ébola el 17 de octubre y 19 de octubre
de 2014 respectivamente. Esto se logra al pasar 42 d́ıas desde que el último paciente
da negativo en las pruebas de laboratorio. De los páıses con transmisión localiza-
da, Mali y los Estados Unidos de América continúan vigilando posibles contactos.
En España, los 83 contactos de una enfermera infectada en Madrid completaron el
peŕıodo de seguimiento de 21 d́ıas.

La enfermedad por virus Ébola (EVE) puede llegar a tener una tasa de letalidad
del 90 %. A pesar de que la actual epidemia de EVE en África Occidental no tiene
precedentes en escala, el curso cĺınico de la infección y la transmisión del virus son
similares a los de los brotes anteriores. El peŕıodo de incubación, duración de la
enfermedad y la tasa de letalidad están todos dentro de los rangos reportados para
las epidemias anteriores. La combinación de los signos y śıntomas registrados entre
el inicio de los śıntomas y la presentación cĺınica es también similar a la de otros
informes. La epidemia actual es excepcionalmente grande, probablemente no por
las caracteŕısticas biológicas del virus, sino más bien debido a los atributos de las
poblaciones afectadas y debido a que los esfuerzos de control han sido insuficientes
para detener la propagación de la infección.

Ciertas caracteŕısticas de las poblaciones afectadas pueden haber dado lugar a la
rápida difusión geográfica de la infección. Las poblaciones de Guinea, Liberia y Sie-
rra Leona están altamente interconectadas, con mucho tráfico transfronterizo en el
epicentro y conexiones relativamente sencillas por carretera entre las ciudades y las
aldeas rurales, y entre las capitales nacionales densamente pobladas. La población
entremezclada ha facilitado la propagación de la infección, pero, a pesar de esto, una
gran epidemia podŕıa haber sido evitable. El determinante cŕıtico del tamaño de la
epidemia pudo ser, en este caso, la lentitud en la aplicación de medidas de control
rigurosas.

En lo relativo a su transmisión, el virus del Ébola se introduce en la población hu-
mana por contacto con órganos, sangre, secreciones u otros ĺıquidos corporales de
animales infectados. Posteriormente, el virus se propaga en la comunidad mediante
la transmisión de persona a persona, por contacto directo de personas infectadas, o
por contacto indirecto con materiales contaminados. Los pacientes son contagiosos
mientras el virus esté presente en la sangre y las secreciones.

La enfermedad suele caracterizarse por la aparición súbita de fiebre, debilidad in-
tensa y dolores musculares, de cabeza y de garganta, lo cual va seguido de vómitos,
diarrea, erupciones cutáneas, disfunción renal y hepática y, en algunos casos, hemo-
rragias internas y externas. Los resultados de laboratorio muestran disminución del
número de leucocitos y plaquetas, aśı como elevación de las enzimas hepáticas. El
periodo de incubación (intervalo desde la infección hasta la aparición de los śınto-
mas) oscila entre 2 y 21 d́ıas.
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En la actualidad no hay vacuna contra el Ébola. Los casos graves requieren cuidados
intensivos. Los enfermos suelen estar deshidratados y necesitar rehidratación por v́ıa
intravenosa u oral con soluciones que contengan electrólitos. Tampoco hay ningún
tratamiento espećıfico, aunque se están evaluando nuevos tratamientos farmacológi-
cos.



3 Función biológica del Ébola

Unas herramientas de decisión útiles en el control y en la erradicación de enfer-
medades son la modelización y la simulación. Cada enfermedad tiene sus propias
caracteŕısticas y es necesario adaptar los modelos de simulación a éstas para poder
considerar una situación real.

Una función de la epidemioloǵıa es describir cómo la enfermedad se propaga, identi-
ficar las causas o factores de riesgo de la enfermedad para descubrir el motivo por el
que alguien se contagia. También construye y prueba teoŕıas y aśı evalúa programas
de control y prevención.

Algunos de los propósitos de los modelos epidemiológicos son los siguientes:

El proceso de formulación del modelo aclara hipótesis, variables y parámetros.

Los modelos permiten la exploración de los efectos de las distintas hipótesis.

Los modelos son herramientas experimentales para probar teoŕıas y conjeturas.

Los modelos pueden ser usados para estimar parámetros clave en el ajuste de
los datos.

Los modelos pueden ser usados para comparar enfermedades de diferentes tipos
o de diferentes temporadas o sobre diferentes poblaciones.

Los modelos pueden ser usados para evaluar teóricamente, comparar y opti-
mizar los programas de control.

Los modelos pueden ser útiles para evaluar la sensibilidad de los resultados y
poder aśı ajustar los valores de los parámetros.

Los modelos pueden sugerir datos cŕıticos que necesitan ser recogidos.

Los modelos pueden contribuir al diseño y análisis de estudios epidemiológicos.

Los modelos pueden ser usados para identificar tendencias hacer predicciones
generales, o estimar la incertidumbre de estas predicciones.

Aunque los modelos epidemiológicos son muy beneficiosos, a pesar de todo también
tienen limitaciones. Algunas de estas son las siguientes:

Un modelo epidemiológico es una simplificación extrema de la realidad, no es
la realidad.

Los modelos determińısticos son modelos matemáticos donde las mismas en-
tradas producirán invariablemente las mismas salidas, no contemplándose la
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existencia del azar ni el principio de incertidumbre. Están estrechamente rela-
cionados con la creación de entornos simulados para el estudio de situaciones
hipotéticas. Aśı, estos modelos no reflejan la incertidumbre de la propagación
de la enfermedad.

Un modelo es estocástico cuando al menos una variable del mismo es tomada
como un dato al azar y las relaciones entre variables se toman por medio de
funciones probabiĺısticas. Por tanto, estos modelos incorporan oportunidad,
pero normalmente son costosos computacionalmente y más dif́ıciles de anali-
zar que los correspondientes modelos determińısticos.

Los tres estados epidemiológicos de los modelos clásicos son: suceptible, infectado y
recuperado. Los movimientos de un estado a otro están determinados por ecuaciones
diferenciales.

Pero en el caso del Ébola, si una persona está infectada, la persona pasa sucesiva-
mente por los siguientes estados:

E → Infectado: la persona está infectada pero no puede infectar a los demás
y no tiene śıntomas cĺınicos visibles. La duración media en este estado es de
11, 4 d́ıas.

I → Infeccioso: la persona puede infectar a otras y empieza a desarrollar los
śıntomas cĺınicos. La duración media es de 5 d́ıas y se denomina periodo in-
feccioso.

H → Hospitalizado: la persona es hospitalizada y puede infectar a otras per-
sonas. La duración media en este estado es de 4, 5 d́ıas. La probabilidad de
infectar de los enfermos hospitalizados es 25 veces menor que la probabilidad
de infectar de las personas en estado infeccioso.
Después de aproximadamente 4, 2 d́ıas, entre el 25 % y el 72, 8 % de los hos-
pitalizados mueren debido al EV E y pasan al estado D. Pero si la persona
hospitalizada sobrevive una media de 5 d́ıas, la persona sobrevive al EV E y
pasa al estado R.

D → Muerto: la persona que no ha sobrevivido al EVD. Los cadáveres de las
personas infectadas pueden seguir siendo contagiosos hasta que son quemados.

B → Incinerado: la persona ha muerto a causa del EVD, su cadáver es inci-
nerado y ya no se considera infeccioso.



13

R → Recuperado: la persona ha sobrevivido al EVD y ya no es infecciosa.
Estas personas desarrollan una inmunidad natural al EV E.

Una vez que la persona se ha infectado de EV E es hospitalizada, y las medidas de
control que se toman para controlar la propagación es la siguiente:

Aislación: el infectado es aislado de otras personas, solo los profesionales sani-
tarios pueden tener contacto con el enfermo.

Cuarentena: los movimientos de personas en el área de origen se restringen,
esto es para evitar que la enfermedad se propague.

Seguimiento: se intenta identificar contactos potencialmente infecciosos los
cuales pueden ser la causa de la propagación del EVD a otra persona.

Mejorar las condiciones sanitarias: los funerales de los cadáveres infectados
son controlados por el personal sanitario para reducir el contacto entre los
cadáveres y las personas suceptibles.



4 Descripción del modelo
epidemiológico

El modelo Be−CoDiS es usado para evaluar la propagación de la enfermedad den-
tro de un mismo páıs, y entre varios páıses durante un periodo de tiempo.

Las principales notaciones usadas para describir Be− CoDiS son las siguientes:

Notación Descripción (unidad de medida)

Tmax Número máximo de d́ıas de simulación (d́ıa)
∆t Medida del paso de discretización del tiempo(d́ıa)
βI (i) Tasa de contacto de la enfermedad de una persona

en el estado I en el páıs i (d́ıa−1)
βH (i) Tasa de contacto de la enfermedad de una persona

en el estado H en el páıs i (d́ıa−1)
βD (i) Tasa de contacto de la enfermedad de una persona

en el estado D en el páıs i (d́ıa−1)
γE Tasa de transición de una persona en estado E (d́ıa−1)
γI Tasa de transición de una persona en estado I (d́ıa−1)
γHR Tasa de transición de una persona en estado H

a estado R (d́ıa−1)
γHD Tasa de transición de una persona en estado H

a estado D (d́ıa−1)
C0 Número de d́ıas que una persona permanece

hospitalizado (d́ıa)
µm (i) Tasa de mortalidad natural del páıs i (d́ıa−1)
µn (i) Tasa de natalidad natural del páıs i (d́ıa−1)
ω (i) Porcentaje de letalidad de la enfermedad en el páıs i ( %)
κi Eficacia de las medidas de controlen el páıs i (d́ıa−1)
λ (i) Primer d́ıa que se aplican las medidas

de control en el páıs i (d́ıa)
mI (i, t) /mH (i, t) Eficacia de las medidas de control( %) en el páıs i

al tiempo t aplicadas a las personas en estado I o H,
respectivamente

mtr (i, j, t) Eficacia de las medidas de control( %) aplicadas
a las personas que migran del páıs i al j en el tiempo t

τ (i, j) Tasa de migración diaria desde el páıs i al páıs j (d́ıa−1)
NCO Número de páıses de la región estudiada

NP (i, t) Número de personas en el páıs i en el tiempo t
S (i, t) /E (i, t) /I (i, t) / Número de personas en el estado S,E,I,

H (i, t) /R (i, t) /D (i, t) /B (i, t) H,R, D, B en el páıs i en el tiempo t

Al inicio de la simulación, t = 0, en los páıses libres de la enfermedad solo viven
personas en estado suceptible. La simulación se detiene cuando t = Tmax, siendo
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Tmax un parámetro especificado por el usuario. Las medidas de control se tienen en
cuenta en el modelo, pudiéndose activar o desactivar para cuantificar la efectividad
de éstas.

4.1. Propagación dentro de los páıses

La propagación dentro de un determinado páıs i es modelada usando un modelo
detemińıstico. Se asume que en cada instante de tiempo, la población de un páıs
está homogéneamente distribuida, aśı la distribución espacial de la enfermedad den-
tro de un páıs puede ser omitida. También se asume que los nacimientos son personas
en estado suceptible.

Bajo estas suposiciones y sin considerar la interacción entre páıses, el modelo para
cada páıs i es el siguiente:

dS (i, t)

dt
=

S (i, t) (mI (i, t) βI (i) I (i, t) +mH (i, t) βh (i)H (i, t))

NP (i, t)

−S (i, t) (mD (i, t) βD (i)D (i, t))

NP (i, t)
− µm (i)S (i, t)

+µn (i) (S (i, t) + E (i, t) + I (i, t) +H (i, t) +R (i, t))

dE (i, t)

dt
=

S (i, t) (mI (i, t) βI (i) I (i, t) +mH (i, t) βH (i)H (i, t))

NP (i, t)

+
S (i, t) (mD (i, t) βD (i)D (i, t))

NP (i, t)

−µm (i)E (i, t)− γEχEfit
(E (i, t))

dI (i, t)

dt
= γEχEfit

− (µm (i) + γI) I (i, t)

dH (i, t)

dt
= γII (i, t)− (µm (i) + (1− ω (i) γHR + ω (i) γHD)H (i, t))

dR (i, t)

dt
= (1− ω (i)) γHRH (i, t)− µm (i)R (i, t)

dD (i, t)

dt
= ω (i) γHDH (i, t)− γDD (i, t)

dB (i, t)

dt
= γDD (i, t)
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donde :

i ∈ {1, · · · , NCO},

NCO ∈ N es el número de páıses,

NP (i, t) = S (i, t) +E (i, t) + I (i, t) +H (i, t) +R (i, t) +D (i, t) +B (i, t) es el
número de personas vivas y también muertas o incineradas a causa del Ébola
en el páıs i en el tiempo t,

µn (i) ∈ [0, 1] es la tasa de natalidad (d́ıa−1) en el páıs i: número de nacimien-
tos por d́ıa y per cápita,

µm (i) ∈ [0, 1] es la tasa de mortalidad (d́ıa−1) en el páıs i: número de muertes
por d́ıa y per cápita (o, equivalentemente, el inverso de la esperanza de vida
media (d́ıa) de una persona),

Efit ∈ [0,+∞) es un parámetro de tolerancia definido por

χEfit
(x) =


x si x ≥ Efit,

2x− Efit si
Efit

2
≤ x ≤ Efit,

0 en caso contrario.

. Se trata de un filtro usado para evitar propagaciones artificiales de la epide-
mia debido a valores de x despreciables,

ω (i) ∈ {0, 1} es el porcentaje de letalidad de la enfermedad en el páıs i: por-
centaje de personas que no sobreviven a la enfermedad,

βI (i) ∈ R+ es la tasa de contacto efectivo (d́ıa−1) de una persona en estado
I en el páıs i: la media de contactos efectivos de una persona en estado I por
d́ıa antes de aplicar las medidas de control,

βH (i) ∈ R+ es la tasa de contacto efectivo (d́ıa−1) de una persona en estado
H en el páıs i,

βD (i) ∈ R+ es la tasa de contacto efectivo (d́ıa−1) de una persona en estado
D en el páıs i,
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γE, γI , γHR, γHD, γD ∈ R+ denotan la tasa de transición (d́ıa−1) del estado
E, I,H,H o D al estado I,H,R,D o B, respectivamente: el número de perso-
nas por d́ıa y per cápita que pasa de un estado al otro,

mI (i, t) ,mH (i, t) ,mD (i, t) ∈ {0, 1}( %) son funciones que representan la efec-
tividad de las medidas de control aplicadas a las personas no hospitalizadas,
las hospitalizadas y los cadáveres infectados respectivamente, en el páıs i en
el tiempo t para erradicar los brotes.

Focalizando en las medidas de control, las cuales consisten en aislar a las perso-
nas y las áreas de riesgo y mejorar las condiciones sanitarias de los funerales,
se multiplican las tasas de contacto (βI (i) , βH (i)y βD (i)) por una función
decreciente que simula la reducción del número de contactos efectivos como
mejora por las medidas de control.

Aśı, se consideran las funciones:

mI (i, t) = mH (i, t) = mD (i, t) = exp (−κi máx (t− λ (i) , 0)) ,

donde κi ∈ [0,+∞) (d́ıa−1) simula la eficacia de las medidas de control (valores
mayores implican valores menores de las tasas de contacto) y λ (i) ∈ R∪{+∞}
(d́ıa) denota el primer d́ıa que se aplican esas medidas de control.

Este sistema de ecuaciones diferenciales se completa con los datos iniciales S (i, 0),
E (i, 0) , I (i, 0) , H (i, 0) , R (i, 0) , D (i, 0) y B (i, 0) ∈ R ∀i = 1, · · ·NCO.

4.2. Propagación entre páıses

La propagación de la enfermedad entre páıses es modelada usando un modelo de-
termińıstico espacial de tipo “Individual-Based”. Los páıses son clasificados en uno
de los siguientes estados:

F → Libre de enfermedad

O → Con brotes de la epidemia

Se asume que en cada tiempo t un páıs i está en estado O si I (i, t) + H (i, t) ≥ 1
(hay al menos una persona infectada en el páıs).

La única manera de introducir la enfermedad del páıs i en estado O al páıs j es que
las personas viajen de i a j. Por tanto, se considera la matriz (σ (i, j))NCO

i,j=1 donde
σ (i, j) ∈ [0, 1] es el ratio de transferencia de personas desde el páıs i al j, el cual
se expresa en % de población de i por unidad de tiempo. Debido a las medidas de
control en ambos páıses, se asume que los ratios pueden variar con el tiempo. Se
asume también, que las únicas personas que pueden viajar y traspasar la enfermedad
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son los estados S y E.

Aśı, se considera el modelo siguiente:

dS (i, t)

dt
= −S (i, t) (mI (i, t) βI (i) I (i, t) +mH (i, t) βH (i))H (i, t)

NP (i, t)

−S (i, t) (mD (i, t) βD (i)D (i, t))

NP (i, t)
− µm (i)S (i, t)

+µn (i) (S (i, t) + E (i, t) + I (i, t) +H (i, t) +R (i, t))

+
∑

i 6=jmtr (j, i, t)σ (j, i)S (j, t)−
∑

i 6=jmtr (i, j, t)σ (i, j)S (i, t)

dE (i, t)

dt
=

S (i, t) (mI (i, t) βI (i) I (i, t) +mH (i, t) βH (i)H (i, t))

NP (i, t)

+
S (i, t) (mD (i, t) βD (i)D (i, t))

NP (i, t)
− µm (i)E (i, t)− γEχεfit (E (i, t))

+
∑

i 6=jmtr (j, i, t)σ (j, i)χεfit (E (j, t))

−
∑

i 6=jmtr (i, j, t)σ (i, j)χεfit (E (i, t))

dI (i, t)

dt
= γEχEfit

(E (i, t))− (µm (i) + γI) I (i, t)

dH (i, t)

dt
= γII (i, t)− (µm (i, t) + (1− ω (i)) γHR + ω (i) γHD)H (i, t)

dR (i, t)

dt
= (1− ω (i)) γHRH (i, t)− µm (i)R (i, t)

dD (i, t)

dt
= ω (i) γHDH (i, t)− γDD (i, t)

dB (i, t)

dt
= γDD (i, t)

El sistema de ecuaciones diferenciales es completado con los datos iniciales S (i, 0),
E (i, 0) , I (i, 0) , H (i, 0) , R (i, 0) , D (i, 0) y B (i, 0) ∈ [0,+∞) ∀i = 1, · · ·NCO.

Este modelo completo, es al que se le llama Be− CoDiS y su diagrama de flujo es
el siguiente:
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4.3. Salidas que proporciona el modelo

Los siguientes outputs que proporciona el modelo, sirven para analizar los resultados
de las simulaciones. Aśı, si se considera el intervalo [0, T ], para cada páıs i se tienen
los siguientes valores:

cumulcasos (i, t): número de casos acumulados a causa del EVD en el páıs i el
d́ıa t, el cual se calcula como:

cumulcasos (i, t) = cumulcasos (i, 0) +

∫ t

0

γI · I (i, t) dt

cumulmuertes (i, t): número acumulado de muertes debidas al EVD, en el páıs
i el d́ıa t, calculado como

cumulmuertes (i, t) = cumulmuertes (i, 0) + ω (i) +

∫ t

0

γHD ·H (i, t) dt

RS (i): riesgo inicial del páıs i de propagar EVD a otros páıses, dado por:

RS (i) =
∑
i 6=j

τ (i, j)mtr (i, j, 0)E (i, 0)

RS (personas· d́ıa−1) es la cantidad diaria de personas infectadas que abando-
nan el páıs j en el tiempo t = 0

TRS (i): riesgo total del páıs i de propagar EVD a otros páıses, considerando
el intervalos [0, T ], dado por:

TRS (i) =
T∑
t=0

∑
i 6=j

τ (i, j)mtr (i, j, t)E (i, t)
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TRS (personas) es el número de personas infectadas enviadas a otros páıses
durante el intervalo de tiempo considerado

RI (i): riesgo inicial de introducción del EVD en el páıs i desde otros páıses,
dado por:

RI (i) =
∑
j 6=i

τ (j, i)mtr (j, i, 0)E (i, 0)

RI (personas· d́ıa−1) es la cantidad diaria de personas infectadas que entran el
páıs i en el tiempo t = 0

TRI (i): riesgo total de introducción del EVD en el páıs i desde otros páıses,
considerando el intervalo de tiempo [0, T ], dado por:

TRI (i) =
T∑
t=0

∑
i 6=j

τ (j, i)mtr (j, i, t)E (j, t)

TRI (personas) es el número de personas infectadas que recibe de otros páıses
durante el intervalo de tiempo considerado

MNH (i): el número máximo de personas hospitalizadas al mismo tiempo en
el páıs i durante el intervalo de tiempo [0, T ], calculado:

MNH (i) = máx
t=···T
{H (i, t) +R (i, t)−R (i, t− C0)}

Emf (i): el flujo migratorio total (d́ıa−1). Es el porcentaje de población que
abandona el páıs i cada d́ıa, se calcula como:

Emf (i) =
∑
i 6=j

τ (i, j)

4.4. Parámetros estimados del modelo

Estos parámetros se estiman gracias al conjunto de datos disponibles sobre el brote
de Ébola de 2014-2015, usando las caracteŕısticas epidemiológicas del virus y los
indicadores de los páıses.

Se necesitan los indicadores de cada páıs:

TMPi (t) ∈ R: temperatura media en el d́ıa t(ºC).

DENi ∈ R+: densidad de población (personas/km2).



21

NP (i, 0) ∈ N: número total de personas vivas, muertas o incineradas a causa
del EVD.

GNIi ∈ R+: Producto Interior Bruto anual per cápita (US$·persona−1·año−1).
Es un indicador económico del páıs.

SANi ∈ R+: media del gasto sanitario anual per cápita (US$·persona−1·año−1).
Es un indicador económico del sistema sanitario de un páıs, dado por la can-
tidad de dinero invertido por instituciones públicas y privadas en el sistema
sanitario del páıs.

MLEi ∈ R+: esperanza de vida media (d́ıa). Aśı, µm (i) = 1
MLEi

µn (i) ∈ [0, 1]: tasa de natalidad del páıs i. Calculado de manera análoga al
anterior parámetro.

Estos datos son obtenidos de la web del Banco Mundial de Datos del año 2013:
http://data.worldbank.org

También se tienen las estimaciones del tiempo medio que una persona está en cada
estado:

durE → tiempo medio (en d́ıas) que una persona está en el estado E

durI → tiempo medio (en d́ıas) que una persona está en I

durHR → tiempo medio (en d́ıas) que una persona del estado R ha pasado en
el estado H

durHD → tiempo medio (en d́ıas) que una persona del estado D ha pasado en
el estado H

durD → tiempo medio (en d́ıas) que una persona está en el estado D

varduri→ reducción máxima (en d́ıas) de una persona en el estado I debido
a las medidas de control

conva→ duración (en d́ıas) del periodo de convalecencia

Los inversos de estos parámetros son las tasas de transición:

γE =
1

11,4
(dia−1) γI =

1

5
(dia−1) γHR =

1

5
(dia−1)

γHD =
1

4,2
(dia−1) γD =

1

2
(dia−1).

Para estimar la tasa de flujo migratorio humano τ (i, j), se utilizó la información
de la base de datos disponible en http://www.global-migration.info. Los datos

http://data.worldbank.org
http://www.global-migration.info
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originales τ̂ (i, j) representan el número dde personas que se desplazan del páıs i al
j desde 2005 hasta 2010. Se calcula entonces

τ (i, j) =
τ̂ (i, j)

5 · 365 ·NP (i, 0)
,

que representa el porcentaje de personas del páıs i que se desplazan al páıs j diario.

Las tasas de contacto βH (i) y βH (i) van a depender del valor de βI (i). Este último,
se va a estimar de varias formas y se hará un estudio del resultado obtenido, todo
ello se puede ver en la sección 5.

Aśı, con el valor de βI (i) estimado, se tiene que:

βH (i) =
βI (i)

26
(d́ıa−1), la probabilidad de ser infectado por contacto con per-

sonas en estado H es 26 veces menor que la probabilidad de ser infectados por
personas en estado I.

βD (i) = βI (i), la probabilidad de ser infectado por contacto con personas en
estado D es la misma que la probabilidad de ser infectado por personas en
estado I.

El porcentaje de letalidad del EVD oscila entre [25, 72,8] % dependiendo de la
calidad de los servicios sanitarios. Además, la tasa de letalidad máxima ha ido de-
creciendo debido a las medidas de control, por esto, se modela el efecto multiplicando
por la tasa de letalidad máxima mI (i, t). Aśı, el porcentaje de letalidad se estima
como:

ω (i) = 0,25
SANi

máxi SANi

+ (0,728 ·mI (i, t)) ·
(

1− SANi

máxi SANi

)



5 Reconstrucción de los datos

La Organización Mundial de la Salud reporta frecuentemente el número acumulado
de casos confirmados del virus del Ébola y el número acumulado de muertes que se
han dado por la enfermedad de los páıses Guinea, Liberia y Sierra Leona.

Si se necesitan los datos con frecuencia diaria, se necesitan los datos intermedios que
no están reportados. Para imputar estos valores ausentes de las series temporales se
van a utilizar varios métodos y comparar los resultados.

La series reportadas tienen las siguientes gráficas:

Mediante las gráficas se puede observar que hay datos que deben ser erróneos ya que
tratándose de datos acumulados, la gráfica tiene que ser creciente en todo momento
y en cuatro de las seis series este hecho se viola.

El primero de los métodos que se utilizan es la regresión lineal. Aśı, se considera un
modelo de regresión lineal simple por el cual, se quiere modelizar la relación entre los
casos de personas infectadas y la variable temporal, y también modelizar la relación
existente entre las muertes debidas a la EVE y la variable temporal.

El modelo de la regresión lineal simple, en el que una variable dependiente y, se
expresa como función de una variable independiente x, es

y = β0 + β1x+ ε

23
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donde β0 y β1 son los coeficientes de regresión y ε es la componente de error aleato-
rio. El parámetro β0 es la ordenada en el origen y β1 es la pendiente de la recta de
regresión y representa el cambio en la media de la distribución de y producido por
un cambio unitario en x.

Los residuos representan la diferencia entre el valor observado yi y el correspondiente
valor ajustado por la regresión, ŷi. Matemáticamente el i-ésimo residuo es

ei = yi − ŷi = yi − β0 − β1xi. i = 1, · · · , n

siendo n el tamaño de la muestra.

Un modelo de regresión adecuado tiene que verificar las condiciones de Gauss-
Markov para evitar situaciones anómalas. Sea el modelo de regresión y = β0+β1x+ε
las condiciones son:

1º E [εi] = 0 ∀i = 1, · · · , n. Aśı se asegura que E [yi] = β0 + β1xi.

2º V ar(ε) = σ2 constante. Es la conocida como propiedad de homocedasticidad. Se
trata de que la varianza de las yi sea aproximadamente igual, dentro del rango
de variación de las xi. Es decir, que no se presenten situaciones en las que la
varianza crece (decrece) con las observaciones (heterocedasticidad).

3º E [εiεj] = 0 ∀i 6= j. Los errores son incorrelados.

Para comparar los modelos se va a utilizar dos valores: el error cuadrático medio
(MSE) y el coeficiente de determinación (R2).

El MSE representa la diferencia entre el estimador y lo que se estima. Es un esti-
mador insesgado de la varianza (σ2) de los residuos, que es calculado por:

σ̂2 =

∑n
i=1 (yi − ŷi)2

n− 2
= MSE

El coeficiente de determinación, R2, se puede interpretar como la proporción de
variabilidad explicada por el regresor x. Si R2 se aproxima a 1 significa que la mayor
parte de la variabilidad de y es explicada por el modelo de regresión. Viene calculado
por:

R2 = 1−
∑n

i=1 (yi − ŷi)2∑n
i=1 (yi − y)2

,

siendo y la media muestral.

Se utilizan los estimadores por mı́nimos cuadrados y aśı se obtienen los siguientes
seis modelos de regresión, y se predicen los valores de los d́ıas en los que no se tiene
dato. Aśı, las gráficas de la serie completa resultaŕıan:
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Casos en Guinea
Fórmula y = 509,93 + 8,86x
R2 0.9712

MSE 19079

Muertes en Guinea
Fórmula y = 932,85 + 12,68x
R2 0.9815

MSE 5930

Casos en Liberia
Fórmula y = 3163,98 + 35,93x
R2 0.8786

MSE 697070

Muertes en Liberia
Fórmula y = 1561,16 + 14,39x
R2 0.9303

MSE 60708
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Casos en Sierra Leona
Fórmula y = 1767,55 + 53,25x
R2 0.9368

MSE 780492

Muertes en Sierra Leona
Fórmula y = 1280,47 + 17,63x
R2 0.9501

MSE 66612

Estos seis modelos tienen un R2 alto. Aun aśı, se observa en las gráficas completas
que los datos originales tienen cierta forma curvada y no lineal.

Por esta última razón, para conseguir cierta oscilación a la recta, se considera el
segundo método para imputar los valores ausentes. Usando la idea de la forma de
una serie de Fourier

a0
2

∑
n

[
an cos

2nπ

T
t+ bn sin

2nπ

T
t

]
con a0 = 1 y n = 1, · · · 7, se utiliza un modelo de regresión lineal múltiple, donde se
quiere estudiar la relación entre la variable original de los casos frente al tiempo y
una serie de desfases, y del mismo modo la variable original de las muertes:

y = β0 + β1t+ β2
1

2
cos
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T
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1

2
sin
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3

2
cos

2π
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2
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2
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2
sin

2π

T
t
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Al igual que antes, valoramos los modelos de regresión resultantes a través del error
cuadrático medio (MSE) y el coeficiente de determinación ajustado R2

adj. Como R2

aumenta cuando se incluye un nuevo regresor en el modelo, sin importar la cuant́ıa
de la aportación del regresor, se usa R2

adj que solo aumenta si esta inclusión reduce
la media de cuadrados de los errores. Se define como:

R2
adj = 1− MSE∑n

i=1 (yi − y)2 /(n− 1)
,

siendo y la media muestral.

Se consideran varios valores de T , y en el caso de Guinea, los resultados proporcio-
nados por T = 2 tienen un menor MSE y un mayor R2

adj:

Casos en Guinea
R2
adj 0.9699

MSE 140.5

Muertes en Guinea
R2
adj 0.9807

MSE 78.14

En el caso de Liberia, lo mejor resulta con T = 4:
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Casos en Liberia
R2
adj 0.8778

MSE 831.5

Muertes en Liberia
R2
adj 0.9336

MSE 238.6

Y por último en el caso de Sierra Leona los mejores resultados los proporciona T = 2:

Casos en Liberia
R2
adj 0.9329

MSE 905.5

Muertes en Liberia
R2
adj 0.947

MSE 264.7

Se puede ver que estos modelos se ajustan un poco mejor a la forma de los datos
originales. Como el objetivo es la imputación de los valores ausentes, estos modelos
proporcionan seŕıan más apropiados para completar las series.

El tercero de los métodos utilizados consiste en considerar modelos de series tempora-
les. Un proceso estocástico es un conjunto de variables aleatorias {zt, t ∈ C}.Entonces,
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una serie temporal es la realización de un proceso estocástico zt en el que C está or-
denado por puntos equidistantes en el tiempo.

Un proceso estacionario o serie estacionaria, en sentido débil, es aquella que verifica:

1. E (zt) = µ < +∞ ∀t

2. V ar (zt) = σ2 < +∞ ∀t

3. Cov (zt, zt+k) = γk ∀t ∀k

Un proceso de ruido blanco, es un proceso estacionario que verifica las siguientes
condiciones para todo t:

1. E (zt) = 0

2. V ar (zt) = σ2

3. Cov (zt, zt+k) = 0 ∀k 6= 0

Lo primero es considerar la primera parte de la serie temporal que no tiene valores
ausentes. Por ejemplo, en el caso de la serie de los casos en Guinea, se considera el
primer dato, ya que a partir de éste existen seis ausentes en la serie. Como solo te-
nemos un dato de partida, estos seis valores ausentes toman el valor del primer dato.

Lo siguiente que se realiza es unir a la serie de siete datos iguales, los tres siguientes
valores reales y estudiar las series temporales de diez observaciones.

Como esta serie tiene tendencia creciente, no parece tener media constante, es decir,
no parece ser estacionaria en media. Se comprueba anaĺıticamente mediante el test
de Dickey-Fuller. En ĺıneas generales y a efectos prácticos, este test considera como
hipótesis nula que la serie es no estacionaria y es necesario diferenciar. Diferenciar
la serie una vez es considerar una nueva serie temporal

xt = zt − zt−1,
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que consiste en cada momento tomar la diferencia entre la serie original y la serie
en el instante anterior.

El resultado, en el caso de la serie de casos en Guinea, es que a un nivel de significa-
ción del 95 % se acepta la hipótesis nula y por tanto se necesita diferenciar la serie
una vez.

Una vez la serie es estacionarias, se estudia el correlograma de la serie. Por éste, se
intuye que la serie sigue un modelo autorregresivo de orden 1, AR(1). Es decir, la
serie se puede expresar como

xt = c+ φxt−1 + at,

con at un proceso de ruido blanco. Lo estudiamos y comprobamos que tanto la cons-
tante c como el coeficiente del φ son significativos. Comprobando que los residuos
del modelo son Ruido Blanco, se puede obtener un buen ajuste.

Aśı, como los siguientes cinco valores son ausentes, se predicen gracias al modelo
ajustado y el resultado en la serie original seŕıa el siguiente:

Casos en Guinea

Siguiendo la misma metodoloǵıa, el siguiente paso es añadir a esta serie los siguien-
tes valores reales, estudiar qué modelo seguiŕıan y predecir los consecutivos valores
perdidos. Y aśı, hasta conseguir tener todos los datos completos. Se realiza el mismo
análisis para la serie de las muertes en Guinea, las dos series de Liberia y las dos
series de Sierra Leona. De esta manera los gráficos de las series temporales resultan-
tes son los siguientes:
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6 Estimación de los parámetros
βI(i) y κi

El parámetro βI (i) ∈ R+es la tasa contacto efectivo de la enfermedad de una perso-
na en estado I en el páıs i, es decir, el número medio de contactos efectivos de una
persona en el estado I por d́ıa antes de aplicar las medidas de control.

El parámetro κi ∈ [0,+∞) simula la eficiencia de las medidas de control.

La variable de estimación para el ratio de transmisión βI (i) que se usa es:

GNIi
DENi

,

donde GNIi ∈ R+ es el Producto Nacional Bruto del páıs i y DENi ∈ R+ es su
densidad de población. Se tienen los valores reales para los páıses Guinea, Liberia y
Sierra Leona: (

GNIGuinea
DENGuinea

, βI (Guinea)

)
= (5,4944, 0,1944) ,

(
GNILiberia
DENLiberia

, βI (Liberia)

)
= (3,0236, 0,2645) ,(

GNISierraLeona
DENSierraLeona

, βI (SierraLeona)

)
= (4,2422, 0,2605) .

En el caso de κi, la variable usada para estimar este parámetro de control es

SANi

DENi

,

donde SANi indica el gasto medio anual en saludo per cápita. Los valores reales
para los anteriores páıses son:(

SANGuinea

DENGuinea

, κGuinea

)
= (0,6697, 0,00125) ,

(
SANLiberia

DENLiberia

, κLiberia

)
= (1,4686, 0,0027) ,(

SANLiberia

DENLiberia

, κLiberia

)
= (1,1344, 0,00227) .
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Los gráficos de estos tres puntos para cada parámetro son los siguientes:
Parámetro βI (i) Parámetro κi

En el caso del parámetro βI (i), se sabe que la forma de las gráficas tiene que ser en
los valores menores de GNIi

DENi
estable en el valor máximo de βI (i), ya que los páıses

más pobres tienen más alto riesgo de contagio, hasta que llega cierto momento que
empieza a decrecer hasta el valor mı́nimo de βI (i), donde se mantiene estable, ya
que llega un momento que aunque el páıs sea más rico, el riesgo de contagio es igual
de bajo.

Para el caso del parámetro κI , la forma seŕıa al contrario, a valores más bajos de
SANi

DENi
, es estable en el menor valor de la efectividad las medidas de control, llega

un momento que va incrementando la efectividad a medida que aumenta el gasto
sanitario por densidad de población, hasta que llega un punto de estabilización.

Los datos que se utilizarán en todas las simulaciones son los reportados por la
Organización Mundial de la Salud. Como ya se ha comentado estos datos públi-
cos están disponibles en http://apps.who.int/ebola/en/current-situation/

ebola-situation-reporto en [6] y [7].

El primero de los métodos que se considera es la interpolación lineal. La inter-
polación consiste en hallar un dato dentro de un intervalo en el que conocemos los
valores en los extremos. En la interpolación lineal se construyen segmentos de rectas
entre los datos para estimar los valores desconocidos.

Como se quiere que los parámetros sigan lo descrito anteriormente, a partir de cier-
to valor de GNIi

DENi
, para el parámetro βI (i) toma el valor más bajo y se mantiene

constante, y para cierto valor de SANi

DENi
, κI se estabiliza en su valor más alto.

El resultado gráfico de este ajuste es el siguiente:

http://apps.who.int/ebola/en/current-situation/ebola-situation-report
http://apps.who.int/ebola/en/current-situation/ebola-situation-report
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Parámetro βI (i) Parámetro κI

Los puntos denominados como “reales”son los correspondientes a Guinea, Liberia
y Sierra Leona. Con esta estimación de los parámetros para los demás páıses, com-
probamos los resultados que aporta el modelo Be− CoDiS:

Aparte de los tres páıses infectados que hemos tenido en cuenta todo el trabajo,
aparece como infectado Gambia con un solo caso.

El segundo método que se tiene en cuenta es una regresión no lineal. Considerando
la forma que debeŕıa tener la gráfica de la dependencia entre GNIi

DENi
y βI (i) y la forma

de la dependecia entre SANI

DENI
y κI , se considera un modelo de la siguiente forma

y = α1 arctan

(
α2 ·

1

x
+ α3

)
+ α4,

donde x es la variable independiente o regresora, y es la variable dependiente o va-
riable respuesta y αj j ∈ {1, 2, 3, 4} son los coeficientes de la regresión no lineal.



35

Para encontrar estos coeficientes de regresión, se usa la función de MATLAB nlinfit,
programada para realizar ajustes no lineales. Esta función devuelve la estimación de
los coeficientes de la regresión no lineal de la variable respuesta y en relación con el
regresor x usando el modelo especificado. Los coeficientes son estimados usando una
estimación iterativa por mı́nimos cuadrados, a partir de unos coeficientes iniciales
especificados.

El resultado gráfico obtenido mediante esta estimación es el siguiente:

Parámetro βI (i) Parámetro κI

La forma de estas gráficas es más parecida a lo razonado anteriormente que usando
la interpolación lineal.

Los resultados que nos ofrece el modelo epidemiológico Be−CoDiS con este ajuste
es el siguiente:
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En este caso, son ocho los páıses que llegan a ser infectados. A parte de los analizados
Guinea, Liberia y Sierra Leona, se infectan: Reino Unido con un solo caso, Gambia
con 77 casos, Nigeria con 21 casos, Senegal con un solo caso y Estados Unidos de
América con un solo caso.

Estos resultados son más parecidos a la realidad de la epidemia de Ébola de 2014-
2015 que se originó en diciembre de 2013 en Guinea, y se extendió posteriormente
a Liberia, Sierra Leona, Nigeria, Senegal, Estados Unidos, España, Mali y Reino
Unido. Aún aśı, aparece Gambia que no ha llegado a infectarse en la realidad y no
aparece España, que ha llegado a tener un infectado.

El tercer método considerado para la estimación, es la minimización del error
cuadrático medio, método de optimización con función objetivo no lineal. Consi-
derando que las gráficas debeŕıan seguir la fórmula de la regresión no lineal, se busca
minimizar, a través de la función objetivo la diferencia entre los valores reales y los
estimados a través del modelo.

mı́n
3∑
j=1

(
yj −

(
α1 arctan

(
α2 ·

1

xj
+ α3

)
+ α4

))2

donde j recorre los tres puntos de la muestra. Como única restricción se pide que la
diferencia en uno de los tres puntos sea nula.

Para resolver este problema, se usa el paquete optimtool de optimización de MATLAB.
La función fmincon intenta encontrar el mı́nimo de un problema de programación
no lineal y, eligiendo un algoritmo de punto interior con valores iniciales de los
coeficientes

(α1, α2, α3, α4) = (0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1)

se obtiene las siguientes gráficas de dependencia:

Parámetro βI (i) Parámetro κI



37

De esta forma, el resultado que se obtiene a través del modelo Be− CoDiS es:

En este caso el número de páıses infectados es cuatro, los tres principales Guinea,
Liberia y Sierra Leona, y Gambia con un solo caso. Este resultado es similar al que
proporciona el ajuste a través de la interpolación lineal.

Se compara los tres métodos a través de la salida del modelo:

Interpolación lineal Regresión no lineal Minimización
Fecha final 19/04/2016 19/04/2016 19/04/2016
Casos acumulados 28524 28607 28507
Muertes acumuladas 11804 11851 11798
Máximo hospitalizados 2234 2240 2233
Media RO 2,0868 2,0888 2,0867
Valor RO [máx,mı́n] [1,6074, 2,3994] [1,6731, 2,3998] [1,6127, 2,3994]
Nº páıses infectados 4 8 4

El número de casos acumulados y muertes acumuladas difieren un poco en los tres
métodos, esto es debido a los distintos páıses que se obtienen en cada método. Con
el método nlinfit se obtienen más páıses, páıses los cuales en la realidad han llegado
a ser infectados.

En los tres páıses principales del brote (Guinea, Liberia y Sierra Leona), los datos
de los casos acumulados y las muertes acumuladas que se obtienen por el modelo
a partir de los tres métodos son iguales. Debido a esto, se considera que el mejor
método de estimación de ambos parámetros es la regresión no lineal, ya que se parece
más a la realidad.



7 Minimización del error

Se considera la parte del modelo relativa a la propagación de la enfermedad entre
páıses. En esta parte, existen ciertos parámetros relativos al movimiento de personas
entre páıses.

filtE, parámetro de tolerancia, filtro numérico usado para evitar el proceso
de infección en páıses con número bajo de individuos pertenecientes al estado E

filtT , parámetro de tolerancia, filtro numérico para evitar el proceso de cir-
culación entre los páıses con menor individuos pertenecientes al estado E

ampliftrans, parámetro que multiplica el porcentaje de población migratoria
por d́ıa de un páıs a otro. Se usa para incrementar o disminuir el flujo de
movimiento.

En todas las simulaciones se ha considerado y se considera filtE = filtT .

En general, los valores iniciales que usa el modelo no están disponibles, al igual que
la solución expĺıcita del sistema de ecuaciones diferenciales que define cómo vaŕıan
los estados a lo largo del tiempo según se propaga la enfermedad. Por tanto, para
conseguir una aproximación de la solución, se usa una solución numérica adecuada.
Por lo que, se comete cierto error, al que se denomina totalerr.

El objetivo es minimizar este error dependiente de los tres parámetros anteriormente
descritos. Para eso, se estudia la forma que tiene este error, la dependencia que tiene
respecto los parámetros. También, al estar este error ponderado según la cantidad
de infectados de los páıses, se quiere ver si esta ponderación hace que este error
aumente o disminuya.

Para conocer la forma de dependencia, cómo vaŕıa el valor de totalerr con respecto
a las otras dos variables, se grafica la superficie que representa filtE, ampliftrans
y totalerr. Se obtiene lo siguiente:
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Se observa que los valores van disminuyendo a medida que disminuye filtE hasta
llegar un momento que vuelven a aumentar. Pero existen tres mı́nimos relativos
pronunciados en medio de la superficie. Por tanto, para encontrar el valor mı́nimo
absoluto se va a utilizar un algoritmo genético.

7.1. Algoritmo genético

El algoritmo genético es una técnica de búsqueda basada en la teoŕıa de la evolución
de Darwin, en los mecanismos de la genética y de la selección natural. Es la única
metaheuŕıstica que trabaja simultáneamente con conjuntos de soluciones factibles,
que las considerará como individuos de una población que se cruza, se reproduce y
puede incluso mutar para sobrevivir.

Un algoritmo genético consiste en una función matemática que toma como entradas
a los individuos de una población y devuelve como salidas cuales de ellos deben
generar descendencia para una nueva generación.

Versiones más complejas de algoritmos genéticos generan un ciclo iterativo que di-
rectamente toma a la especie (el total de los ejemplares) y crea una nueva generación
que reemplaza a la antigua una cantidad de veces determinada por su propio diseño.
Una de sus caracteŕısticas principales es la de ir perfeccionando su propia heuŕıstica
en el proceso de ejecución, por lo que no requiere largos peŕıodos de entrenamiento
especializado por parte del ser humano.

Se supone que los individuos (posibles soluciones del problema), pueden represen-
tarse como un conjunto de parámetros, los cuales agrupados, forman una ristra de
valores (a menudo referida como cromosoma). Si bien, el alfabeto utilizado para
representar los individuos no debe necesariamente estar constituido por el {0, 1},
buena parte de la teoŕıa en la que se fundamentan los algoritmos genéticos utiliza
dicho alfabeto.

En resumen, el algoritmo durante la fase reproductiva selecciona los individuos de la
población para cruzarse y producir descendientes, que constituirán, una vez muta-
dos, la siguiente generación de individuos. La selección de padres se efectúa al azar
usando un procedimiento que favorezca a los individuos mejor adaptados, ya que, a
cada individuo se le asigna una probabilidad de ser seleccionado que es proporcio-
nal a su función de aptitud. Según dicho esquema, los individuos bien adaptados se
escogerán probablemente varias veces por generación, mientras que, los pobremente
adaptados al problema, no se escogerán más que de vez en cuando.
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7.1.1. Operadores básicos

Con los algoritmos genéticos se considera un conjunto de soluciones iniciales como
individuos de una especie que evolucionan para conseguir adaptarse y mejorar dicha
especie. La calidad de los individuos se mide por la función de aptitud. Las relaciones
entre los individuos se ajustan a unos operadores que se analizan a continuación.

Operador de selección

No todos los individuos sobreviven durante un determinado tiempo, solo lo hacen los
más aptos, es decir, los que tengan una mejor función de aptitud. Una posibilidad
para realizar esto seŕıa considerando que sólo sobreviven la mitad de los individuos
siendo la probabilidad de supervivencia de cada individuo proporcional a su función
de aptitud. La elección de los individuos se realiza por técnicas de Monte Carlo.

Operador de cruce

Los individuos seleccionados, se pueden cruzar para mejorar la especie. La forma en
que se cruzan permite trasmitir las cualidades a las generaciones futuras. Es lo que
va a distinguir unos algoritmos de otros.

Operador de mutación

Aunque globalmente se mejore, hay determinadas caracteŕısticas que no pueden mo-
dificarse solo con los dos operadores anteriores. Aśı, este operador perturba alguna
de las soluciones obtenidas.

Puede ser que esta perturbación empeore la aptitud del individuo mutado, pero si
este es el caso, los otros dos operadores anularán esta disminución y solo sobrevivirán
aquellas mutaciones positivas., Este operador mutación se aplica muy poco, es decir,
con una probabilidad muy baja.

Concepto de esquema

Considerando las distintas soluciones del problema de optimización combinatoria
como cadenas de caracteres existe un paralelismo con conceptos de genética: cada
caracter es un gen, la cadena de caracteres es un cromosoma. De esta forma, las
modificaciones de las distintas soluciones se pueden interpretar como modificacio-
nes genéticas producidas por la reproducción cruce y mutación de los genes de los
cromosomas.

Con el fin de distinguir las caracteŕısticas de un individuo concreto de una genera-
ción y las de toda una generación en concreto, se introduce el concepto de esquema.

Formalmente se introduce la siguiente notación:

V alfabeto {0, 1}
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k número de caracteres de una cadena

n tamaño de cada generación de individuos

t ı́ndice de la generación

A (t)individuos de la generación t-ésima

V + = V ∪ ∗ alfabeto extendido

H ∈ V +k esquema

Para comparar los esquemas se introducen los siguientes conceptos:

El orden de un esquema es número de caracteres fijos de dicho esquema. Se
representa por o (H)

La longitud de un esquema es la distancia entre las posiciones extremas de los
caracteres fijos. Se representa por δ (H)

En el caso de problemas de minimización hay que modificar la función de aptitud
para que sean más probables los de menor valor.

7.1.2. Teorema fundamental de los algoritmos genéticos

El teorema estudia la evolución temporal de los esquemas con el fin de analizar el
comportamiento de los algoritmos genéticos. Estudia la evolución de un esquema
genético H con el tiempo, con este objetivo introduce el número medio de indivi-
duos de una población A (t) pertenecientes al esquema H como m (H, t).

Considerando que hay n individuos en la generación t, es decir, |A (t) | = n, la
probabilidad de que sobreviva en la siguiente generación el individuo i-ésimo con
aptitud fi es

pi =
fi∑
j fj

Se denomina fT =
∑n

i=1 fi la suma de todas las aptitudes de generación t-ésima.

Considerando inicialmente solo el operador selección, que genera un número alea-
torio para cada individuo de la población A (t), se investiga cuántos de los m (H, t)
individuos del esquema H sobrevivirán en la siguiente generación:

m (H, t+ 1) =
n∑
i=1

{Prob{i-ésimo Individuo generado ∈ H}}

La probabilidad de generar un individuo del esquema H es∑
j∈H fj

fT
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y esta probabilidad es independiente del ı́ndice i, por lo que la expresión anterior es

m (H, t+ 1) = n

∑
j∈H fj

fT

Introduciendo la aptitud media de cada individuo de la población f y la aptitud
media de cada individuo del esquema H como f (H):

f =

∑n
i=1 fi
n

=
fT
n

f (H) =

∑
f∈H fj

m (H, t)

se concluye

m (H, t+ 1) = n
m (H, t) f (H)

fT
= m (H, t)

f (H)

f

Entonces, un esquema con cuya amplitud media supere a la media de la generación
incrementará su presencia en las generaciones futuras, por los que sobrevivirán los
esquemas más aptos.

Con todo esto, se aplica un algoritmo genético para encontrar la combinación de
filtE y ampliftrnas que minimice totalerr. Si se considera

0 < filtE < 1 0,5 < ampliftrans < 100

la solución óptima es

filtE = 5,1680 · 10−04 ampliftrans = 0,5427

y

totalerr = 34,3966

Por si el algoritmo genético se ha encajado en algún mı́nimo relativo, para probar
si se puede lograr alcanzar un mı́nimo absoluto, se utiliza la función de MATLAB
fmincon con un algoritmo de punto interior y como punto inicial la solución obte-
nida del algoritmo genético. Pero se consigue el mismo resultado, esta optimización
última no logra dar otra combinación de parámetros con menor valor.
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La salida del modelo con esta combinación de valores es la siguiente:

Los páıses que llegan a tener alguna persona infectada son Guinea, Liberia, Sierra
Leona, Gambia y Nigeria. En la realidad, Gambia no llega a infectarse, y el modelo
ha dado a Gambia con 78 casos de infección y 47 muertos. Nigeria, que en el modelo
śı se detecta como páıs infectado, 21 casos infecciosos y 6 muertes, en la actualidad
ha llegado a tener 20 casos de infección y 8 muertes, bastante similar.

Como el algoritmo genético tiene una parte aleatoria, se vuelve a simular para ver
si esta aleatoriedad afecta en la búsqueda del mı́nimo. Aśı, la segunda vez que se
consideró con las mismas condiciones iniciales, se obtuvieron los mismos resultados.

Como al estudiar el comportamiento de totalerr frente a ambas variables se ob-
servó que, respecto ampliftrans los valores más bajos se consiguen con valores
menores, se considera ahora el algoritmo genético con las siguientes condiciones:

0 < filtE < 1 0 < ampliftrans < 1

En este caso, la solución óptima que alcanza es

filtE = 5,9046 · 10−4 ampliftrans = 0,1654

y
totalerr = 34,0969

De esta manera, hemos conseguido alcanzar otro mı́nimo relativo, menor que el ante-
rior encontrado. Como antes, volvemos a intentar mejorar mediante la programación
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no lineal, pero no se consigue nada distinto.

La salida que proporciona el modelo es la siguiente:

Con estas condiciones, el modelo da cinco páıses infectados. Cuatro de ellos śı que se
infectan en la realidad y además, no proporciona cinco de los infectados realmente.
Por tanto, no es adecuado utilizar estos valores para hacer simulaciones y estudiar
la evolución de la enfermedad.

Este error que se ha estudiado está ponderado por los páıses infectados. De tal ma-
nera que si un páıs tiene más casos de contagio, tendrá más peso en la cuant́ıa del
error que otro con menos casos infectados.

Se realiza el mismo procedimiento para ver si se obtendŕıa un error menor sin tener
en cuenta las personas infectadas en la cuant́ıa del error. La superficie que forma
graficar filtE, ampliftrans y totalerr sin esta ponderación es la siguiente:
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Aśı, con el algoritmo genético en las condiciones iniciales de

0 < filtE < 1 0 < ampliftrans < 1

se llega a alcanzar un mı́nimo relativo cuando:

filtE = 6,4412 · 10−4 ampliftrans = 0,17901

y
totalerr = 68,45

Este error es bastante más alto que lo anterior estudiado. Aún aśı comprobamos,con
otra simulación idéntica, si la parte aleatoria del algoritmo genético ha llegado a
afectar. El resultado de la segunda simulación es el mismo, por tanto, en estas con-
diciones iniciales el algoritmo genético solo llega hasta este punto. Se ve la salida
que aporta el modelo:

En este caso son cuatro los páıses contagiados: Guinea, Liberia, Sierra Leona y Gam-
bia. Gambia en la realidad no llega a infectarse, y el modelo no consigue detectar
ningún otro páıs de los que en la actualidad ha tenido contagios.
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Si se cambiasen las condiciones iniciales y se buscase en un rango mayor de ampliftrans
se obtendŕıa con

0 < filtE < 1 0,5 < ampliftrans < 100

un mı́nimo relativo en

filtE = 0,0319 ampliftrans = 47,0913

y
totalerr = 49,8548

Error menor que en el caso anterior, pero mayor que en el caso que se ponderan los
páıses infectados. Si se observa el gráfico de la superficie, se ve que que hay valores
menores que 49, pero el algoritmo genético no llega a ellos.

Aśı, el modelo proporciona la salida:

Se llegaŕıan a infectar 29 páıses, veinte páıses más que los llegados a infectar en la
realidad. Esto difiere bastante de la realidad, o sea, que aunque disminuya el error
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con respecto a la simulación anterior, el resultado no es nada ajustado a la realidad.
Por tanto, no interesan estos valores y es preferible tomar el error ponderado, donde
las salidas son más veŕıdicas.



8 Conclusiones

En este trabajo de fin de máster, se ha presentado y estudiado el modelo epide-
miológico espacio-temporal Be − CoDiS. La principal caracteŕıstica del modelo es
la combinación de los efectos del flujo migratorio entre los páıses y las medidas de
control, y el uso de coeficientes dinámicos. El modelo fue validado a corto y largo
plazo en el art́ıculo de B. Ivorra, D. Ngom y A. M. Ramos [4], y reprodujo de manera
razonable la evolución de la epidemia.

La Organización Mundial de la Salud reporta frecuentemente el número de personas
infectadas a causa de la enfermedad del virus del Ébola y el número de muertes en
los páıses Guinea, Liberia y Sierra Leona. Se quiere los datos diarios de estas dos
series para cada uno de los páıses, por tanto, en este trabajo se han desarrollado
tres métodos de imputación de los valores ausentes: regresión lineal simple, regresión
lineal múltiple y modelos de series temporales.

De estos tres métodos, el resultado más adecuado es considerar modelos de series
temporales. Aśı, se ajustan los primeros datos reales a un modelo y se predicen los
siguientes valores ausentes. Se repite el proceso hasta el final. Esto hace que la serie
completa sea más parecida a la realidad y que sea en todo momento creciente, que
aśı debeŕıa ser al ser datos acumulados.

Otro objetivo del trabajo, era estudiar las distintas formas de estimar dos paráme-
tros del modelo; uno, la tasa de contagio efectivo de la enfermedad de una persona
infectada y otro, el parámetro que simula la efectividad de las medidas de control.
Se estudian tres métodos distintos: interpolación lineal, optimización y regresión no
lineal.

Los resultados más adecuados, los más parecidos a la realidad, los proporciona el
modelo Be − CoDiS con estos dos parámetros estimados mediante la regresión no
lineal. De esta forma, la salida del modelo da ocho páıses infectados (Guinea, Libe-
ria, Sierra Leona, Nigeria, Senegal, Estados Unidos, España, Mali y Reino Unido);
siete de los cuales han llegado a infectarse en la realidad. Y el número de casos de
personas infectadas y de muertos debido a la enfermedad están más próximos a lo
real.

El último objetivo que se teńıa era estudiar el error que comete el modelo. Este error
está ponderado según el número de casos infectados de cada páıs. Estudiándolo, sin
esta ponderación el error resulta mayor. Por tanto, considerando la ponderación
se logra, mediante un algoritmo genético, alcanzar un mı́nimo relativo. Además, el
modelo solo obtiene cinco páıses infectados con los valores del mı́nimo relativo (uno
de ellos en la realidad no llega a infectarse); más lejos de la realidad que con los
valores que se simulaba anteriormente y se utilizaban en el art́ıculo de B. Ivorra, D.
Ngom y A. M. Ramos [4].
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