
MÉTODOS NUMÉRICOS
Examen Final
Febrero 1996

1 Se considera una matriz simétricaA cuyos menores principales son todos no nulos. Demostrar que, en la factorización
LU deA, cada columna deL es múltiplo de la correspondiente fila deU. Explicar en qué puede facilitar esto el cálculo
de la factorizaciónLU de una matriz simétrica.

2 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante.

a) Se considera la descomposiciónA = M −N conM y N verificando

mii = aii

y

|mii| >
n∑

j=1
j 6=i

(|mij |+ |nij |)

parai = 1, 2, . . . , n. Probar que el método iterativo asociado a esta descomposiciónM −N es convergente.

b) Demostrar, a partir dea), la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss–Seidel por bloques para matrices de
diagonal estrictamente dominante.

c) Probar que toda matriz de diagonal estrictamente dominante admite una descomposiciónM − N como ena)
verificando, además, que los elementosmij y nij son no nulos cuandoi 6= j en el caso de queaij 6= 0.

3 Se considera la ecuaciónx2 − 1− sen x = 0.

a) Probar que dicha ecuación tiene, al menos, una raíz positiva.

b) Encontrar un intervalo en el que la iteración

xn =
√

1 + sen xn−1, n ∈ N

converja, para cualquier valor inicialx0 de dicho intervalo, a una raíz positiva de la ecuación anterior. ¿Cuántos

pasos deben darse, a partir dex0 =
π

2
, para obtener una aproximación de la raíz con un error inferior a la milésima?

c) Hallar un intervalo en el que se pueda aplicar el Método de Newton para aproximar dicha raíz (comprobando las
hipótesis de convergencia) y calcular el valor dex1.

4 Dados dos números,a > 0 y b ∈ R, se considera el polinomio

P (x) = x3 − bx2 + ax− ab.

a) Encontrar una relación entrea y b que garantice que la sucesión de Sturm deP tenga sólo tres términos{P0(x), P1(x), P2(x)}.
b) Decidir, en el caso en quea y b verifiquen la relación anterior, el número de raíces reales y distintas deP. ¿Son

simples?
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1 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante. Probar queA admite factorizaciónLU.

2 SeaA una matriz hermítica definida positiva yA = D − E − F una descomposiciónD − E − F por bloques deA.

a) Demostrar que el método de Jacobi por bloques paraA está bien definido.

b) Probar que siB = 2D −A es definida positiva, el método de Jacobi por bloques paraA es convergente.

3 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante. Se considera la descomposiciónA = M−N conM = D−F
y N = E, siendoA = D − E − F la descomposiciónD − E − F por puntos de la matrizA. Probar que el método
iterativo asociado a esta descomposiciónM −N deA es convergente.

4 Se considera la ecuaciónx3 + 4x2 − 10 = 0.

a) Probar que dicha ecuación tiene, en el intervalo[1, 2], una única raíz.

b) Encontrar un intervalo en el que la iteración

xn =
1
2

√
10− x3

n−1, n ∈ N

converja, para cualquier valor inicialx0 de dicho intervalo, a la raíz del apartado anterior.

5 Se considera la ecuación
x5 + 2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x + 6 = 0.

a) Separar, en intervalos de longitud uno, todas las raíces reales de la ecuación anterior.

b) Hallar un intervalo en el que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar una raíz real de dicha ecuación
(comprobando las hipótesis de convergencia) y calcular el valor dex1.
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1 a) Hallar el valor de la aproximación que se obtiene al calcular

∫ 4

−4

|x− 2|3(1− sen πx)dx

mediante lafórmula de Simpson cerrada compuestapara 4 subintervalos.

b) Determinar los valores de las constantesα, β y γ que hacen que la fórmula de integración

∫ 3h

0

f(x)dx ' αf(0) + βf(h) + γf(3h) (h > 0)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste?.

2 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante yA = D−E −F su descomposiciónD−E −F por puntos.
Se considera0 ≤ w ≤ 1, M = D − wE − wF y N = M −A.

a) Demostrar que el método asociado a la descomposiciónMx = Nx + b está bien definido.

b) Probar que dicho método es convergente.

c) Deducir la convergencia delmétodo de Jacobipara matrices de diagonal estrictamente dominante.

3 Consideremos el polinomio
P (x) = 9x3 + 9x2 + 9λx + λ

dondeλ ∈ R.

a) Estudiar, en función del parámetroλ, el número de raíces (reales y complejas) de la ecuaciónP (x) = 0.

b) ¿Para qué valores deλ las raíces deP son múltiples?. Hallar todas las raíces deP para esos valores deλ.

c) Fijadoλ =
√

3 encontrar un intervalo donde pueda aplicarse elmétodo de Newtonpara calcular una raíz negativa
deP. Determinar los dos primeros términos de la sucesión definida por dicho método.
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1 [3 puntos] a) Hallar el valor que se obtiene al aplicar lafórmula de Simpson cerrada compuestaparam = 1001
subintervalos a la integral ∫ 1001

−1001

|x cosπx|3dx.

b) SiTk(x) denota el polinomio de Tchebychev de ordenk ∈ N ∪ {0}, probar que

T20 (T5(7)) = T100(7).

(Ind : demostrar que, de hecho, para todon, m ∈ N ∪ {0} se verifica

Tn (Tm(x)) = Tnm(x) ∀x ∈ R).

2 [3 puntos] SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante yA = D−E − F su descomposiciónD−E − F
por puntos. Se consideranα, β ∈ [0, 1], M = D − αE − βF y N = M −A.

a) Demostrar que el método asociado a la descomposiciónMx = Nx + b está bien definido.

b) Probar que dicho método es convergente y deducir la convergencia de los métodos deGauss–Seidely Jacobipor
puntos para matrices de diagonal estrictamente dominante.

c) Demostrar que el método también es convergente si se considera la descomposiciónD−E − F por bloques deA.

3 [1 punto] Demostrar que la factorizaciónLU de una matriz también es única si se impone que los elementos diagonales
deU valgan uno.

4 [3 puntos] Consideremos el polinomio

P (x) = x3 +
√

6x2 + 2x + λ

dondeλ > 0.

a) Estudiar, en función del parámetroλ, el número de raíces (reales y complejas) de la ecuaciónP (x) = 0.

b) ¿Para qué valores deλ las raíces deP son múltiples? Hallar todas las raíces deP para esos valores deλ.

c) Fijadoλ = 1 encontrar un intervalo donde pueda aplicarse elmétodo de Newtonpara calcular una raíz negativa de
P. Determinar los dos primeros términos de la sucesión definida por dicho método.
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1 [1’5 puntos] Seanf, g : [a, b] → R y {x0, x1, . . . , xn} puntos distintos del intervalo[a, b]. Si P y Q son, respectiva-
mente, los polinomios de interpolación def y g en los puntos{x0, x1, . . . , xn}

a) ¿esαP + βQ (α, β ∈ R) el polinomio de interpolación deαf + βg en los puntos{x0, x1, . . . , xn}?
b) ¿esPQ el polinomio de interpolación defg en los puntos{x0, x1, . . . , xn}?

2 [2’5 puntos] Aplicar la fórmula de Simpson cerrada compuestaa la integral
∫ x

1

dt

t

para obtener una aproximación del logaritmo neperiano de 2 determinando el númerom de subintervalos necesario para
que el error cometido en esa aproximación sea inferior a10−3. (Indicación: el error en la fórmula de Simpson compuesta
viene dado por

E(a,b)(f) = (b− a)
h4

180
f iv)(θ) =

(b− a)5

2880m4
f iv)(θ)).

3 [3 puntos] a) Dada una matriz tridiagonal

A =




b1 c1

a2 b2 c2

.. .
. . .

. ..
an−1 bn−1 cn−1

an bn




,

seaδk el menor principal de ordenk deA (k = 1, 2, . . . , n) dondeδ0 = 1. Probar que

δ1 = b1 y δk = bkδk−1 − akck−1δk−2, k = 2, 3, . . . , n.

b) Consideremos, en particular, la matriz

A =




2 + λ1 1
1 2 + λ2 1

. . .
. . .

.. .
1 2 + λn−1 1

1 2 + λn




donde{λ1, λ2, . . . , λn} ⊂ R.

1) Probar que siλi > 0, i = 1, 2, . . . , n, entonces el método de Jacobi por puntos paraA es convergente.

2) Demostrar que siλi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, entonces el método de relajación paraA es convergente. (Indicación:
utilizar el apartado a) para probar que

δk > δk−1 > · · · > δ0, k = 1, 2, . . . , n).

4 [3 puntos] a) Aplicar el Teorema del Punto Fijo para aproximar una raízξ de la ecuación

x2 +
sen x

2
− 1 = 0

en el intervalo[0, π
2 ] demostrando las hipótesis de convergencia del método y determinar una sucesión{xn}n que converja

a ξ.

b) ¿Qué términos de la sucesión anterior distan deξ una cantidad inferior a10−3?.
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1 [1 punto] Determinar la constanteA ∈ R y los puntosx1, x2 ∈ [−1, 1] para que la fórmula de integración

∫ 1

−1

f(x)dx = A (f(x1) + f(0) + f(x2))

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste?.

2 [2 puntos]
a) Probar que toda matriz de diagonal estrictamente dominante admite factorizaciónLU.

b) Demostrar que toda matriz simétricaA = (aij)n
i,j=1 ∈Mn de diagonal estrictamente dominante verificando

aii > 0, i = 1, 2, . . . , n

admite factorización de Cholesky.

3 [2 puntos] Se considera una matriz

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
∈M2

verificando
a11 6= 0 y a22 6= 0.

a) Demostrar que los métodos de Jacobi y Gauss–Seidel paraA convergen o divergen simultáneamente. (Indicación:
considerar los autovalores de las matrices de los métodos).

b) Encontrar una condición necesaria y suficiente sobre los elementos de la matrizA para que ambos converjan. ¿Cuál
lo hace más rápidamente?.

4 [2’5 puntos] Se considera la ecuación
(x + 1) tan(x)− 1 = 0.

a) Probar que la ecuación anterior tiene infinitas raíces positivas y determinar intervalos que contengan a cada una de
ellas.

b) Si ξ es la menor raíz positiva, demostrar que se puede aproximar mediante el método del punto fijo.

c) Comenzando enx0 = 0 construir una sucesión{xn}n que converja aξ. Determinar un valor den ∈ N a partir del
cual todos los términos de la sucesión distan deξ una cantidad inferior a10−4. Justificar la respuesta.

5 [2’5 puntos] Dada la ecuación algebraica:

x5 + x4 + 5x3 + 2x2 − 13x− 10 = 0

a) Determinar el número de raíces positivas.

b) Encontrar una raíz racional negativa.

c) Hallar el número de raíces reales y complejas de la ecuación anterior.

d) Determinar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar la raíz positiva más pequeña,
así como los dos primeros términos de la sucesión{xn}∞n=0 que determina dicho método.
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1 [2 puntos] Determinar los valores de las constantesA, B y de los puntosx0, x1 ∈ [−1, 1] para que la fórmula de
integración ∫ 1

−1

f(x)dx ∼ Af(x0) + Bf(x1)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste?.

2 [3 puntos] SeaA ∈ Mn escrita en la formaA = M −N siendoM ∈ Mn una matriz inversible y seaB = M−1N.
Dadoα ∈ R\{−1} se definen las matrices

Mα = (1 + α)M, Nα = Mα −A y Bα = M−1
α Nα.

a) Demostrar que

Bα =
1

1 + α
(B + αI).

b) Probar que

λ ∈ sp(B) ⇔ λ + α

1 + α
∈ sp(Bα)

(Indicación: probar queλ y
λ + α

1 + α
tienen asociados los mismos autovectores).

c) Si los autovalores{λ1, λ2, . . . , λn} deB verifican

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn < −1,

determinar para qué valores deα > 0 el método iterativo definido por la matrizBα es convergente.

3 [2’5 puntos] Dadoα > 0 se considera la sucesión

xn =
√

α + xn−1, n ∈ N.

a) Encontrar un intervaloI en el que la sucesión{xn}n sea convergente para cualquier dato inicialx0 ∈ I y calcular
ĺım

n→+∞
xn.

b) Hallar el valor de √
6 +

√
6 +

√
6 + · · ·

4 [2’5 puntos] Dadosλ, µ > 0 se considera el polinomio

P (x) = x3 + λx2 +
λ2

3
x + µ.

a) Hallar la secuencia de Sturm para el polinomioP (x) distinguiendo los diversos casos que pueden presentarse en
función del valor de los parámetrosλ y µ.

b) Determinar, en función deλ y µ, el tipo de raíces (reales y complejas) que tieneP (x).

c) Encontrar intervalos y valores iniciales en los que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar las raíces
reales de la ecuación

x3 + 3x2 + 3x + 3 = 0

determinando los dos primeros términos de la sucesión que define dicho método.
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1 [2 puntos] a) Determinar los valores deλ y µ para que

S(x) =
{

λx(x2 + 1), 0 ≤ x ≤ 1
−λx3 + µx2 − 5λx + 1, 1 ≤ x ≤ 2

sea una función spline cúbica.

b) Con los valores deλ y µ obtenidos en el apartado anterior, ¿puede serS una función spline cúbica de interpolación
de la función

f(x) = x2, 0 ≤ x ≤ 2

respecto de la partición∆ = {0, 1, 2}?.

2 [2 puntos] SeaA ∈ Mn una matriz con todos sus menores principales no nulos. Demostrar que existen matrices
B ∈Mn triangular inferior yC = (cij)n

i,j=1 ∈Mn triangular superior con

cii = 1, i = 1, 2, . . . , n

tales queA = BC. ¿Es única la factorización anterior?.

3 [2 puntos] SeaA ∈Mn una matriz simétrica definida positiva y la descomposiciónA = D−E−F por puntos deA.
Demostrar que si la matriz2D −A es definida positiva entonces el método de Jacobi por puntos paraA es convergente.

4 [2 puntos] a) Demostrar que la ecuación

x4 − 3x3 − 2x2 − 3x− 4 = 0

tiene una única raíz positiva.

b) Encontrar un intervalo y un valor inicial en el que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar la raíz
positiva de la ecuación anterior determinando los dos primeros términos de la sucesión que define dicho método.

5 [2 puntos] Aplicar el Método del Punto Fijo para aproximar la menor raíz positiva de la ecuación

cosx + 3x2 − 6x = 0

determinando una sucesión que converja a dicha raíz y justificando las hipótesis de convergencia.
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1 [1 punto] Determinar las constantesA, B ∈ R y el puntoξ ∈ [0, 2] para que la fórmula de integración
∫ 2

0

f(x)dx ' A (f(0) + f(2)) + Bf(ξ)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste?.

2 [3’5 puntos] Se considera una matrizA ∈Mn descompuesta en bloques de la forma

A =
(

A1 A2

A3 A4

)
(1)

donde las matricesA1 y A4 son inversibles.

a) Demostrar que
det A = det A1 det

(
A4 −A3A

−1
1 A2

)
.

(Indicación: utilizar el método de eliminación gaussiana por bloques para anular el bloque ocupado porA3).

b) Utilizar el apartado a) para probar que para todoλ ∈ C\{0} se verifica que

det
(

λ2A1 A2

λ2A3 λ2A4

)
= det

(
λ2A1 λA2

λA3 λ2A4

)
.

c) Se considera la descomposiciónD − E − F por bloques de la matrizA asociada a la descomposición (1) y los
métodos de Jacobi y Gauss–Seidel por bloques correspondientes. Demostrar que para todoλ ∈ C\{0} se verifica que

λn det(−D)PJ (λ) = det(E −D)PL1(λ
2)

dondePJ y PL1 son, respectivamente, los polinomios característicos de las matrices de los métodos de Jacobi y Gauss–
Seidel.

d) Encontrar la relación existente entre%(J ) y %(L1). Deducir que ambos métodos convergen o divergen simultánea-
mente.

e) Si la matrizA es, además, hermítica y definida positiva, demostrar que los métodos de Jacobi y Gauss–Seidel
asociados a esta descomposición por bloques son convergentes. ¿Cuál lo hace más rápidamente?.

3 [3’5 puntos] Se considera la ecuación
x3 + x− 1 = 0. (2)

a) Probar que la ecuación anterior tiene una única raíz real.

b) Encontrar un intervalo en el que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar dicha raíz y determinar los
dos primeros términos de la sucesión que define ese método.

c) Comprobar que la ecuación (2) puede escribirse de forma equivalente comof(x) = x siendo

f(x) =
1

1 + x2
.

Probar quef : [0, 1] → [0, 1] y que para cualquier valor inicialx0 ∈ [0, 1] la sucesión definida como

xn =
1

1 + x2
n−1

, n ∈ N (3)

es convergente.

d) Si tomamosx0 = 1 y denotamos por
ξ

.= ĺım
n→+∞

xn

determinar qué términosxn de la sucesión anterior distan deξ una cantidad inferior a10−4.

e) Demostrar que la sucesión definida en (3) también converge aξ para cualquier valor inicialx0 ∈ R.

4 [2 puntos] Determinar de forma exacta todas las raíces de la ecuación algebraica

2x3 − 3π2x +
√

2π3 = 0.
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1 [2 puntos] SeaA una matrizn×n inversible y que tiene una factorizaciónA = LU conL triangular inferior ylii = 1
parai = 1, 2, . . . , n, y U triangular superior.

a) Probar queA admite una factorizaciónA = L̃Ũ con L̃ triangular inferior yŨ triangular superior ỹuii = 1 para
i = 1, 2, . . . , n. ¿Es única tal factorización?

b) Demostrar que si ademásA es simétrica entonces las columnas deL son múltiplos de las filas deU.

2 [3 puntos] Dado el sistemaAu = b conA = (aij)n
i,j=1 ∈ Mn, a partir de un vectoru0 ∈ V se considera el método

iterativo asociado
uk = Buk−1 + b, k ∈ N

dondeB = I −A.

a) Demostrar que si|||B||| < 1 para alguna norma matricial subordinada, entonces se tiene la siguiente cota del error

∣∣∣∣uk − u
∣∣∣∣ ≤ |||B|||k

1− |||B|||
∣∣∣∣u1 − u0

∣∣∣∣ .

b) Probar que siA verifica que

aii = 1 >

n∑

j=1
i 6=j

|aij | o ajj = 1 >

n∑

i=1
i 6=j

|aij |,

entonces el método es convergente.

c) Aplicar si es posible los resultados anteriores al sistema

10u1 + 5u2 = 6
5u1 + 10u2 − 4u3 = 25

−4u2 + 8u3 − u4 = −11
−u3 + 5u4 = −11

para determinar el número de iteraciones necesario para aproximar la solución con un error inferior a10−4 (usar
||·||∞ y tomaru0 = 0).

3 [3 puntos]

a) Dada la fórmula de cuadratura ∫ 5

2

f(x)dx ' A (f(x0) + f(x1)) ,

calcularA, x0 y x1 para que sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es dicho grado? ¿Corres-
ponde esta fórmula con alguna de las estudiadas?

b) Aplicar la fórmula obtenida para estimar ∫ 5

2

1
ln x

dx. (4)

c) Determinar el número de subintervalos necesarios para que el error cometido en el cálculo de (4) por la fórmula
compuesta de Newton–Côtes abierta de 2 puntos sea inferior a10−3.

4 [2 puntos] Dadoλ ∈ R se considera la funciónf : [0, 1] → R dada por

f(x) = λx(1− x).

a) Probar que si0 ≤ λ ≤ 4, f transforma el intervalo[0, 1] en sí mismo.

b) Demostrar que si0 ≤ λ ≤ 1, la sucesiónxn+1 = f(xn) converge aξ = 0 para cualquier valor inicialx0 ∈ [0, 1].
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1 [1 punto] Se considera la funciónf(x) = sen πx− x y los nodos

{
0,

1
2
, 1

}
.

a) Hallar el polinomio de interpolaciónP (x) de la funciónf(x) en dichos nodos.

b) Determinar el error que se comete cuando se aproxima

∫ 1

0

f(x)dx

mediante la fórmula de Simpson (cerrada).

2 [3 puntos] SeaA ∈ Mn una matriz que admite factorizaciónLU y δk el menor principal de ordenk de la matriz
A, k = 1, 2, . . . , n.

a) Si A es inversible demostrar que
δk 6= 0, k = 1, 2, . . . , n. (5)

Probar con un contraejemplo de una matriz2 × 2 que (5) no se verifica, en general, siA no admite factorización
LU.

b) Si A no es inversible probar que existek0 ∈ {1, 2, . . . , n} tal que

δk = 0, k = k0, k0 + 1, . . . , n.

3 [3 puntos] Se considera el sistema linealAx = d para una matriz tridiagonal

A =




b1 c1

a2 b2 c2

. ..
.. .

. . .
an−1 bn−1 cn−1

an bn




de diagonal estrictamente dominante. Demostrar los siguientes resultados:

a) ||x||∞ ≤ c(A) ||d||∞ siendo

c(A) = máx
1≤i≤n

{
1

|bi| − |ai| − |ci|
}

(a1 = cn = 0).

b) %(L1) ≤ máx
1≤i≤n

{ |ci|
|bi| − |ai|

}
dondeL1 es la matriz del método de Gauss–Seidel.

4 [3 puntos] Se considera la ecuación

3x(1 + x)3 = 4
(
(1 + x)3 − 1

)
.

a) Probar que la ecuación anterior tiene una única raíz real positivaξ.

b) Encontrar un intervalo y un valor inicial donde el método de Newton sea convergente a la raízξ, justificando las
hipótesis de convergencia.

c) Determinar un intervalo en el que se pueda aplicar el teorema del Punto Fijo para aproximar dicha raíz e indicar el
número de iteraciones necesario para que el error cometido sea inferior a10−4.
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1 [1’5 puntos]

a) Determinar el valor que se obtiene al aproximar la integral
∫ 1000

0

esen πxdx (6)

mediante la fórmula de Newton–Côtes cerrada de1001 puntos.

b) Determinar un númerom de subintervalos para que el error cometido al aproximar la integral (6) mediante la regla
de los trapecios (fórmula del trapecio cerrada compuesta) sea inferior a la décima.

2 [3 puntos] Dadoγ ∈ C\{0} se consideran las matrices tridiagonales

A =




b1 c1

a2 b2 c2

. ..
.. .

. . .
an−1 bn−1 cn−1

an bn




y A(γ) =




b1
c1

γ

γa2 b2
c2

γ
. . .

. . .
. . .

γan−1 bn−1
cn−1

γ
γan bn




.

a) Llamandoδ0 = 1 y δk al menor principal de ordenk deA, k = 1, 2, . . . , n, probar que

δk = bkδk−1 − akck−1δk−2, k = 2, 3, . . . , n.

b) Demostrar que
det(A(γ)) = det(A).

Para ello probar que, si se denota porδ0(γ) = 1 y δk(γ) al menor principal de ordenk deA(γ) parak = 1, 2, . . . , n,
se tiene queδk(γ) = δk parak = 1, 2, . . . , n.

c) Se considera la descomposiciónD − E − F por puntos de la matrizA. Demostrar que para todoλ ∈ C\{0} se
verifica que

λn det(−D)PJ (λ) = det(E −D)PL1(λ
2)

dondePJ y PL1 son, respectivamente, los polinomios característicos de las matrices de los métodos de Jacobi y
Gauss–Seidel (por puntos).

d) Encontrar la relación existente entre%(J ) y %(L1). Deducir que ambos métodos convergen o divergen simultánea-
mente. En caso de que converjan, ¿cuál lo hace más rápidamente?

3 [1 punto] SeaA ∈ Mn una matriz inversible que admite factorización de Cholesky de la formaA = BBT siendo
B ∈Mn una matriz real triangular inferior. Demostrar queA es simétrica y definida positiva.

4 [3 puntos] Se considera la ecuación
tan x− e−x = 0. (7)

a) Determinar el número de raíces reales de (7).

b) Encontrar una función y un intervalo con los que se pueda aplicar el teorema del Punto Fijo para aproximar la
menor raíz positiva de (7) e indicar un número de iteraciones suficiente para que el error cometido sea inferior a la
milésima.

5 [1’5 puntos] Se considera el polinomio
P (x) = x3 + 7x2 + 3.

a) Determinar el número de raíces (reales y complejas) deP.

b) Encontrar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar una raíz real deP, justificando
las hipótesis de convergencia y determinando los dos primeros términos de la sucesión.



MÉTODOS NUMÉRICOS
Examen Final

Junio 2000

1 [2’5 puntos] Se considera el sistema de2n ecuaciones con2n incógnitas
{

x + Sy = b
STx + y = c

dondeb, c ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn)T, y = (y1, . . . , yn)T y S ∈Mn.

a) Escribir el sistema en forma

A

(
x
y

)
=

(
b
c

)

dondeA ∈M2n es una matriz por bloquesn + n.

b) Se consideran los métodos de Jacobi y Gauss–Seidel por bloques asociados a la descomposición por bloques deA
dada ena). Probar que

%(J2) = %(L1) = %(STS)

y deducir que ambos métodos convergen o divergen a la vez.

c) Demostrar que si|||S|||2 < 1 ambos métodos son convergentes. ¿Cuál converge más rápidamente?

2 [2 puntos] SeaA ∈Mn una matriz de diagonal estrictamente dominante. Se considera la descomposiciónA = M−N
dondeM = D − αE − (1− α)F con0 < α ≤ 1.

a) Justificar que el método asociado a esta descomposición está bien definido.

b) Probar que el método es convergente y deducir de ello la convergencia del método de Gauss–Seidel (Indicación:

utilizar que si|λ| ≥ 1 y 0 < β ≤ 1 entonces
∣∣∣ 1−β+λβ

λ

∣∣∣ ≤ 1).

3 [2’5 puntos] Seaf ∈ C2([a, b]). Dada la fórmula de cuadratura

∫ b

a

f(x)dx = Af(x0) + kf ′′(θ)

conθ ∈ [a, b] se pide:

a) ObtenerA y x0 para que sea exacta para polinomios de grado menor o igual que 1 y dar una interpretación geomé-
trica del resultado.

b) Aplicando la fórmula af(x) = x2 determinar el valor dek en el término de error.

c) Aproximar el valor de la integral ∫ π

0

sen xdx

aplicando la fórmula anterior compuesta para 4 subintervalos, acotando el error cometido y comparándolo con el
error real.

4 [3 puntos] Dada la ecuaciónx3 + 4x2 − 10 = 0 se pide:

a) Determinar el número de raíces positivas y negativas.

b) Hallar un intervalo en el que se puede aplicar el método de Newton para aproximar la raíz positiva más pequeña.

c) Dada la función

g(x) =

√
10

4 + x

estudiar si se puede aplicar al teorema del Punto Fijo para aproximar la raíz anterior. Calcular los dos primeros
términos de la sucesión.
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1 [1’5 puntos] Encontrar los valores deA,B, C y D para que la fórmula de cuadratura

∫ 1

0

f(x)dx ' Af(0) + Bf(1) + Cf ′(0) + Df ′(1)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste?

2 [2 puntos] Se considera una matrizA ∈Mn simétrica y definida positiva escrita en la forma

A =

(
An−1 a

aT α

)

siendoAn−1 ∈Mn−1, a ∈ Rn−1 y α ∈ R.

a) Demostrar que si
An−1 = Ln−1Dn−1(Ln−1)T

conLn−1 ∈Mn−1 triangular inferior con unos en la diagonal yDn−1 ∈Mn−1 diagonal con elementos diagonales
positivos entonces existenx ∈ Rn−1 y d ∈ R tales que

A =

(
Ln−1 0

xT 1

)(
Dn−1 0

0 d

)(
(Ln−1)T x

0 1

)
.

Deducir que, en este caso,d > 0.

b) Demostrar, por inducción sobre la dimensión de la matriz, que siA es simétrica definida positiva entonces existenL
triangular inferior con unos en la diagonal yD diagonal con elementos diagonales positivos tales queA = LDLT.

3 [3 puntos]

a) Dada una matriz tridiagonal

A =




b1 c1

a2 b2 c2

.. .
. . .

. ..
an−1 bn−1 cn−1

an bn




,

seaδk el menor principal de ordenk deA (k = 1, 2, . . . , n) y δ0 = 1. Probar que

δ1 = b1 y δk = bkδk−1 − akck−1δk−2, k = 2, 3, . . . , n.

b) Consideremos, en particular, la matriz

A =




2 + α1 −1
−1 2 + α2 −1

. . .
. . .

.. .
−1 2 + αn−1 −1

−1 2 + αn




dondeαi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

i) Demostrar por inducción que para cadak ∈ {1, 2, . . . , n} se verifica que

δk > δk−1 > · · · > δ0.

Deducir que la matrizA es definida positiva.



ii) Para cadaβ ≥ 0 se considera la descomposiciónA = Mβ −Nβ donde

Nβ = diag (β − α1, β − α2, . . . , β − αn) .

Encontrar valores del parámetroβ para los cuales el método iterativo asociado a esta descomposiciónM −N
deA sea convergente.

4 [3’5 puntos] Se considera la funciónF (x) = x− ex−2.

a) Probar que la ecuaciónF (x) = 0 tiene, exactamente, dos raíces reales.

b) Encontrar sendos intervalos donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar cada una de ellas.

c) Estudiar si se puede aplicar el Teorema del Punto Fijo a la función

f(x) = 2 + ln x

para aproximar las raíces deF.
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1 [2 puntos] Consideremos una matrizM ∈M2n simétrica y definida positiva escrita en la forma

M =

(
P Q

QT R

)

dondeP,Q, R ∈Mn.

a) Tomandow = −P−1Qv comprobar que

(
wT vT

)
(

P Q

QT R

)(
w
v

)
= vTSv

siendoS = R−QTP−1Q. Deducir que la matrizS es también simétrica definida positiva.

b) Suponiendo conocidas las factorizaciones de Cholesky deP = BBT y deS = CCT determinar, a partir de ellas,
la factorización de Cholesky de la matrizM.

2 [3 puntos] Se considera el sistema linealAu = b y J = D−1(E + F ) la matriz del método de Jacobi por puntos
asociada aA.

a) Si |||·||| es una norma matricial subordinada a la norma vectorial||·|| , demostrar:

i) ||u|| ≤ |||J ||| ||u||+ ∣∣∣∣∣∣D−1
∣∣∣∣∣∣ ||b|| .

ii) Si |||J ||| < 1 y se tomau0 = 0, entonces

∣∣∣∣uk − u
∣∣∣∣ ≤ |||J |||k

1− |||J |||
∣∣∣∣∣∣D−1

∣∣∣∣∣∣ ||b|| , k ∈ N.

b) Probar que siA es de diagonal estrictamente dominante se verifica que|||J |||∞ < 1.

c) Sean

A =




5 1 −1 −1 1
−1 5 1 −1 1

1 1 5 1 −1
1 −1 1 5 1
1 −1 −1 −1 5




y b =




1
1
1
1
1




.

Determinar un númerok de iteraciones para que el error en norma infinito cometido en la resolución del sistema
Au = b mediante el método de Jacobi por puntos a partir deu0 = 0 sea inferior a la milésima.

3 [2 puntos] Aplicar la regla del trapecio abierta compuestaa la integral
∫ x

0

dt

1 + t2

para obtener una aproximación dearctan 1
2 determinando el númerom de subintervalos necesario para que el error

cometido en esa aproximación sea inferior a10−3. (Indicación: el error en la regla del trapecio abierta simple viene dado
por

R(a,b)(f) =
(b− a)3

36
f ′′(θ)).

4 [3 puntos] Se considera la funciónF (x) = 1− 2(1 + x)e−x.

a) Demostrar que la ecuaciónF (x) = 0 tiene una única raízξ positiva.

b) Determinar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para dar una aproximación deξ, así como las
dos primeras iteraciones del método.

c) Se considera la función
ψ(x) = 1− λx− 2e−x.

Supuesto conocido el valor deξ, encontrar el valor deλ > 0 que hace que la funciónψ tenga una raíz positiva
doble.
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1 [2 puntos] SeaC ∈ Mn(R) una matriz inversible yA, B ∈ Mn(R) matrices simétricas definidas positivas. Probar

que las matricesA−1, A + B, CTAC y la submatriz

(
a11 a1n

an1 ann

)
deA son también definidas positivas.

2 [3 puntos] Se considera el método iterativo de Jacobi por puntos para resolver el sistema linealAx = b partiendo de
x0 = 0, para una matrizA = (aij)n

i,j=1 ∈Mn verificando

|aii| > α

n∑

j=1
j 6=i

|aij |, i = 1, 2, . . . , n

dondeα > 1 y
|aii| > γ > 0, i = 1, 2, . . . , n.

a) Demostrar que||J ||∞ <
1
α

dondeJ = D−1(E + F ).

b) Probar que
x = J x + D−1b y xk − x = J k(x0 − x).

Deducir de lo anterior que

||x||∞ <
α ||b||∞
γ(α− 1)

y
∣∣∣∣xk − x

∣∣∣∣
∞ <

||b||∞
γαk−1(α− 1)

.

c) En particular, se considera el sistemaAx = b siendo

A =




1,3 0,1 −0,2 0,3
0,3 −1,9 0,4 0,2

−0,4 0,1 1,1 0,0
0,1 0,2 −0,3 1,3


 y b =




7
−2
10
1


 .

Utilizar la cota obtenida anteriormente para determinar un númerok de iteraciones tal que el error cometido en
norma infinito, al aplicar el método de Jacobi por puntos conx0 = 0, sea inferior a10−6.

3 [2 puntos]

a) Determinar las relaciones que deben verificar los parámetrosa, b, c, d y e para que la función

f(x) =





a(x− 2)2 + b(x− 1)3, x ∈
[
−1

6
, 1

]

c(x− 2)2, x ∈ [1, 3]

d(x− 2)2 + e(x− 3)3, x ∈ [3, 4]

sea unasplinecúbica.

b) Determinar los valores de los parámetros para quef(x) interpole la tabla

x 0 1 4
f(x) 26 7 25

c) ¿Es la funciónf(x) obtenida una funciónsplinecúbica de tipo I (o natural)?

4 [3 puntos] Se considera la funciónf(x) = λe−x.

a) Probar que si0 ≤ λ < 1 se puede aplicar a la funciónf(x) el teorema del punto fijo en el intervalo[0, 1].

b) Utilizar a) para probar que la funciónF (x) = 2x − e−x tiene una única raíz realξ y determinar un número de
iteraciones para aproximar aξ con un error inferior a10−3 comenzando en el punto medio del intervalo.

c) Aplicar el método de Whittaker a la ecuaciónF (x) = 0 eligiendo el valor óptimo del parámetro y comprobando
que se cumplen las hipótesis de convergencia de dicho método en el intervalo[0, 1]. Determinar un número de
iteraciones para aproximarξ con el mismo error y el mismo valor inicial que en el apartadob).
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1 [1’5 puntos] Determinar el número de intervalos necesarios para aproximar el valor de la integral

I =
∫ 1

0

e−x2
dx

con un error menor que10−2 cuando se emplea la regla de los trapecios (o fórmula del trapecio compuesta).

2 [3’5 puntos] Se considera una matrizA ∈Mn con autovalores reales{λ1, λ2, . . . , λn} tales que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

Para resolver el sistemaAu = b se considera el método iterativo
{

u0 arbitrario
uk+1 = Bwuk + cw, k ∈ N ∪ {0}.

donde
Bw = I − wA y cw = wb (w 6= 0).

a) Demostrar que los autovalores deBw son

µi = 1− wλi, i = 1, 2, . . . , n.

b) Probar que si0 < w <
2
λn

entonces

1 > µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µn > −1.

Deducir que el método iterativo asociado aBw es convergente.

c) Comprobar que para el valor

w =
2

λn + λ1

se tiene queµ1 = −µn y deducir que

%(Bw) =
λn − λ1

λn + λ1
.

d) Demostrar que para la matriz

A =




2 −1
−1 2 −1

. . .
. ..

.. .
−1 2 −1

−1 2




,

el método anterior coincide con el de Jacobi si se elige un valor adecuado del parámetrow.

e) Probar que la matrizA del apartadod) admite factorizaciónLU.

3 [3 puntos] Se considera la ecuación3x2 − ex = 0.

a) Probar que la ecuación anterior tiene una única raíz negativaξ.

b) Determinar un intervalo[a, b] para el cual la iteración

xn+1 = −
√

exn

3
, n ∈ N ∪ {0}

converja aξ para cualquier valor inicialx0 ∈ [a, b].

c) Partiendo dex0 = b estimar, a partir deb), el error cometido tras las cuatro primeras iteraciones.



d) ¿Se puede utilizar la iteración
xn+1 = ln(3x2

n)

para aproximarξ? Razonar la respuesta.

4 [2 puntos] Determinar el número de raíces reales del polinomio

P (x) = x4 − 3x2 + 2x− 1.

Encontrar intervalos en los que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar dichas raíces y escribir las dos
primeras aproximaciones en cada caso.
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1 [1’5 puntos] Se considera una matrizA ∈ Mn escrita en la formaA = LDLT dondeL es una matriz real triangular
inferior con unos en la diagonal yD = diag(d1, d2, . . . , dn) es una matriz diagonal condi > 0, i = 1, 2, . . . , n.

a) Demostrar queA admite factorización de Cholesky.

b) Determinar los elementos de la matriz de la factorización de Cholesky deA a partir de los elementos de las matrices
L y D.

2 [2’5 puntos] Dada una matrizA = (aij)n
i,j=1 de diagonal estrictamente dominante se considera un número naturalp,

con1 ≤ p ≤ n, y las matricesM = (mij)n
i,j=1 donde

mij =

{
aij si |i− j| < p

0 si |i− j| ≥ p,

y N = M −A.

a) Demostrar que el método iterativo asociado a esta descomposiciónA = M−N está bien definido y es convergente.

b) En el método anterior, ¿qué método se obtiene sip = 1? ¿Qué ocurre sip = n?

3 [2 puntos]

a) Demostrar que si una función spline cúbica coincide, en cada subintervalo de una partición del intervalo[a, b], con
un polinomio de grado≤ 2, entonces dicha función es un polinomio de grado≤ 2 globalmente en todo[a, b].

b) Determinar los coeficientesc1, c2, . . . , c10 para que la función

S(x) =





c1x
2 + c2x + c3 en [a, x1]

c4x
2 + c5x + 1 en [x1, x2]

c6x
2 + c7x + c8 en [x2, x3]

c9x
2 + 2x + c10 en [x3, b]

cona < x1 < x2 < x3 < b, sea una función spline cúbica de tipo I en[a, b].

4 [1’5 puntos] Determinar el valor que se obtiene al aproximar, mediante la fórmula de Simpson compuesta conm =
1000 subintervalos, la integral definida ∫ 1000

−1000

|x|3esen πxdx.

5 [2’5 puntos] Se considera el polinomioP (x) = x3 − x2 − x− 1.

a) Demostrar queP tiene una única raízξ positiva.

b) Encontrar un intervalo y una función con los que se pueda utilizar el método del Punto Fijo para dar una aproxima-
ción de dicha raíz.

c) ¿Con cuántas iteraciones queda garantizado que el error cometido, cuando se parte del extremo derecho del intervalo
considerado, es inferior a la milésima?
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1 SeaA =
(

a b
c d

)
∈M2×2(C). Se pide:

a) Calcular el radio espectral de la matriz del método iterativo de Jacobi.

b) Hallar el radio espectral de la matriz del método iterativo de Gauss–Seidel.

c) Comprobar que ambos métodos son convergentes o divergentes simultáneamente. En caso de convergencia, ¿cuál
de los dos lo hace más rápidamente?

d) Determinar los valoresα ∈ C para los que ambos métodos convergen para la matrizA =
(

α 1
1 α

)
.

2 Se considera la funciónf(x) =
1
2

(
x +

λ

x

)
. Se pide:

a) Demostrar que es contractiva en el intervalo[λ, 1] si
1
2
≤ λ < 1.

b) Justificar si la ecuaciónf(x) = x puede resolverse utilizando el método del Punto Fijo.

c) Hallar un número de iteraciones para que la aproximación obtenida por el método anterior diste de la solución real
menos de10−4.

d) ¿Cuál es la solución exacta?

3 Se considera la fórmula de cuadratura
∫ 1

−1

f(x) dx = A (f(x0) + 4f(x1) + f(x2)) ,

dondeA es una constante yx0, x1, x2 son puntos en el intervalo[−1, 1].

a) Hallar los valores deA, x0, x1, x2 para que la fórmula sea exacta para polinomios del mayor grado posible y
determinar éste.

b) Ídem para la fórmula de cuadratura

∫ b

a

f(x) dx = A (f(x0) + 4f(x1) + f(x2))

para el intervalo[a, b], donde ahorax0, x1, x2 ∈ [a, b]. (Indicación: usar el apartado anterior y la dilataciónθ :

R→ R dada porθ(x) = a +
b− a

2
(x + 1) que transforma el intervalo[−1, 1] en el intervalo[a, b]).

c) ¿Existe alguna relación entre la fórmula anterior y la fórmula de Simpson? Explica razonadamente tu conclusión.
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1 [2 puntos] Se considera la matriz

A =




1 α α
α 1 α
α α 1




dondeα ∈ R. Determinar los valores del parámetroα para los cuales la matrizA admite:

a) FactorizaciónLU.

b) Factorización de Cholesky.

2 [2 puntos] Dada una matrizA = (aij)n
i,j=1 de diagonal estrictamente dominante se considera un número naturalp,

con1 ≤ p ≤ n, y las matricesM = (mij)n
i,j=1 donde

mij =

{
aij si |i− j| < p

0 si |i− j| ≥ p,

y N = M −A. Para cada númerow ∈ (0, 1] se consideran las matrices

Mw =
1
w

M y Nw = Mw −A.

Demostrar que el método iterativo asociado a la descomposiciónA = Mw −Nw es convergente.

(Indicación: Utilizar que si0 < w ≤ 1 y λ ∈ C con|λ| ≥ 1 entonces

∣∣∣∣
1− w − λ

λw

∣∣∣∣ ≥ 1).

3 [2 puntos] Sabiendo que la longitud de la curvay = f(x) definida sobre el intervalo[a, b] es

` =
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx,

determinar un númeron de intervalos para aproximar la longitud de la curva dada por la funciónf(x) = sen x en el
intervalo

[
0, π

4

]
usando la regla de los trapecios compuesta de forma que el error cometido sea inferior a10−2.

4 [2 puntos] Las ecuaciones paramétricas del movimiento de un proyectil vienen dadas por
{

x(t) = 3(1− e−t)

y(t) = 6(1− e−t)− 2t

dondet > 0. El tiempo de impacto del proyectil con el suelo se calcula resolviendo la ecuacióny(t) = 0.

Encontrar un intervalo en el que se pueda aproximar dicho tiempo de impacto mediante el método de Newton.

5 [2 puntos] Obtener la secuencia de Sturm del polinomioP (x) = x3 +5x2 +3x− 9 y encontrar, a partir de ella, todas
las raíces deP.
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1 a) Se considera una matrizA ∈Mn escrita en la forma

A =

(
An−1 b

aT α

)

siendoAn−1 ∈Mn−1, a, b ∈ Rn−1 y α ∈ R. Demostrar que siAn−1 es inversible y admite factorizaciónLU

An−1 = Ln−1Un−1

entonces existenx, y ∈ Rn−1 y β ∈ R tales que

A =

(
Ln−1 0

xT 1

)(
Un−1 y

0 β

)
.

b) Demostrar, por inducción sobre la dimensión de la matriz, que si todos los menores principales de la matrizA son
no nulos entonces existenL triangular inferior con unos en la diagonal yU triangular superior tales queA = LU.

2 Se considera la matriz

A =




1 α α
α 1 α
α α 1




dondeα ∈ R.

a) Dar una condición suficiente que garantice la convergencia del método de Jacobi asociado a la matrizA.

b) Dar una condición necesaria y suficiente para que dicho método sea convergente.

c) Encontrar valores deα para los cuales el método de relajación de parámetro0 < w < 2 asociado aA sea conver-
gente.

3 Dadon ∈ N, determinar el valor que se obtiene al aproximar las siguientes integrales:

a)
∫ 2n

0

x2n cos(2πx) dx.

b)
∫ 2n

0

x2n+1 cos(2πx) dx.

c)
∫ 2n

0

(
a2n+1x

2n+1 + a2nx2n + · · ·+ a1x + a0

)
cos(2πx) dx (ai ∈ R, i = 0, 1, . . . , 2n + 1).

mediante la fórmula de Newton–Côtes cerrada de2n + 1 puntos.

4 a) Probar que la función

f(x) =
3− 2x3 + x4 − x5

5

es contractiva en el intervalo

[
1
4
,
3
4

]
. Determinar la constante de contractividad.

b) Demostrar que el polinomio
P (x) = x5 − x4 + 2x3 + 5x− 3

tiene una única raízξ en el intervalo

[
1
4
,
3
4

]
.

c) Determinar los dos primeros términos de una sucesión que converja a la raízξ deP, justificando su convergencia.

d) ¿TieneP raíces negativas?



MÉTODOS NUMÉRICOS
Examen Final

Junio 2003

1 Dadosα, β ∈ R, se considera la matriz

A =




1 α β
1 1 1
−β α 1


 .

a) Encontrar la relación que deben verificarα y β para que el método de Jacobi por puntos sea convergente.

b) Dado el sistema 



x +
y

3
= 3

x + y + z = 4
y

3
+ z = 0,

calcular la primera aproximación a la solución del mismo, por el método anterior, para el valor inicial(2, 3, 0)T.

2 Para calcular de forma aproximada el valor
1
α

, conα ∈ R no nulo, se consideran las funciones

F (x) = α− 1
x

y G(x) = α3 − 1
x3

.

a) Comprobar que los métodos de aproximación de Newton para dichas funciones son, respectivamente,

xn+1 = xn(2− αxn) (8)

y

xn+1 =
xn

3
(4− α3x3

n) (9)

para todon ∈ N{0}.
b) Se considera la sucesiónrn = 1− αxn, conn ∈ N{0}. Comprobar que se verifica

rn+1 = r2
n y rn+1 = 1

3 (r4
n − 4r3

n + 6r2
n)

para las sucesiones (8) y (9), respectivamente.

c) Para cadaα > 0, hallar un intervaloIα ⊂ R de forma que la sucesión (8) converja para cualquierx0 ∈ Iα.

d) Si 0 < rn < 1 para todon ∈ N{0}, comprobar que

1
3
(r4

n − 4r3
n + 6r2

n) > r2
n.

Deducir cuál de los dos métodos, (8) o (9), converge más rápidamente.

3 Se considera la fórmula de derivación aproximada

f ′(x) ' 1
12h

(f(x− 2h)− 8f(x− h) + 8f(x + h)− f(x + 2h)) .

a) Usando desarrollos en serie, calcular el orden de aproximación del error, en función deh.

b) Paraf(x) =
1

1 + x
, hallar la aproximación def ′(2) cuando se tomah =

1
10

y calcular el error cometido.

4 La sucesión de Sturm del polinomioP (x) = x3 + 2x2 + 10x− 20 es
{

P0(x) = P (x), P1(x) = P ′(x), P2(x) = −x +
50
13

, P3(x) = −1
}

.

a) Determinar el número de raíces reales deP (x) y, para cada una de ellas, un intervalo que la contenga.

b) Hallar la primera aproximación de la raíz más cercana a1, por el método de las cuerdas, cuando se toma como valor
inicial x0 = 1.
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1 [3 puntos] Dada una matrizA ∈ Mn simétrica definida positiva, se considera la descomposiciónD − E − F por
bloques deA.

a) Demostrar que las matrices

i) D ii) µA con µ > 0 iii) D − µE − µF con 0 ≤ µ ≤ 1

son, también, simétricas definidas positivas.

b) Si A se escribe en la formaA = M −N, conM inversible, siendoM = D − αE − βF, determinar un rango de
valoresα, β ∈ R para que el método iterativo asociado a la descomposición anterior es convergente.

c) ¿Se deduce del apartadob) la convergencia del método de Jacobi? ¿Y la del método de Gauss–Seidel?

2 [3 puntos]

a) Teniendo en cuenta que el error en la fórmula del trapecio (cerrada) viene dado por la expresión

R(a,b)(f) = − (b− a)3

12
f ′′(θ)

conθ ∈ (a, b), deducir la regla de los trapecios (o fórmula del trapecio compuesta cerrada) conm subintervalos,
obteniendo la expresión del error de dos formas:

i) Sumando los errores cometidos en cada subintervalo.

ii) Aplicando a lo anterior el Teorema de los Valores Intermedios.

b) Dadon ∈ N, aplicar el apartadoa) conm = n − 1 subintervalos a la funciónf(x) = ln x en el intervalo[1, n].
Escribir los términos de error en las formasa)i) y a)ii).

c) Sabiendo que
∞∑

i=1

1
i2

=
π2

6

y
1
n
≤

∞∑

i=n

1
i2
≤ 1

n− 1
,

acotar las dos expresiones del error obtenidas en el apartadob). ¿Cuál de las dos cotas es mejor?

d) Teniendo en cuenta que ∫
ln x dx = x(lnx− 1),

utilizar los apartadosb) y c) para aproximar la cantidad

ln n! = ln 1 + ln 2 + · · ·+ ln n.

3 [2 puntos] Seaa > 0 y f : [−a, a] → R una función par. Dadon ∈ N, se consideran una partición equiespaciada
del intervalo[−a, a] den + 1 puntos yPn el polinomio de interpolación def en dichos puntos. Justificar la veracidad o
falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) P2 tiene grado exactamente 2.

b) P3 tiene grado menor o igual que 2.

c) P2 = P3.

4 [2 puntos] Utilizar el método de Newton, justificando las hipótesis de convergencia, para aproximar el valor dex
que en la gráficay = x2 produce el punto más cercano a(1, 0), determinando el valor de las dos primeras iteraciones.
(Indicación: Minimizar la distancia al cuadrado del punto(1, 0) a un punto genérico de la curva).
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1 Nos gustaría tener una cuenta de ahorros con un saldo de 100.000 euros en el momento de comprar una casa dentro de
5 años y podemos depositar 6.000 euros anuales. El interés anualx que deberá proporcionarnos la cuenta de ahorros es
solución de la ecuación:

100,000x = 6,000((1 + x)5 − 1).

1. Probar que esta ecuación posee una solución estrictamente positiva.

2. Determinar un intervalo en el que aplicar el método de Newton para calcularla.

2 Se desea aproximar el valor de la integral
∫∞
0

e−x2
dx con un error menor que10−2. Para ello seguimos el proceso

siguiente:

1. Calculamos un valorL ≥ 1 para el cual
∫∞

L
e−x2

dx ≤ 10−2

2 . Comprobar que podemos elegirL = 6. (Indicación:

se puede usar la desigualdade−x2 ≤ e−x si x ≥ 1 y tener en cuenta queln(200) ≈ 5,2983).

2. A continuación, determínese el número de intervalos necesarios para calcular
∫ 6

0
e−x2

dx con un error menor que
10−2

2 mediante la fórmula del trapecio cerrada compuesta usando la fórmula del error:

R(a,b)(f) = −(b− a)
h2

12
f ′′(θ), θ ∈ (a, b), h =

b− a

m
.

3 Utilizamos el método iterativo



1 1 1
0 1 1
0 0 1


uk+1 +




0 0 0
ξ 0 0
η ζ 0


 uk = b, u0 ∈ R3

para resolver el sistema de ecuaciones:




1 1 1
ξ 1 1
η ζ 1


 u = b, b ∈ R3,

siendoξ, η, ζ constantes reales.

1. Encontrar todos los valores deξ, η, ζ para los que, sean cuales seanu0 y b, la sucesión
(
uk

)
converge.

2. Supongamosξ = η = ζ = −1. Encontrar vectoresu0 y b para los que
(
uk

)
NO converge.

3. Supongamos ahoraξ = ζ = 0. ¿Es cierto que en este caso el método siempre permite encontrar la solución exacta
en un número finito de iteraciones? En caso afirmativo, encontrar dicho número; en cualquier caso, razonar la
respuesta.

4 Se considera el sistema linealAx = y para una matriz tridiagonal:

A =




a1 b 0 0
c a2 b 0
0 c a3 b
0 0 c a4




1. Usar el método de eliminación gaussiana para triangularizar la matrizA.

2. Probar queA = LU , siendoL una matriz triangular inferior con unos en su diagonal yU una matriz triangular
superior, calculando los elementos de las matricesL y U directamente a partir de los elementos de la matrizA.



5 Seaε el error de redondeo unitario de la máquina, i.e.

fl(x ∗ y) = [fl(x) ∗ fl(y)](1 + δ) =
[x ∗ y]
(1− δ′)

, |δ|, |δ′| < ε.

Sean ahorax, y vectores columna cuyas componentes son números máquina. Seanz1 = fl(x1y1) y zk+1 = fl(zk +
xk+1yk+1). Supongamos quenε < 1/3. Seanδi tales que

fl

(
n∑

i=1

xiyi

)
=

n∑

i=1

xiyi(1 + δi).

1. Demuestra por inducción sobren que|δi| ≤ (1 + ε)n+2−i − 1.

2. Sabiendo quenε < 1/3, demuestra que

(1 + ε)k − 1 ≤ kε

1− 1
2kε

<
6
5
kε.

3. Demuestra que el error relativo satisface

|∑n
i=1 xiyi − fl (

∑n
i=1 xiyi)|

|∑n
i=1 xiyi| <

6
5
(n + 1)ε.
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1 [3 puntos]

a) Consideremos una matrizA ∈Mn simétrica y definida positiva escrita en la forma

A =

(
A11 AT

21

A21 A22

)

dondeA11 ∈Mn1 y A22 ∈Mn2 , conn1 + n2 = n. Elegir convenientementew verificando

(
wT vT

)
(

A11 AT
21

A21 A22

) (
w
v

)
= vTMv,

dondeM = A22 −A21A
−1
11 AT

21, para deducir que la matrizM es también simétrica definida positiva.

b) Dada una matrizA =

(
a11 uT

u B

)
∈ Mn simétrica definida positiva, conB ∈ Mn−1, probar que existen

α ∈ R+ y C ∈Mn−1 simétrica definida positiva, tales queA = R1A1R
T
1 , siendo

R1 =
(

α 0
1
αu I

)
y A1 =

(
1 0
0 C

)
.

c) Iterar el proceso anterior para concluir queA = R1 · · ·RnRT
n · · ·RT

1 . ¿Identificas la matrizR = R1 · · ·Rn?

2 [2.5 puntos]SeaA una matriz cuyos autovalores sean todos positivos. Se considera el método iterativo

uk+1 = Bθu
k + θb

conθ > 0, dondeBθ = I − θA.

a) Demostrar queλ ∈ sp(A) si y sólo si1− λθ ∈ sp(Bθ).

b) Encontrar el intervalo de valores deθ para los que el método anterior es convergente.

c) ¿Se puede aplicar el método anterior a la matriz

(
3

√
2√

2 2

)
? ¿Para qué valores deθ es convergente?

3 [1.5 puntos]Encontrar el valor deα ∈ R que hace que la fórmula
∫ 1

−1

f(x) dx = f(−α) + f(α)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste? ¿Qué error se comete cuando se aplica esta fórmula
para aproximar ∫ 1

−1

e−x2
senx dx?

4 [3 puntos] Dadosx0, a, b ∈ R se considera la función

h(x) =
{

P (x) si x ∈ [x0 − 1, x0]
ax + b si x ∈ [x0, x0 + 1] ,

dondeP (x) = x3 + x + 1.

a) Demostrar que six0 6= 0 la funciónh no puede ser una funciónsplinecúbica.

b) Hallar los valores dex0, a y b para los queh es una funciónsplinecúbica y esbozar la gráfica deh.

c) Determinar el número de raíces reales del polinomioP (x) y encontrar, para cada una de ellas, un intervalo en el que
se pueda aplicar el método de Newton o el método de Whittaker, dando los dos primeros términos de la sucesión
definida por el método.
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1 [3 puntos] SeaA ∈Mn una matriz conestructura de flecha:



× ×
× ×

× ×
· · · · · ·

× ×
× × × × × ×




es decir,A = (aij)n
i,j=1 dondeaij = 0 si i 6= j para i, j = 1, · · · , n− 1.

a) Demostrar que siaii 6= 0 para i = 1, · · · , n− 1 entonces la matrizA admite factorizaciónLU.

b) Probar que la factorizaciónLU preserva la estructura de matriz flecha, i. e., siA tiene esta estructura también la
tienen las matricesL y U .

c) Enunciar resultados análogos aa) y b) para la factorización de Cholesky.

2 [2.5 puntos]Consideremos las iteraciones dadas por

uk+1 = Buk + b, k = 0, 1, 2...

donde

B =
[

α γ
0 β

]
, α, β, γ ∈ R, |α| , |β| < 1.

a) Dadob ∈ R2, probar que la ecuaciónu = Bu + b posee una única soluciónu∗ ∈ R2 y que la sucesión
(
uk

)
converge au∗, para cualquieru0 ∈ R2.

b) Supongamos queα = β.

i) Si u0 − u∗ =
[

1
0

]
, calcularuk − u∗. ¿Cuál es el menor númerok de iteraciones necesarias para tener

∥∥uk − u∗
∥∥
∞ < 10−3?

Estudiar el comportamiento de dicho número mínimok en función deα y γ.

ii ) Supongamos, además, queγ = 1. Fijadok > 0, ¿cuál es la menor constantec(k) para la que se verifica
∥∥uk − u∗

∥∥
∞ ≤ c (k)

∥∥u0 − u∗
∥∥
∞

para todos los vectoresu0 ∈ R2? Nuevamente, estudiar el comportamiento dec (k) cuandoα varía.

3 [1.5 puntos]Se considera la funciónf(x) = ex y n ∈ N.

a) Hallar los puntosx0, x1, . . . , xn ∈ [−1, 1] para que el error en la interpolación polinomial de la funciónf en dicho
intervalo, relativa a dichos puntos, sea mínimo.

b) Encontrar el menorn ∈ N para el que dicho error es menor que10−6.

4 [3 puntos] Sea la funciónF (x) = (x + 1) tanx− 1.

a) Demostrar que en el intervalo[0, π
2 ] existe una única raíz,ξ, deF .

b) Demostrar queξ se puede aproximar por un método de punto fijo en dicho intervalo. Decidir sik = 0,51 es una
posible constante de contractividad para dicho método. (Indicación: arctan( 2

π+2 ) está entre0,3 y 0,4).

c) Comenzando conx0 = 0, determinar una sucesión{xn : n ∈ N} que converja aξ. Hallar el términox1 y el mínimo
n tal que|xn − ξ| < 10−4.
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1 [2’5 puntos] Se pretende calcular numéricamente la raíz cuadrada de un número reala > 0.

(i) Considérese la siguiente fórmula recursiva:





x0 ∈ R dado,

xn+1 =
1
2
(xn +

a

xn
).

(10)

Demuéstrese que si la sucesión(xn) es convergente entonces necesariamente su límite es
√

a. (Indicación: puede
ser últil comprobar que (10) se obtiene como las iteraciones del método de Newton aplicado a cierta ecuación
f (x) = 0).

(ii) Pruébese que sixn >
√

a para todon ≥ 0 entonces el método definido por (10) converge cuadráticamente, es
decir:

ĺım
n→∞

√
a− xn+1

(
√

a− xn)2
existe y es un número real.

(iii) Consideramos ahora el siguiente método:




x0 ∈ R dado,

xn+1 =
xn(x2

n + 3a)
3x2

n + a
.

Suponiendo quexn >
√

a para todon ≥ 0, pruébese que el orden de convergencia del método es cúbico, es decir:

ĺım
n→∞

√
a− xn+1

(
√

a− xn)3
existe y es un número real.

2 [2’5 puntos] Dedúzcase la expresión de la fórmula de Simpson y de su término de error del siguiente modo. Suponemos
que existe una regla que satisface, dadosx0 < x2 y f una función cuatro veces derivable en el intervalo(x0, x2):

∫ x2

x0

f (x) dx = α0f (x0) + α1f (x1) + α2f (x2) + Kf (iv) (ξ) , (11)

siendox1 := (x0 + x2) /2 y ξ ∈ (x0, x2) un punto que depende eventualmente def .

(i) Calcúlense los coeficientesα0, α1 y α2 aplicando la fórmula anterior a polinomios de grado0, 1, 2.

(ii) Una vez hecho esto, obténgase a partir de (11) el valor del coeficienteK.

3 [2’5 puntos] Se pretende utilizar el método iterativo:



1 0 0
1 1 0
1 1 2


 · uk+1 +




0 4α (1− α) 13
0 0 1− α
0 0 0


 · uk = b

para resolver el sistema de ecuaciones:



1 4α (1− α) 13
1 1 1− α
1 1 2


 · u = b,

siendoα ∈ R, α 6= −1, y b ∈ R3.

(i) Determinar para qué valores deα el método es convergente.

(ii) Razónese si la siguiente afirmación es verdadera o falsa:Seaα 6= −1 y u∗ ∈ R3 la solución exacta del sistema.
Entonces existe una iteración inicialu0 ∈ R3 con la propiedad de que la sucesión

(
uk

)
converge au∗ cuando

k →∞.



4 [2’5 puntos] SeaA una matrizn× n real, simétrica y definida positiva.

(i) Demuéstrese que es posible encontrarL triangular yD diagonal condii > 0, i = 0, ..., n, tales queA = D−L−LT .
Más aún, demuéstrese queD − L es invertible.

(ii) Se considera la matrizBg := (D − L)−1 · LT asociada al método de Gauss-Seidel. Compruébese la siguiente
identidad:

Bg = Id− (D − L)−1 ·A.

(iii) SeaP := A−BT
g ·A ·Bg. Compruébese queP es simétrica.

(iv) SeaQ := (D − L)−1 ·A. Demuéstrese que
P = QT ·D ·Q

y conclúyase queP es definida positiva.

(v) Utilícese queP es simétrica y definida positiva para probar queρ (Bg) < 1 y, por tanto, que el método de Gauss-
Seidel aplicado aA es convergente.
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1 [2’5 puntos]

a) SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante. Se considera la descomposiciónA = M − N conM =
D−F y N = E, siendoA = D−E −F la descomposiciónD−E −F por puntos de la matrizA. Probar que el
método iterativo asociado a esta descomposiciónM −N deA es convergente.

b) Demostrar que siA verifica

|ajj | >
n∑

i=1
i 6=j

|aij |, j = 1, . . . , n

el método de Gauss-Seidel por puntos paraA es convergente. (Indicación: Utilizar a)).

c) Demostrar resultados análogos aa) y b) cuando se toma una descomposiciónD − E − F por bloques.

2 [2’5 puntos]

a) Se considera una matrizA ∈Mn descompuesta en bloques de la forma

A =
(

A1 A2

A3 A4

)

donde la matrizA1 es inversible. Demostrar quedetA = det A1 det
(
A4 −A3A

−1
1 A2

)
. (Indicación: Utilizar el

método de eliminación gaussiana por bloques para anular el bloque ocupado porA3).

b) Se considera una matrizA ∈Mn simétrica escrita en la forma

A =

(
An−1 a

aT α

)

conAn−1 ∈Mn−1 inversible, a ∈ Rn−1 y α ∈ R. Probar que siA no es inversible entoncesα = aT(An−1)−1a.

c) SeaA simétrica con susn− 1 primeros menores principales positivos y condet(A) = 0. Demostrar queA admite
factorización de Cholesky y se tiene quebnn = 0.

3 [1 punto] Decidir si existen números realesa, b, c y d tales que la función

S(x) =

{
1 + 2x− x3 si x ∈ [0, 1]

a + b(x− 1) + c(x− 1)2 + d(x− 1)3 si x ∈ [1, 2]

sea una funciónsplinecúbica con condiciones de tipo I (condiciones naturales).

4 [1 punto] Encontrar el valor dex1 > 0 que hace que la fórmula

∫ 1

−1

f(x) dx ' 1
9
(
2f(−1) + 6f(−x1) + 10f(x1)

)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste?

5 [3 puntos] Se considera la ecuaciónx3 − x2 − 10x + 1 = 0.

a) Hallar el número de raíces reales y complejas de dicha ecuación, separando, mediante el método de Sturm, las raíces
reales en intervalos que contengan una única raíz.

b) Encontrar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar la menor raíz real, demostrando
la convergencia del método y dando los dos primeros términos de la sucesión.
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1 [2’5 puntos] Dadot ∈ R, se considera la matriz

A =




1 t 1
5 t2 + 6 0
5 2t + 9 5




a) Decidir para qué valores det la matrizA no admite factorizaciónLU .

b) Para cada uno de los valores det hallados en el apartado anterior, encontrar una matriz de permutacionesP tal que
la matrizPA sí admita factorizaciónLU.

2 [2’5 puntos] Para cada número naturaln ≥ 2 se considera la matrizAn ∈Mn que tiene por elementos

(An)ij =
{

1 si i 6= j
2i si i = j

.

a) Calcular la matriz de Jacobi por puntos asociada aAn. Demostrar que el método de Jacobi por puntos paraAn es
convergente.

b) Demostrar que el método de Gauss-Seidel por bloques asociado aA3 es convergente.

3 [1’5 puntos] Determinar números realesa, b, c, d de modo que la fórmula de integración numérica:

∫ 1

−1

f (x) dx ≈ af (−1) + bf (1) + cf ′ (−1) + df ′ (1) ,

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¿Cuál es éste?

4 [3’5 puntos] Se considera la ecuación:
x3 + 2x2 + 10x = 20,

y los esquemas equivalentes de punto fijo:

(a) x =
20− 2x2 − x3

10
; (b) x =

20
x2 + 2x + 10

.

(i) Probar que la ecuación de partida tiene una única raíz en el intervalo(1, 2).

(ii) Estudiar la convergencia a dicha raíz de las iteraciones de punto fijo correspondientes a (a) y (b) conx0 ∈ [1, 2].

(iii) Suponiendo que se parte dex0 = 1, determínese, para las iteraciones que sean convergentes, un número naturaln0

de forma que, sin ≥ n0, el error correspondiente a la iteraciónxn sea menor que10−4.



MÉTODOS NUMÉRICOS
Examen Final
Febrero 2006

1 Se quiere resolver el sistema lineal,
{ −3 x− y = 1
−x + 3 y = 2 o seaAu = b conA =

( −3 −1
−1 3

)

usando el método SOR:
(

1
ω

D−E
)

uk+1 =
(

1− ω

ω
D + F

)
uk + b

Siendo:

D =
( −3 0

0 3

)
,F =

(
0 1
0 0

)
y E =

(
0 0
1 0

)

Se pide hallar el valor deω ∈ < óptimo.

2 SeaA una matriz definida positiva y simétrica. Supongamos queA tiene las factorizacionesA = L1L
t
1 y A = L2DLt

2,
siendoD una matriz diagonal con elementos diagonales positivosd1, ..., dn. Si D1/2 = (

√
d1, ...,

√
dn):

1. Demostrar queD = D
1
2 D

1
2 .

2. Demostrar queA = L2D
1
2 (L2D

1
2 )t.

3 Consideramos el polinomio de Laguerre de cuarto grado:

L(x) = 1− 4x + 3x2 − 2
3
x3 +

1
24

x4

La ecuaciónL(x) = 0 tiene al menos una raíz positiva. Se pide:
a) Hallar un intervalo adecuado para poder emplear el método de Newton cuando se quiera aproximar el valor de la raíz
más pequeña.
b) Demostrar que todas las raíces son reales positivas.
c) Demostrar que todas son simples.

4 Se desea calcularC =
∫ 1

0
f(x)dx cuandof(x) = 1

2
√

x
. Consideramos fórmulas de Newton-Côtes de tipo trapecio.

1. Elegirías una fórmula del trapecio abierta o cerrada? Por qué?

2. Calcula la aproximación que se obtiene empleando la fórmula del trapecio abierta.

3. Calcular el error exacto cometido. La estimación teórica del error en la fórmula del trapecio abierta viene dada por
3h3

4 f ′′(ξ), ξ ∈ (0, 1). Es útil esta estimación?

4. Nos planteamos a continuación el uso de una fórmula del trapecio cerrada para calcular
∫ 1

0,01
f(x)dx. Comparar el

resultado obtenido con el valor exacto de esta integral y con la aproximación obtenida en el segundo apartado.

5. Reemplazamos la integral anterior por
∫ 1

0,1
f(x)dx. Comparar el resultado obtenido con el valor exacto de esta

integral y con la aproximación obtenida en el segundo apartado.

6. La estimación teórica del error en este caso es−h3

12 f ′′(ξ), ξ ∈ (ε, 1), ε = 0,1, ε = 0,01. Qué cota da para el error?

7. Qué conclusión sacas de estos resultados?



MÉTODOS NUMÉRICOS
Examen Final

Junio 2006

1 [2’5 puntos] SeaA ∈Mn inversible.

a) Probar que siA admite factorizaciónLU entonces todos sus menores principales son no nulos.

b) Demostrar que siA admite factorización de Cholesky entonces es simétrica y definida positiva.

2 [3’5 puntos] Dada una matrizA ∈ Mn se considera su descomposiciónD − E − F por puntos y, a partir de ella, se
definen las matricesM = D − αE − (1− α)F y N = M −A, paraα ∈ R de forma queM sea inversible.

a) Demostrar que siA es hermítica definida positiva el método asociado a tal descomposiciónM − N de A es
convergente.

b) Probar que siA es una matriz de diagonal estrictamente dominante yα ∈ [0, 1] entonces el método iterativo
asociado a tal descomposiciónM − N deA es convergente. (Indicación: Demostrar que si|λ| ≥ 1 y α ∈ [0, 1]
entonces

|1− α + λα|
|λ| ≤ 1 y

|λ− λα + α|
|λ| ≤ 1 )

c) ¿Se deduce de los apartados anteriores la convergencia del método de Jacobi por bloques para algún tipo de matri-
ces? ¿Y la del método de Gauss–Seidel?

3 [1 punto] Determinar el número de subintervalos que deben tomarse para que el error cometido al aproximar

∫ 1

−1

e−x2
dx

mediante la regla de los trapecios (o fórmula del trapecio cerrada compuesta) sea inferior a la milésima. Escribir la
expresión que toma la regla de los trapecios para este caso concreto y con el número de subintervalos hallado.

4 [3 puntos] Consideremos el polinomio

P (x) = x3 +
√

3x2 + x + λ

dondeλ > 0.

a) Estudiar, en función del parámetroλ, el número de raíces (reales y complejas) de la ecuaciónP (x) = 0. ¿Para qué
valores deλ las raíces deP son múltiples? Hallar todas las raíces deP para esos valores deλ.

b) Fijadoλ = 1 encontrar un intervalo donde pueda aplicarse elmétodo de Newtonpara calcular una raíz negativa de
P. Determinar los dos primeros términos de la sucesión definida por dicho método.



MÉTODOS NUMÉRICOS
Examen Final

Septiembre 2006

1 [2’5 puntos] Se considera una matrizA simétrica no inversible cuyosn − 1 primeros menores principales son todos

positivos, escrita en la formaA =

(
An−1 a

aT α

)
siendoAn−1 ∈Mn−1, a ∈ Rn−1 y α ∈ R,

a) Demostrar queα− aT(An−1)−1a = 0. (Indicación: aplicar el método de Gauss por bloques para anular el bloque
ocupado poraT).

b) Demostrar queAn−1 admite factorización de Cholesky.

c) Si An−1 = Bn−1(Bn−1)T es la factorización de Cholesky deAn−1 ¿cómo deben elegirsex ∈ Rn−1 y β ∈ R para
que

A =

(
Bn−1 0

xT β

)(
BT

n−1 x

0 β

)
?

Probar que tal elección dex y β es posible.

d) Deducir queA admite factorización de CholeskyA = BBT y se tiene quebnn = 0.

2 [2’5 puntos] Consideramos el sistema linealAx = b, conb ∈ R3 y A =




4 2 0
2 1 1
0 1 −1


 .

a) Hallar la matriz del método de relajación por puntos.

b) Demostrar que el método de Gauss-Seidel es óptimo.

3 [2’5 puntos] Se desea calcularI =
∫ 1

0

ex

√
x

dx mediante la regla de Simpson compuesta. La función a integrar,f(x) =

ex

√
x

, no está definida en cero. Por ello, se reescribe la integral como:

I =
∫ 1

0

ex

√
x

dx =
∫ 1

0

ex − p(x)√
x

dx +
∫ 1

0

p(x)√
x

dx.

dondep(x) = 1 + x +
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
es el polinomio de Taylor deex de orden 4. Seag(x) =

ex − p(x)√
x

. Se pide:

a) Demostrar queg(0) = ĺım
x→0

g(x) = 0.

b) Aproximar
∫ 1

0

g(x)dx mediante la regla de Simpson compuesta conh = 0,25 y dos subintervalos (m=2).

c) Calcular el valor exacto de
∫ 1

0

p(x)√
x

dx.

d) ¿Cuál es el valor aproximado deI que se obtiene con esta estrategia? ¿Se obtendría una aproximación mejor o peor
usando un polinomio de Taylor de orden menor?

4 [2’5 puntos] Se desea calcular3
√

21 mediante la iteración siguiente:
{

x0 = 2
xn = g(xn−1) n ∈ N

cong(x) =
1
21

(
20x +

21
x2

)
. Se pide:



a) Encontrar un intervalo[a, b] que contenga a2 en el que se pueda aplicar el teorema del punto fijo para garantizar la
convergencia de la iteración.

b) Concluir que la iteración sugerida converge a un valor, que es precisamente3
√

21.

c) Determinar el número de iteraciones para que el error cometido sea menor que10−3.


