METODOS NUMERICOS
Examen Final
Febrero 1996

1 Se considera una matriz simétridacuyos menores principales son todos no nulos. Demostrar que, en la factorizacién
LU de A, cada columna dé& es multiplo de la correspondiente fila e Explicar en qué puede facilitar esto el calculo
de la factorizaciér.U de una matriz simétrica.

2 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante.

a) Se considera la descomposicidn= M — N conM y N verificando

Mii = i
y
n
Imail > (Imij| + [nis1)
=1
i

parai = 1,2, ...,n. Probar que el método iterativo asociado a esta descompogitiénV es convergente.

b) Demostrar, a partir de), la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel por bloques para matrices de
diagonal estrictamente dominante.

c¢) Probar que toda matriz de diagonal estrictamente dominante admite una descomplsiciG como ena)
verificando, ademas, que los elemenias y n;; son no nulos cuando# j en el caso de que;; # 0.

3 Se considera la ecuaciéf — 1 — senz = 0.
a) Probar que dicha ecuacion tiene, al menos, una raiz positiva.

b) Encontrar un intervalo en el que la iteracion

T, =+/1+senz, 1, neN

converja, para cualquier valor inicial, de dicho intervalo, a una raiz positiva de la ecuacion anterior. ¢ Cuantos
. ™ . ., , . . s .
pasos deben darse, a partinge= 5 para obtener una aproximacion de la raiz con un error inferior a la milésima?

c¢) Hallar un intervalo en el que se pueda aplicar el Método de Newton para aproximar dicha raiz (comprobando las
hip6tesis de convergencia) y calcular el valonde

4 Dados dos nimeros,> 0y b € R, se considera el polinomio
P(z) = 2% — ba® + ax — ab.
a) Encontrar una relacién entuigy b que garantice que la sucesion de SturnPdenga sélo tres términds (z), Py (z), P2(x)}.

b) Decidir, en el caso en quey b verifiquen la relaciéon anterior, el nimero de raices reales y distint# g8on
simples?



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Septiembre 1996

1 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante. Probadcqdmite factorizacion.U.

2 SeaA una matriz hermitica definida positivayy= D — E — F una descomposiciol — F — F' por bloques ded.
a) Demostrar que el método de Jacobi por bloques dagaté bien definido.

b) Probar que sB = 2D — A es definida positiva, el método de Jacobi por bloques pas convergente.

3 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante. Se considera la descompdsici®h— N conM = D — F
y N = E, siendoA = D — E — F la descomposiciéib — E — F por puntos de la matriz. Probar que el método
iterativo asociado a esta descomposicldn- N de A es convergente.

4 Se considera la ecuacian + 422 — 10 = 0.
a) Probar que dicha ecuacion tiene, en el interyal@], una Unica raiz.

b) Encontrar un intervalo en el que la iteracion

1
xnziq/lo—xifl,neN

converja, para cualquier valor inicia}) de dicho intervalo, a la raiz del apartado anterior.

5 Se considera la ecuacion
2® + 22 + 323 + 422 + 52 + 6 = 0.

a) Separar, en intervalos de longitud uno, todas las raices reales de la ecuacion anterior.

b) Hallar un intervalo en el que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar una raiz real de dicha ecuacion
(comprobando las hipotesis de convergencia) y calcular el valor.de



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Febrero 1997

1 a) Hallar el valor de la aproximacion que se obtiene al calcular

4
/ lz — 23(1 — sen7z)dx
—4
mediante ldérmula de Simpson cerrada compueptaa 4 subintervalos.

b) Determinar los valores de las constantess y v que hacen que la férmula de integracion

3h
f(x)de ~af(0)+ Bf(h) +~f@Bh)  (h>0)
0

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cuél es éste?.

2 SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominantey D — F — F' su descomposicioP — E — F' por puntos.
Seconsidera<w <1, M =D —wE —wFyN=M— A.

a) Demostrar que el método asociado a la descomposiciér= Nz + b esta bien definido.
b) Probar que dicho método es convergente.

c¢) Deducir la convergencia delétodo de Jacolpara matrices de diagonal estrictamente dominante.

3 Consideremos el polinomio
P(x) = 923 + 927 + 9z + )

donde) € R.
a) Estudiar, en funcion del parametroel nimero de raices (reales y complejas) de la ecudeian = 0.
b) ¢ Para qué valores ddas raices dé son multiples?. Hallar todas las raicesitlpara esos valores de

c) Fijado\ = v/3 encontrar un intervalo donde pueda aplicarsmélodo de Newtopara calcular una raiz negativa
de P. Determinar los dos primeros términos de la sucesién definida por dicho método.
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1 [3 puntos] a) Hallar el valor que se obtiene al aplicarfamula de Simpson cerrada compueptam = 1001
subintervalos a la integral
1001
/ |z cos [P da.

—1001
b) SiT}(x) denota el polinomio de Tchebychev de ordea N U {0}, probar que

T2 (T5(7)) = T100(7)-
(Ind: demostrar que, de hecho, para tedon € N U {0} se verifica
T (T (2)) = Thm(x) Vo € R).

2 [3 puntos] SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominantey D — F — F su descomposicioh — FE — F
por puntos. Se considerang € [0,1], M =D —aFE - 3FyN =M — A.
a) Demostrar que el método asociado a la descomposicibr= Nz + b esta bien definido.

b) Probar que dicho método es convergente y deducir la convergencia de los mét@isdeSeidel Jacobipor
puntos para matrices de diagonal estrictamente dominante.

c) Demostrar que el método también es convergente si se considera la descompwsicion F por bloques ded.

3 [1 punto] Demostrar que la factorizacidil/ de una matriz también es Unica si se impone que los elementos diagonales
deU valgan uno.

4 [3 puntos] Consideremos el polinomio
P(z) = 2 + V622 + 20 + )
donde\ > 0.
a) Estudiar, en funcién del parametxpel nimero de raices (reales y complejas) de la ecudeian = 0.

b) ¢ Para qué valores ddas raices dé son multiples? Hallar todas las raicesidgara esos valores de

¢) Fijado\ = 1 encontrar un intervalo donde pueda aplicarsmé&lodo de Newtopara calcular una raiz negativa de
P. Determinar los dos primeros términos de la sucesién definida por dicho método.



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Septiembre 1997

1 [1'5 puntos] Seanf, g : [a,b] — RY {xo, z1,...,z,} puntos distintos del intervalia, b]. Si P 'y @ son, respectiva-
mente, los polinomios de interpolacion flg g en los puntogzg, 1, ..., %, }
a) ¢esvP + 0Q (a, B € R) el polinomio de interpolacion def + 3¢ en los puntogxg, 21, ..., 2}

b) ¢ esPQ el polinomio de interpolacién dég en los puntogzo, 1, ..., x5 }7?
2 [2'5 puntos] Aplicar laformula de Simpson cerrada compueatia integral

Tdt
1t

para obtener una aproximacién del logaritmo neperiano de 2 determinando el ntirdersubintervalos necesario para
gue el error cometido en esa aproximacion sea inferiér&. (Indicacion: el error en la férmula de Simpson compuesta
viene dado por

(b—a)®

hd .
Bl (f) = (b= a) 755 £™(0) = Segs o 17 (0)).

3 [3 puntos] a) Dada una matriz tridiagonal
bl C1
ao bg C2
Gp—1 bn—l Cp—1
an bn
sead,, el menor principal de ordelnde A (k =1,2,...,n) dondedy = 1. Probar que
01 =b1 Y O = bpdp—1 — arcr_10p—2, k =2,3,...,n.

b) Consideremos, en particular, la matriz

24+ M 1
1 242 1
A = ., ..
1 24 A 1
1 24+ A,
donde{A1, Aa,..., A\n} CR.
1) Probar que sh; > 0, i = 1,2,...,n, entonces el método de Jacobi por puntos phes convergente.
2) Demostrar que s\; > 0, ¢ = 1,2,...,n, entonces el método de relajacion paras convergentelr{dicacion:

utilizar el apartado a) para probar que
O > O0p_1 > - >(507 k:1,2,...,n).

4 [3 puntos] a) Aplicar el Teorema del Punto Fijo para aproximar unagale la ecuacién

sen T

z? + —-1=0

en el intervald0, 7] demostrando las hipétesis de convergencia del método y determinar una sficg$ipgue converja
at.

b) ¢ Qué términos de la sucesion anterior dista wiea cantidad inferior a0—37.



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Febrero 1998

1 [1 punto] Determinar la constanté € R y los puntosz,, zo € [—1, 1] para que la férmula de integracion

[ F@de = A(f(@) + (0)+ f(@2)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cuél es éste?.
2 [2 puntos]
a) Probar que toda matriz de diagonal estrictamente dominante admite factoriz&cion

b) Demostrar que toda matriz simétrida= (aij);szl € M,, de diagonal estrictamente dominante verificando
a; >0,i=1,2,....n
admite factorizacién de Cholesky.

3 [2 puntos] Se considera una matriz
A— (au a12> € M,

a21  a22

verificando
a1 #0 Y azp #0.

a) Demostrar que los métodos de Jacobi y Gauss—SeideAparavergen o divergen simultaneamenbadicacion:
considerar los autovalores de las matrices de los métpdos

b) Encontrar una condicién necesaria y suficiente sobre los elementos de laAnzra que ambos converjan. ¢ Cual
lo hace mas rapidamente?.

4 [2'5 puntos] Se considera la ecuacion
(r+1)tan(z) —1=0.

a) Probar que la ecuacion anterior tiene infinitas raices positivas y determinar intervalos que contengan a cada una de
ellas.
b) Si¢ es la menor raiz positiva, demostrar que se puede aproximar mediante el método del punto fijo.

¢) Comenzando en, = 0 construir una sucesiéfr, },, que converja . Determinar un valor de € N a partir del
cual todos los términos de la sucesion distag dea cantidad inferior a0~*. Justificar la respuesta.

5 [2'5 puntos] Dada la ecuacién algebraica:
2® 4+t + 523 + 227 — 132 - 10 =0

a) Determinar el nimero de raices positivas.
b) Encontrar una raiz racional negativa.
¢) Hallar el nUmero de raices reales y complejas de la ecuacién anterior.

d) Determinar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar la raiz positiva mas pequenfa,
asi como los dos primeros términos de la suce§if}22 , que determina dicho método.



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Junio 1998

1 [2 puntos] Determinar los valores de las constantesB y de los puntos:, =1 € [—1,1] para que la formula de
integracion

1
[ f@yde ~ Af(ao) + Bi(a)
—1
sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cual es éste?.

2 [3 puntos] SeaA € M,, escrita en la formal = M — N siendoM < M,, una matriz inversible y seB = M ! N.
Dadoa € R\{—1} se definen las matrices

My=(1+a)M, Ny=M,—~ Ay B,=M;'N,.

a) Demostrar que
1
B, = —— (B +al).
TaBtaD

b) Probar que
A+«

A B
€ sp( )@l—ka

€ sp(Ba)

A4 a . . .
tienen asociados los mismos autovectores).

(Indicacién: probar que\ y
1+«

c) Silos autovalore$, Ao, ..., A\, } de B verifican
A <A< <A<,
determinar para qué valores de> 0 el método iterativo definido por la matriz,, es convergente.
3 [2'5 puntos] Dadoa > 0 se considera la sucesion

Tp =+/Q+Tp_1, n €N,

a) Encontrar un intervald en el que la sucesitfr,, },, sea convergente para cualquier dato inigigk 7y calcular

Iim x,.
n—-+o0o

b) Hallar el valor de

4 [2'5 puntos] Dados), ¢ > 0 se considera el polinomio
. A2
P(z) =2 + Mz + 3 + p.
a) Hallar la secuencia de Sturm para el polinomig:) distinguiendo los diversos casos que pueden presentarse en
funcién del valor de los parametrasy ..
b) Determinar, en funcion dey i, el tipo de raices (reales y complejas) que tiéxe).

¢) Encontrar intervalos y valores iniciales en los que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar las raices
reales de la ecuacion
2® 432 +3r+3=0

determinando los dos primeros términos de la sucesion que define dicho método.



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Septiembre 1998

1 [2 puntos] a) Determinar los valores dey . para que

S(z) = Az(2? +1), 0<z<l1
)= A+ pur? -5 +1, 1<x<?2

sea una funcién spline cubica.

b) Con los valores d& y p obtenidos en el apartado anterior, ¢, puedeSagara funcidn spline cibica de interpolacion
de la funcion
f(x):xz, 0<zx<2

respecto de la particioa = {0, 1, 2}?.

2 [2 puntos] SeaA € M, una matriz con todos sus menores principales no nulos. Demostrar que existen matrices
B € M., triangular inferior yC' = (c;;)7' ;-1 € M, triangular superior con

Cii:]-a 1= 1,2,...,’]1
tales qued = BC. ¢ Es Unica la factorizacién anterior?.

3 [2 puntos] Sead € M, una matriz simétrica definida positiva y la descomposiciéa D — E — F' por puntos ded.
Demostrar que si la matrizD — A es definida positiva entonces el método de Jacobi por puntosipesaonvergente.

4 [2 puntos] a) Demostrar que la ecuacién
2t =323 — 222 -3 —-4=0

tiene una Unica raiz positiva.

b) Encontrar un intervalo y un valor inicial en el que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar la raiz
positiva de la ecuacion anterior determinando los dos primeros términos de la sucesion que define dicho método.

5 [2 puntos] Aplicar el Método del Punto Fijo para aproximar la menor raiz positiva de la ecuacion
cosx 4 3z2 — 6z =0

determinando una sucesion que converja a dicha raiz y justificando las hipotesis de convergencia.



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Febrero 1999

1 [1 punto] Determinar las constantes B € Ry el punto¢ € [0, 2] para que la formula de integracion

téfumszU®H40D+Bﬂ8

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cual es éste?.

2 [3'5 puntos] Se considera una matriz € M,, descompuesta en bloques de la forma

A | A
A—(A; Ai> )

donde las matriced; y A4 son inversibles.

a) Demostrar que
det A = det A; det (Ag — AgAT ' Ap) .

(Indicacién: utilizar el método de eliminacién gaussiana por bloques para anular el bloque ocupatig.por
b) Utilizar el apartado a) para probar que para tadoC\{0} se verifica que
AN2A | A B A2A; | AA
det < N4, | M4, > = det < M [ N4, )

c) Se considera la descomposicibn— E — F por bloques de la matrid asociada a la descomposicion (1) y los
métodos de Jacobi y Gauss—Seidel por bloques correspondientes. Demostrar que paea@do6} se verifica que

A" det(—D)P7(X\) = det(E — D) P, (A\?)
dondeP; y P, son, respectivamente, los polinomios caracteristicos de las matrices de los métodos de Jacobi y Gauss—
Seidel.

d) Encontrar la relacion existente enti®7) y o(£4). Deducir que ambos métodos convergen o divergen simultanea-
mente.

e) Si la matrizA es, ademas, hermitica y definida positiva, demostrar que los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel
asociados a esta descomposicion por bloques son convergentes. ¢,Cudl lo hace mas rapidamente?.

3 [3'5 puntos] Se considera la ecuacién
2 +r—1=0. (2
a) Probar que la ecuacioén anterior tiene una Unica raiz real.

b) Encontrar un intervalo en el que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar dicha raiz y determinar los
dos primeros términos de la sucesién que define ese método.

¢) Comprobar que la ecuacion (2) puede escribirse de forma equivalentef¢oime « siendo

1
f(z) = Tt 22
Probar quef : [0,1] — [0, 1] y que para cualquier valor inicial, € [0, 1] la sucesién definida como
Ty = m, neN 3)
es convergente.
d) Si tomamos;; = 1 y denotamos por
§= nEToo Tp

determinar qué términas, de la sucesion anterior distan ¢lena cantidad inferior a0—4.
e) Demostrar que la sucesion definida en (3) también convefgag cualquier valor iniciaty € R.

4 [2 puntos] Determinar de forma exacta todas las raices de la ecuacién algebraica

223 — 3rx + \/§7r3 =0.



METODOS NUMERICOS
Examen Final
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1 [2 puntos] SeaA una matrizn x n inversible y que tiene una factorizacidn= LU con L triangular inferior yi;; = 1
parai = 1,2,...,n,y U triangular superior.

a) Probar qued admite una factorizaci6d = LU con L triangular inferior yU triangular superior yi;; = 1 para
1=1,2,...,n. ¢Es Unica tal factorizacion?

b) Demostrar que si ademases simétrica entonces las columnad.deon multiplos de las filas d&.

2 [3 puntos] Dado el sistemalu = b con A = (aij)ﬁjzl € M, a partir de un vector’ € V se considera el método
iterativo asociado
uF = BuF "'+ b, keN

dondeB =1 — A.

a) Demostrar que §|B|| < 1 para alguna norma matricial subordinada, entonces se tiene la siguiente cota del error

k
I8l

k_ull <
[[* =l < Ty

I

b) Probar que sH verifica que
n n
aii:1>z |aij| o] ajj:1>z |aij|,
Jj=1 i=1
i£) 1#]
entonces el método es convergente.

¢) Aplicar si es posible los resultados anteriores al sistema

10u; + dHue = 6
Su1 + 10us — 4ug = 25
—4dug +8uz —ug = —11
—uz +bduy, = -—11

para determinar el nimero de iteraciones necesario para aproximar la solucion con un error iferfo(usar
|||l ¥ tomaru® = 0).

3 [3 puntos]
a) Dada la férmula de cuadratura
5
| Fa@de = A(r(a0) + 5.

calcularA, zy y x1 para que sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cual es dicho grado? ¢ Corres-
ponde esta férmula con alguna de las estudiadas?

51
/—dm. 4)
5 Inz

c) Determinar el nUmero de subintervalos necesarios para que el error cometido en el célculo de (4) por la formula
compuesta de Newton—Cotes abierta de 2 puntos sea infeiior’a

b) Aplicar la férmula obtenida para estimar

4 [2 puntos] Dado) € R se considera la funcigfi: [0, 1] — R dada por
fl@) =Xz(1—z).
a) Probar que o) < \ <4, f transforma el intervalfD, 1] en si mismo.

b) Demostrar que i < A\ < 1, la sucesion,, 1 = f(z,) converge & = 0 para cualquier valor iniciaty € [0, 1].



METODOS NUMERICOS
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1 [1 punto] Se considera la funcidfi(z) = senmx — z y los nodos{o, %, 1} .

a) Hallar el polinomio de interpolacioR(z) de la funcionf(z) en dichos nodos.

b) Determinar el error que se comete cuando se aproxima

/01 flx)dx

2 [3 puntos] SeaA € M, una matriz que admite factorizacidiV y ¢, el menor principal de ordeh de la matriz
A k=1,2,...,n.

mediante la formula de Simpson (cerrada).

a) Si A esinversible demostrar que
0 #0, k=1,2,...,n. (5)

Probar con un contraejemplo de una ma#riz 2 que (5) no se verifica, en general,4Aino admite factorizacién
LU.

b) Si A no esinversible probar que exidige {1,2,...,n} tal que

0, =0, k=ko,ko+1,...,n.

3 [3 puntos] Se considera el sistema line&k: = d para una matriz tridiagonal

by
az by ¢

A:

de diagonal estrictamente dominante. Demostrar los siguientes resultados:

a) ||z]|, < e(A)||d]],, siendo

o(A) = méx {Ibll} (a1 = e = 0).

1<i<n la;| — e
b) o(Ly) < 1r£1_é<x {|b|cl|||} donde/£; es la matriz del método de Gauss—Seidel.
<isn il — |
4 [3 puntos] Se considera la ecuacion
3z(l1+2)=4((1+2)°-1).
a) Probar que la ecuacion anterior tiene una Unica raiz real po&itiva

b) Encontrar un intervalo y un valor inicial donde el método de Newton sea convergente adajuatificando las
hipétesis de convergencia.

c) Determinar un intervalo en el que se pueda aplicar el teorema del Punto Fijo para aproximar dicha raiz e indicar el
nimero de iteraciones necesario para que el error cometido sea infediot.a



METODOS NUMERICOS
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1 [1'5 puntos]

a) Determinar el valor que se obtiene al aproximar la integral

1000
/ eSen T g (6)
0

mediante la férmula de Newton—C6tes cerrada@s puntos.

b) Determinar un niumerm de subintervalos para que el error cometido al aproximar la integral (6) mediante la regla
de los trapecios (formula del trapecio cerrada compuesta) sea inferior a la décima.

2 [3 puntos] Dado~y € C\{0} se consideran las matrices tridiagonales

o 2
b1 C1 v Co
a9 bQ Co a2 b2 ;
A= y A(y) =
Ap—1 bn—l Cn—1 b Cn—1
an bn Yan—-1 n—1 v
yan, by,

a) Llamandody = 1y ;. al menor principal de ordebhde A, k = 1,2,...,n, probar que
5k = bk5k—1 — akck_15k_2, k= 2, 3, coeyn.
b) Demostrar que
det(A(y)) = det(A).

Para ello probar que, si se denota figqry) = 1y dx () al menor principal de ordeinde A(v) parak = 1,2,...,n,
se tiene qué(y) = o parak = 1,2,...,n.

c¢) Se considera la descomposicibhn— E — F' por puntos de la matrizl. Demostrar que para todo € C\{0} se
verifica que
N'det(—D)P7(X\) = det(E — D)Pg, (A\?)

dondeP; y P, son, respectivamente, los polinomios caracteristicos de las matrices de los métodos de Jacobi y
Gauss—Seidel (por puntos).

d) Encontrar la relacion existente entre7) y o(£1). Deducir gue ambos métodos convergen o divergen simultanea-
mente. En caso de que converjan, ¢,cual lo hace mas rapidamente?

3 [1 punto] Sea4 € M,, una matriz inversible que admite factorizacion de Cholesky de la fotmsa BBT siendo
B € M, una matriz real triangular inferior. Demostrar qdies simétrica y definida positiva.

4 [3 puntos] Se considera la ecuacion
tanz —e ¥ = 0. @)

a) Determinar el nimero de raices reales de (7).

b) Encontrar una funcién y un intervalo con los que se pueda aplicar el teorema del Punto Fijo para aproximar la
menor raiz positiva de (7) e indicar un niamero de iteraciones suficiente para que el error cometido sea inferior a la
milésima.

5 [1'5 puntos] Se considera el polinomio
P(z) = 2% + 72 4 3.
a) Determinar el nimero de raices (reales y complejad).de

b) Encontrar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar una raiPraatdfcando
las hipétesis de convergencia y determinando los dos primeros términos de la sucesion.



METODOS NUMERICOS
Examen Final
Junio 2000

1 [2'5 puntos] Se considera el sistema #le ecuaciones codn incognitas

xr+Sy=>
STe+y=c

dondeb,c € R", z = (21,...,2) " y = (y1,.. ., yn)T ¥y S € M,,.

A(5)= ()

dondeA € M,,, es una matriz por bloques+ n.

a) Escribir el sistema en forma

b) Se consideran los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel por blogues asociados a la descomposicion por Aloques de
dada em). Probar que

o(J%) = o(£L1) = o(S™S)
y deducir que ambos métodos convergen o divergen a la vez.

c) Demostrar que gjS||, < 1 ambos métodos son convergentes. ¢ Cual converge mas rapidamente?

2 [2 puntos] SeaA € M, una matriz de diagonal estrictamente dominante. Se considera la descompdsicibh— N
dondeM =D —aF — (1 —a)Fcon0 < a < 1.

a) Justificar que el método asociado a esta descomposicidn esta bien definido.
b) Probar que el método es convergente y deducir de ello la convergencia del método de Gausgr@eatedi:

utilizar que sij\| > 1y0 < g <1 entonce#ﬂ‘ <1).

3 [2'5 puntos] Seaf € C?([a, b]). Dada la férmula de cuadratura

/ f(@)dz = Af(zo) + kf"(0)

cond € [a,b] se pide:

a) ObtenerAy z, para que sea exacta para polinomios de grado menor o igual que 1y dar una interpretacion geomé-
trica del resultado.

b) Aplicando la férmula af (x) = 22 determinar el valor dé en el término de error.

s
/ sen xdx
0

aplicando la formula anterior compuesta para 4 subintervalos, acotando el error cometido y comparandolo con el
error real.

¢) Aproximar el valor de la integral

4 [3 puntos] Dada la ecuaciom® + 422 — 10 = 0 se pide:
a) Determinar el nimero de raices positivas y negativas.

b) Hallar un intervalo en el que se puede aplicar el método de Newton para aproximar la raiz positiva mas pequefia.

g(x) = \/E

estudiar si se puede aplicar al teorema del Punto Fijo para aproximar la raiz anterior. Calcular los dos primeros
términos de la sucesion.

¢) Dada la funcion
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1 [1'5 puntos] Encontrar los valores dé, B, C'y D para que la férmula de cuadratura

1
| f@xds = 45(0)+ B + € 0) + DI ()
0
sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cual es éste?

2 [2 puntos] Se considera una matriz € M,, simétrica y definida positiva escrita en la forma
An—l a
A =

An—l = Ln—an—1<Ln—1)T

siendod,,_, e M,_1,a eR" lya eR.

a) Demostrar que si

conL, 1 € M,_ triangular inferior con unos en la diagonaby, |, € M,,_; diagonal con elementos diagonales
positivos entonces existanc R"~!y d € R tales que

A— Ln_l‘O Dn_l‘O (Ln_l)T‘l'
2T 0 |d o |1)

Deducir que, en este casb;> 0.

b) Demostrar, por induccion sobre la dimension de la matriz, gueesi simétrica definida positiva entonces exidten
triangular inferior con unos en la diagonalydiagonal con elementos diagonales positivos talesqgeL DL™.

3 [3 puntos]

a) Dada una matriz tridiagonal

an—1 bn— 1 Cn—-1
an by

seady, el menor principal de ordelnde A (k =1,2,...,n)y do = 1. Probar que

01 =0b1 Y Op = bpbgp—1 — apcr_10x—2, k=2,3,...,n.

b) Consideremos, en particular, la matriz
2 + aq -1
—1 24+ay —1
-1 24 a1 -1
-1 24 oy,
dondea; > 0,i=1,2,...,n.
i) Demostrar por induccién que para cada {1, 2,...,n} se verifica que
O > O0p—1 > -+ > 0.

Deducir que la matriZ es definida positiva.



ii) Para cad@ > 0 se considera la descomposicidn= Mz — N donde

Ng=diag (8 — a1, 8 —az,...,0—ay).

Encontrar valores del parametfara los cuales el método iterativo asociado a esta descompakiciénV
de A sea convergente.

4 [3'5 puntos] Se considera la funciéf(z) = x — e*~2.
a) Probar que la ecuaci@fi(x) = 0 tiene, exactamente, dos raices reales.
b) Encontrar sendos intervalos donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar cada una de ellas.
¢) Estudiar si se puede aplicar el Teorema del Punto Fijo a la funcion
fx)=2+Inz

para aproximar las raices de
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1 [2 puntos] Consideremos una matrid € M,,, simétrica y definida positiva escrita en la forma
dondeP,Q,R € M,,.

_(Ple
" ( @' R)
a) Tomandow = — P~ Qv comprobar que
( wT T ) <%’%> ( 15 > =TS

siendoS = R — QT P~1(Q. Deducir que la matri# es también simétrica definida positiva.

b) Suponiendo conocidas las factorizaciones de Cholesky deBBT y de S = CCT determinar, a partir de ellas,
la factorizacion de Cholesky de la matfiz.

2 [3 puntos] Se considera el sistema linedk = by 7 = D=1 (E + F) la matriz del método de Jacobi por puntos
asociada &.

a) Si|-|| es una norma matricial subordinada a la norma vectprigl demostrar:

i) [full < 0TIl + [[D=H[ 1101l
i) Si||J| < 1y setoma’ = 0, entonces

171
1— 71

b) Probar que si es de diagonal estrictamente dominante se verificd|qug_ < 1.

|u" =l < D= Bl & € N,

¢) Sean
5 1 -1 -1 1 1
-1 5 1 -1 1 1
A= 1 1 5 1 1| yb=]1
1 -1 1 5 1 1
1 -1 -1 -1 ) 1

Determinar un nimerg de iteraciones para que el error en norma infinito cometido en la resolucion del sistema
Au = b mediante el método de Jacobi por puntos a partirde 0 sea inferior a la milésima.

3 [2 puntos] Aplicar laregla del trapecio abierta compuestda integral

Todt
o 1412

para obtener una aproximacién dB:tan% determinando el nimerm de subintervalos necesario para que el error
cometido en esa aproximacion sea inferiafa?. (Indicacién: el error en la regla del trapecio abierta simple viene dado
por

N3
R(a,b)(f) = %

4 [3 puntos] Se considera la funciéf(z) =1 — 2(1 + z)e™ *.

f(9)).

a) Demostrar que la ecuacidn(z) = 0 tiene una Unica raig positiva.

b) Determinar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para dar una aproximacasi demo las
dos primeras iteraciones del método.

¢) Se considera la funcién
Y(x)=1— Az —2e ",

Supuesto conocido el valor de encontrar el valor d& > 0 que hace que la funciép tenga una raiz positiva
doble.
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1 [2 puntos] SeaC' € M,,(R) una matriz inversible A, B € M,,(R) matrices simétricas definidas positivas. Probar
11

Gpl  Qnn

que las matricest=!, A+ B, CTACyla submatriz(a “n ) de A son también definidas positivas.

2 [3 puntos] Se considera el método iterativo de Jacobi por puntos para resolver el sistemained partiendo de
¥ = 0, para una matrizl = (a;;);;—, € M, verificando

|ai| > az la;;], i =1,2,...,n
j=1
J#
dondea > 1y
laii] >~v>0,i=1,2,...,n.
1
a) Demostrar qu¢l.J ||, < — donde = D~*(E + F).
«
b) Probar que
r=Jr+ Dby 2~z =70 - 2).
Deducir de lo anterior que

‘|$|| < Qw|bHoo y ||$k __x“ < ”b”oo .
™ y(a—1) < " yak—l(aq —1)
¢) En particular, se considera el sistesia = b siendo
1,3 01 -02 0,3 7
03 -19 04 0,2 -2
A=1 04 01 11 00| Y= 10
0,1 02 -03 1,3 1

Utilizar la cota obtenida anteriormente para determinar un numet® iteraciones tal que el error cometido en
norma infinito, al aplicar el método de Jacobi por puntosacbe: 0, sea inferior al0=".

3 [2 puntos]
a) Determinar las relaciones que deben verificar los parametios, d y e para que la funcion

a(z —2)2 +b(x —1)3, x¢€ [—é,l]
@) =9 e 22 z€[1,3]
d(xz —2)2 +e(xz—3)3, x€l3,4]
sea unaplinecubica.

b) Determinar los valores de los parametros parafug interpole la tabla

z |0 1 4
fx)[26 7 25

¢) ¢Es lafunciory (x) obtenida una funciésplinecubica de tipo | (o natural)?
4 [3 puntos] Se considera la funcigfi(z) = Ae™=.
a) Probar que s < X\ < 1 se puede aplicar a la funcidfix) el teorema del punto fijo en el intervl 1].

b) Utilizar o) para probar que la funciéR(z) = 2z — e~ ” tiene una Unica raiz redly determinar un nimero de
iteraciones para aproximarcacon un error inferior 40~2 comenzando en el punto medio del intervalo.

c¢) Aplicar el método de Whittaker a la ecuaciéiiz) = 0 eligiendo el valor 6ptimo del pardmetro y comprobando
que se cumplen las hipotesis de convergencia de dicho método en el inféridldeterminar un ndmero de
iteraciones para aproximarcon el mismo error y el mismo valor inicial que en el apartaglo
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1 [1'5 puntos] Determinar el nimero de intervalos necesarios para aproximar el valor de la integral

1 2
I:/e‘mdx
0

con un error menor que)—2 cuando se emplea la regla de los trapecios (o férmula del trapecio compuesta).
2 [3'5 puntos] Se considera una matriz € M,, con autovalores realgs\, o, ..., A, } tales que
0<)\1§)\2§§An

Para resolver el sistem#w, = b se considera el método iterativo

»0 arbitrario
ubtt = B,uf + ¢y, k € NU{0}.

donde
By=1T-wAY ¢, =wb (w#0).

a) Demostrar que los autovalores Bg, son

pi=1—wk,i=12,... n

2
b) Probarque s < w < = entonces

n

1>p 2 pe >0 > py > —1
Deducir que el método iterativo asociad®a es convergente.

¢) Comprobar que para el valor

w— 2
N An + A1
se tiene quer; = —pu,, Y deducir que
)\n - )\1
B,) = .
oBu) =3 h
d) Demostrar que para la matriz
2 -1
-1 2 -1
A= - :
-1 2 -1

el método anterior coincide con el de Jacobi si se elige un valor adecuado del parametro
e) Probar que la matri2 del apartadal) admite factorizacio.U.
3 [3 puntos] Se considera la ecuacin? — e* = 0.
a) Probar que la ecuacion anterior tiene una Unica raiz negativa

b) Determinar un intervalu, b] para el cual la iteracion

an:—\/%,nGNU{O}

converja & para cualquier valor iniciaty € [a, b].

c¢) Partiendo de;; = b estimar, a partir dé), el error cometido tras las cuatro primeras iteraciones.



d) ¢Se puede utilizar la iteracion
Tpy1 = In(322)

para aproximag¢? Razonar la respuesta.
4 [2 puntos] Determinar el nimero de raices reales del polinomio
P(x) =2* - 32> + 22— 1.

Encontrar intervalos en los que se pueda aplicar el método de Newton para aproximar dichas raices y escribir las dos
primeras aproximaciones en cada caso.
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1 [1'5 puntos] Se considera una matri¢ € M,, escrita en la formal = LDLT dondeL es una matriz real triangular
inferior con unos en la diagonal® = diag(d;, ds, . . ., d,) s una matriz diagonal ceh > 0, i = 1,2,...,n.

a) Demostrar qued admite factorizacion de Cholesky.

b) Determinar los elementos de la matriz de la factorizacién de Choleskyadeartir de los elementos de las matrices
LyD.

2 [2'5 puntos] Dada una matrizi = (a;;)};_, de diagonal estrictamente dominante se considera un nimero natural
conl < p < mn,ylas matrices\/ = (m,;j)gszl donde

Qij Si |Z — ]| <p
mij = . . )
0 S |Z - .]| 2 D,
yN=M-A.
a) Demostrar que el método iterativo asociado a esta descompodicion/ — N esté bien definido y es convergente.
b) En el método anterior, ¢,qué método se obtienpe=sil? ¢, Qué ocurre $i = n?
3 [2 puntos]

a) Demostrar que si una funcion spline cubica coincide, en cada subintervalo de una particion del iptgivaion
un polinomio de gradec 2, entonces dicha funcién es un polinomio de grad® globalmente en todfa, b].

b) Determinar los coeficientes, co, . . ., c19 para que la funcién
12’ +cor+c3 en [a,x1]
car’ +esz+1  en [x, ]
S(z) =
et +crx+cs en [mo, 3]
cor? 4+ 2w+ 10 €n [x3,b)

cona < x1 < x9 < x3 < b, sea una funcién spline cubica de tipo |[enb|.

4 [1'5 puntos] Determinar el valor que se obtiene al aproximar, mediante la formula de Simpson compuesta=con
1000 subintervalos, la integral definida
1000
/ |I|Sesenﬂ—zdl‘.
—1000
5 [2'5 puntos] Se considera el polinomiB(z) = 23 — 22 — x — 1.
a) Demostrar que® tiene una Unica raig positiva.

b) Encontrar un intervalo y una funcién con los que se pueda utilizar el método del Punto Fijo para dar una aproxima-
cién de dicha raiz.

¢) ¢Con cuantas iteraciones queda garantizado que el error cometido, cuando se parte del extremo derecho del intervalc
considerado, es inferior a la milésima?
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a b

1 Sead = (c d) € Moy (C). Se pide:

a) Calcular el radio espectral de la matriz del método iterativo de Jacobi.
b) Hallar el radio espectral de la matriz del método iterativo de Gauss—Seidel.

¢) Comprobar que ambos métodos son convergentes o divergentes simultineamente. En caso de convergencia, ¢,Cué
de los dos lo hace mas rapidamente?

d) Determinar los valores € C para los que ambos métodos convergen para la m&tﬂz(? ;) .

2 Se considera la funciéfi(z) = % (ac + i) . Se pide:

. . 1
a) Demostrar que es contractiva en el intenjalol | si 3 <A<l

b) Justificar si la ecuacidfi(xz) = x puede resolverse utilizando el método del Punto Fijo.

¢) Hallar un nimero de iteraciones para que la aproximacion obtenida por el método anterior diste de la solucion real
menos de 0.

d) ¢Cudl es la solucion exacta?

3 Se considera la férmula de cuadratura

/_ @) de = A(f(a0) +4f(@) + (@),

dondeA es una constanteay, z1, 22 SOn puntos en el intervale-1, 1].

a) Hallar los valores ded, z¢, z1, 22 para que la formula sea exacta para polinomios del mayor grado posible y
determinar éste.

b) idem para la formula de cuadratura

b
/ F(@)dz = A(f(zo) + 4f(21) + F(2)

para el intervalda, b], donde ahora;, x1,z2 € [a,b]. (Indicacién: usar el apartado anterior y la dilatacién
R — R dada pod(z) = a + b-a

(x + 1) que transforma el intervale-1, 1] en el intervalda, b]).

c¢) ¢Existe alguna relacion entre la formula anterior y la formula de Simpson? Explica razonadamente tu conclusion.
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1 [2 puntos] Se considera la matriz

dondex € R. Determinar los valores del paramettgara los cuales la matriz admite:
a) FactorizacionLU.

b) Factorizacion de Cholesky.

2 [2 puntos] Dada una matrizA = (a;;)}',;_,; de diagonal estrictamente dominante se considera un numero natural
conl < p <n,ylas matrices\/ = (m;;){;_, donde

Qij Si |Z—]|<p
Mij = . . .
0 Sl |Z_]|2p7

y N = M — A. Para cada nimero € (0, 1] se consideran las matrices
1
M,=—My N, =M, — A.
w

Demostrar que el método iterativo asociado a la descomposicién\/,, — N,, es convergente.

w— A

L - . 1-—
(Indicacion: Utilizar que sid < w <1y A € Ccon|\| > 1 entonce%)\w >1).

3 [2 puntos] Sabiendo que la longitud de la curya= f(x) definida sobre el intervalla, b] es

b
(= [ VIFF@R s,

determinar un nimere de intervalos para aproximar la longitud de la curva dada por la funtfoh = senx en el
intervalo [O, ﬂ usando la regla de los trapecios compuesta de forma que el error cometido sea iriferitr a

4 [2 puntos] Las ecuaciones paramétricas del movimiento de un proyectil vienen dadas por

z(t)=3(1—e€7")
y(t) =6(1 —e7t) -2t

dondet > 0. El tiempo de impacto del proyectil con el suelo se calcula resolviendo la ecugejés 0.

Encontrar un intervalo en el que se pueda aproximar dicho tiempo de impacto mediante el método de Newton.

5 [2 puntos] Obtener la secuencia de Sturm del polinomRi@) = 2 + 522 + 3z — 9 y encontrar, a partir de ella, todas
las raices dé.
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1 a) Se considera una matriz € M,, escrita en la forma

A - ( An;l b )
a «
siendoAd,,_1 € M,,_1, a,b € R* 'y a € R. Demostrar que sil,,_; es inversible y admite factorizacidi/

Anfl = LnflUnfl

entonces existen, y € R"~ !y 3 € R tales que

A= Ln;l ‘ 0 Unfl ‘ Yy )
! o |8
b) Demostrar, por induccién sobre la dimension de la matriz, que si todos los menores principales de l& swatriz
no nulos entonces existdntriangular inferior con unos en la diagonalytriangular superior tales qué = LU.

2 Se considera la matriz

s
|
[SENSENS
Q ~Q
=0 Q

dondea € R.
a) Dar una condicién suficiente que garantice la convergencia del método de Jacobi asociado a Ja matriz
b) Dar una condicion necesaria y suficiente para que dicho método sea convergente.

¢) Encontrar valores de para los cuales el método de relajacion de paranfettow < 2 asociado & sea conver-
gente.

3 Dadon € N, determinar el valor que se obtiene al aproximar las siguientes integrales:

2n
a)/ 22" cos(2nz) da.
0

2n
b)/ 2 cos (27 da.
0

2n
c) / (a2n+1l‘2n+1 +agn @™ + -+ ayz + ao) cos(2rx)dzr (a; €R,i=0,1,...,2n+1).
0
mediante la formula de Newton—Cétes cerrada:de- 1 puntos.

4 a) Probar que la funcion
3—22% +at —2°

fla) = -

. . 13 . .
es contractiva en el interval ik Determinar la constante de contractividad.

b) Demostrar que el polinomio
P(z) =% —2* +22% 4 52 — 3

. . . . 13
tiene una Unica raig en el intervalo Tl

c¢) Determinar los dos primeros términos de una sucesion que converja adalef justificando su convergencia.

d) ¢TieneP raices negativas?
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1 Dadose, 5 € R, se considera la matriz

1 a
A= 1 1 1

-0 a 1

a) Encontrar la relacion que deben verificay 5 para que el método de Jacobi por puntos sea convergente.

b) Dado el sistema

Y

Z_3
x+3
r+y+z=4
%+z:0,

calcular la primera aproximacion a la solucién del mismo, por el método anterior, para el valor(inigjal) T .

2 Para calcular de forma aproximada el va}arcona € R no nulo, se consideran las funciones
(0%

1 1
F = _— — G = 3 -
(@) =a—-—yG@)=a" - 5
a) Comprobar que los métodos de aproximacion de Newton para dichas funciones son, respectivamente,

Tnt1 = (2 — axy) 8

Tpal = 3%"(4 — a?’xi)

9)
para todo € N{0}.

b) Se considera la sucesiop =1 — ax,,, conn € N{0}. Comprobar que se verifica

1
Tyl =Tn Y Tnp1= 3(7’% —dr), +6r7)
para las sucesiones (8) y (9), respectivamente.

c¢) Para cada > 0, hallar un intervald,, C R de forma que la sucesion (8) converja para cualqejet I,,.
d) Si0 < r, < 1paratoda: € N{0}, comprobar que
1 .
g(rﬁ —4r3 £ 6r2) > r2.
Deducir cual de los dos métodos, (8) o (9), converge mas rapidamente.

3 Se considera la formula de derivacion aproximada
/(@) = 7 (F(e = 2h) = 8F(z = h) + 8z + h) — f(u + 20)
a) Usando desarrollos en serie, calcular el orden de aproximacion del error, en funéion de
b) Paraf(z) = H%’ hallar la aproximacion d¢’(2) cuando se toma = lio y calcular el error cometido.

4 La sucesion de Sturm del polinomit(z) = 2% + 222 + 10z — 20 es

{Po(m) = P(x), Pi(z) = P'(z), P2(x) = —x + %,Pg(l’) = —1} :

a) Determinar el nimero de raices realesitie) y, para cada una de ellas, un intervalo que la contenga.

b) Hallar la primera aproximacion de la raiz méas cercahgoar el método de las cuerdas, cuando se toma como valor
inicial zg = 1.
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1 [3 puntog Dada una matrizA € M,, simétrica definida positiva, se considera la descomposibién E — F por
bloques deA.

a) Demostrar que las matrices

i) D it) pA con p >0 i) D —pE —pF con0<pu<1

son, también, simétricas definidas positivas.

b) Si A se escribe en laformd = M — N, con M inversible, siendd/ = D — aF — F, determinar un rango de
valoresa, 3 € R para que el método iterativo asociado a la descomposicion anterior es convergente.

¢) ¢Se deduce del apartablpla convergencia del método de Jacobi? ¢ Y la del método de Gauss—Seidel?

2 [3 puntog
a) Teniendo en cuenta que el error en la formula del trapecio (cerrada) viene dado por la expresién
b—a)?
R(a,b)(f) = *%f”w)

cond € (a,b), deducir la regla de los trapecios (o férmula del trapecio compuesta cerrada) sobintervalos,
obteniendo la expresion del error de dos formas:

i) Sumando los errores cometidos en cada subintervalo.
ii) Aplicando a lo anterior el Teorema de los Valores Intermedios.

b) Dadon € N, aplicar el apartada) conm = n — 1 subintervalos a la funciofi(z) = Inx en el intervald1, n].
Escribir los términos de error en las formas) y a)ii).

c) Sabiendo que
2

<1 ™
D E=%
1=1

o0

1 1 1
< i
n_;@?_n—l’

acotar las dos expresiones del error obtenidas en el apartag@ual de las dos cotas es mejor?
d) Teniendo en cuenta que
/1na:dx =z(lnz — 1),
utilizar los apartados) y ¢) para aproximar la cantidad

Inn!l=Inl1+mn2+---+Inn.

3 [2 puntog Seaa > 0y f : [—a,a] — R una funcién par. Dade € N, se consideran una particion equiespaciada
del intervalo[—a, a] den + 1 puntos yP, el polinomio de interpolacion d¢ en dichos puntos. Justificar la veracidad o
falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) P tiene grado exactamente 2.
b) Pj5tiene grado menor o igual que 2.
C) PQ = P3.

4 [2 puntog Utilizar el método de Newton, justificando las hipdtesis de convergencia, para aproximar el valor de
que en la graficgg = x? produce el punto méas cercandia0), determinando el valor de las dos primeras iteraciones.
(Indicacién: Minimizar la distancia al cuadrado del pur{tg 0) a un punto genérico de la curva).
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1 Nos gustaria tener una cuenta de ahorros con un saldo de 100.000 euros en el momento de comprar una casa dentro d
5 afios y podemos depositar 6.000 euros anuales. El interésaaqualdebera proporcionarnos la cuenta de ahorros es
solucién de la ecuacion:

100,000z = 6,000((1 + x)® — 1).
1. Probar que esta ecuacion posee una solucién estrictamente positiva.

2. Determinar un intervalo en el que aplicar el método de Newton para calcularla.

. . 2 .
2 Se desea aproximar el valor de la mtegf@?ﬂ’ e~ dz con un error menor que0—2. Para ello seguimos el proceso
siguiente:

1. Calculamos un valof, > 1 para el cuaULD" e~ dy < %. Comprobar que podemos elegdir= 6. (Indicacion:
se puede usar la desigualdad”2 < e *siz > 1ytener en cuenta que(200) ~ 5,2983).

. .z , , . . 2
2. A continuacion, determinese el nimero de intervalos necesarios para cjfcam‘r dz con un error menor que
-2 . . . Z
% mediante la formula del trapecio cerrada compuesta usando la férmula del error:

2 —
Rian(f) = -0 0), 0e@p), n=""0

3 Utilizamos el método iterativo
1 1 1 0 0 O
01 1 |4+ ¢ 0 0 |ur=n, u’ e R3
0 0 1 n ¢ 0

para resolver el sistema de ecuaciones:

u=b,

S M =
N
— = =

siendog, 7, ¢ constantes reales.
1. Encontrar todos los valores den, ¢ para los que, sean cuales sedry b, la sucesiér(u’“) converge

2. Supongamog = n = ¢ = —1. Encontrar vectores’ y b para los queu*) NO converge.

3. Supongamos ahog= ¢ = 0. ¢ Es cierto que en este caso el método siempre permite encontrar la solucién exacta
en un namero finito de iteraciones? En caso afirmativo, encontrar dicho nimero; en cualquier caso, razonar la
respuesta.

4 Se considera el sistema line&k = y para una matriz tridiagonal:

ap b 0 0

_ ¢c a b 0
A= 0 ¢ az b
0 0 ¢ au

1. Usar el método de eliminacién gaussiana para triangularizar la naatriz

2. Probar qued = LU, siendoL una matriz triangular inferior con unos en su diagonal yina matriz triangular
superior, calculando los elementos de las matricgd/ directamente a partir de los elementos de la matriz



5 Sea: el error de redondeo unitario de la maquina, i.e.

file ) = 1)+ ADIO+0) = =k 181181 <.

Sean ahora, y vectores columna cuyas componentes son numeros maquinazSearfl(z1y1) ¥ zi+1 = fl(zr +
Tr+1Yk+1). Supongamos ques < 1/3. Seary; tales que

i=1 =1

1. Demuestra por induccién sobneque|d;| < (1 + &) 27 — 1.

2. Sabiendo quec < 1/3, demuestra que

ke
l+e)f—1< < —ke.
( ) T 1—ike
3. Demuestra que el error relativo satisface
i1 Tl — fLOC o, iy 6
iz — S w6
1221 Tivil 5
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1 [3 puntos]
a) Consideremos una matriz € M,, simétrica y definida positiva escrita en la forma

A AT
A= 11 21
Agy | Asz

dondeA;; € M,,, y A2 € M,,,, cONny + ny = n. Elegir convenientemente verificando

T
( wt T ) Au | Ay ( w ) =T Muv
Aoy | Ao v
dondeM = Ay — A21A1‘11A31, para deducir que la matriel es también simétrica definida positiva.
T

a u
b) Dada una matrizA = < 1 B > € M, simétrica definida positiva, coB € M, _1, probar que existen
u

a € Rty C € M,,_, simétrica definida positiva, tales qde= R, A, RT, siendo

0 10
ne(for)ra=(ae)

¢) lterar el proceso anterior para concluir glie= R; - -- R, R} - - - RT. ¢Identificas la matri&z = R, - - - R,,?
2 [2.5 puntos]SeaA una matriz cuyos autovalores sean todos positivos. Se considera el método iterativo
ut T = Bou® + 0b
conf > 0,dondeBy = I — 6 A.
a) Demostrar que\ € sp(A) siy solo sil — \f € sp(By).

b) Encontrar el intervalo de valores égara los que el método anterior es convergente.
¢) ¢Se puede aplicar el método anterior a la m t”f/i 9 ? ¢ Para qué valores des convergente?
3 [1.5 puntos] Encontrar el valor de. € R que hace que la formula

/_ f@)do = f(=0) + (@)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cudl es éste? ¢ Qué error se comete cuando se aplica esta férmul

para aproximar
1
2
/ e” " senxdx?

-1
4 [3 puntos] Dadoszg, a,b € R se considera la funcion
[ P(x) si z€xo— 1,0
hiz) = { ar+b Si =z € [zg,x0+1]
dondeP(z) = 23 + x + 1.
a) Demostrar que sip # 0 la funcionh no puede ser una funci@plinecubica.

b) Hallar los valores dey, a y b para los qué: es una funciésplinecubica y esbozar la gréfica de

c¢) Determinar el nimero de raices reales del polinoR1i®) y encontrar, para cada una de ellas, un intervalo en el que
se pueda aplicar el método de Newton o el método de Whittaker, dando los dos primeros términos de la sucesion

definida por el método.
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1 [3 puntos] SeaA € M,, una matriz corestructura de flecha

X

X
X X

X X
X X X X X X

es decirA = (a;5);';—; dondea;; = 0 si i # j parai,j=1,---,n— 1
a) Demostrar que si;; # 0 parai=1,--- ,n — 1 entonces la matri2l admite factorizacio.U.

b) Probar que la factorizaciohU preserva la estructura de matriz flecha, i. e Adiene esta estructura también la
tienen las matrices y U.

¢) Enunciar resultados analogos)ay b) para la factorizacion de Cholesky.

2 [2.5 puntos]Consideremos las iteraciones dadas por
uFtt = BuF + b, k=0,1,2...
donde

_ | a7
B—[O ﬁ]’ a, B,7 €R, la, 18] < 1.

a) Dadob € R?, probar que la ecuaciom = Bu + b posee una Unica soluciari € R? y que la sucesiér@uk)
converge a.*, para cualquier’ € R2.

b) Supongamos que = [3.

i) Siul —u* = [ 0l calcularu® — u*. ¢ Cual es el menor nimekade iteraciones necesarias para tener

Huk —u* o < 10737

Estudiar el comportamiento de dicho numero miniren funcion dex y .
i) Supongamos, ademas, que- 1. Fijadok > 0, ¢,cuél es la menor constamtg) para la que se verifica

o Sc(k) Huo —u*

lu = ~

para todos los vectored € R?? Nuevamente, estudiar el comportamiente (f) cuandox varia.

3 [1.5 puntos] Se considera la funciéfi(z) = e yn € N.

a) Hallar los puntos;, x1, ..., 2, € [—1, 1] para que el error en la interpolacion polinomial de la fungi@n dicho
intervalo, relativa a dichos puntos, sea minimo.

b) Encontrar el menor € N para el que dicho error es menor duie°.

4 [3 puntos] Sea la funciorF' (z) = (z + 1) tanz — 1.
a) Demostrar que en el intervalo, 7] existe una Unica raiz, de F'.

b) Demostrar que& se puede aproximar por un método de punto fijo en dicho intervalo. DecidiesD,51 es una
posible constante de contractividad para dicho métdddidacion arctan(ﬂ%g) esta entr®,3y 0,4).

¢) Comenzando com, = 0, determinar una sucesidm,, : n € N} que converja §. Hallar el términaz; y el minimo
n tal que|z,, — £ < 1074
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1 [2'5 puntos] Se pretende calcular numéricamente la raiz cuadrada de un numero-réal
(i) Considérese la siguiente férmula recursiva:

o € R dadaq
(10)

1 a
Tn41 = i(xn + ;)
n

Demuéstrese que si la sucesian,) es convergente entonces necesariamente su limig&e@ndicacion: puede
ser ultil comprobar que (10) se obtiene como las iteraciones del método de Newton aplicado a cierta ecuacion

f (@) =0).
(i) Pruébese que si, > /a para todon > 0 entonces el método definido por (10) converge cuadraticamente, es
decir:
lim YO Ent1
e (Va — xp)

(i) Consideramos ahora el siguiente método:

existe y es un ndmero real.

o € R dadaq

T (22 + 3a)

T 1=
nr 322 4+ a

Suponiendo que,, > /a para todon > 0, pruébese que el orden de convergencia del método es cubico, es decir:

im M

" (Va = )

2 [2'5 puntos] Deduzcase la expresion de la formula de Simpson y de su término de error del siguiente modo. Suponemos
gue existe una regla que satisface, dagps: x2 y f una funcion cuatro veces derivable en el intenfal@ x-):

existe y es un ndmero real.

/ N, (z)da = aof (z0) + a1 f (1) + aof (z2) + K f) (€), (11)

siendoz := (zo + x2) /2y £ € (29, x2) Un punto que depende eventualmentg de
(i) Calculense los coeficientes, a; y a aplicando la formula anterior a polinomios de gréda, 2.
(i) Unavez hecho esto, obténgase a partir de (11) el valor del coefi¢iente

3 [2'5 puntos] Se pretende utilizar el método iterativo:

1 0 0] 0 4a(l—a) 13
1 1 0 |- 4+]0 0 l—a | -uF=b
11 2] 0 0 0
para resolver el sistema de ecuaciones:
[ 1 4a(1-a) 13
1 1 l—a | -ru=0b,
1 1 2

siendoa € R, # —1,yb € R3.
(i) Determinar para qué valores desl método es convergente.

(i) Razonese si la siguiente afirmacion es verdadera o faksmy # —1y v* € R? la solucion exacta del sistema
Entonces existe una iteracion iniciaP € R con la propiedad de que la sucesi¢n*) converge au* cuando
k — oo.



4 [2'5 puntos] SeaA una matrizn x n real, simétrica y definida positiva.

() Demuéstrese que es posible enconfriangular yD diagonal conl;; > 0,7 =0, ..., n, talesqued = D—L—L".
Més aln, demuéstrese qire— L es invertible.

(i) Se considera la matriB, := (D — L)™' . LT asociada al método de Gauss-Seidel. Compruébese la siguiente

identidad:
By=1d—(D-L)"" A

(i) SeaP := A — Bg’ - A- B,. Compruébese que es simetrica.

(iv) SeaQ := (D — L)' - A. Demuéstrese que
P=Q"-D-Q

y concliyase qué es definida positiva.

(v) Utilicese queP es simétrica y definida positiva para probar gués,;) < 1y, por tanto, que el método de Gauss-
Seidel aplicado & es convergente.
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1 [2'5 puntos]

a) SeaA una matriz de diagonal estrictamente dominante. Se considera la descompdsieidd — N con M =
D—-FyN = E,siendoA = D — F — F la descomposiciéi — E — F por puntos de la matri. Probar que el
método iterativo asociado a esta descomposigionr N de A es convergente.

b) Demostrar que sil verifica
|CL]]‘ > Z ‘aij|a .7 = 17"'5”
=1
i#]
el método de Gauss-Seidel por puntos pas convergentelr{dicacién: Utilizar a)).

c) Demostrar resultados anélogos)gy b) cuando se toma una descomposicldr- E — F' por blogues.
2 [2'5 puntos]

a) Se considera una matrix € M,, descompuesta en bloques de la forma
(A A
= (G
donde la matriz4, es inversible. Demostrar quiet A = det A; det (A4 — A3 A" A) . (Indicacion: Utilizar el

método de eliminacién gaussiana por bloques para anular el bloque ocupatls) por

b) Se considera una matriz € M,, simétrica escrita en la forma

A= An,1 a
N CLT Q

conA,_; € M, _ inversible,a € R"~! y a € R. Probar que s no es inversible entonces= a™ (4, _;) 'a.

¢) SeaA simétrica con sus — 1 primeros menores principales positivos y ebin(A) = 0. Demostrar quel admite
factorizacion de Cholesky y se tiene dug, = 0.

3 [1 punto] Decidir si existen niumeros realesb, c y d tales que la funcién

S 1+ 2z —2° si z€][0,1]
(x_{a+b(xl)+c(x1)2+d(z1)3 si zell,?]

sea una funciésplinecubica con condiciones de tipo | (condiciones naturales).

4 [1 punto] Encontrar el valor de; > 0 que hace que la féormula

/_ 11 Fa) da ~

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cuél es éste?

(2f(=1) + 6f(=21) + 10 (21))

Nl

5 [3 puntos] Se considera la ecuaciéfi — z2 — 10z + 1 = 0.

a) Hallar el nUmero de raices reales y complejas de dicha ecuacion, separando, mediante el método de Sturm, las raices
reales en intervalos que contengan una Unica raiz.

b) Encontrar unintervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para aproximar la menor raiz real, demostrando
la convergencia del método y dando los dos primeros términos de la sucesion.
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1 [2'5 puntos] Dadot € R, se considera la matriz

1t 1
A= 5 t*+6 0
5 2t4+9 5

a) Decidir para qué valores dda matrizA no admite factorizaciofiU.

b) Para cada uno de los valorestd®allados en el apartado anterior, encontrar una matriz de permutaé¢tdakgue
la matrizP A si admita factorizacioiLU.

2 [2’5 puntos] Para cada nimero natural> 2 se considera la matriz,, € M., que tiene por elementos

(An)ij:{ 1 si i#j

20 si i=j
a) Calcular la matriz de Jacobi por puntos asociadh,aDemostrar que el método de Jacobi por puntos garas

convergente.

b) Demostrar que el método de Gauss-Seidel por bloques asoci&glesaconvergente.

3 [1'5 puntos] Determinar nimeros realesb, ¢, d de modo que la formula de integracion numérica:

/_ F@)de af (<) +bf () +ef (<) +df (1),

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ¢ Cual es éste?

4 [3'5 puntos] Se considera la ecuacion:
3 4 222 + 102 = 20,

y los esquemas equivalentes de punto fijo:

20 — 222 — 23 20
@ @ TR B Rl prag vy Ty

(i) Probar que la ecuacion de partida tiene una Unica raiz en el intétvalp

(i) Estudiar la convergencia a dicha raiz de las iteraciones de punto fijo correspondientes a (a) y.{l3 ¢br2].

(i) Suponiendo que se parte dg = 1, determinese, para las iteraciones que sean convergentes, un nimerawpatural
de forma que, si. > ng, el error correspondiente a la iteraciép sea menor quid 2.
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1 Se quiere resolver el sistema lineal,

—dz—y =1 . (-3 -1
{_w+3y —9 oseaAu =b conA_(_1 3 )

usando el método SOR:

w w

1 . 1— .
(D—E) ubtl = (“’D+F) uf +b

Siendo:

o3 8)r- (b ) ve-(10)

Se pide hallar el valor de € % éptimo.

2 SeaA una matriz definida positiva y simétrica. Supongamosdjtiene las factorizacione$ = L1 L y A = Lo DLE,
siendoD una matriz diagonal con elementos diagonales positiyos., d,,. Si D'/? = (\/dy, ..., /dy,):

1.
2.

Demostrar qué) = Dz Dx.
Demostrar qued = L, Dz (LyDz)".

3 Consideramos el polinomio de Laguerre de cuarto grado:

2 1
L(z) =1 — 42 + 32% — §x3—|— ﬂﬁ

La ecuacionl(x) = 0 tiene al menos una raiz positiva. Se pide:

a) Hallar un intervalo adecuado para poder emplear el método de Newton cuando se quiera aproximar el valor de la raiz
mas pequeia.

b) Demostrar que todas las raices son reales positivas.

c) Demostrar que todas son simples.

4 Se desea calcul@ = fol f(z)dzx cuandof (z) = ﬁ Consideramos formulas de Newton-Cétes de tipo trapecio.

1.
2.

Elegirias una férmula del trapecio abierta o cerrada? Por qué?
Calcula la aproximacién que se obtiene empleando la férmula del trapecio abierta.

Calcular el error exacto cometido. La estimacion teorica del error en la formula del trapecio abierta viene dada por
S%f”(f), ¢ € (0,1). Es util esta estimacion?

. ., ., . 1
Nos planteamos a continuacion el uso de una férmula del trapecio cerrada para qgl&uﬁw)dx. Comparar el
resultado obtenido con el valor exacto de esta integral y con la aproximacién obtenida en el segundo apartado.

. Reemplazamos la integral anterior pfalrl f(z)dz. Comparar el resultado obtenido con el valor exacto de esta

integral y con la aproximacién obtenida en el segundo apartado.

. La estimacion teérica del error en este caseé%f”(f), £€(e1),e=0,1,e=0,01. Qué cota da para el error?

. Qué conclusién sacas de estos resultados?
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1 [2'5 puntos] SeaA € M, inversible.

a) Probar que s admite factorizaciérLU entonces todos sus menores principales son no nulos.

b) Demostrar que si admite factorizacion de Cholesky entonces es simétrica y definida positiva.

2 [3'5 puntos] Dada una matrizA € M., se considera su descomposicibn- E — F por puntos y, a partir de ella, se
definen las matriced/ = D —aF — (1 —a)Fy N = M — A, paraa € R de forma quel! sea inversible.
a) Demostrar que sk es hermitica definida positiva el método asociado a tal descomposifién N de A es
convergente.

b) Probar que sid es una matriz de diagonal estrictamente dominante ¢ [0, 1] entonces el método iterativo
asociado a tal descomposicidfi — N de A es convergentelr{dicacién: Demostrar que §i\| > 1y a € [0, 1]

entonces ) \ \
1—atda| _ A=da+al _,

N 3 )

c¢) ¢Se deduce de los apartados anteriores la convergencia del método de Jacobi por bloques para algun tipo de matri-
ces? ¢ Y la del método de Gauss—Seidel?

3 [1 punto] Determinar el nimero de subintervalos que deben tomarse para que el error cometido al aproximar

1 2
/ e ¥ dx
-1

mediante la regla de los trapecios (o formula del trapecio cerrada compuesta) sea inferior a la milésima. Escribir la
expresidn que toma la regla de los trapecios para este caso concreto y con el nUmero de subintervalos hallado.

4 [3 puntos] Consideremos el polinomio

Pz) =24+ V322 + 2+ \

dondeX > 0.
a) Estudiar, en funcién del parametxpel nimero de raices (reales y complejas) de la ecudeién = 0. ¢ Para qué
valores de\ las raices dé” son multiples? Hallar todas las raicesid@ara esos valores de

b) Fijado\ = 1 encontrar un intervalo donde pueda aplicarsa&iodo de Newtopara calcular una raiz negativa de
P. Determinar los dos primeros términos de la sucesion definida por dicho método.
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1 [2'5 puntos] Se considera una matrit simétrica no inversible cuyas — 1 primeros menores principales son todos

An—l a . 1
T siendoAd,, 1 e M,,_1, a e R"*ya € R,

positivos, escrita en la forma = <
a «

a) Demostrar quex — a™ (A,,_1) 'a = 0. (Indicacion: aplicar el método de Gauss por bloques para anular el bloque
ocupado porT).
b) Demostrar qued,,_; admite factorizacion de Cholesky.

¢) SiA, 1= B,_1(B,_1)" eslafactorizacién de Cholesky dg,_; ¢,coémo deben elegirsec R"~!y 3 € R para

que
A . anl ‘ 0 B'Efl ‘ X o
et s )\ o [8)

Probar que tal eleccién dey 3 es posible.

d) Deducir queA admite factorizacion de Cholesky= BB™T y se tiene qué,,,, = 0.

4 2 0
2 [2'5 puntos] Consideramos el sistema linedt = b,conbc RPy A= 2 1 1
0 1 —

a) Hallar la matriz del método de relajacion por puntos.

b) Demostrar que el método de Gauss-Seidel es 6ptimo.

xT

1
3 [2’5 puntos] Se desea calculdr= / e—x dx mediante la regla de Simpson compuesta. La funcion a inteffrar—=
0

x

€ , - . .
——, no esta definida en cero. Por ello, se reescribe la integral como:

VT
ber Let —p() ' p(2)
I:/ —dx = 7dx+/ —=dzx.
0o VT 0 Ve 0o VT
z?2 2 2t . . e —p(x) .
dondep(z) =1+ z + =) + 5 + 54 €S el polinomio de Taylor de* de orden 4. Seg(x) = — Se pide:

a) Demostrar qug(0) = h’r%g(x) =0.
1
b) Aproximar/ g(x)dx mediante la regla de Simpson compuestalcen0,25 y dos subintervalos (m=2).
0

-1
p(@) ,
—Qax.

0 VT

d) ¢Cual es el valor aproximado de&jue se obtiene con esta estrategia? ¢, Se obtendria una aproximacion mejor o peor
usando un polinomio de Taylor de orden menor?

¢) Calcular el valor exacto d

4 [2’5 puntos] Se desea calculdl'21 mediante la iteracion siguiente:

o = 2
Tpn=g(xp—1) neN

cong(z) = 2—11 (20x + il) . Se pide:



a) Encontrar un interval@u, b] que contenga 2 en el que se pueda aplicar el teorema del punto fijo para garantizar la
convergencia de la iteracion.

b) Concluir que la iteracion sugerida converge a un valor, que es precisagfighte

c) Determinar el nimero de iteraciones para que el error cometido sea mendrgue



