Leccién I. 1.Grupos y Algebras de Lie.

INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRUPOS DE LIE
LECCION |

Javier Lafuente

§1 GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE.

1.1 Grupo de Lie
Un grupo de Lie, es un grupo abstracto de G que tiene estructura de va-
riedad diferenciable (Haussdorf), respecto a la cual las aplicaciones:
GxGa(a,b) —abeG , Goa—a €G
son diferenciables. Denotaremos por "eeG" al elemento neutro.
Evidentemente las dos condiciones anteriores, equivalen a que la aplicacién
GxG>(a,b) —ab 'eG
sea diferenciable.
1.1.0

Un grupo de Lie de dimensién cero (como variedad) se 1llama discreto.
Tiene la topologia trivial, y es a lo mas numerable. Reciprocamente, un grupo
(abstracto) numerable, es un grupo discreto.

1.1.1

Un grupo de Lie es en particular un grupo topolégico. La topologia es la
inducida en el grupo por la estructura de variedad. Cabe preguntarse bajo que
condiciones se puede asegurar que un grupo topolégico admite una estructura
de variedad diferenciable que lo hace grupo dé Lie. Este problema constituye
el 5° de los diez propuestos por Hilbert en 1900.

En 1952 el 5° problema de Hilbert fué resuelto conjuntamente por Gleason
y por D. Montgomery y L.Zippin. Esencialmente se puede enunciar el resultado
del siguiente modo:

Un grupo topoldgico Haussdorf es un grupo de Lie si y solo si es variedad
topoldgica. Esto es equivalente a decir, que es localmente compacto, y que no
contiene subgrupos arbitrariamente pequefios (esto es, el elemeto neutro posee
un entorno compacto que no contiene subgrupos no triviales).

1.1.2

En la teoria de grupos de Lie estd en la confluencia de varias ramas
bien diferenciadas de la Matematica: La Topologia, el Algebra, el Analisis, y
la Geometria Diferencial. Su desarrollo exige técnicas de estos cuatro campos

con acentos en unos u otros segin el punto de vista considerado.
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Leccién I. 1.Grupos y Algebras de Lie.

1.2 Ejemplos basicos de Grupos de Lie.

Denotemos por K=R 6 C. e identifiquemos ¢ con R via el isomorfismo
R-lineal

Clox+iy —>(x,y)e[R2]n

1.2.1 (K", +) es un grupo (abeliano) de Lie.

El conjunto M(n,K) de las matrices cuadradas de érden n con coeficientes
reales, puede identificarse de modo natural con KN, N=n2.

1.2.2 GL(n,K)={ael(n,K): det a#0}, tiene estructura natural de grupo de

Lie, respecto del producto usual de matrices, y con la estructura de variedad

diferenciable, obtenida como subconjunto abierto de KN.

1.3 Algebra de Lie

Un algebra de Lie (abstracta) a, es un es un espacio vectorial sobre R,
dotado de una operacién "corchete de Lie":

axas(X,Y) —sI[X,Y]lea

que verifica para todo X, Y, Zea, para todo A, psR las propiedades:

1) [AX+pY,Z1=a[X,Z1+ulY,Z].

2) [X,Y]I=-[Y,X]

3) [X,[Y,Z11+[Y,[2,X]1]1+[Z,[X,Y]] (Identidad de Jacobi)

1.4 Ejemplos basicos de Algebras de Lie.

1.4.0 Un espacio vectorial real cualquiera V tiene estructura de &algebra
de Lie respecto al corchete de Lie trivial: [X,Y]=0 para todo X,Y.

1.4.1 Si M es variedad diferenciable el R-espacio vectorial X¥(M) de los
campos de vectores, constituye un algebra de Lie respecto al corchete usual.

1.4.2 E1 espacio vectorial de matrices M(n,K) con el corchete el Lie dado
por: '

[A,B]=AB-BA para todo A,BeM(n,K)

constituye un algebra de Lie que se denota por gl(n,K).

1.5 Traslaciones a la izquierda
Si G es grupo de Lie, y aeG, la aplicacién:
La:Gax-—eaxeG
es diferenciable, ya que es composicién de funciones diferenciables:
Gax —(a,x)eGxGa (a, x) ——axeG

| L )
a

Se denomina a La traslacién a la izquierda.

Si a, beG se verifica L oL =L . , L =id, L ‘=L -1
a b ab e a a
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1.6 Campos invariantes por traslaciones a la izquierda.
Si G es grupo de Lie, un campo XeX(G) se llama invariante por traslacio-

nes a la izquierda, si (La)*X=X para todo a€G, es decir:

X(ax)=dLa(X(X)) para todo a, xeG

Se denotard por £(G) al conjunto de dichos campos.

1.6.1 PROPOSICION
Si G es grupo de Lie, un campo XeX(G) es invariante por traslaciones a la iz-
quierda, si y solo si X(a)=dLa(X(e)) para todo aeG.
Por otra parte si X, Ye ¥(G) entonces [X,Y]e¥(G).
Demostracién:
Si X(a)=dLa(X(e)) para todo aeG, entonces:
X(ab)=dL . (X(e))=(dL odL, )(X(e))=dL (X(b))
ab a b a
Por otra parte, si X,Ye£(G), para todo aeG se tiene:
LY [X,Y]1=[L"X, L Y]=[X, Y]
a a’a

1.6.2 PROPOSICION
Sea G grupo de Lie, y X un operador que asigna a cada x€G un vector X(x)e
TXG, que verifica:
X(ax)=dLa(X(x)) para todo a, xe€G

entonces XeX(G), y por tanto es invariante por traslaciones a la izquierda.

Demostracién:

Sea 7:18——+G una curva diferenciable con y(0)=e, ¥’ (0)=X(e). Se tiene:

X(a)= (ay(t)). Por tanto, si f:G—R es diferenciable, se tiene:

d
<t =0

X(£)(a)=X(a) (f)= (f(ay(t)))= % (0,a)

d
dat |t=0

siendo ¢:GxI€5(a,t)——ef(ay(t))ER es diferenciable, por ser:

GxIes(a,t)——e(a,y(t)) ay(t) f(ay(t))eR

composicién de funciones diferenciables.

1.7 Algebra de Lie g de un grupo de Lie G.

Si G es grupo de Lie, por 1.6.1 se ve que £(G) tiene estructura natural

de algebra de Lie.

1.7.1 TEOREMA
Si G es grupo de Lie entonces la aplicacidn:
Z(G)BX——AX(e)eTeG
es un isomorfismo R-lineal, cuya aplicacién lineal inversa denotamos:
TeGBA-——9A€$(G)
donde A(x)=dLX(A) para todo xeG (AeTeG).l
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1.7.2
Podemos dar estructura de algebra de Lie al espacio TeG a traves del iso-
morfismo anterior tomando:
[A,B]l=[A,B] (e) para todo A, BeTeG
TeG con esta estructura de algebra de Lie, se denomina algebra de Lie de G, y

se denota por g.

1.7.3

Igual que se han definido traslaciones La a la izquierda, se pueden
definir traslaciones a la derecha Ra:Gsx-——exaeG, y campos invariantes por
traslaciones a la derecha. Cuando se trabaja simultaneamente con ambos tipos
de traslaciones es ventajosa la siguiente notacién:
Si XeTXG, y beG escribimos dLb(x)(X)=bXeTbXG, de(x)(X)=XbeTXbG.
Se verifican entonces para a,beG, X,YeTXG las propiedades formales:

a(X+Y)=aX+aY, (X+Y)a=Xa+Ya, (ab)X=a(bX), X(ba)=(Xbla, eX=Xe=X

1.8 Algebra de Lie gl(n,K) de GL(n,K)
El grupo de Lie G=GL(n,R) es un abierto de M(n,R), por lo que podemos
identificar su &lgebra de Lie g=TIG={I}%m(n,R) con T(n,R).

Si A€Jl(n,R), podemos escribir para cada xeG:

A (retan=24

Alx)=dL, (5110 dt!t=0

(X(I+tA)=(xA)X
asi si (x;) es la carta identidad, se tiene:

A= x' A* g/ox’

k j J
Una simple computacién prueba. que para.A,Befli(n,R) es
[A,B]={A,B](I)=AB-BA
asi pues g=gl(n,R) del ejemplo 1.4.2.
Haciendo la identificacién.: ([:Nsx+iy-——>(x,y)e[R2N (N=n2) se puede extender

el ejemplo anterior a G=GL(n,C) que resulta ser un abierto de RZN. Cada matriz

Z=(z§)=(x§+iy§) se identifica con (x?, y?)eRZN, y la férmula:

ﬂ\(z)=(zA)Z para todo Aefi(n,C)
permanece esencialmente valida. Justificaremos mas adelante que su algebra de
Lie es exactamente gl(n,C).
Si Aegl(n,K), la curva
:Rat-——»exp(tA)=etAeGL(n,K)

4
A
es curva integral de A por I, ya que:
, _d _ _
7A(t)__ai t(exp(tA))—(exp(tA)A)vA(t)—ﬂ\(arA(t))

por tanto A es un campo completo con flujo:

Mt(a)=aexp(tA)
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1.9 Funcién Exponencial

Generalizaremos parte de los resultados obtenidos en 1.8 para grupos de
Lie abstractos:
1.9.1 TEOREMA

Si G es grupo de Lie, todo campo Xe¥(G), es completo. En particular si se
denota por 7A:R-——+G la curva integral maximal de Re¥(G) por e, el flujo glo-
bal de A viene dado por

mt(a)=a7A(t)

NOTA: Se define entonces la aplicacién exponencial:

exp:gsA-—eyA(l)eG

Demostracién:
Sea 7y:(-2g£,2e) —G una curva integral de A por e, y y:(a,b) —G su exten-
sidén maximal. Supuesto b<+w, se define:
o: (b~2¢,b+e)at — >y (b-£)y (t-b+e)eG
que es curva integral de A con ¢(b-g)=y(b-g). Por tanto coinciden en la inter-

seccién de sus dominios, y podemos definir:

~oor_[ () si te(a,b)
3((t)_{ o(t) si te(b-2¢,b+g)

que es curva integral de A mds larga que ;.

1.9.2 TEOREMA

Sea G grupo de Lie, si AETeG, se denota por 7A:R———9G la curva integral
maximal de Re¥(G) por e, es decir 7A(0)=e, 7A(t)=m(7A(t)). Se verifica:

1) WrA(t)=7A(rt) para todo r,teR, y todo AETeG.

2) Se tiene para todo teR y todo AETeG, la identidad:

7A(t)=exp(tA)
Por otra parte, para todo seR es exp((s+t)A)=exp(sAlexp(tA)
3) La aplicacidn exponencial definida por:
exp:TeGaA———awA(l)eG

es diferenciable.

Demostracion:
1) Sea V=Y, - Si r#0, haciendo el cambio R3s-—t=rseR, y a(s)=y(rs) se
tiene =Y, > Y2 que:

da | _ dy dt

= s 3t 'rs a5 S=rm(7(rs))=(rm)(a(s))

2) Se tiene para Aeg:
7A(t)=7A(t.1)=7tA(1)=exp(tA)

ademads como t-— 7A(s)7A(t) \% t———eyA(s+t) son curvas integrales de A con las

-I.5-



Leccién I. 1.Grupos y Algebras de Lie.

mismas condiciones iniciales, se concluye la igualdad:
exp(sA)exp(tA)=7A(s)7A(t)=7A(s+t)=exp((s+t)A)
3) Como las curvas ¥, son geodésicas de la conexién candnica 1.9, son so-
lucion (local) de una ecuacién diferencial de segundo 6rden, y podemos asegu-
rar que hay un abierto Q de gxR donde es diferenciable:

7:ng393(A,t)——97A(t)eG

Por tanto también es diferenciable la funcidn:
¢:Gx (a, A, t) —ay (A, t)eG
y asi, también lo es

d

-9
Tt lt=g (87, (1))= 7 (A,a,0)€TG

axGa(A,a) —A(a)=

el campo VeX(axG) con V(A,a)=(0,A(a)) es completo, y su flujo global es:
Vt(A,a)=(A,a exp(tA))
en particular la aplicacién gaA-——eVl(A,e)=(A,exp(A))eng es diferenciable, y

tambien lo es la funcién exponencial exp:9—G.m

1.9.3 COROLARIO

Si G es grupo de Lie, la aplicaciodn exp:TeG——eG es no singular en OeTeG,
e induce un difeomorfismo exp:U—U, donde U, y U son entornos abiertos de 0 y
e. Si (A1""’Ad) es una base de TeG’ la aplicacidn:

d
R a(xl,...,xd)———eexp(x1A1+...+did)eG

difeomorfismo de un entorno D de 0 en R® sobre U. La aplicacidon inversa:
we:U——eD

se denomina carta normal.

Demostracidn:

Como exp(0)=e, d(exp)O:gETog——eTeG=g, veamos que es "la identidad":

d d
= tA)= ——
dt t=0 dt t=0

Apliquese ahora el teorema de la funcién inversa.m

d(exp)O(A)=d(exp)o( (exp(tA))=7A(0)=A(e)=A,

1.9.4 TEOREMA
Sea G grupo de Lie, y we:U——%D la carta normal. Para cada aeG se define
= _1c = A — . i
la carta wa-weOLa 'Ua La(U)-——AD. La coleccion {(Ua,wa).aeG} constituye un

atlas de G que le da estructura de variedad analitica.m
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§2 HOMOMORFISMOS

2.1 Definiciones y resultados basicos.
2.1.1 DEFINICION
Sean G y G grupos de Lie. Un homomorfismo de grupos de Lie entre Gy G es
un homomorfismo abstracto ¢:G———$@ que ademds es aplicacion diferenciable.
El significado monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo de Lie es evidente.
Los grupos de Lie G y G se dicen isomorfos, si existe entre ellos un

isomorfismo de Lie.

2.1.2 DEFINICION

Sean q y § algebras de Lie. Un homomorfismo de algebras de Lie entre g y
§ es un homomorfismo abstracto @:g-——eg entre espacios vectoriales, que ademds
preserva el corchete, es decir, para todo A, Beg:

[®(A),®(B)]=[A,B]

El significado monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo de algebras de Lie es
evidente.

Las algebras de Lie g y § se dicen isomorfas, si existe entre ellos un

isomorfismo de adlgebras de Lie.
2.1.3 TEOREMA
Si ¢:G——»§ es un homomorfismo de grupos de Lie, y a=T G, §=T§5 son las
e
respectivas algebras de Lie, entonces, d¢(e):g-—9§ es homomorfismo de &algebras

de Lie. Ademas el siguiente diagrama es conmutativo:

exp

oI —> 0l

G——Jz—a
exp T
g de(e)
Demostracioén:
Si Aeg, y A=d¢(e)(A), se probara que M=¢*ﬁ, siendo RAe2(G), A €Z(G) tales
que A(e)=A, y A(e)=A. En efecto, para todo xeG se verifica por ser f homomor-

fismo la igualdad: ¢oLX=L o¢p. Por tanto:

o(x)

d¢(x)(M(x))=d¢(x)(dLX(e)(A))=d(¢oLX)(e)(A)=d(L o) (e) (A)=

¢ (x)

(¢(e))odg(e) (A)=dL (e) (A)=RA($(x))

=~y (x) (x)
En particular si ¥, es la curva integral de A por e, se tiene que ¢07A es
la curva integral( LAy ) de A por e, es decir: ¢(7A(t))=7ﬁ(t) para todo t.
Tomando t=1, se deduce la conmutatividad del diagrama.
Veamos que d¢(e) es homomorfismo de algebras de Lie. En efecto:
Si A,Beg, A=d¢(e)(A), B=d¢(e)(B) es: [A,Bl=[¢,A,¢,Bl=¢ [A,B] y esto significa
[A,B](¢(x))=d¢(x) ([A,B](x)) para todo xeG. En particular, tomando x=e
[A,Bl=[A,B] (e)= [A,B](4(e))=dp(e)([A,B](e))=d¢(e) ([A,B])
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Leccién I. 2.Homomorfismos.
2.1.4 EJEMPLO

Hay un monomorfismo canénico ¢:GL(n,C) —GL(2n,R)

Una matriz C=A+Bie€fi(n,C), (A,Beli(n,R)) puede interpretarse como una
aplicacién C-lineal:

Cnaz=x+iy-———>Cz=(A+Bi)(x+yi)=(AX—-By)+(Bx+Ay)ieCn
asi a traves del isomorfismo R-lineal
O:Cnaz=x+iy-——+[ ; ]eRzn
queda 9(C2)=CR[;], donde CR={g _E
¢:g[(n,C)aC=A+Bi-——»CRegI(Zn,R)

]eﬂﬂZn,R). La aplicacién:

resulta ser trivialmente un homomorfismo de algebras de Lie, y su restriccién:

¢:GL(n,C)sc=a+bi —c_eGL(2n,R)

R
es homomorfismo de grupos de Lie.
Se prueba trivialmente la identidad:
C, . C
e R=(e )R
por lo que el diagrama:

GL(n,C) —¥  GL(2n,R)

expT Texp

¢

al(n,C) ———gal(2n,R)

es conmutativo. en particular, debe ser ¢=dg(e).
2.1.5 COROLARIO

Si ¢, w:G——eé son homomorfismos entre grupos de Lie supongase G conexo y

de(e)=dy(e)

entonces ¢=y.
Demostracioén:

El conjunto F={xeG:¢(x)=y(x)}, es un conjunto cerrado. Ademas por la con-
mutatividad del diagrama de 2.1.3 se concluye que f=g en un entorno U de e.
Pero entonces si xeF, se verifica que ¢=y en LX(U)=XU, y asi xUcF, y F es

abierto. =

2.1.5

El operador que hace corresponder a cada grupo de Lie G, su algebra de lie g,
y a cada homomorfismo ¢:G-—e§ de grupos de lie, el homomorfismo ¢*=d¢(e):g——+§
entre sus correspondientes algebras de Lie, define un funtor covariante entre
la categoria de los grupos de Lie, y de las algebras de Lie. La interrelacién
entre estas dos categorias, viene reforzada por la aplicacién exponencial
exp: 9 —G del algebra de Lie en el grupo, que en virtud de 2.1.3 compatibiliza

de forma natural con el funtor.
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2.2 Homomorfismos continuos.

2.2.1 TEOREMA

Un homomorf ismo continuo ¢:G———e@ de grupos de Lie, es diferenciable.
Demostracién:

Obviamente, es suficiente probar que ¢ es diferenciable en un entorno del
elemento neutro eeG. Vayamos por partes:

A) Probemos primero que si ¢:(R,+) —G es homomorfismo continuo, ¢ es
diferenciable. Tomemos un entorno estrellado U de 0Oeg, en donde la funcién
exponencial exp:U—U es difeomorfismo.

Sea V={Xeq:2XeU}, y V=exp(V). Como ¢ es continua, existe >0, tal que:

e(t)eV si —Tst=t

Sea BeV con

exp(B)=¢(T)

Fijado un entero n>1 cualquiera, probaremos que exp{(B/n)=¢(t/n).

En efecto, sea AeV, tal que exp(A)=¢(t/n). Como:
exp(nA)=exp(A)n=¢(r/n)n=¢(nr/n)=¢(t)=exp(B)
es suficiente comprobar que nAeV para constatar que nA=B.
Pero como 2Ae€U, y exp(2A)=exp(A)2=¢(21/n)eV, entonces 2AeV.
Si n>2 se prueba de forma andloga que 3A€V, y asi sucesivamente. Asi:
exp (mB/n)=exp(B/n)"=¢(1/n)"=p(tm/n) para todo entero O<m=n
por continuidad se concluye:
o(Tt)=exp(tB) , y ¢(-Ttt)=p(tt) ‘=exp(-tB), para O=t=1
Haciendo s=tt y A=B/t queda:
¢(s)=exp(sA) para |s|<T
asi ¢ es diferenciable en un entorno de O.

B) Sea (A1""’Ad) una base para 9. La aplicacién

d
«:R a(tl,...,td)———9exp(t1A1)...exp(tdAd)eG
es diferenclable, y como:

da
at
k

d

(0)= St |t=0

exp(tAk)=Ak

se concluye que induce difeomorfismo en un entorno D de 0eR?:
a:R%2D —USG
La aplicacién:
¢=¢ou:D5(t1,...,td)———+¢(exp(t1A1))...¢(exp(tdAd))e§
es diferenciable ya que cada t———9¢(exp(tAk) lo es. Asi
p=poo U —G

es diferenciable m.
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2.2.2 COROLARIO
Un grupo topolégico G, admite a lo mas una Gnica estructura diferenciable

compatible con su topologia.m

2.2.3

Como consecuencia 2.2.1, el problema de clasificacién topoldgica de los
grupos de Lie coincide con el de clasificacién diferenciable.

Todo grupo topolégico G que es localmente euclideo admite por tanto una

unica estructura de grupo de Lie. m
2.3 Sobre las cubiertas de un grupo de Lie.

Cada grupo de Lie conexo G, tiene (como espacio topoldgico) una cubierta
universal m:G —G, y G admite una Unica estructura de grupo de Lie que hace a
la proyeccién m homomorfismo de grupos de Lie.

2.3.1 TEOREMA

Si ¢:G-—e@ es un homomorfismo de grupos de Lie, una condicién necesaria y
suficiente para que ¢ sea cubierta, es que induzca un isomorfismo d¢(e):g——9§
entre las correspondientes algebras de Lie.

Demostracién:

Si ¢ es una cubierta, entonces es difeomorfismo local, y en particular

d¢(e) es isomorfismo lineal, y de &dlgebras de Lie.

Reciprocamente, si d¢(e) es isomorfismo, se construye el diagrama

_9¢
exp T d¢(

EI—)CII

donde los vértices son abiertos y la exponencial es difeomorfismo. En
particular ker¢nU={e}, ¢_1(6) es unién disjunta de oU cuando oeker¢, y ¢
induce difeomorfismo ¢:0U——96. Esta misma situacién se repite sobre cualquier

aeG, por traslacidén a la izquierda.m

2.3.2

~

Se prueba que un epimorfismo ¢:G-—G entre grupos de Lie es un cubierta,
si y solo si el nucleo ker ¢=D, es un subgrupo discreto de G. Ademds, si ¢ es
cubierta universal, entonces hay un isomorfismo natural de grupos discretos

D——enl(G,e)
como todo todo subgrupo normal discreto de un grupo de lie estd contenido en
su centro, se concluye que el grupo fundamental de G es abeliano. En particu-

lar el grupo nz(G)=O.

-I1.10-



Leccién I. 2.Homomorfismos.

2.4 Sobre el problema de clasificacién de los grupos de Lie.

Un primer resultado fundamental, es el siguiente:
2.4.1 TEOREMA

Sean G y G grupos de Lie con &lgebras de Lie g y é respectivamente.
Supéngase G simplemente conexo. Si @:g-—eg es un homomorfismo de &lgebras de
Lie, existe entonces un unico homomorfismo ¢:G—G tal que d¢(e)=3.
Demostracién

Si existe ¢, entonces su grafo F={(x,¢(x)):xeG} resulta ser un subgrupo
del grupo de Lie producto GxG, con dlgebra de Lie f que es la subalgebra del
producto gxg definida por el grafo de &, es decir, f={(A,®(A)):Aeg}.
Es natural pues, empezar tomando la subalgebra f={(A,®(A)):Aeg} de gxg.
Veremos en la préxima leccién (4.3.7) que existe un Unico subgrupo de Lie F de
GxG que tiene a f por algebra de Lie. Se define entonces el homomorfismo

@:F3(x,x) —xeG
que induce el isomorfismo de algebras de Lie:
dp(e):fa(A,d(A)) —Aeg

Por tanto ¢:F—G es una cubierta, y por ser G simplemente conexo,

resulta isomorfismo. Se define entonces ¢ por la conmutatividad de:

F_? .
lo
G

A

donde m es la restriccién de la proyeccién GxG—G a F.m
2.4.2 COROLARIO
Dos grupos de Lie simplemente conexos son isomorfos, si y solo si son

isomorfas sus correspondientes dlgebras de Lie.

2.4.3

Un teorema de Ado prueba que cualquier dlgebra g de Lie de dimensién fi-
nita, puede sumergirse en gl(n,R) para n suficientemente grande.
Usando 3.3.2 (en la siguiente leccidén) se concluye que hay un grupo de Lie G
(subgrupo de GL(n,R))que tiene a g por dlgebra de Lie, y tomando su recubridor
universal G se concluye que hay (salvo isomorfia) un dnico grupo de Lie sim-
plemente conexo que tiene a g por algebra de Lie.

En consecuencia la clasificacién de los grupos de Lie simplemente conexos

equivale a la de las algebras de Lie.

2.4.4
Fijado un grupo de Lie simplemente conexo G, la determinacién (salvo
automorfismos de G) de todos los subgrupos discretos normales I' de G permite

obtener salvo isomorfismo todos los grupos de Lie G a los cuales recubre (de
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forma que G=G/T').
Duda: Si TI' y I son subgrupos discretos normales isomorfos de G, ¢son

necesariamente G/T' isomorfo a G/T'? Respuesta: No. ;contraejemplo?

2.4.5 EJEMPLO

Sl={ze®:|z|=1} constituye un grupo de Lie con la multiplicacién de los
numeros complejos. La aplicacién

¢: (R, +)at —exp(i2nt)=cos 2nt+isen 2ntes’

es homomorfismo recubridor, cuyo nicleo es el grupo discreto Z de los numeros
enteros.

El ejemplo puede multiplicarse por si mismo tantas veces como se quiera.
El producto Td=Slx...x51 es un grupo de lie (el d-toro), y la aplicacidén

- producto: ¢d:Rd/Zd——er es aplicacién recubridora.

2.4.6

Busquemos todos los subgrupos discretos del grupo aditivo de R" para
determinar después todos los grupos que se dejan recubrir por él. Se tiene el
siguiente resultado:

Si T es un subgrupo aditivo cerrado y discreto de Rm,_entonces:
Existen (ul,...,ud)cﬁm linealmente independientes de forma que

F={m1u1+...+mdud: ml,...,mdeZ}

por otra parte, el cardinal d esta univocamente determinado por T.
Demostracién:

Es suficiente probar que I' es un grupo finitamente generado, ya que en-

tonces como no tiene torsién (por el teorema de clasificacién correspondiente)

serd grupo libre con rango d, y admite una Z-base formada por d vectores.

Si V es el subespacio de R" generado por I', elijamos (vl,...,vk)CF base
de V. Sea Fl el subgrupo aditivo (de T') generado por (V1""’Vk)' Podemos
identificar V con Rk, (V1""’Vk) con la base candnica y Fl con Zk. El espacio

Wk=Rk/Zk es compacto, y F/Flcvk. Probemos que l"/l"1 es finito:

En efecto, dado w+FleF/F1, existe un w’eQ=[O,1]knF tal que w’+F1=w+Ff
Si para cierto v+FleF/F1, el correspondiente v’e€Q coincide con w’, entonces

v+l"1=v’+1"1=w’+l"1=w+l"1

Asi se ha establecido una aplicacién inyectiva F/Fl———yQ. Si 1"/1"1 es in-
finito se concluye por ser Q compacto, que hay una sucesidén infinita wkeQ que
converge a weQ, (y Q&I') lo cual contradice el hecho de que T sea discreto.
Si 1"/1"1 ={w1+F1,...,wr+F1} entonces T estd generado por

(vl,...,vk,wl,...,wr)
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2.4.7 COROLARIO

Si G es un grupo conexo de Lie, cuyo recubridor universal es R" entonces
existe un entero 0=d=m de forma que G es isomorfo a %R .

En la siguiente lecciédn comprobaremos que este es el caso de todos los

grupos abelianos conexos de Lie.

2.5 E1l grupo de Lie $° como recubridor doble de SO(3).

La esfera 53, tiene estructura de grupo de Lie cuando se considera como
el conjunto de los cuaterniones unitarios:

S3={ZEH:|Z|=1)

recuerdese que H es el algebra asociativa real generada por (1,i,j,k) con
las relaciones 12=j2=k2=ijk=—1, y con el producto escalar ordinario que hace a
(1,i,3,k) base ortonormal positiva, se transforma en un espacio vectorial
euclideo orientado.
Llamando ﬁ=Span(i,j,k), un elemento aeH, se escribira de la forma: a=(ao,g)
con aoeR y Zeﬁ y la suma y producto de cuaternios adopta la forma, para a,beH:

a+b=(a +b ,5)+ B>), ab=(a b —Z.g, a B+ b a+ axB)
[0 0] 00 o} 0

Identificando SO(3) con el grupo de transformaciones ortogonales
SO(ﬁ) con determinante 1, se tiene:
Si qu*, entonces para cada xell es qxqfleﬁ y la aplicacidn:
p :Fox —>gxq R
es un elemento de SO(3). Por otr: parte, la aplicacidn:
p:H g —>pqe50(ﬁ )

*
es un epimorfismo con nicleo R . Finalmente, la restriccion:

p:S3aq——+pquO(ﬁ)

es un epimorfismo con nicleo (-1,1}.

Idea de la Demostracién:

* - -
Nétese que para qeH , xeﬁ es (gqxq 1)2=qx2q 1=x2=—[x|2, ya que si x es
cuaternio puro entonces x2 es real, y los numeros reales constituyen el centro
) *
del grupo multiplicativo H =H-{0} de los cuaternios. Asi p define una
a *
transformacién ortogonal en ﬁ que es homomorfismo. Ademdas p =id & geR .
q
Analicemos para qu3, la transformacién ortogonal p :ﬁ-—aﬁ, veamos que e€s
q
un giro:
2_ 2 12,2 . L . -2
Como |q| =qo+|q] , existe un Unico &ngulo # con q =cos ¥, |d|=sen ®.
Probaremos que p es un giro de eje orientado <3> y angulo 2 9.
4 > . . .
Supongamos por ejemplo d proporcional a i. Se tiene entonces:
gq=cos ¥ +i sen ¢

pq(i)=qiq_1=i (identidad en C=span(1,i))
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P (j)=qjq_1=(cos 9 +i sen ®)j(cos & -i sen ®)=j cos 29 +k sen 2¢
q

P (k)=qkq-1=(cos ® +1 sen 9)k(cos ¢ -i sen ®)=k cos 28 -j sen 2%
q

que corresponde a la representacién matricial del giro anunciado.m

En consecuencia

a) La aplicacién p:S3——+SO(3) es un recubridor de dos hojas para SO(3).
b) La aplicacidén
o -2q 2q

3 . . 3 2
P8 5q11+q2J+q3k—> 2q3 o —2q1 eso(3)

—2q2 2q1 o
coincide con dp(e) y define (por tanto) isomorfismo de 4lgebras de Lie.
2.6 E1 grupo $°x$> como recubridor doble de S0(4).

2.7 Los grupos de spinores Spin(n)} recubridores de SO(n)
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LECCION 1

§3 SUBGRUPOS Y SUBALGEBRAS.

3.0 Sobre Subvariedades, Hojas, y Distribuciones.

DEFINICION 3.0.1

Sea M es variedad diferenciable de dimensién n. Un subconjunto N de M se
dird variedad sumergida en M, si N admite una estructura de variedad diferen-
ciable, de forma que:

(1) La inclusién tyiN—M es inmersion.
Si se verifica ademds la condicidn:

(2) La topologia de N como variedad diferenciable coincide con la induci-
da por M.
se dird que N es subvariedad de M.

La propiedad notable, es que el hecho de ser subvariedad de M, depende

solo del subconjunto (abstracto) N de M, es decir si el subconjunto N tiene

estructura de subvariedad, esta es Unica.

Por necesidades técnicas, estableceremos un concepto intermedio hoja de

M, que mantiene la propiedad notable anterior:

3.0.2 DEFINICION
Un subconjunto N de la variedad diferenciable M, se 1lama hoja de
dimensién d<n, si para cada punto peN, existe una carta (U,¢) adaptada a N,

es decir, si denotamos X=(x1,...,xd), X=(X¢u’ ,X ), d+r=n:
n

(1) o(U)=UxU={(%,x): xell, xeU}, UR®, UR" abiertos, ¢(p)=(D,0)

(2) ¢(UnN) es unién de una cantidad a lo mds numerable de hojas Ux{c}, cel.

3.0.3 OBSERVACIONES

A) En estas condiciones, cada componente conexa de V de UnN se proyecta
por ¢ sobre una Unica hoja @x{;}, v ¢|V:V-——9®x{;} define una carta en N.

las cartas de N obtenidas por este procedimiento, constituyen un atlas
que da a N estructura de variedad diferenciable, y la inclusién

LN:N-—éM

resulta ser diferenciable.

B} Toda subvariedad diferenciable N de M (en el sentido de 3.0.1) es una
hoja, pues admite por cada punto una carta adaptada (U,¢) tal que ¢(UnN)} es
una Unica hoja @x{a}.

Se tiene para las hojas la siguiente propiedad universal:
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3.0.4 TEOREMA

Sea N una hoja de la variedad M, y P variedad. Considerese el siguiente
diagrama conmutativo:

¢

P ———N
;\ N
M
Si ¢ es diferenciable, se concluye que ¢ también lo es.

Demostracién:

Sea peP, ¢(p)=qeN, y (U,p) una carta de M adaptada a N. Sea W la
componente conexa de & (U) que contiene a p. Entonces $(W)cUnN es conexo por
caminos, y estid contenida por tanto en una hoja V=¢4T®x{;}). Pero entonces
¢o¢=(¢|v)o¢:W——e®x{;}C®x®, que es diferenciable por hipétesis, y como (V,¢|V)
es carta de N, ¢ es diferenciable en W.m

Prepararemos ahora una versién adecuada del teorema de Frobenius.

3.0.5 DEFINICION

A) Una distribucién d-dimensional sobre una variedad diferenciable M de
dimensién n (d<n) es una asignacién D que hace corresponder a cada punto peM
un subspacio Y(p) de dimension d de TpM, verificando la siguiente condicién de
diferenciabilidad: En un entorno U de cada punto existen campos (Xf...,X;)
con X;ei(U), tales que (X1(X)""’XA(X)) forman base de 9(x) para todo xeU.

B) Un campo XeX(M) se dice que estd en la distribucidén (Xed) si X(x)ed(x)
para todo xeM.

C) Se dice que D es involutiva, si para todo X,Yed es [X,Y]eD.

D) Una variedad integral de D, es una variedad conexa N sumergida en M
que verifica la propiedad:

TpN=D(p) para todo peN

Se dice que N es variedad integral maximal, si no existe olra que la contenga

estrictamente.

3.0.6 TEOREMA (de Frobenius)

Sea D una distribucién d-dimensional de la variedad diferenciable M con
dimensidén n>d. Entonces:
a) Son equivalentes las afirmaciones:

i) D es involutiva.

ii) Por cada peM, existe una variedad integral.
b) Por otra parte, si D es involutiva existe por cada punto peM una tnica
variedad integral maximal. Ademas, las variedades integrales maximales son

hojas de M. m
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3.0.7 OBSERVACION
La parte dura de la demostracién de 3.0.6 estd en probar que si 9 es
distribucién involutiva, en cada punto peM existe una carta (U, ¢) adaptada

a la distribucién, es decir (con la notacién de 3.0.2):

(1) oUW =lxu={(x,x): xeli, xeU}, GERd, USR™ abiertos, ¢(p)=(8,0)

(2) ¢ (Uix{c}), ceU son variedades integrales de J.

3.1 Subgrupos de un Grupo de Lie
3.1.1
Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo de Lie de G, es un subconjunto H de G
que tiene estructura de grupo de Lie de forma que la aplicacién inclusién:
LH:Haa——eaeG es monomorfismo de grupos de Lie.
Si la topologia de H como variedad diferenciable, coincide con la induci-

da como subespacio topolégico de G, se dice que H es subgrupo regular.

3.1.2

Los subgrupos regulares del grupo de Lie G, vienen caracterizados por ser
subgrupos abstractos H de G que son subvariedades diferenciables. En efecto:
a) Si H es subgrupo abstracto y subvariedad de G, entonces tiene estructura de
variedad diferenciable y las aplicaciones HxHa(a,b) ——abeH y Hsa —a 'eH son
diferenciables ya que son restriccién de GxGs(a,b) ——abeG y Goa —sa 'eG.

b) Reciprocamente,

3.1.3 _

Si Hy G son grupos de Lie, y ¢:H—G es un monomorfismo de grupos de
Lie, entonces ¢(H) con la estructura diferenciable que hace ¢:H-—>¢p(H)
difeomorfismo es un subgrupo de Lie de G.
3.1.4 EJEMPLO ‘
Fijado r>0, la aplicacién:

q):([R,+)at———)(exp(Znt),exp(ant))eT2

es un monomorfismo de grupos de Lie, y su imagen H es densa en G, cuando r es

irracional. H es pues un subgrupo de Lie no regular de T2.

3.1.5
Si G es un grupo de Lie con algebra de Lie g, entonces, la componente
conexa GO de G que contiene al elemento neutro eeG, es subgrupo de Lie abierto

de G, con la misma algebra de Lie g.
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3.2 Subalgebras de Lie
3.2.1 DEFINICION

Sea g un algebra de Lie. Una subdlgebra de Lie de g, es un subespacio
vectorial abstracto h que ademads preserva el corchete, es decir:

Si A,Beh = [A,Bleh
h tiene por si mismo estructura de dlgebra de Lie, y la aplicacién inclusién:
Lb:baA-—eAeg

es homomorfismo de algebras de Lie.
3.2.2

Si hy g son dlgebras de Lie, y ¢:h—g es un monomorfismo de algebras de

Lie, entonces ¢(h) es un subalgebra de Lie de g.
3.3 Relacion entre subgrupos y subalgebras.

3.3.1 TEOREMA
Sea G es un grupo de Lie y H subgrupo de Lie de G. Entonces b=TeH algebra
de Lie de H es subdlgebra de g=TeG dlgebra de Lie de G, y se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:
L

H——jiﬁ G

exXpy T Lb Texp
h——> g
es decir exp,=exp|h .En particular, si Aeh, el campo A _ec£(H) con R, (e)=4, se
H H H

obtiene por restriccién de Re£(G) a H

Finalmente, si H& y Hé son subgrupos de Lie conexos con la misma
subdlgebra de Lie b de g, entonces H1=H2 como grupos de Lie.
Demostracién:

Como LH:H-—eG es un homorfismo inyectivo entre grupos de Lie, y dLH(e)=
=Lb:b———eg es la inclusién, por 2.1.3 se concluye que h es subalgebra de Lie
de g, v el diagrama es conmutativo. En particular

aexp(tA)=a7A(t)eH para todo Aeh, aeH

Asi las curvas integrales de A, lo son de A, y los campos AH y A estan

H
LH—relacionados.

La Gltima afirmacién se prueba teniendo en cuenta que la conmutatividad
del diagrama implica que H1 y H2 tienen un entorno V de e en comin, y HlnH2 es

por tanto (usando traslaciones a la izquierda) un abierto y cerrado de Hl.l

3.3.2 TEOREMA
Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, y h una subdlgebra de Lie de
g. Existe entonces un tnico subgrupo de de Lie conexo H de G con &4lgebra de

Lie .
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Idea de la Demostracién:

Para cada aeG ba={m(a):aeb}=dLa(b) constituye un subespacio vectorial de
dimensién c=dim b de TaG’ y el conjunto D={XeX(G): X(a)eba para todo aeG},
constituye una subdlgebra de Lie del &algebra de Lie X(G). Para ver esto
basta observar que D estid R-generado por (ml,...,mc) siendo (A1""’Ac) base
de bh.

Por el Teorema de Frobenius (3.0.6) se concluye que hay una variedad in-
tegral maximal H por e (es decir TaH=f)a para todo aeH). Pero por ser D inva-
riante por traslaciones a la izquierda, se concluye que para todo ae€H, aH es
también variedad integral por a, y asi aH=H, vy ddH=H, por lo que H es un

subgrupo (abstracto) y hoja de G. La demostracién se concluye con el siguiente

3.3.3 LEMA:
Si H es subgrupo abstracto de un grupo de Lie G, y H es hoja de G,

entonces H es subgrupo de Lie de G.

Demostracién:
Basta observar que HxHa(a,b)-—aab_leH es la restriccién de GxGa(a,b)-—aab_leG,

y tener en cuenta la propiedad universal 3.0.4 de las hojas.

3.3.4 TEOREMA
Supéngase H subgrupo abstracto de un grupo de Lie G. Si H admite una

estructura de variedad diferenciable tal que t,:H——G es inmersidon, entonces

esta estructura es Unica, y hace a H subgrupo ;i Lie y hoja de G.
Idea de la demostracién:

Supéongase H dotado de tal estructura diferenciable, con dimensioén c, y
sea b=TeH. Sea ba=dLa(b) y D como en 3.3.2. Se trata de probar que LH:H-——eG
es variedad integral maximal de 3. Entonces por construccién aH es variedad
integral de ) para fodo a, y 9 serad distribucién involutiva, y por tanto hoja.
Apliquese ahora el LEMA 3.3.3.

El punto delicado de la demostracién estd en probar que no existe una

curva diferenciable 7:18——+G diferenciable con y(Ie)cH, 7(0)=e, o’ (0)eh. Si

asi fuera, tomando 7k:18——9H diferenciables yk(0)=e (7;(0),...,y’(0))
[o]
linealmente independientes, la aplicacioén:
155 (t ..., t ,t) — sy (£ )...o (t )y (t)eG
£ 1 c 1 1 c ¢

tiene imagen contenida en H y con "dimensién" c+1. No es posible.
Esto prueba (por traslacién a la izquierda) que baSTaH, y ambos coinciden
por razén de dimensiones. El resto de la demostracién es automatica.m=m

Uniendo este resultado a 3.3.3 tenemos:
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3.3.5 CORCLARIO

Todo subgrupo H de Lie de un grupo de Lie G es la hoja de una distribu-
cién D generada por traslaciones a la izquierda de su algebra de Lie h. En
particular aH aeG son las variedades integrales maximales de 9D, y en cada
punto xeG puede encontrarse una carta (U,¢) adaptada a la distribucién, con
w(x)=(5,a) donde cada hoja ¢ "(Ux{c}) cell es de la forma ¢(Un(aH)) para algun

aegq.

3.3.6 DEFINICION
Una carta como la anterior, se denomina carta de G adaptada H por x. Se

denomina a SC(¢)=¢-1(®x{c}) cel, hoja de ¢ a nivel c.

3.3.7

Si bien en una variedad diferenciable M puede haber variedades sumergidas
que no son hojas (piensese en la cldsica figura del 8 en Rz), el teorema ante-
rior afirma que no existen grupos de Lie sumergidos que no sean hojas.

El hecho notable es que toda la informacidén sobre un subgrupo de Lie H de
un grupo de Lie G, (topologia, estructura diferenciable ,...etc) puede dedu-
cirse del subconjunto H de G. Por tanto podria decirse ahora que un subgrupo

de Lie de G, es un subconjunto H que "hereda" de G estructura de grupo de Lie.

3.3.8 COROLARIO
Existe una correspondencia biyectiva entre las subdlgebras de Lie del

dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G, y sus subgrupos de Lie conexos.m

3.3.9

Supéngase G grupo de Lie simplemente conexo, y g su algebra de Lie, y
sean § subdlgebra de Lie de g, y H subgrupo de Lie de G, ligados por la
correspondencia anterior. ¢Es necesariamente H simplemente conexo?.

La respuesta es genéricamente afirmativa, para grupos de lie G resolubles
(existe r>0 con D'G={e}, siendo DG=[G,G]=Span{aba 'b :a,beG, D'G=D(D" 'G))
(Varadajan 3.18.2)

También es cierta para G arbitrario, y b ideal de g. (Varadajan 3.18.12)

3.4 Subgrupos cerrados.

El resultado fundamental, es que un subgrupo abstracto de un grupo de
lie, si es cerrado, entonces es subgrupo regular de Lie. Nuevamente experimen-
tamos el fendmeno de cémo, en un grupo de Lie una condicidén topoldgica implica

condiciones de diferenciablidad.
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3.4.1 LEMA

Si H es un subgrupo de Lie del grupo de Lie G, entonces si H es cerrado,
H es subgrupo regular.

Idea de la demostracién:

Si H es subgrupo cerrado, para ver que es subgrupo regular, bastaria en-
contrar alguna carta adaptada a H de una sola hoja. Tomemos de momento (U,¢)
carta adaptada por e a H, donde w(U)=®x6, w(e)=(6,6) y ¢(UnH) es unién de una
cantidad (a lo mds numerable) de hojas @x{g}. Como ¢(UnH) es cerrado, alguna
de estas hojas debe estar aislada (hay que usar el teorema de Baire), vy
proporciona por restriccién una carta de una sola hoja. =

Para ver el reciproco, -necesitamos el siguiente:

LEMA 3.4.2

Sea H es subgrupo de Lie del grupo de Lie G, si H es regular, entonces
existe por eeG una carta (U,¢) adaptada a H de forma que las hojas w—l(ﬂx{c})
definan clases diferentes de G/H para cada ce@.

Se denomina a (U,¢) carta regular adaptada a H por e.

Demostracién:

Como H es subvariedad regular, podemos tomar (U,¢) carta adaptada a H por e
de forma que el nivel o de ¢, SO=¢4(®X{6}) coincida con UnH. Sean W y V en-
tornos "culbicos" de e tales que

WWSU, Vvew
Entonces dos puntos a, beV con aH=bH estadn en la misma hoja de ¢, ya que
b_laeWnSO, y por tanto aeb((WnSo), pero b((WnSO) es un conjunto conexo de U

contenido en bH, y contenido por tanto en una sola hoja de ¢.m

TEOREMA 3.4.3
Si H es un subgrupo de Lie del grupo de Lie G, entonces H es regular, si y
solo si es cerrado.
Demostracidén

Si H es subgrupo regular de Lie de G, y no es cerrado, podemos suponer
que hay una sucesién a_en H con ak———ea. Podemos tomar por eeG una carta re-
gular (U,¢) adaptada a H . Asi (aU,Lao¢=¢a) es una carta regular por a adapta-
da a H, y todos los akeaU definen la misma clase H, y estadn en la misma hoja

¢;1(®x{cl}). Por continuidad aew;l(ﬂx{cl}), y define la clase H. Asi aeH.

3.4.4 TEOREMA
Si H es un subgrupo abstracto del grupo de Lie G una condicidén suficiente
para que H sea subgrupo regular de Lie, es que exista b subespacio vectorial

de TeG y entornos U de O en TeG’ y U de e en G tal que exp:U—U es difeomor-
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fismo y
exp(Unh)=UnH

En estas condiciones b es el dlgebra de Lie de H.
Demostracién:

De hecho es posible dar a H una estructura de variedad diferenciable que
hace a H subvariedad de G. Basta para ello tomar la carta

0 '=exp: Unh —sUnH

y el atlas u={(Ua,¢a): aeH} con Ua=(Hn(aU), ¢a=¢oLa—1

Por 3.3.4 se concluye que H es subgrupo de Lie.

3.4.5 TEOREMA

Sea H un subgrupo cerrado .abstracto del grupo de Lie G. Entonces H es
subgrupo de Lie regular de G.

Demostracién:

Sea g el 4lgebra de Lie de G. Se considera h={Aeg:exp(tA)eH, VteR}. Se
trata de ver que H y b estdn en las condiciones de 3.4.2. Probar esto, es de-
licado, y necesita de la ayuda de algunos resultados técnicos que pueden pro-

barse facilmente si se usa el siguiente esquema gradual:

3.4.5.1 Supdéngase A,Beg entonces
a4
dt't=0

3.4.5.2 Supéngase g=aeb. La aplicacién:

exp(tA)exp(tB)=A+B

g=aebzaxbs (A,B) ——exp(A)exp (B)eG

define un difeomofismo en un entorno del origen.
3.4.5.3 Si A,Beg, entonces para [t|<e,

exp(tA)eXp(tB)=eXp(t(A+B)+O(t2))
donde 0(t%)/t® es una funcién acotada.
3.4.5.4 Para A,Beg y todo teR se tiene
t t )0
lim {exp[—H—A]exp[—H—B]} =exp(t (A+B))

Esta Gltima férmula, y el hecho de que H sea cerrado, permite probar que
si A,Beb entonces A+Bebh, y en particular que h es subespacio vectorial de g.
3.4.5.5 Supongamos que hay una sucesién (Ak) (en g) tal que:

exp(Ak)=akeH, y (Ak)——ao

tomando (una norma en g y) una subsucesidén, podemos suponer que Ak/HAkH=Xk es
sucesién convergente hacia Aeg. Se concluye entonces que Aeh.

La demostracién del teorema se concluye asi: Si h=g, entonces, no hay

nada que probar. Supdngase pues que bh#g.
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Si no existe U entorno de Oeg con exp:U—U difeomorfismo y exp(Unh)=UnH,

entonces podemos asegurar la existencia de la sucesién A, en g-h verificando

las hipétesis de 3.4.5.5. Sea b un subespacio complemintario de b en g.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Akéb para todo k (caso

contrario, usando 3.4.5.5, se concluiria que hay una direccién de b en bh).

Usando 3.4.5.2, podemos admitir que hay un difeomorfismo
bewbs(A,B)-—eexp(A)exp(B)eV

donde Wb’ Wb son entornos de O en h y b, y V entorno de e en G.

Asi para k suficientemente grande se tiene que a =exp(Ak)eV

k
Haak=exp(Xk)exp(Bk) para Xkeb, y Bkeb

pero com H es subgrupo (abstracto) se concluye que exp(Bk)eH, y por 3.4.3.5 se

concluye (nuevamente) que hay una direccién de b que estd en b, lo cual con-

tradice hnb={0}.

3.4.6 COROLARIO

Sea H subgrupo cerrado del grupo de Lie G, y b subdlgebra de Lie del al-
gebra de Lie g de G. Entonces (por 3.4.3) H es subrupo regular de Lie, y b es
el dlgebra de Lie de H si:

a) Si y’(0)ebh para toda curva W:IC-—%HCG diferenciable con y(0)=e.

b) exp(A)eH para todo Aeb.
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4 Los Grupos DE LIE CLAsICOS.
4.1 A vueltas con los cuaternios H=R@ﬁ

4.1.1
. 2> s L = 2 . .
Si a=a0+aeH al cuaternio a=ao—a se le denomina conjugado. La aplicacidn
conjugacién Hsa—aeH es un (anti)isomorfismo de cuerpos (anti-involucién).
4.1.2
Un cuaternio es real, si y solo si coincide con su conjugado, es decir
acRea=a
4.1.3
. 2 p P s
Si a=a +acH, se llama médulo de a al real positivo |a] que verifica:
2_.2 22
|a|“=a’+|a
]

2~ — . . -1_a
Se prueba que [al =aa=aa. En particular se tiene para a#0: a =—.n
a

l

Un cuaternio es puro, si y solo si su cuadrado es un real negativo.

4.1.4

. . . 2 2
Concretamente, se tiene la equivalencia: aeh o a =-|al”.

4.1.5
Se llama involucién principal de H a el isomorfismo de cuerpos
Hsa —a=jaj ‘eH
Si aeH, a se llama involuta de a. La involucién principal conmuta con la
conjugacién, y la composicién de ambas, se llama reversioén, es decir:
Hoa —a =a =aeH
que es un anti-involucién.

Si aelC, entonces el reverso a de a coincide con a.

4.2 Los grupos GL(n,K) con K=R 6 C é H.
Los grupos de Lie GL(n,R) y GL(n,C) ya han sido presentados en 1.2.2 asi
como sus correspondientes algebras de Lie gl(n,R), gl(n,C) en 1.8, siendo la

aplicacién exponencial exp:gl(n,K) —GL(n,K) la exponencial usual de matrices.

4.2.1

Por una parte GL(n,C) se puede sumergir candénicamente como subgrupo

de Lie de GL(2n,R) mediante el monomorfismo ¢:GL(n,C) —GL(2n,R) establecido
en 2.1.4.

Analicemos ahora como sumergir GL(n,H) en GL(2n,C).
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4.2.2 ESPACIOS VECTORIALES A DERECHAS.

En adelante, por conveniencia, consideraremos espacios vectoriales V
sobre K a derechas, es decir, la multiplicacién de vectores y escalares se
denota por

VxKa (v,A) —vaeV
esto no es ninguna banalidad, cuando el cuerpo K es no conmutativo. Por
e jemplo, tomando W=Hn, podremos identificar el algebra de endomorfismos 1li-

neales de V, gl(n,H), con las matrices CeM(n,H), identificando C con la apli-

n z1 z1 n
Cﬁis[l]——eC[l]eH
z z

n
Asi GL(n,H), es un grupo que se identifica con el conjunto de matrices de

caciodn:

M(n,R) que definen isomorfismos lineales.

4.2.3 TSOMORFISMO CANONICO H"-—g2".
Hay una identidad fundamental:
x0+x11+yOJ—y1k=(x0+x11)+J(y0+y11)=X+Jy, con x=x +x 1, y=y0+ylleC

que permite definir un isomorfismo C-lineal candnico:

Hnaz——e[x]eczn,
y
% n % YN n
siendo z=[1 ]=x+jyem , con x=[2 ], y=[2 eC.
zn Xn yn

4.2.4 INMERSION CANONICA GL(n,H) —GL(2n,C)

Mediante el isomorfismo anterior, es posible identificar canénicamente
GL(n,H) con un subgrupo de GL(2n,C). En efecto, una matriz Cegl(n,H) se
escribe en la forma C=A+jB, con A,Begl(n,C), si z=x+jyemn, se tiene:

Cz=(A+JB) (x+Jjy)=(Ax-By)+j (Ay+Bx)

ya que como es obvio jb=5j para beC. Asi denotando por C_. la matriz:

B C
_[A -B
Ce= [B A ]
se tiene la conmutatividad del diagrama:

Hn C Hn

| ¢ |

CZn C CZn

donde las flechas verticales denotan el isomorfismo candénico 4.2.2.
La aplicacién:

¢:GL(n,H)sc —>c_eGL(2n,C)

C
define entonces un homomorfismo inyectivo de grupos, que permite sumergir
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GL(n,H) como subgrupo cerrado de GL(2n,C), que clasicamente se denomina:
im ¢={c=[ Z _2 ]:a,beGL(n,C)}=U*(2n)
y la aplicacién:
¢:g[(n,H)aC——eccegI(Zn,C)
es homomorfismo inyectivo de &lgebras de lie, que permite identificar, el
4dlgebra de Lie gl(n,H) de GL(n,H), con una subalgebra
A -B

im ¢ =u*(n)={Cc=[B A ], A,Begl(n,C)}

de gl(2n,C).
La razén uUltima de estas afirmaciones estd en que se verifica la
conmutatividad del diagrama
GL(n,H) —¥——GL(2n,C)
expT Texp
g[(n,H)-———gL—egI(Zn,C)

es conmutativo. en particular, debe ser ¢=dg(e).

4.3 Los grupos unimodulares SL(n,K)
La Gnica funcién determinante que aqui vamos a considerar es la funcién
det: gl(n,C) —C
Si Aegl(n,K) para K=R 6 H, det A denota el determinante de la representacién
de la matriz A, asi podemos definir el grupo unimodular

SL(n,K)={aeGL(n,K): det a=1}

candénica compleja AC
que resulta ser subgrupo cerrado de GL(n,K).

Su algebra de Lie puede describirse por:

sl(n,K)={Aegl(n,K): traza(A)=0}

donde traza A es la traza de la representacién compleja de la matriz A.

En efecto, si Aesl(n,K), entonces para todo teR, es

det (exp(tA))=exp(traza(tA))=exp(0)=1

lo cual indica que s[(n,K)STISL(n,K).

La otra inclusién se obtiene por razén de dimension (real):

a) En el caso K=R K=H, la aplicacién la traza es siempre real es decir:

traza:gl(n,K) —R
es una forma R-lineal y por tanto sl(n,K) es hiperplano, ya que
-B

traza [g x }= traza(A)+traza(A)=2Re(Traza A), para todo A,Begl(n,C)

Notese por otro lado, que también en este caso la aplicacién determinante
es real, pues det(exp C)=exp(traza(C))eR para Cegl(n,K), esto es cierto en un

entorno de I, y por traslaciones a la izquierda, en un entorno de cada punto.
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b) En el caso K=C, sl(n,C) tiene codimensién real 2, lo mismo que SL(2,C) que
es una hipervariedad compleja de GL(n,C).
4.4 Espacios lineales métricos E=K" s K> s Kp,q, KP4
p p sp sp

Un espacio lineal métrico, es un espacio vectorial E dotado de un

producto "escalar"
ExEs (u,v) —<u, v>eK

que verifica, las propiedades:
1) <u,v+w>=<u,v>+<u,w>, <u,WA>=<u,w>X para todo u,v,weE, 2AeK
2) <u,v>=0 para todo veE, implica que u=0.
3) Alguna de las siguientes propiedades, para todo u,vek:

a) <v,u>=<u,v> (Ortogonal)

b) <v,u>=-<u,v> (Simpléctico)

c) <v,u>=<u,v> (Hermitiano)

d) <v,u>=-<u,v> (Hemihermitiano)

Notese que <,> es siempre R-bilineal, y si K=R, E es espacio lineal
ortogonal, o simpléctico. En el caso K=C los productos ortogonales son

necesariamente simétricos ya que si aeC, a=a.

MODELOS ESTANDAR
Considerese n,p,q enteros no negativos con n=p+g>0. Sean z,weKn:

4.4.0 Considérense las siguientes matrices:

4.4.1 Modelo K; , €s K" dotado del producto ortogonal:

~ ~ t
<z,w>=—§ ZW+ Z zbwb=z I W
a a
1 p+1 p,q

4.4.2 Modelo R; , es K" dotado del producto Hermitiano

n
- = -t
KZ,W>= —i ZW+ Z zbwb= z I W
a a
1 p+1l p.q

4.4.3 Modelo Kzéq, es KZn dotado del producto Simpléctico:
<z w>¥ —i {Zw -z w}i+ i Zw -2 wi=z'J W
’ L a p+ta p+a a Ly b gq+tb q+b b pP,.q

Denotamos K2§n=Kig que es el modelo simpléctico candnico

2

4.4.4 Modelo Kzéq es K T dotado del producto hemihermitiano

n

- - - - -t
<z,w>=§ {zw -z w}i+ Z {zw -z wli=z J W
a pta p+a a b g+tb qg+b b p,d

Denotamos K

0,n_=2n . Lop s P
=KS que es el modelo simpléctico candnico

sp
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4.4.5 PROPOSICION
Suponiendo implicitas las identificaciones candnicas, para z,we@n se
tiene la identidad:

<z, W>(En =<z ,W>IR2n +i<z, W>|Rp,q
p 2p sp

Demostracion:

. . _-h n
Sean z=x+yi, weu+vieC , x,y,u,veR
_ n_ n
<Z,W>=n= —i ZwW+ z ZW= —i x -i u +iv )+ z X -i u +iv )=
T C a a b b ( a ya)( a a) ( b yb)( b b)
P 1 p+1l 1 p+1
n
== (xu+y v )+i{x v -y u )}+ z xu+y v )+i(x v -y u )}=
i{aayaa aayaa) {(bbybb bbybb
1 p+1l
2n +i<Z,W>Rp,q
2p sp

=<z s W>[R

4,4.6 PROPOSICION
Suponiendo implicitas las identificaciones candnicas, para z,weHn, se
tienen las identidades:

<Z,w>=n =<Z,W>=2n +j<Z,W>®p,q

H C
P 2p sp
<Z’W>Hn =<Z,W>®2n +j<z,w>6p,q
P 2p sp

Demostracion:

Lo probaremos solo para el caso p=0. Sean z=x+jy, weu+jveH, x,y,u,ve@n:
n _ n _ _ n _ _ _ _
< - = = — ] 3 - - s = s _ .
Z’W>IH:; Z Zawa z (Xa yaJ)(Ua"'JVa) Z {(Xaua ya(‘J‘J)Va)+(XaJVa yaJua)}
teniendo en cuenta que cj=jE para todo ceC, resulta:
n
<Z,W>=n =z {(xu+y v )+j(x v -y u )}=<z,w>=2n +j<z,W> n,0
H aa "aa aa“aa C C
o 1 o] sp
Por otra parte

n

n n
<z,W>n = Z ana=; (xa—yaj)(ua+jva)=; {(xaua+yava)+j(§ava—§aua)}
4.4.7 NOTA ’
Si E es un espacio vectorial métrico, puede probarse que necesariamente
es isométrico a alguno de los modelos estandar K; N E; , Ki; s Ei; . Es decir,

hay una base respecto a la cual el producto tiene la expresidén correspondiente
en coordenadas. En particular llamamos la atencién sobre el hecho de que todos

los modelos simplécticos Kzéq (respectivamente Egéq) son isométricos.
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4.5 Grupos de Lie de Isometrias lineales G(E), y sus algebra de Lie g(E).

»d
Pl P, d = P

los Kp ) Ksﬁ . Sea E’=E 6 E, y m=dim(E’ )=(n 6 2n segin los casos).

Sea E alguno de los espacios lineales métricos Kg, Kz y Y E alguno de

El grupo
G(E’ )={aeGL(m,K):<az,aw>=<z,w> Vz,weKm}
Sea g es la matriz que define el producto, es decir:
<z,w>=ztg w (para E’=E) 6 <z,w>=£tg w (para E’=E)
entonces se tiene:
4.5.1 TEOREMA
G(E)={aeGL(m,K):§tg a=g}, G(E)={aeGL(m,K):a*g a=g} (siendo a*=5t)

En particular, G(E’) es un subgrupo cerrado de GL(m,K), y por tanto subgrupo
de Lie.

Por otra parte, el 4dlgebra de Lie g(E’) viene dada por:

a(E’ )={Aegl(m,K): <Az, w>+<z, Aw>=0, Vz,weKm}

es decir:
a(E)={Aegl(m,K): A'g+gA=0}, g(E)={Acgl(m,K): A g+gA=0}
Demostracion:
Haremos la demostracién para el caso G=G(E). Sea e=(e1,...,em) la base ca-

nénica de K". Se tiene:
. s —t P —t .
aeG & <ae ,ae>=g Vi,jea ga=g  Vi,jeaga=g
i B i) i j Ui

en donde a, denota la columna i-ésima de la matriz a. Probemos ahora la
1

igualdad:
T G={Aegl (m,K) : <Az, w>+<z, Aw>=0, vz, wek™}
En efecto: Sea AeTIG, y (—e,e)at-—eateG curva diferenciable con _gf_ t_~0at=A.
Se tiene entonces Vz,weKm:<atz,atw>=<z,w>=cte, por tanto
d d d
= < >=< — >+< _ >=< >+< >
T 't:o a.z,a w=< - Itzoatz,w <z, ¢ |t=0atw Az ,W>+<z, Aw
Reciprocamente, si aegl(m,K) es tal que <Az,w>+<z,Aw>=0, demostraremos que la
funcidén Kat-—»<eAtz,eAtw>eK es constante Vz,weKm. Para ello basta comprobar
d At At .
que _af—|t=r <e" "z,e w>=0 VYteK. En efecto:
d_ <eAtz eAtw>—li—- eA(t_T)z eA(t—T) >-11—- <eAtz’ eAtw’>
dt lt=r ’ Tat |t=0 ’ WPETE |t=0 ’

. At At .
siendo z’'=e z,Ww =e w. Por tanto se tiene:

d At At y oy
TTE-|t=r <e' z,e wW>=<AzZ’ ,w’>+<z’ Aw’>=0

Por Gltimo demostremos la igualdad

{Aegl(m,K) : <Az,w>+<z, Aw>=0, Vz,weK™}={Aegl(m,K): A'g+gA=0}
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Si Aegl(m,K), 1la condicién <Az,w>+<z,Aw>=0, Vz,weKm,equivale a que se
verifique para z=e,, w-eJ y esto equivale a A*g+g A=0, ya que:
<Ae ej>+<e Ae >= (Ae )t g e, + e g(AeJ)—
Flla (A ) Col (g)+ Flla (g) Col (A)= (A g+g A)

4.6 LISTA DE GRUPOS LINEALES CON SUS ALGEBRAS DE LIE
Considerese n,p,q enteros no negativos con n=p+g>0.

Todos los grupos dque aqui se van a considerar son candénicamente
isomorfos a subgrupos cerrados (de Lie) de GL(m,C). Las correspondientes
letras géticas indican el &lgebra de Lie del subgrupo que siempre serd una
subdlgebra de Lie (real!) de gl(m,C)

4.6.1 Grupos Ortogonales:

GRUPO: O(p,q,K)=G(K™)={aeGL(n,K):a'I_ a=I_}
p P,q4 P.,q

A+A =0 Aegl(p, K)}

(A
ALGEBRA DE LIE: o(p,q,K)—{[B )eg[(n K): c+Ct=0 Ceal (q.K)

ISOMORFISMO: O(p,q,K)20(q,p,K)
CASO PARTICULAR:
GRUPO: O(n,K)=0(0,n,K)= {aeGL(n,K):a*=a""}
ALGEBRA DE LIE: o(n,K)={Aegl(n,K):A+A*=0}
SUBGRUPO ESPECIAL:
GRUPO: S0(p,q,K)=0(p,q,K)nSL(n,K).
ALGEBRA DE LIE: so(p,q,K)=o(p,q,K)
ISOMORFISMO: SO(p,q,K)=S0(q,p,K)
CASO PARTICULAR:
GRUPO: SO (n,K)=0(n,K)nSL(n,K).
ALGEBRA DE LIE: so(n,K)=o(n,K)

DESCRIPCION SEGUN K=R, C, H:

ORTOGONAL REAL: K=R.

GRUPO: O(p,q)=0(p,q,R), SO(p,q)=0(p,q)nSL(n,R)

det a>0 aeGL(p,R)
C.C. identidad: SO'(p,q)= {[b d]eSO(p q): det d>0 deGL(q,R)} (ver 4.6.8)

GRUPO: 0(n)=0(n,R), SO(n)=0(n)nSL(n,R).
C.C. identidad: SO(n) (ver 4.6.7)
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ORTOGONAL COMPLEJO: K=C
0(p,q,C)=0(n,C), SO(p,q,C)=S0(n,C) (ver Nota 4.4.7)

ORTOGONAL CUATERNISNICO: K=H.
GRUPO: o*(2p,2q)=o(p,q,H)go(n,H)=o*(2n)=0(2n,c)nc(ézg) (ver 4.4.4 ¢))
A "E ]. A;Begl(n,f) }
B A | A"+A=0, B"-B=0
C.C identidad: SO (2p,2q)=SO0(p,q, H)=S0(n,H)=S0" (2n)
ALBEBRA DE LIE: so (2n)={Ceo (2n): Traza(C)=0}

ALGEBRA DE LIE: o*(2n)={[

4.6.2 Grupos Unitarios

GRUPO: U(p,q)=G(C™)={aeGL(n,C):a’I_ a=I_ }
p P,q4 P,q
*.

*
ALGEBRA DE LIE: u(p,q)={[ g g ]eg[(n,@): A+A*=0, Aegl(p,C) ]}
C+C =0, Cegl(q,C)

SUBGRUPO ESPECIAL: SU(p,q)=U(p,q)nSL(n,C)

¥*.
ALGEBRA DE LIE: su(p,q)={[ g g ]eu(p,q):Traza(A)+Traza(C)=O}

CASO PARTICULAR:

GRUPO: U(n)=U(0,n),
ALGEBRA DE LIE: u(n)={Aeg[(n,C): A+A*=O}

GRUPO: SU(n)=U(n)nSL(n,C).
ALGEBRA DE LIE: su(n)={Aeu(n): Traza(A)=0}

o T

GRUPO: U*(Zn)={c={ ]:a,beGL(n,®)>=U*(2n)

a
b

> ol

ALGEBRA DE LIE: u (2n)= {[ g - )eg[(Zn,C): A,Beg[(n,@)}

SUBGRUPO ESPECIAL:
GRUPO: SU” (2n)=U"(2n)nS1(2n,C)

ALGEBRA DE LIE:.su*(Zn)={[ g _§ ]eg[(Zn,C): Re(Traza A)=O}
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ISOMORFISMOS ELEMENTALES:
U(p,q)=U(q,p). SU(p,q)=sU(q,p)
U*(Zn)%GL(n,H) (ver 4.2.3)
sU”(2n)=SL(n,H) (ver 4.2.3)
SU(2)25°cH"

4.6.3 Grupos Simplécticos
. - 2n, _ .t _ o - P.d
GRUPO: Sp(n,K) G(Ksp) {aeGL(2n,R):a Jna—Jn}—Sp(p,q,K) G(IKSp )

t

ALGEBRA DE LIE: sp(n,K)={[ g _it]egI(Zn,K): B=B", c=c', A,B,Ceg[(n,K)}

K=C,R

GRUPO: Sp(p,q)=G(ﬂ;)=U(2p,2q)nSp(p,q,®) (ver 4.5.5 b)

A B'D EY A,Degl(p,C)

i _J| B C_LE F [ C,Fegal(q,C
ALGEBRA DE LIE: sp(p,q)—{ 5 £ A Bt AvA =0 D+DE=O
E-F-B C C+C =0 F+F =0

GRUPO: Sp(n)=Sp(O,n)=G(ﬂ2)=U*(2n)nU(2n) (ver 6.5.7)
A -B ]_ A,Begl(n,c)}

ALGEBRA DE LIE: Sp(n)={{ B A N
A+A =0

4.4.4 IDENTIDADES NOTABLES

a) U(p,q)=0(2p,2q)nSp(p,q,R) cuando Ulp,q)c<GL(2n,R) (ver 6.4.5)

b) Splp,q)=U(2p,2q)nSp(p,q,C) (ver 4.4.6)

c) O*(Zp,2q)=0(2p,2q,®)nG(@zéq) (ver 4.4.6)

Las identidades se prueban inmediatamente con ayuda de 4.4.5, 4.4.6 y el
siguiente
LEMA:

Sea (E,< , >) un espacio lineal métrico, y ¢:E—E una biyeccién que
preserva el producto, es decir: <¢u,¢v>=<u,v> Vu,VveE.

Entonces necesariamente ¢ es isomorfismo lineal.
Demostracién:

probemos por ejemplo que ¢(u+v)=¢(u)+¢(v). En efecto, part todo weE es:

<p(utv)-¢(u)-¢(v),p(w)>=<p(u+v), ¢ (W)>—<p(u), p(w)>—<p(v),p(w)>=
=<u+v, Ww>—<u, w>—<v,w>=0

como ¢(w) es arbitrario en E se concluye de 4.4 1) que ¢(u+v)-¢(u)-¢(v)=0.
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Andlogamente se prueba ¢(ur)=¢(u)r YueE, VYaeK.

4.6.5 PROPOSICION

Si c=[ Z —g ], a,beGL(n,C) entonces se tiene la equivalencia:
cel(2n)eceSp(2n,C)
Es decir:
U"(2n)nU(2n)=U" (2n)nSp (n, C).
Demostracién:

Se demuestra sin dificultad que la condicién ctJnc=Jn equivale a c*c=I2n que

equivale finalmente a:
—bta+atb=0, btl—)+at5=In
4.6.6 COROLARIO
Sp(n)= U(2n)nSp(n,C)=U" (2n)nSp(n,C)=U" (2n)AU(2n).

Demostracién:

La primera igualdad es consecuencia directa de la identidad 4.5.5 b) para
p=0, g=n. La segunda igualdad de la proposicién anterior.

4.6.7 PROPOSICION

La componente conexa de la identidad del grupo 0(n) es SO0(n).

4.6.8 PROPOSICION
La componente conexa de la identidad del grupo O(p,q) (p>0, g>0) es

+ a2 ¢ _ det a>0 aeGL(p,R)
S0 (p’q)_{[b d)ESO(p’q)' det d>0 deGL(q,R)’
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LEccIon T

85 REPRESENTACION ADJUNTA. GRUPOS ABELIANOS.

5.1 Representaciones lineales.

Una representacién lineal de un grupo de Lie G sobre un espacio vectorial
V es un homomorfismo p de G en el grupo de automorfismos GL(V). La representa-
cidén se dice fiel, si p es monomorfismo. En este caso, G puede identificarse
con el subgrupo p(G) de GL(V).

Una representacién 1lineal p de G en V, induce funtorialmente Ila
representacién p =dp(e):g9-—gl(V) del 4dlgebra de lie g de G, en el algebra de
lie gl(V) de los endomorfismos de V.

5.2 Representacién adjunta.
Veremos aqui, que dado un grupo de Lie hay una representacién canénica
sobre su algebra de Lie:

Si aeG, la aplicacién Ca:Gax-—aaxafleG, es evidentemente un isomorfismo
(automorfismo) y se denomina automorfismo de conjugacién definido por a. Usan-
do 2.1.3 se ve que Ada=dCa(e) es un automorfismo de g y el diagrama que sigue

es conmutativo:
C
G—2 G

exp T Ada T exp
g——8
La aplicacién Ad:Gaa-—eAda=dCée)eAut(g)cg[(g) se denomina representacién ad-~

Jjunta, veamos que es una representacién:

5.2.1 TEOREMA
La aplicacién Ad:Gaa——eAda=dCa(e)eGL(g) es un homomorfismo de grupos.
Denotando por ad=dAd(e), se verifica la conmutatividad del diagrama:

c—Ad GL(g)

0 k
exp exp , es decir, Ad = jﬁi&&L
exp(A) k!
ad k=0
g ———— gl(g)
La Unica dificultad de la demostracién estd en probar que Ad:G—GL(g)
es diferenciable.
Denotamos para Aeg ad(A)=adA:gaB——+adABeg se tiene el siguiente
5.2.2 TEOREMA
: _d| _
Si A, Beg entonces adAB__E% tzo[Adexp(tA)B]'[A’B]'
Demostracién:
Si X, Y son campos de vectores en una variedad:

4 4 d
%, (p)= S )tzo[d(x_t)[Y(xt(p)]]-E ]t=0[d—s IS=O[X_t[YS(Xt(p))]]]
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donde Xt’ YS representan los flujos de X e Y.

En particular, si A,Beg, es At(x)=xexp(tA),...etc se tiene:
d d
[A,B]=[A,B](e)=-a€ |t=0[_a§ ‘S=0[exp(tA)exp(sB)exp(—tA)]]=
_d _|d _ _
-4 |t=0[AdeXp(tA)(B)]—[d—t e Adexp(tA)] (B)=[d(Ad) (A)] (B)=ad 5. m
5.2.3

Si G es subgrupo de Lie de GL(n,R), entonces para cada aeG y Xeg se tiene
que aXa ‘eg y ademas,

Ada:gaX-—aaXa_leg

5.3 Grupos Abelianos conexos de Lie.
5.3.1 Centro de un Grupo
Se llama centro de un grupo de Lie G al subgrupo
Z2=2(G)={aeG: ax=xa, VaeG}={aeG:Ca=id}
que resulta ser subgrupo cerrado normal (y abeliano) de G.

Si G es conexo, entonces la condicidn Ca=id equivale a Ada=dCa(e)=id, por

lo que el centro Z resulta ser el nlGcleo de la representacién adjunta
Ad:G —GLI(g)

Asi la representacién adjunta permite sumergir un grupo de Lie G con cen-
tro trivial como subgrupo de Lie del grupo de automorfismos de su &lgebra de
Lie g.

Si G es abeliano, entonces Z2(G)=2Z, y Ca=id:G-—eG para todo aeG, por tanto
dCa= Ada=id:g-——eg, y Ad es constante, asi ad=dAd(e)=0 y esto significa que
[A,B]=0 para todo A,Beg. Se dice por esto que el algebra de Lie g es trivial o

abeliana. Reciprocamente:

5.3.2 TEOREMA

El centro Z=Z(G) de G tiene por dlgebra de Lie el centro de g, es
decir la subdlgebra 4(g)=4={Ceg:[C,A]=0, VYAeg}. En particular, si G es
conexo, G es abeliano, si y solo si g es abeliana.
Demostracién:

Como Z es cerrado, es subgrupo regular de Lie. Si Ce3, sea c=exp(C)

vl kKT 1 ..k
dCC(e)=AdC=Ad(exp C)=exp(adc):ZgET(adC) :ZJET(O) =id: g ——g.
por tanto, Cc=id:G-—9G y ceZ. Esto prueba que 3£TeZ. Reciprocamente, si T(t)
|t,<e €es una curva en Z con T’(O)=C€TeZ, entonces como Cr(t)=id’

- _s _ _d _
Adr(t)_dct(t)_ld’ y adc—dAd(e)(C)——a€ |t=O[Adr(t)]_O’ luego Cej.m
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El centro 3 del &algebra de Lie g es el nicleo de la aplicacién adjunta
ad: g —al(g)
asi, toda algebra de Lie con centro trivial, puede sunergirse mediante el
operador ad como subdlgebra de su propia algebra de endomorfismos.
5.3.3 COROLARIO
Si A,Beq y [A,B]=0 entonces exp(A+B)=exp(A)exp(B)
Demostracioén:
Sea h el algebra (abeliana) de Lie generada por A y B, y H el subgrupo de
G cn &algebra de Lie h. Por 5.2.2, H resulta ser abeliano, por tanto:
T(t)=exp(tA)exp (tB)=exp(tB)exp(tA)
define un homomorfismo T:R——H (t(t+s)=t(t)T(s)) pues H es abeliano. Como

T’ (0)=A+B, es concluye que T(t)=exp(t(A+B)) m

5.3.4 OBSERVACION

El producto de grupos de Lie abelianos, es obviamente abeliano. En parti-
cular se define el d-toro T%=§'x...x5' (d factores) donde Sl={zeC*:|z|=1} es
subgrupo (cerrado) del grupo multiplicativo C*. Nétese que Sl también puede
verse como cociente $'=R/Z.

Un modelo pues de grupo abeliano es TanWd. Comprobaremos que son los

Unicos posibles.

5.3.5 Clasificacidén de grupos abelianos conexos de Lie

5i G es un grupo abeliano conexo de Lie, su algebra g de Lie es abeliana,
y la aplicacién exponecial exp:g-—G resulta ser un homomorfismo (por 5.3.3),
tomando en g la operacidén suma. Ademds, usando como G estd generado por
cualquier entorno del elemento neutro, se concluye que es suprayectivo,
ya que para cada a€G existen A1""’Ar con

a=exp(A1)...exp(Ar)=exp(A1+...+Ar)

El nlcleo D=ker(exp) resulta ser un subgrupo cerrado y discreto de g. Asi
G es isomorfo a g/D. Como g=(Rm+), el problema de clasificacidén de grupos abe-
lianos se reduce a clasificar los cocientes R"/T siendo ' un subgrupo aditivo
cerrado y discreto de Rm, cosa que ya se hizo. Se tiene por tanto, el
siguiente resultado:
TEOREMA:

Si G es grupo abeliano de Lie de dimension m, entonces existe un entero

O=d=m de forma que G es isomorfo a T xR"°.
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$86 GRuPOS COCIENTE

6.1 Subgrupos normales.

Una subdlgebra de Lie h de g se llama ideal de g si para todo Aeh y todo
Xeq se verifica que [A,X]eh, es decir, b es subespacio invariante por adx,
para todo Xeg. Se tiene el siguiente resultado
TEOREMA

Sea H subgrupo de Lie conexo de G, con 4lgebra de Lie h. Supongase G
conexo. Entonces, H es subgrupo normal, si y solo si b es ideal de g.
Demostracioén:

Supéngase b ideal de g. Es suficiente probar que xax_leH para x=exp(X)eG,

a=exp(A)eH, con Xeg, Aeh. Usando la conmutatividad de los diagramas se tiene:
C

c—* & ¢ —24 61(g)
exp T Ad T exp exp T T exp
X ad

a————9 a——al(g)

0 k
-1 N _ _ _ ad(X)
xax —Cx(a)—CX(exp A)= exp(AdxA)—exp[(exp adx)(A)]— exp {[k—6~ET———]A}eH.
ya que por hipétesis h es invariante por adx.
Reciprocamente, Si H es normal, entonces para todo Xegq, y Aebh, se verifi-

ca que exp(tX)exp(sA)exp(-tX)eH por tanto:

[X,A]=-g€ t=0['g§ S=O[exp(tX)exp(sA)exp(-tX)]]eH
6.2 Espacios cociente

Supondremos que H es subgrupo cerrado de Lie del grupo de Lie G.

Se trata de dar estructura de variedad diferenciable al espacio G/H de
forma que la proyeccidén candénica m:Gax —>xHeG/H sea submersion.

De entrada G/H esta dotado de una topologia cociente natural, que es la
topologia final respecto a =.
6.5.1 Con esta topologia, m es abierta, y G/H es Haussdorf y IIAN.

En efecto: Si U es abierto de G, entonces annU) es la unién de la
familia de abiertos {aU: a€H} y es abierto de G, luego nU es abierto de G/H.

Por otra parte, el conjunto R={(a,b)eGxG: b_laeH} es claramente cerrado.
Asi, si aH#bH, entonces existen entornos v® y Ub de a y b en G tales que
UaxUbnR=z. Lo cual significa que n(Ua)nn(Ub)=z.

Finalmente si {Uk:kew} es una base para la topologia de G, {nUk:keN} es
base para la de G/H.
6.5.2 Carta regular adaptada

Como H es subgrupo cerrado, entonces H es regular, y por 3.4.2, existe

una carta regular (U,¢) adaptada a H por e, es decir:
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o () =lxU={ (%,%): xell, xeU}, UeR®, USR" abiertos, ¢(e)=(8,0)
y las hojas SC¢=¢_1(®x{c}) definen clases diferentes de G/H para cada ce@.
Ademds, podemos elegir WcVcU entornos de e, de forma que:
para todo a,beW, es b_laeV, y si veV, vWcU. Podemos imponer ademds que (W,¢)

(p(W)=lixW) siga siendo carta regular adaptada a H por e.

6.5.3 Carta por eH

. .z -1 . . . .
La aplicacién ¥ = que cierra el diagrama, es continua y abierta

~ A

W #—-‘WXM -1 7 -1
Y l=iop T en
-1
v o A
(W) e—" W Yom=mop

por ser composicidén de aplicaciones continuas y abiertas. Ademas, es biyectiva

y por tanto es homeomorfismo, y y¥:m(W) —W es una carta por m(e)

6.5.4 Traslaciones a la izquierda. Carta por aH

Para cada aeG hay un diagrama natural conmutativo:

L
G—2 G

T 14

G/H-—EE——9G/H
Por la propiedad universal de las topologias finales se concluye que La es
homeomorfismo en G/H.
Es importante observar que i:GxG/Ha(a,bH)——eia(bH)eG/H define una

actuacidén por la izquierda, y Ea=id si y solo si aeH. Ademds dos traslaciones

La’ Lb coinciden, si coinciden en un punto.

Tomando w;l =La<>|/1_1 la aplicacién que hace conmutativo

n(aW) —2 w

L;\ l.p‘l

(W)
/JN

tenemos la carta m(aW) —> 5.

6.5.5 Compatibilidad de las cartas wa.

Si mw(aW)nr{bW) es no vacio entonces L _1a=£v para cierto veV:

b
(En efecto, si xHer(aW)nmw(bW) entonces xH=av1H=bv2H para ciertos V1’V2€v’ esto
i ifi -1 = = -1 { L -1 =L = -1

significa que (b a)le—vzH (v2v1 )le asi Lb 1 LV para v=v_v, ev)

La aplicacién wbow;len el abierto wa(n(aW)nn(bW)) de W v se escribe:

~ A ~

-1 = -1 = 170 -17 _ -1
wboxpa —woLb—1aow =1po]_,vo (o 1))_1po1toLvoq) i _noq)o]_,voq) oi
que es composicién de funciones diferenciables.

6.5.6 m:G——G/H es submersidn
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Para cada punto aeG podemos tomar la carta en G por a (Va,wa) defi-
nida por traslacién a la izquierda de (V,¢): ¢;1=Laow_1

14

aW——jL+M
-1
L:\\\ l¢

da la representacién canénica m de la submersién pedida.
6.5.7 E1 espacio tangente en n(e) es g/b
Sea b el algebra de Lie del subgrupo de Lie H. La aplicacién lineal

du(e): g —T (G/H)

n(e)
tiene por ntcleo h, ya que si Aeh, entonces exp(tA)eH, y t —n(exp(tA) es una

curva constante y 0=—%E- =0 n{exp(tA)=dn(e)(A). Asi bhcker(dm(e)). La otra
inclusién se obtiene por razén de dimensiones. De esta forma, queda definido
un isomorfismo candnico:

g/baA+b-—edn(e)(A)eTn (G/H).

6.6 Grupo Cociente G/H ©

Supuesto que H es subgrupo cerrado y normal de G, el cociente G/H tiene
estructura de grupo, y de variedad diferenciable. Se trata de ver que ambas
son compatibles, es decir, que G/H admite una (Unica) estructura de grupo de
Lie de forma que la proyeccién candénica m:G-—G/H sea homomorfismo de grupos
de Lie. En efecto, si u:GxGa(a,b)-—eab_leG, entonces el diagrama

GxG —1 g
X T

G/HxG/H —E5G/H
es conmutativo y por ser p diferenciable y m submersidén se concluye que ﬁ es

diferenciable y por tanto G/H es grupo de Lie.

6.6.2 E1 dlgebra de Lie g/h de G/H

El Algebra de Lie h del subgrupo normal H, es por 6.4 un ideal de g, y
por tanto g/b tiene estructura candénica de algebra de Lie. Como segin 6.5.7,
Tn(e)(G/H) se identifica con g/h, es natural preguntarse si esta identifica-
cidén es valida a nivel de algebras de Lie. La respuesta es afirmativa:

Como m:G—G/H es homomorfismo de grupos de Lie, es dm{e):g—g/h

homomorfismo de algebras de Lie por lo que para todo A,Beg:
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[A,Bl+b=dn(e) [A,Bl=[dn(e) (A),dn(e) (B) 1=[A+h, B+h]

que coincide con la estructura candénica de 5.4.1.
6.6.3

Se demuestra que si G es grupo de Lie simplemente conexo, y H es subgrupo
cerrado y normal de G, entonces los grupos de Lie H y G/H son también
simplemente conexos (ver Varadajan 3.18.2). En particular esto es asi cuando
se toma H el centro de G.
6.6.4

El cociente de una grupo de Lie G por su centro Z, da lugar a un grupo de

Lie G=G/Z con centro trivial.

6.6.5 Teorema de Isomorfia.

Si ¢:G-e§ es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces H=ker ¢ es un
subgrupo cerrado normal de G con algebra de Lie ker d¢(e), y im ¢ es un
subgrupo de Lie de G, con 4lgebra de Lie im d¢(e). Ademas el diagrama conmuta-
tivo del primer teorema de isomorfia:

c—?® ¢

AN,

G/ker ¢ -9——eim ¢

estd formado por homomorfismos de grupos de Lie.

Demostracién:

im ¢ es un subgrupo abstracto de G gue admite una estructura de grupo de
Lie por la condicién de ser 5 isomormorfismo de grupos de Lie. Como mw es
submersién joa es diferenciable por serlo ¢, luego, j es diferenciable.

Por otra parte, es obvio que si b es el A4algebra de Lie de

ker ¢, entonces ker d¢(e)ch por la conmutatividad de

G—2

exp T dg(e)

8*"——9 8
En efecto, si d¢(e)(A)=0 entonces ¢(exp(tA))=0 y exp(tA)eker ¢, luego

A= exp(tA)eh. La otra inclusién se obtiene por razén de dimensiones.

ot lt=0

Finalmente j es inmersién por la conmutatividad de:
de¢(e)

dJ(e)

——9(‘0

g
dn(e)l _
o/b d¢(me) T

Usando el teorema de isomorfia a nivel vectorial, se ve que el algebra de

Lie de im ¢ es im d¢(e).
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6.7 Los Grupos lineales proyectivos

En este epigrafe supondremos K=R é C, y excluimos explicitamente el caso K=H
6.7.1

Se demuestra que el centro ZL(n+1,K) del grupo GL(n+1,K), esta formado por
las homotecias vectoriales de razén no nula, es decir:

ZL (n+1,K)={AI:2eK-{0}}
Como ZL(n+1,K) es obviamente subgrupo cerrado y normal por 5.6
GP(n,K)=GL(n+1,K)/ZL(n+1,K)

es un grupo de Lie que se llama grupo lineal proyectivo, y puede entenderse
como el grupo de las transformaciones proyectivas del espacio proyectivo
Pn(K).
6.7.2

En general, para un subgrupo G de GL(n+1,K) diremos que tiene centro natu-
ral, si el centro Z(G) de G se escribe Z(G)=GnZL(n+1,K).

Puede probarse que si E=K2 é KE entonces G(E) tienen centro regular.

6.7.3 PROYECTIVIZACION DE UN GRUPO LINEAL
El adlgebra de Lie de ZL(n+1,K) es :
3l(n+1,K)={A1:2eK}
que es candnicamente isomorfo (lineal) a K y resulta ser ideal abeliano de
al(n+1,K). El1 cociente gp(n,K)=al(n+1,K)/3l(n+1,K), es por tanto el &lgebra de
Lie de GP(n,K). Si P:GL(n+1,K) —GP(n,K) es la proyeccién candnica, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo:

GL(n+1,K)-—EL—aGP(n,K)

exp T p Texp
*

gl (n+1,K) ——gap(n,K)
en donde P_ es también proyeccién canénica, y exp la aplicacién exponencial.
Si aeGL(n+1,K) denotamos

[a]=P"'P(a)={a: ek }={xeGL(n+1,K) :P(x)=P(a)}

evidentemente [a] se identifica con P(a)eGP(n,K). Como es bien conocido [a] se
identifica con la transformacidén proyectiva:

X X
[a]:Pn(K)s O |a [:° ePn(K)

X X
y GP(n,K) con el grupo de las trans?ormaciones ;royectivas de PH(K). Se tiene:
[alo[b]l=[ab] Va,beGL(n+1,K)
Si G es un subgrupo de Lie de GL(n+1,K), entonces se denomina PG=P(G) pro-
yectivizacidén de G. Se tiene:

PG={[a]:aeG}
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TEOREMA

Si G es un subgrupo de Lie de GL(n+1,K) con dlgebra de Lie g, entonces PG es

un subgrupo de Lie de GP(n,K) con dlgebra de Lie pa=g9/(9n3l(n+1,K)) de forma

que:
a) Si Ieg entonces pg=sg={Aeq: traza A=0} (via P )
b) Si I¢g entonces pg=g (via P,) y P:G—>PG es una cubierta.

Por otra parte G tiene centro Z trivial, si y solo si G es de centro regu-

lar, lo que que equivale a PG=G/Z.
Demostracién:

El teorema de isomorfia 6.6.5 aplicado al homomorfismo P:G—GP(n,K),
prueba la afirmacién inicial.

Si Ieg, entonces 3l(n+1,K)cg, y si sg=gnsl(n+1,K) la aplicacién

ozgsA-—eA—-HéiTraza(A)Iesg
define un homomorfismo de algebras de Lie que induce un Unico homomorfismo
Ezgp-—esg que hace conmutativo el diagrama:
9 ——sg

P\ [

P8
que ademds es isomorfismo cuya inversa es P*lsg.

Si I¢g, entonces 3l(n+1,K)ng={0}, y P ,:g—pg=8/{0} es la identidad.

Las Ultimas afirmaciones son elementales.m
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6.7.4 LISTA DE GRUPOS PROYECTIVOS CON SU ALGEBRA DE LIE:
Grupo: PGL(n+1,K)=GP(n,K)
Algebra de Lie: sl(n+1,K)

Grupo: PO(p,q), PSO(p,q), PSO+(p,q) p>0, g>0.
Algebra de Lie: so(p,q)

Grupo: PO(n), PS0(n)
Algebra de Lie: so(n)

Grupo: PO(p,q,C)=P0O(n,C), PSO(p,q,C) =PSO(n,C)
Algebra de Lie: so(n,C)

Grupo: PU(p,q)=PSU(p,q)
Algebra de Lie: su(p,q)

Grupo: PU(n)= PSU(n)
Algebra de Lie: su(n)
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