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1. INTRODUCCION.

1.1. Objetivos

El objetivo inicial es generalizar el cdlculo diferencial e integral, la teoria
de ecuaciones diferenciales y el andlisis vectorial (que se suponen ya conocidos
en el ambito de los espacios R™), a ciertos espacios M denominados variedades
diferenciables, y que son espacios que localmente (en torno a cada punto) pueden
ser tratados [desde el punto de vista diferenciable] como abiertos del espacio
R™ por medio de sistemas locales de coordenadas. Es importante resenar, que
la geometria diferencial local de variedades es equivalente al andlisis cldsico, y
solo los conceptos y relaciones que pueden establecerse de forma independiente
al sistema de coordenadas eventualmente utilizado, pueden considerarse propios
de la Geometria diferencial. Estos objetivos, se enmarcan como una continuacién
natural de los contenidos de una asignatura estandar de Geometria Diferencial
de curvas y superficies.

1.2. Prerrequisitos

Algebra lineal. Calculo diferencial en varias variables reales, incluyendo los teo-
remas de la funcién inversa e implicita. Cédlculo integral en varias variables,
incluyendo el teorema de Fubini, y del cambio de variables.

Una excelente referencia para un repaso rapido y autocontenido de estos
temas, son los tres primeros capitulos del libro [7]

Los teoremas bésicos de existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, incluyendo diferenciabilidad con respecto
a las condiciones iniciales. Cierta soltura resolviendo los tipos estdndar
de ecuaciones diferenciales ordinarias integrables (lineales, variables sep-
aradas, homogéneas, etc.). Estos (y otros) temas son bien tratados por
ejemplo en [2].

Curso de Topologia general en donde se estudien las topologias iniciales y
finales, axiomas de separacién y numerabilidad paracompacidad.

Aunque no es indispensable, si es aconsejable haber cursado ya una asignatura
de Curvas y Superficies.
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2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Esta seccién esta dedicada a reconsiderar algunos aspectos del dlgebra lineal
y el anédlisis desde un punto de vista mds geométrico, estableciendo las notaciones
que usaremos, preparando asi el terreno para establecer el salto de R™ a la
variedad abstracta M.

2.1. ALGEBRA LINEAL
2.1.1. Modbdulos

Sea (%,+) un grupo abeliano, y (§ ,+,.) un anillo con elemento unidad 1 € §.
Se dice que X tiene estructura de médulo sobre § (0 es un F-médulo) si se ha
definido un producto:

IxX3(f,X)—> fXeX

que verifica para todo f,g € § y todo X,Y € X las propiedades:

D(f+9X=[fX+gX

) f(X+Y)=fX+fY

3) (f9)X = f(9X)

4)1.X=X

Cuando § es un cuerpo, entonces X es un espacio vectorial.

En estas notas usualmente § serd un anillo de funciones diferenciables, y
contiene al cuerpo de los reales R (es decir, las funciones constantes) como
subanillo. Asf en particular X también serd espacio vectorial sobre R.

La teoria de §-mdédulos es en muchos aspectos formales muy parecida a la
de espacios vectoriales. Asi las definiciones formales de dependencia e indepen-
dencia lineal, submddulos, ...etc son las mismas que en el caso vectorial. Sin
embargo en otros aspectos fundamentales, relacionados con teoremas de exis-
tencia de bases, dimensién...etc, la analogfa con los espacios vectoriales deja de
funcionar.

2.1.2. Estructura vectorial euclidea de R"

Como es habitual, R representa el cuerpo de los nimero reales. Los elemen-
tos = del conjunto R™ de n-étuplas ordenadas de nimeros reales, pueden ser
considerados como vectores de un espacio afin euclideo, o como puntos de un
espacio afin. Trataremos de precisar aqui este asunto.

El espacio R™ tiene estructura natural de espacio vectorial euclideo. Deno-
tamos por (d1,...,d,) a la base canénica, de forma que se tiene la identidad:

(€',...,&") =) _&") paratodo (¢',...,¢") €R"

k=1

Por otra parte, el producto escalar canénico de R™ serd denotado por:

<&n>=) pfpara= (¢, 6", n="...n") €R"
k=1

La norma de € es | £ |= +v/< &, € >. En el caso particular de R? | hay definido
el producto vectorial denotado por:

o1 by 83\
Exn=det [ & & & |VEFeR’

nt oo
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2.1.3. Aplicaciones Lineales, Matrices y Bases.

A veces conviene representar a los elementos de R™ por columnas. Este es el
caso en la siguiente situacién:
Una matriz A con coeficientes en R del tipo:

1 1
ay an,
a=| s
m m
ap an,
se escribe A = (ay,...,a,), donde a; = (al,...,a™)". Asf a; denota al (vector

columna) i-ésimo de la matriz A . Mantendremos en estas notas el siguiente
criterio:

Los elementos de R™ serdn considerados indistintamente vectores fila o
columna, dependiendo del contexto.

Por razones de comodidad tipografica, nosotros escribiremos en general los
vectores en forma de fila. Por ejemplo, en el contexto siguiente, conviene pensar
més bien en vectores columna:

Una matriz A como la anterior, se interpreta como una aplicacion:

A:R">2 — Az € R™

donde Az denota el producto matricial de A por la matriz columna z € R™.
Observese que A representa la tnica aplicacién lineal de R™ en R™ que trans-
forma la base canénica (01, ...,0,) de R™ en el sistema (ay,...,a,) de vectores
de R™. Asi pues hay un isomorfismo candnico entre el espacio vectorial de las
aplicaciones lineales de e R™ en R™, y el espacio vectorial R de las matrices
de m filas y n columnas con coeficientes reales. Naturalmente, la composicién
de aplicaciones lineales, corresponde al producto de matrices. En el caso par-
ticular n = m, la condicién necesaria y suficiente para que A sea automorfis-
mo de R™ es que (a1,...,a,) sea base, es decir det(A) # 0. Si det(4) > 0

se dice que la base (ai,...,a,) estd positivamente orientada, o también que
A:R" 5 2 — Az € R™ preserva la orientaciéon. La condicién para que
(a1,...,a,) defina una base ortonormal es que AA* = I. En este caso la transfor-

macion (o la matriz) A se dice ortogonal. El conjunto O(n) de transformaciones
ortogonales tiene estructura natural de grupo. La matriz A es ortogonal si y solo
si preserva el producto escalar:

< A& An >=< &,m > paratodo &, n € R"?

Si A€ O(n),es 1 =det(I) = det(AA?) = (det A). Por tanto det A = +1. Si
det A = 1, se dice que A es ortogonal positiva, o también que la base (aq, ..., ay)
es ortonormal positiva. El conjunto SO(n) = {4 € O(n);det A = 1} es un
subgrupo de O(n) cuyos elementos se llaman rotaciones. En el caso de R3,
A € SO(3) si y solo si preserva el producto escalar y el vectorial, es decir:

<AL Ap>=<En >, (A x (An) =& xn Y n e R

2.1.4. Estructura Afin Euclidea de R"

Los elementos p = (p!,...,p") de R™ | también pueden pensarse como pun-
tos de un espacio afin sobre el préopio espacio vectorial euclideo R™ . Si p =
(p,...,p™), ¢ = (¢*,...,q") € R" definimos el vector

m — (ql _pl’m’qn _pn) c Rn
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que es el tnico vector que verifica la identidad ¢ = p 4+ pg . La distancia entre
ambos puntos es d(p,q) =| pg |. Llamaremos o = (0, ...,0) € R® Observese que
sip=(p',...,p") es un punto de R™ entonces op=(p', ...,p") debe considerarse
un vector de R"

2.2. FUNCIONES DIFERENCIABLES ENTRE ABIER-
TOS

Recordamos aqui algunas cuestiones bédsicas de andlisis de funciones con
varias variables, desde un punto de vista m&s geométrico, preparando asi el
terreno para establecer el salto de R™ a la variedad abstracta M. La novedad
consiste en introducir el concepto de vector fijo, interpretarlo como vector veloci-
dad de una curva en un punto, y utilizar estas ideas para establecer una versién
dindmica del concepto cldsico de diferencial de una funcién (entre abiertos de
espacios euclideos) en un punto.

2.2.1. Notaciones

Consideramos en R" las coordenadas (x!,...z") asociadas al sistema de ref-
erencia canénico, definidas por

a'(p)==p', ¥p=(p',....p") €R".
Denotaremos por (y!,...y™) las coordenadas andlogas en R™.
Sea U un abierto_ de R™ . Una funcién F' : U — R™ se determina por sus
componentes FI = Y oF : U — R, donde se ha denotado también por gy’ : E™
3 (¢4, ...,q™) — ¢’ € R la proyeccién j-ésima. Decimos entonces que

{y/ = Fi(z', .., 2™) e, m

son las ecuaciones de F.

2.2.2. Funciones diferenciables. Matriz Jacobiana

Sea U un abierto de R™. Una funcién f : U — R se dird diferenciable si
posee derivadas parciales continuas de todos los érdenes. Recordemos aqui la
definicién de derivada parcial (de 1er orden) de f con respecto a z* (i =1, ...,n)
en peR” :

9 )= W2 ),

siendo o’ : R — R", t — p +t6".

Una funcién F : U — R™ se dird diferenciable si todas sus componentes
Fi:U—R(j=1,..,m) son diferenciables.

Sea F' : U — R™ una funcién diferenciable. La matriz Jacobiana de F en p
€ U se define por:

o(E ... P OF' )0z - OF'/dz"
DF(p) := ( U )M_ . :

OF™/oxt ... OF™/0x"

T=p

que se identifica con la aplicacién lineal DF(p) : R"— R™, y se denomina
diferencial (clasica) de F en p.
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2.2.3. Espacio vectorial tangente 7,R" en un punto p € R"

Sipe R E € R"™, denotamos por £ = Ep = (p,g ). Geométricamente, £

se representa por el vector E enganchado en el punto p. El espacio T,R", se
denomina espacio tangente en p a R™. T,R" tiene estructura natural de espacio

vectorial euclideo, si se establece que la biyeccién natural R” > § =¢§=¢, €
T,R™ sea una isometrfa lineal, es decir:

Agp + l’[’ﬁp = (Ag + /"”7)17 )VAv /’1/ e R7v§p7 ﬁp 6 TpEn

ademds si n = 3,

— —

fpxﬁp:(é-X'fﬁp

2.2.4. Base canénica de T,R" .

Tomando en R™ coordenadas (z!,...2") , si p € R" , denotamos por 9/9z° =

6" =(0,...,10,...,0), es decir,

(), (35

es la base canénica (d1,...9,) de R™ | apoyada en p. Naturalmente, constituye
una base de T,R" , que denominamos también candénica. Mas adelante justifi-
caremos la notacién.

2.2.5. La diferencial geométrica

Sea F': U — R™ , una funcién diferenciable definida sobre un abierto U de
R™ . Se llama diferencial (geométrica) de F en p € U, a la aplicacién lineal

—.

dF(p) : T,R" 3 €, — (DF(p)(©)p € Tr(pR™
que hace conmutativo el diagrama:

g SRLICII 8

R’n

DFp) o

es decir, se trata de la aplicacién lineal que tiene por matriz la matriz jaco-
biana de DF(p) respecto a las bases canénicas en T,R"™ y T, R™. Se tiene ast
la siguiente identidad:

dF(p) (68xi)p = ZJ: <aaij>p (%)p@)

En particular, si a : I — R"™ es una curva diferenciable, el vector tangente a «
en t =T , se escribe:

o/ (1) = da(r) (%)T - ; (dc%j)p (%)am
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2.2.6. Curvas por un punto.

Sea o : I — R™ una curva diferenciable, tal que 0 € I, y a(0) = p. Se dice
entonces que « es una curva por el punto p. Observese que no se presupone que
I sea intervalo abierto, ni que 0 sea interior a I. Se denota por C(p;R™) a la
familia de curvas por p en R™.

2.2.7. Vector definido por una Curva.

Si a € C(p;R™) , el vector o/(0) pertenece a T,R™ , y se denomina vector
(velocidad) definido por a (en ¢t = 0). Se verifica la siguiente identidad:

T,R" = {a/(0) : a € C(p ")}

2.2.8. Regla de la cadena
Sean U C R™, V C R™ abiertos y F' y G funciones diferenciables:

vEvER

entonces H = G o F : U — R! es funcién diferenciable, y se verifica para todo
pelU
dH(p) = dG(F(p)) o dF (p)

Esta es exactamente la versién geométrica de la cldsica regla de la cadena que
establece en términos de matrices jacobianas, la identidad:

DH(p) = DG(q)DF(p)

y que en coordenadas se escribe (de forma algo imprecisa pero fécil de recordar):
(),-= ()., ()
da? P - j Oy’ F(p) O’ P
en donde se han tomado coordenadas (z¢) en R™ , (y/) en R™ y (2*) en R y se
supone que y/ = Fi(z',..2"), z¥ = G¥(y!,...,y™) representan las ecuaciones

de F'y G respectivamente. En particular, si « : I — U es una curva diferenciable,
y F: U — R™es aplicacion diferenciable, se tiene para todo 7 € I

dF (a(7))(e/ (7)) = (F o a)'(7)

2.2.9. Interpretacién geométrica de la diferencial

Sea F': U — R™ una funcién diferenciable . El vector dF(p)(§) parap € U ,
y £ € T, R" puede determinarse geométricamente usando la siguiente receta:

Témese una curva diferenciable « : I — U por & (es decir «(0) = p, .o/(0) =
£). Entonces dF'(p)(&) es exactamente el vector definido por FFow en t = 0:

dF (p)(§) = (F 0 a)'(0)

Difeomorfismos.

Una aplicacién F' : U — V entre abiertos de R"se llama difeomorfismo, si es
biyectiva, diferenciable, y su inversa F~! :V — U es también diferenciable. Si
F es difeomorfismo, entonces usando la regla de la cadena para cada p € U , se
tiene que dF(p) : T,R™ — Tp,)R™ es isomorfismo lineal, y

dF (p)~! = d(F~")(F(p))

El reciproco tambien es (localmente) cierto:
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2.2.10. Teorema de la funcién inversa.

Sea F': D — R™ wuna funcién diferenciable definida sobre un abierto I de
R™ |y sea p € D. .Supéngase que la matriz (DF)(p) es no singular. Existe
entonces un abierto U , con p € U, de forma que F(U) =V es abierto de R™ |
y F: U — V es difeomorfismo.

Para enunciar el teorema de las funcién implicita necesitamos alguna no-
tacién previa:

Fijados enteros positivos n, r, y m con n = m +r, si x = (z,...,2") € R,
escribamos
r=(%,2) con = (z',...,2™) eR" y & = (2" ..., 2") eR" (1)

denotamos por 7: R" 32z — & € R™

2.2.11. Teorema de la funcién implicita.

Supongamos ahora que tenemos una funcién diferenciable, F' : D — R"definida
sobre un abierto I de R” . Tomemos en R coordenadas (x!,...,2"), y un
punto p = (p,p) € D en donde F(p) =0, y

det( A(F',... F) )(p)#o

@™, ..., a")

se concluye entonces que existen abiertos Q de R™ y Q de R ", de forma que
peN=0xQCD,y existe una funcién diferenciable ¢ : Q — § verificando
la condicién

[xm+1 xn]
¥
[F.
o
[)C1 P ] ]
Nota 2.1 1. Tomando en Q coordenadas u = (ul,...,u™), la aplicacion
P:Q>u— (u,s(u)) € F71(0)NQ C R'tiene por ecuaciones

1 1 m m m+1 _ 1/,1 m
=q¢(u,...,u™),.

zr=u,... a2 =u" x cyat ="t u™)
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y define evidentemente una biyeccion continua cuya aplicacion inversa,
es eractamente la restriccion de la proyeccion w : R" > z—x € R™ a
F=10)N Q. Por tanto P : Q — F~Y0) N Q es homeomorfismo.

2. El teorema de la funcion implicita, responde a una idea intuitiva que puede
parafrasearse asi: De la ecuacion F(x',...,z") = 0, pueden despejarse
localmente las variables ™1, ... x™ 1 1 m

en funcion de las - =u*, ... 2™ =
u™, alli donde
O(FY,...,F")
det — 0
¢ (3(($m+1,...,x”) 7
3. En el supuesto de que

(B

y el menor de orden r distinto de cero corresponda a otras variables
1 . .
(..., zF") naturalmente, puede enunciarse un resultado andlogo.

2.3. APLICACIONES DIFERENCIABLES ENTRE SUB-
CONJUNTOS

La teoria expuesta en el epigrafe2.2 anterior, se generaliza facilmente para
funciones definidas sobres subconjuntos S de R™ no necesariamente abiertos:

2.3.1. Cono tangente a un subconjunto por un punto.

Si S es un subconjunto de R™ , p € S, una curva por p en S es una curva
por p cuya imagen estd contenida en S. Denotamos por C(p; S) a la familia de
dichas curvas.

Se denomina cono tangente por p a .S al conjunto

1,8 ={da'(0) : « € C(p, S)}

Observese que T, coincide con T,U, cuando U es abierto de S en la topologfa
relativa de S, y p € U.

Nétese también que T,R"™ = T,,U , si U es abierto de R™ , y p € U . Natu-
ralmente, 7,5 no tiene porqué ser subespacio vectorial de T,R™ .

2.3.2. Funcién diferenciable entre subconjuntos.

_ Sea S subconjunto de R" , y S subconjunto de R™ . Una funcién F : S —
S se dice diferenciable, si por cada punto p € S, hay un abierto U de R™ , con
p € U, y existe una funcién ® : U — R"™ diferenciable, con ® | UNS =F | U
NS.

2.3.3. La diferencial en un punto

En las condiciones anteriores, si £ € T,S y a € C(p,S), con «/(0) = &,
entonces Foa = ®oa € C(F(p),S), y queda definida sin ambigiiedad, una
aplicacién:

dF(p): 1,8 3 £ =/ (0) — (Foa)(0) € TS

Naturalmente dF'(p) = d®(p) | T,S , por lo que si T,S es subespacio vectorial,
entonces dF(p) es aplicacién lineal , y se denomina diferencial de F en p. .
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2.3.4. Regla de la cadena.

SiF:5—5,G:5 — S” son funciones diferenciables entre subconjuntos
también lo es la funcién G o F:S — S” | y se verifica para cada p € S:

d(G o F)(p) = dG(F(p)) o dF(p)
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3. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Una buena parte de los conceptos y resultados del anédlisis en R™ se puede
extender a espacios més generales M, que denominaremos variedades diferen-
ciables. De esto precisamente se ocupa la Geometria Diferencial. Intuitivamente,
una variedad diferenciable M, es un espacio que localmente es equivalente a R™.
Asi, la geometria diferencial local, es practicamente equivalente al anédlisis.

3.1. VARIEDADES ABSTRACTAS

Una variedad de R™, es un subconjunto M de R™ que puede recubrirse de
cartas (U, ). Es importante observar ahora que en el concepto de carta no inter-
viene de forma explicita el espacio ambiente R™. Esto sugiere una generalizacién
natural del concepto de variedad euclidea.

En lo que sigue, M serd un espacio topolégico abstracto, no necesariamente
subespacio topolégico de R”

3.1.1. Cartas abstractas

Una carta de M modelada en R™, es un par (U, ¢) donde:

= U es un abierto de M , y o:ld{ —R™ es una aplicacién inyectiva.

s o(U) = U es un abierto de R™, y o:f —U es homeomorfismo.

Usualmente se denota ¢ = (u',...u™), y a la carta por (U, ). Sip €U, a

¢(p) = (u'(p),...w"(p)) se le denominan coordenadas de p respecto a . Asf
u" : U —R denota la aplicaciéon coordenada i-ésima.

3.1.2. Compatibilidad de Cartas

Dos cartas (U, ¢), (U, ) de M modeladas en R™ se dice que son compat-
ibles, (y escribimos (U, @) ~ (U, 7)) cuando UNU = ) o bien, si UNU # 0, se
verifica que la aplicacién o~ : p(UNU) — PUNU) que hace conmutativo el
diagrama:

uni

es difeomorfismo.

3.1.3. Atlas

Un atlas de M modelado en R™ es una familia A = {(Uy,,p,) : @ € A} en
donde

» Para cada a € A, (Ua, p,) €s una carta de M modelada en R™
» Sia,3 € A, entonces (Ua, 0,) ~ (Up, ¢p)
« Upealla =M
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Diremos que una carta (U,¢) de M es compatible con A, (y escribimos
U, p) ~ A)si (U, p) ~ Un, p,) Yo € A. Un atlas M de M se dice mazimal, si

se verifica la implicacién:

U,p) ~ M = (U, p) e M

3.1.4. Estructura diferenciable

Dos atlas A, y B sobre M modelados en R™ se dicen compatibles, (y se
escribe A ~ B) si AU B es un atlas de M.

Proposicién 3.1 La relacién de compatibilidad (~) anterior definida sobre el
conjunto Atlas(M,R™) de atlas de M modelados en R™ es una relacion de
equivalencia. Cada elemento del cociente Atlas(M,R™)/~ se denomina estruc-
tura diferenciable sobre M.

La tnica propiedad no del todo trivial es la transitiva, que resulta ser in-
mediata a partir del siguiente:

Lema 3.2 Si dos cartas (U, @), y (U, P) son compatibles con un atlas A de M,
entonces son compatibles entre si.

Demostracién: Es necesario probar que la aplicacién o o~ : o(UNU) —
@(UQU) es diferenciable. Fijado u = ¢(p) € w(Uﬂa)N, tomemos (U, p) € A con
peU,yseaV=UNUU,V =¢V),V=5(V),V=>p) se tiene entonces

el diagrama

7

TV

S
DQe—ti—<

V= T V- -
poyp pop
que prueba que Pop !

]

Por otra parte, y como consecuencia inmediata del lema anterior, se concluye:

es diferenciable en un entorno de u = (p) € PUNU)

Proposicién 3.3 Fijado un atlas A de M, existe un unico atlas maximal M
de M, compatible con A, y viene definido por:

M =A{U,p) carta de M: (U, p) ~ A} (2)

En particular, cada estructura diferenciable en M, tiene un unico atlas mazimal.
Por otra parte, dos atlas mazimales distintos, dan lugar a distintas estructuras
diferenciables. m

Definicién 3.4 Una variedad diferenciable de dimensién m , es un espacio
topoldgico M, dotado de una estructura diferenciable o equivalentemente de un
atlas mazimal M modelado en R™ (ver observacion 3.24 mds adelante).

Nota 3.5 Asi

1. Dar una variedad diferenciable supone en la practica dar el espacio topoldgi-
co M, junto con un atlas A de M. A partir de A se construye M como
en (2). Usualmente, decir que (U, ) carta de (la variedad diferenciable)
M significard que (U, @) pertenece al atlas mazimal M
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2. Teniendo en cuenta que si (U,p) es una carta de M, yV C U es un
abierto, entonces (V, ¢ | V) es también carta de M, se concluye que el
conjunto

B={U:3IU,p) carta de M}

constituye una base para la topologia de M.

8. Toda variedad euclidea M de R™ es variedad diferenciable, si se le dota
del atlas

A={U,p=P7") : P es parametrizacion local de M}

Nota 3.6 Podriamos haber introducido el concepto de variedad diferenciable a
partir de un conjunto M sin estructura topoldgica previa. El procedimiento es el
stguiente:

1. a) Sedefine Una carta de M modelada en R™, es un par (U, ¢) donde: U
es sbeonjunto de M, y p:Ud —R™ es una aplicacion inyectiva.p(U) =
U abierto de R™

b) Dos cartas (U,p), (U, P) de M modeladas en R™ se dice que son
compatibles, (y escribimos (U, @) ~ (U, P)) cuando UNU = ) o bien,
siUNU F# 0, se verifica que pUNU) y DU NU) son abiertos, y la
aplicacion o =1 1 U NU) — PUNU) es difeomorfismo

¢) El resto del desarrollo (definicion de atlas, equivalencia de atlas y de
atlas maximal,...etc) se hace igual que antes en 3.1.3

d) Si A es un atlas, existe en M una tnica topologia T'x que hace a p
homeomorfismo para cada (U, @) € A, y viene definida por

Ta={V:oUNYV) es abierto de R™ para todo (U, ) € A}

Ademds A ~ A = Ty=Tjz

e) Finalmente se prueba que la familia B = {U : 3(U, @) carta de M}
constituye una base para la unica topologia en M, que hace homeo-
morfismos a las cartas o:U — p(U)

Ejemplo 3.7 Sea P}(R) la recta proyectiva real, es decir P1(R) = {[z°, 2] :
(2%, 21) € R? — {(0,0)}} donde se entiende [2°,2'] = [y°,y'] <= 3\ > 0 con
Y = Az y oyt = Azl Sea 7 : R? — {(0,0)}3(2% 2t) — [2°, 2] € PL(R).
Podemos dar a P*(R) la topologia final para la proyeccion w. Se consideran
entonces el abierto U = {{[z°, z1] : 2° # 0}, y sea

o:U3 2% 2] wu==€R

se puede probar que ¢ define un homeomorfismo, cuya inversa es
P=p ':Rou—[luclU

se construye de forma andloga la carta (U, ) con U = {{[z°, 2] : 21 # 0} y

0
U [2°, 2] — u = x_l €ER
x

asi A= {(U,),U, D)} constituye un atlas de P*(R) las ecuaciones del cambio
de coordenadas son:

R—{0} = o (Url) 5u > [1u] & = = 1.c R—{0}

S
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3.1.5. Propiedades topolégicas de una variedad abstracta.

Como cada punto p de una variedad diferenciable abstracta M, tiene un
entorno homeomorfo a (un abierto de) R™, se concluye que toda variedad difer-
enciable tiene buenas propiedades topolégicas locales, por ejemplo:

M es primer axioma de numerabilidad
M es localmente compacta.
M es localmente conexa.

M es Ty (es decir, cada punto es un conjunto cerrado)

Sin embargo, una variedad diferenciable abstrata M no tiene porqué tener
buenas propiedades topoldgicas globales, en particular, no tiene porqué ser un
espacio de Hausdorf, ni tiene porqué verificar el 11 axioma de numerabilidad.
Esto puede comprobarse usando los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.8 (El cero suplantador) Consideremos el espacio M = R™ U
{0*} (0* ¢ R™) con dos cartas:

U=R", p=id: U - R™
y una sequnda carta U = R™ — {0} U{0*} y @: U — R™ definida por

[ = sizel—{0}
cp(ac)—{ 0, six=0*

Puede verse facilmente que las ecuaciones del cambio de carta quedan:
Pop L ioUNU) =R™ — {0} BR™ — {0} = o (UNU)

Damos a M la inica topologia que hace homeomorfismo a ¢ y a @ (ver obser-
vacion 8.6). M es asi variedad diferenciable, pero dos entornos arbitrarios de 0
y 0% stempre tienen interseccion no vacia. Por tanto M no es Ts.

Ejemplo 3.9 (El plano por capas) Fijado A € R sea Uy = {(x,A) : © € R},
y sea
oy:UrD (z,N) mzeR

se da M = R? a tnica topologia que hace a cada @, homeomorfismo (ver ob-
servacion 3.6). Como Uy NUy = 0 si X\ # XN, se verifica trivialmente que
A={(Ux,py): A € R} es un atlas que da M estructura de variedad diferencia-
ble. La topologia de M no verifica el II Azioma de numerabilidad, ya que si B es
una base para la topologia, para cada A € R existe By € B, con (0,\) € By C U
y ast la aplicacion

Ro>A—ByeB

es necesariamente inyectiva, y B es un conjunto no numerable.

Ejemplo 3.10 El espacio M = R™ con su topologia usual, tiene una estructura
diferenciable candnica dada por la carta id : M — R™. Sin embargo es facil
dotarlo de otras estructuras diferenciables diferentes. Por ejemplo tomando m =
1, la carta global o : M — R definida por ¢ (t) = u = t3, no es compatible con la
id: M — R, ya que la aplicacion v — t = /u no es diferenciable en el origen.
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3.2. APLICACIONES DIFERENCIABLES ENTRE VAR-
IEDADES.

El concepto de funcién diferenciable entre subconjuntos de espacios euclideos
(ver seccién 2.3) adquiere un significado intrinseco, cuando los subconjuntos son
variedades euclideas. Esto permite generalizar el concepto de funcién diferen-
ciable a las variedades abstractas.

3.2.1. Expresion analitica local de funciones entre variedades.

En lo que sigue, M y M van a ser variedades de dimensiones m y m , y sea
F : M — M una aplicacién continua. Entonces, para cada p € M, y cada carta
U, D = (U1,...,17)), con F(p) €U , existe otra (U, p=(u1,...Uy)) con p €U
de manera que F(U) C U, y la aplicacion F¥? = GoF o o=t : oU) — B(U),
que hace conmutativo el diagrama:

F

N

u

® Y

oU) pU)

F¥e
resulta ser una aplicacién continua entre abiertos de R™ y de R™. Se de-
nomina a F'¥¥ expresion analitica local de F', y a las

3 ut = FY(ut, ..., u™)
F¥% . IEEREEEREEE (3)

se denominan ecuaciones locales de F, en torno a p. Las funciones F* se con-
sideran indistintamente funciones de (i) o de U. y por tanto vale la igualdad
Fiop=F"

Definicién 3.11 Sea F : M — M una aplicacion continua entre variedades.
Entonces se dice que F' es diferenciable si admite una expresion analitica local
diferenciable en torno a cada punto p € M. Ademds, si F es diferenciable,
cualquier expresion analitica local de F lo es

Nota 3.12 1. Naturalmente si F : M — M es una aplicacion diferenciable
entre variedades euclideas segun el epigrafe 2.3.2, también lo es segin la
definicion anterior.

2. La composicion de funciones diferenciables, es diferenciable.

3.2.2. Difeomorfismos.

Una aplicacién entre variedades diferenciables F' : M — M se dice difeomor-
fismo, si es diferenciable, biyectiva, y su inversa es también diferenciable. Si F’
es difeomorfismo, entonces se dice que M y M son difeomorfas. Naturalmente
esta es una relacién de equivalencia que da lugar a un formidable problema de
clasificacién

Nota 3.13 Una carta (U, ) de una variedad M, se ve como una aplicacion
diferenciable ¢ U — U entre variedades, que ademds es difeomorfismo, con
tmversa P : U.— U .
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Ejemplo 3.14 La aplicacion F : S* 5 (2°,2') — [2°,21] € P1(R) (ver ejemplos
7?7,y 8.7) es una aplicacion diferenciable, pero no es difeomorfismo, pues no es
myectiva.

Ejemplo 3.15 La esfera S' es difeomorfa a su trasladada S = {(z,y) : > +
(y—1)? = 1}. Se considera la aplicacion F : S — P1(R) definida en la siguiente
figura:

Fiy)

()

es decir, F(x,y) = [z,y] si (z,y) # (0,0), y F(0,0) = [0,1]. Se prueba que F es
difeomorfismo.

Nota 3.16 Dos atlas A, y B sobre M modelados en R™ definen las correspondi-
entes estructuras diferenciables sobre M digamos (M, A) y (M, B). Diremos que
son difeomorfas si existe un difeomorfismo F : (M, A) — (M, B). Pero esto no
significa que los atlas A, y B sean equivalentes, como se muestra en el ejemplo
3.10, ya que la aplicacion v — t = Ju, (R,p) — (R,id) es un difeomorfismo.

Nos prequntamos si en R™ con la topologia usual, existen estructuras difer-
enciables no difeomorfas a la usual (se denominan estructuras exdticas). La
respuesta sorprendentemente es que no, salvo en el caso m = 4. Donaldson
(1983) probs que en R* existen infinitas estructuras exdticas.

En general podriamos prequntarnos qué variedades euclideas admiten estruc-
turas diferenciables exdticas. En 1956 Milnor descubrié que la esfera S tiene
28 estructuras exdticas, mientras que S™ para m < 7 no.

3.2.3. El anillo de funciones

Aqui centramos la atencién en las funciones diferenciables f de una var-
iedad abstracta M con valores reales. El conjunto §(M) de dichas funciones,
constituye una anillo (denominado anillo de funciones de M ). En particular
se construyen las funciones meseta, (de utilidad inmediata), y el teorema de
existencia de patriciones difererenciables de la unidad, que nos serd titil mé&s
adelante, e imprescidible en la formalizacién de la teoria de integracién en var-
iedades.

Si M es una variedad, denotamos por

F(M)={f: M —R: fesdiferenciable}
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El conjunto F(M) tiene estructura natural de anillo respecto a la suma y pro-
ducto habitual de funciones reales. Se denomina a §(M), anillo de funciones de
M.

Nota 3.17 Si f € F(M) y p € M, entonces se entiende que df (p) : T,M — R,
en donde se ha identificado de manera obvia R con Ty,) R = {f(p)}x R.

3.2.4. Funciones meseta
Si f € F(M) se denomina soporte de f a
sop(f) ={z € M : f(z) # 0}

El siguiente resultado serd una buena herramienta en el futuro

Proposicion 3.18 Sea U abierto de M, y p € U. Existe entonces una funcidn
weFM), p>0, con soporte compacto contenido en U que verifica la siguiente
propiedad: Uy = {x € M : p(x) = 1} es un entorno de p. Se denomina a p
funcién meseta en torno a p

Nota 3.19 De esta forma si f € F(U) puede construirse una funcion pf €
F(M) definida asi:

_{ pl@)f(a) siz et
(,uf)(aj)—{ 0 six € M — sop(f)
y que coincide con f en el entorno Uy de p.

Demostracién: Se considera la funcién f : R —R (diferenciable pero no

analitica):
0sit<0
1) = { eV sit>0

y a continuacién se construye g : R —R diferenciable:
9(s) = f(2+8)f(-1—3)

se vé que g(s) >0,y g(s) > 0 < —2 < s < —1, asi tomando

h(t) = % / " g(s)ds siendo A = / 7 y(s)ds

—0o0 -2

resulta ser h(t) = 1sit > —1,y h(t) = 0 si t < —2. Finalmente se construye
A : R —R diferenciable, con

[ h(®)sit<0
Alt) = { h(=t)sit >0
ast A(t) =0si|t|>2,y Mt)=1si|t]|< 1.
Construyamos para terminar la funcién meseta p € F(M). Podemos suponer
(47) que U es dominio de una carta (U, ) , con p(p)=0, ¢(U) 2 B*(0,2) (bola
cerrada de centro el origen y radio 2) y definir:

M(@—{ /\(\/Zui(x)Q) sizel
0sizeM— o 1(B*(0,2))

Corolario 3.20 Si K es un compacto de la variedad diferenciable M, y U es
un abierto de M, conU O K, existe entonces A € F(M), A >0, con A | K >0,
y sop(\) C U.
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3.2.5. Paracompacidad

Recordaremos algunas definiciones y resultados béasicos de Topologia general
(ver [3])

Sea M un espacio topolégico, y sean R ={U, :a € A} y S={V,: b€ B}
recubrimientos por abiertos de M

= Se dice que R es localmente finito, si para todo z € M, existe U* entorno
de z, de forma que el conjunto {a € A : U, NU* # (0} es finito.

= Se dice que R es puntualmente finito, si para todo x € M el conjunto
{a € A:z €lU,} es finito.

= Se dice que R es un refinamiento de (o estd subordinado a) S, si para todo
a € A, existe b€ B, con U, C V.

= Se dice que M es un espacio paracompacto, si es Ty y verifica la propiedad
de que para todo recubrimiento por abiertos, existe un refinamiento local-
mente finito.

Recordemos ahora, algunos resultados bésicos de Topologfa General (S de-
nota en este epigrafe y el siguiente, a la adherencia topolégica de S)

Teorema 3.21 Si M un espacio topoldgico que verifica el ITAN, es Ty y es
localmente compacto, entonces M es paracompacto ™

En particular, si M es variedad diferenciable T3 verificando el ITAN,

Teorema 3.22 Si M es un espacio topoldgico paracompacto, entonces es nor-
mal. A

Recuerdese que un espacio normal, es un espacio que separa cerrados, o de
forma equivalente: VU abierto y VC' C U cerrado, 3V abierto con C C V' y
YV Ccu.

Teorema 3.23 Si M es un espacio topolégico normal, y R ={U, : a € A} es
un recubrimiento por abiertos de M puntualmente finito, existe entonces un
recubrimiento por abiertos S ={V, : a € A} de forma que V, C U, para todo
aEAnN

3.2.6. Particiones diferenciables de la unidad?

Nota 3.24 FEn adelante, todas las variedades diferenciables que vamos a consid-
erar se supondrdn Ty, y verificando el ITAN. Ast, por el teorema 3.21, todas las
variedades serdn paracompactas. Este es el caso, por supuesto, de las variedades
euclideas.

Una particién diferenciable de la unidad de una variedad diferenciable M,
es una familia P = {(U,, p1,) : a € A} donde

1. (Ua)aca €s un recubrimiento por abiertos de M, que es localmente finito.

2. Va€ A, p, €F(M), p, >0,y sop p, CU,

3Este epigrafe no es necesario en una primera lectura, pero serd imprescindible en la for-
malizacién de la teoria de integracién en variedades.
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3. Yacata=1(")

Se dice que P estd subordinada a (el recubrimiento por abiertos de M)
(Vb)beB Si (Us)aca estéd subordinado a (Vp)pep. El resultado fundamental es el
siguiente:

Teorema 3.25 Si M es variedad diferenciable, entonces para cada (Vy)pep re-
cubrimiento por abiertos de M, existe una particion diferenciable de la unidad
P ={U,,p,) : a € A}, subordinada.

Demostracién: Para cada p € M, existe b € B con p € Vp, y podemos
tomar un abierto W,, con p € W,C V,, siendo W, compacto. Asf (Wp)pEM es
un recubrimiento de M subordinado a (V3 )pe 5. Como M es paracompacta existe
(Ua)aca un recubrimiento por abiertos localmente finito de M, subordinado a
(Wp),enr ¥ por tanto subordinado a (Vp)vep. Como cada U, estd contenido en

algin W, se concluye que U, C Wp , y asi U, (cerrado contenido en compacto)
es compacto.

La demostracién del teorema, se obtiene ahora de forma inmediata a partir
de la siguiente proposicién, que tiene interés por si misma:

Proposicién 3.26 Sea M es variedad diferenciable, y (Uy)aca un recubrim-
iento por abiertos localmente finito de M, de forma que para cada a € A, es
U, compacto. Existe entonces una particion diferenciable de la unidad P =

{Uas p,) 10 € A}

Demostracién: Como M es paracompacta, (ver observacién 3.24), por el
teorema 3.22 es un espacio normal. Usando ahora dos veces el teorema 3.23 se
concluye que existen recubrimientos por abiertos de M, Wy)aca, ¥ Va)aca de
forma que Vo, C Wa, vy W, C U,. Va € A. Como V, es un compacto contenido en
el abierto W,, usando ahora el corolario 3.20, se concluye que existe A, € F(M),
Ao > 0,con Ay | Vo > 0,y sop(Ay) C W,. La funcién A\ = Y acA Aas €8
simpre positiva, ya que (V_“)aeA recubre M. Se toma entonces u, = Ag/A, ¥y
P ={(U,,p,) : a € A} es la particién diferenciable pedida. m

3.3. EL ESPACIO TANGENTE

Para generalizar el concepto de diferencial de una funcién se requiere constru-
ir previamente el espacio tangente en un punto de una variedad abstracta.Para
ello conviene cambiar el chip y mirar los vectores tangentes como operadores
que actuan (como derivadas direccionales) en el anillo de funciones.

3.3.1. Espacio tangente en una variedad abstracta.

Fijemos M variedad (abstracta) y un punto p € M trataremos aqui de
establecer una definicién adecuada para el espacio T, M, o espacio tangente en
p de M. La clave la tenemos en la derivada direccional establecida més arriba
para variedades euclideas. La teoria que se establece generaliza la de Seccién
2.2.

Un vector por un punto p € M es un operador £ :F(M)—R que verifica para
todo f,g € F(M), todo A, u € R las propiedades 1) y 2) del epigrafe 77, es decir:

1) &N f + ug) = A§(f) + p€(9)

4Nétese que en un entorno U* de cada punto z la suma puede considerarse finita, ya que
en él, solo un nimero finito de sumandos es no nulo
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2) £(f9) = &(f)g(p) + f(p)&(9)-

El conjunto T, M de vectores por p € M, tiene estructura natural de R-
espacio vectorial.

Si (U, ) una carta de M, o = (ul,...,u™), para f € F(M) definimos

(3?“');, ()= (E)(f;iuf_l)h(p)

y resulta ser una derivacién por el punto p. De hecho veremos que estas deriva-
ciones constituyen una base de T, M.

Lema 3.27 Sea & € T,M, y U un entorno de p. Supdngase f,g € F(M) tales
que f | U = g | U. Entonces E(f) = &€(g). En particular, & puede considerarse
aplicacion F(U) —R y define una derivacion por p en U.

Proposicién 3.28 Sip € M, existe (U, ) una carta de M, ¢ = (u',...,u™),
peU, p(p) = (0,...,0) de forma que para cada f € F(U), existen funciones
h; € §(U) tales que:

f=flp)+ Zuzhl (4)

con

o) = () O

En particular para cada § € T,M se tiene la identidad:

€=3"¢0) (57)

y por tanto T, M es un R-espacio vectorial de dimension m.

Demostracién. Tomemos en torno a p una carta (U, @) con p(U) = R™,
o(p) =(0,...,0) =0, sea f € FU) ysea F = fop 1 :R™ — R diferenciable.
Fijado u = (u!,...,u™) € R™ se tiene la identidad

1y )
/OgF(su,...,su )ds

[(5(3) <)o-son
o= [ ()

o (),

basta entonces tomar h; = H; o .
Aplicando a ambos miembros de (4) el vector £ € T, M y teniendo en cuenta
que & (cte) = 0 = u'(p) se obtiene

ﬂﬁ=Z£WM=ZkWMMﬁ:ZEW%£J (£)

F(u) = F(0)

donde

y se tiene

]
Pero esta igualdad vale para cualquier carta en torno a p
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Corolario 3.29 Si (U, ) una carta de M, ¢ = (ul,...,u™), p € U, entonces
para cada § € T,M se tiene la identidad:

. 0
6= 3¢ (). )
En particular, se verifica que

() )

constituyen una base de T,M, y la aplicacion T,M > ¢ — E € T,M considerada
en (?7) define de hecho un isomorfismo lineal (candnico).

Demostracién. Nétese que (6) constituye un sistema linealmente indepen-
diente de m vectores en un espacio vectorial de dimensién m, y por tanto forma
base, ya que

i 0 .
& = ;5 (8ui>p:> para cada j

) - Te()-e

]
Un elemento & € T, M se llamard vector tangente a M por p.

3.3.2. Los vectores tangentes como vectores velocidad

Si « : I — M es una curva diferenciable en una variedad abstracta M, y
7 € I, se define el vector velocidad o/(7) € Ty (- M por la férmula

o (1) :F(M) 3 f— (foa)(r) R
Si (U, p) una carta de M, ¢ = (u,...,u™) y a(r) € U se tiene la férmula

: 0
/ _ E 7 / -~
¢ (T) B (U ° O‘) (T) (aui)a(r)
Si como es habitual, denotamos por C(p, M) las curvas por p, se verifica:

T,M = {a/(0) : « € C(p, M)}

3.4. LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

Sea F' : M — M una funcién diferenciable entre variedades, p € M. Si
& € T,M, se define:

dF(p)(€) : F(M) > [ = &(foF) R

y esto da lugar a una aplicacién R-lineal dF'(p) : T,M — TF(p)M. Si suponemos
¢ = d/(0) para a € C(p, M) se tiene entonces la férmula:

dF (p)(e/(0)) = (F 0 a)'(0)

Ejercicio 3.30 Probar que si F : M — M es una aplicacion difierenciable
entre variedades tal que dF (p) = 0 para todo p € M y M es conexa, entonces
F' es constante.

Indicacion: Probar primero que F o « es constante para cada curva o en
M.
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3.4.1. Expresion local de la diferencial.

Si (U, p=(u',...u™)) U7 = (@',...,u™)), son cartas con con p € U,
FU)CU,y F¥? =%oF oot :oU) — p(U), es la expresion analitica de F,
entonces se verifica:

w0 (55), =S (5)., (35,0,

Nota 3.31 1. Si (U, p=(u’,...u™)) es una carta de M, y p € M, entonces
U —p(U) puede considerarse un difeomorfismo, y se tiene la identidad:

de(p) (aii)p - (5?/)«:(17)

2.8 f € F(M), entonces df(p) : T,M — {f(p)} x R=R y se tiene la
identidad:

§(f) = df (p) (&) para todo § € T,M

3.4.2. Regla de la cadena.

SiF: M — M ,G: M — M"” son funciones diferenciables entre sub-
conjuntos también lo es la funcién G o F:M — M" | y se verifica para cada
pe M:

d(G o F)(p) = dG(F (p)) o dF (p)

3.4.3. Teorema de la funcién inversa.

Sea F': M — M una funcién diferenciable entre variedades, p € M. Supén-
gase que la matriz dF(p) es un isomorfismo lineal. Existe entonces un abierto
U ,conpclU,deforma que F(U) = U es abierto de M |,y F: U — V es
difeomorfismo.

Si dF (p) es un isomorfismo lineal para todo p € M, entonces se denomina
a F difeomorfismo local. Nétese que F~'(p) constituye para cada p € M un
conjunto discreto de puntos

3.4.4. Inmersiones y submersiones.

Sea ¢ : M — M una funcién diferenciable entre variedades, p € M. Se dice
que ¢ es una inmersion , en p si d¢ (p). Se dice que ¢ es submersién en p si d¢ (p)
es suprayectiva para todo p € M. Finalmente ¢ es inmersion (submersién), si lo
es en todo punto p € M. Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.32 Sea ¢ : M — M wuna funcion diferenciable entre variedades vy
p € M. Entonces

a) Si ¢ es una inmersion en p, entonces m = dim M > m = dim M y existen
cartas (U, @) de M conp €U, (U, P) de M con ¢ (U) C U donde las ecuaciones
locales de ¢ son de la forma

wt=ut . Em = =0, T =0

b) Si ¢ es una submersion en p, entonces ™ idimM <m =dmM y
existen cartas (U, ) de M conp e U, (U, p) de M con ¢ (U) C U donde las
ecuaciones locales de ¢ son de la forma

=l T ="
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en particular ¢ - M — M es una aplicacion abierta.

Demostracién. a) Es la misma demostracién que aparece en el teorema
3.36 siguiente, en donde ahora las P = 2% o ¢! o ¢ describen las ecuaciones
locales de la ¢ en las cartas (U, ¢ = (u',...,u™) (de M en torno ap) y (U, x =
(..., 2™)), x(U) = UxU siendo U c R™ y U € R, m = m + r. La carta
P = (@',...,u™) es tal que su relacién con (x!,...,2™) viene dada por las
ecuaciones (7).

(b) Siw' =¢' (a},...,2™) 1

<4 < m son las ecuaciones locales de ¢, en las
cartas (U, x = (xl, cnx™))y (U,@ = (ﬂl, ... ,ﬂm)) y supuesto

.o ™)
entonces las coordenadas buscadas ¢ = (ul, . ,um) vienen definidas por
u' = ¢ (xl,...,mm) 1<i<m,u=m<j<m
]

Corolario 3.33 Sea ¢ : M — M una funcion diferenciable entre variedades v
N una variedad. Entonces:

a) Si ¢ es inmersion, para que una aplicacion continua F : N — M sea
diferenciable es suficiente con que lo sea po F : N — M.

b) Si ¢ es submersion, para que una aplicacion F : M — N sea diferenciable
es suficiente con que lo sea Fo¢: M — N.

Una aplicaciéon ¢ : M — M que sea a la vez inmersién y submersion es
exactamente un difeomorfismo local.

3.5. SUBVARIEDADES’®

Un subconjunto de una variedad diferenciable, se llamard subvariedad, si
hereda -en un sentido que se precisard mas adelante- la estructura de variedad
diferenciable. La definicién que establezcamos, deberd ser tal que, si tomamos
como variedad diferenciable de partida R™, las subvariedades sean precisamente
las variedades euclideas de R™. Este apartado generaliza por tanto la seccién 77

En lo que sigue, M, es una variedad diferenciable de dimensién 7.

3.5.1. Parametrizaciones Locales.

Sea M un subconjunto de M . Una parametrizacién local de M, de dimensién
m (o m -parametrizacién) es un homeomorfismo P :U —U , donde U es un
abierto de R™, y U es un abierto de M (en la topologia relativa). Ademds se
exige la siguiente propiedad de regularidad:

P :U —M es una aplicacién diferenciable, y rg(dP(u)) = m para todo v € U

5Este epigrafe, no es necesario en una primera lectura.
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3.5.2. Concepto de subvariedad

Un subconjunto no vacio M de M se llama subvariedad de M con dimensién
m si para cada punto p € M, existe una carta (U, %) tal que ¢ (U N M) es var-
iedad euclidea m dimensional de R™. Obviamente en esta condicién puede susti-
tuirse el existe por un para todo, ya que la propiedad de ser variedad euclidea se
preserva por difeomorfismos. Se tiene el siguiente resultado, cuya demostracién
es inmediata:

Proposicién 3.34 Sea M un subconjunto no vacio de la variedad M. Son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(1) M subvariedad m-dimensional de M

(2) Para todo p € M existe una m -parametrizacion local P :U —U CM de
M con dimension m , yp €U

Aplicando el teorema de la funcién implicita (y en particular la observacién
1) se concluye:

3.5.3. Subvariedades en implicitas

Sea M = F~1(0), el conjunto de los ceros de una funcién diferenciable F' :
D — R” siendo I un abierto de M (7 > n) Si rang(dF(p)) = n para todo
p € M, entonces M es una subvariedad de M con dimensién m = m — n.

Ms4s general:

Teorema 3.35 F' : M — N es una submersion (n = dim N) entonces para
cada © € M, el conjunto F~1 (F (z)) es una subvariedad de M con dimension
m =T —n.

3.5.4. Cartas adaptadas.

Veremos que si M es una subvariedad de M, la estructura diferenciable de
M, queda perfectamente predeterminada por la de M, y la propiedad de ser
subvariedad solo depende por tanto, del subconjunto M.

Teorema 3.36 Si M es una subvariedad de M con dimension m = m—r >0,
entonces por cada p € M, hay una carta (U, ) de M con B(U) UXU de
forma que U N M) =T x {0}

Demostracién: Fijado p € M sea P :U —U es una m -parametrizacién de
M en M conp €U, seald =UUNM donde (U, x = (z',...,2™)) es una carta de
M. Asi x o P : U —x(U) C R™ es una aplicacién diferenciable de rango m , ya
que (p =P~ 1) es rg(DP(p(p)) = m . Tomando P? = 2' o P , podemos suponer
por ejemplo que

P, ....P™)

Y I — 0

‘ AT, ) (p(p)) #
admitir sin perdida de generalidad que x(U) = UxU siendo U c R™ y U C R"
abiertos, y que la funcién P= (PL,....,P™):U —U tiene una inversa P = P1:

U—>U que es diferenciable. La func10n Povy: U — UxU tiene ecuaciones del
tipo:

et =g ™ =™, et =@ E™), . e = (@, L T

Las igualdades
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U =x,...,um=x"m

)

-m+1 _ ,.m+1 _ +1/..1 m ~m __ om0 my (7)
= e N = N

) x ¢ (z ™) a x " (z ™)

definen un difeomorfismo ,¢ : UxU — U yp=pox:U — U, es la carta
buscada. m

Nota 3.37 A la carta (U, ) que aparece en el teorema de arriba, se le denomina
carta por p adaptada a M.

Nota 3.38 Si P :U —U es una m -parametrizacion de M, y la aplicacion ¢ =
P! :U —U, es carta de M. Si M es subvariedad con dimension m de M, la
familia

A={U,p=P7") : P es m-parametrizacion de M}
constituye un atlas de M. Ast resulta que M tiene estructura natural de variedad
diferenciable de dimension m.

Con la ayuda de cartas adaptadas es fécil probar la siguiente

Proposicién 3.39 Sea ' : N — M wuna aplicacion diferenciable entre var-
iedades, y M una subvariedad de M que contiene a F' (N). Entonces F : N — M
es aplicacion diferenciable.

3.5.5. Estructura diferenciable de una subvariedad

Si M es una subvariedad de M con dimensién m , admite entonces una
estructura de variedad de dimensién m.

En efecto, si p € M, sea (U, ) es una carta por p adaptada a M. Usando
las mismas notaciones que en el enunciado del teorema 3.36, y denotando por
U=UNM,y ¢ =m0 (PBU) : U — U, resulta ser (U,p) una carta de M,
donde 7 : UxU— Uesla proyeccién canénica. Nétese que ¢~ = 7~ ! oi siendo
i:U0—Ux {6} es la inclusién candnica, y las aplicaciones 4, y 7 son inversas
la una de la otra Ux{0} = U (véase figura)

f

=
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Asi, si (U, @,) y (Uz,B5) son dos cartas por p adaptadas a M, usando las
notaciones obvias se tiene:

Pyopr ! =mo (PyoPyt)oi g (U NUs) — @y (U NUy)

es diferenciable, y asi (U, 1), (Ua, p,) son cartas compatibles.

3.5.6. Embedings (Incrustamientos).

Una aplicaciéon F : M — M una funcién diferenciable entre variedades se
llama incrustamiento si es una inmersién inyectiva y ademds F' como aplicacién
F:M — F(M)C M es un homeomorfismo. Nétese que si M es subvariedad
de M una m -parametrizacién local P :U —U CM de M es un incrustamiento.
Ms3ds general:

Teorema 3.40 (a) Si F : M — M es un incrustamiento entre variedades,
entonces F (M) es una subvariedad de M, y ademds F como aplicacion F :
M — F (M) C M es un difeomorfismo.

(b) Si M es subvariedad de M entonces la inclusion tpy : M — M es un
ncrustamiento.

Con ayuda de este teorema y de la proposicion 3.39 es fécil resolver el sigu-
iente

Ejercicio 3.41 Sea F : M — M un incrustamiento y ¢ : N — M, aplicacion
diferenciable. Una aplicacion ¢ : N — M tal que F o ¢ = ¢ es necesariamente
diferenciable.

St solo se impone que F' sea inmersion el resultado sigue siendo cierto cuando
pedimos ademds que ¢ sea continua.

3.6. VARIEDAD PRODUCTO

Probaremos que puede darse estructura de variedad diferenciable (con la
topologfa producto) de dimensién m = mj 4+ mgy al producto cartesiano M =
Mix Mj de forma que las proyecciones u, : M 3 p = (p1,p2) — ps € M, sean
submersiones. La variable a tomard siempre los valores 1 y 2.

3.6.1. La Carta Producto

Si Uy, p, = (ul,...,u™)) es una carta de M, , se define la carta pro-
ducto (U,) en M por la condicién: ¢ : U = Uy xUs D p = (p1,p2) —
(@1(p1), P2(p2)) € ¢1(Uh) X py(Us) , de forma que podemos escribir ¢ = ¢y x
oy = (ul,...,u" ud,...  ub'?). Podemos recubrir M de cartas producto, obte-

niendo asi la estructura diferenciable pedida.

3.6.2. El Espacio Tangente del Producto. La Diferencial.

Sea N variedad diferenciable. Una funcién ® : N — M se puede descom-
poner en la forma & = ($1,P3) con ®, = u, o P, asi se tiene que d es diferen-
ciable si y solo si lo son cada una de sus componentes.

Dos curvas diferenciables a = (aq,9) : [e — My & = (a1, a0) : I — M
con a(0) = @(0) = p = (p1,p2) definen para ¢ = 0 el mismo vector tangente en
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T,M siy solosia,y @, definen para t = 0 el mismo vector tangente en T;, M.
En particular se tiene que la aplicacién:

T,M > o' (0) — (a(0),a5(0)) € T, M x T,, M

es un isomorfismo lineal que permite identificar ambos espacios. Este iso-
morfismo canénico es exactamente el definido por (du(p),dus(p)) : T,M —
Ty, M x T, M. Identificando T},, M como subespacio vectorial de T,, M podemos
escribir T,M = T,, M & T,,M y es entonces valida la descomposicién: § =
duq (&) + duz(§) para todo & € T, M . Asi cuando ® : N — M es aplicacién
diferenciable, se verifica d®(q) = d®1(q) + dP2(q) para todo ¢ € N.

Si suponemos ahora ® : M — N fijado p = (p1,p2) € M y denotando por

(I)pl : M2 D Ty (pLLBQ) S ]\47 (I>p2 : Ml S x1 — (.’El’pz) eM

se concluye que d®(p)(&) = dP,, (p1)(dui(§)) + d®p, (p2)(duz(§)) 6 simbdli-

camente:



4 CAMPOS DE VECTORES 30

4. CAMPOS DE VECTORES

Un campo de vectores en una variedad diferenciable, es una aplicacion que
asigna de forma diferenciable a cada punto, un vector apoyado en él, y puede
interpretarse como un operador de derivacién de funciones diferenciables con
valores reales que generaliza la idea cldsica de derivada direccional. Es la de-
nominada derivada de Lie de una funcién respecto a un campo. Las curvas cuya
velocidad define en cada punto el vector del campo son sus curvas integrales. La
teoria de existencia y unicidad de curvas integrales maximales, y de flujos, se
corresponde en su versién local con la teorfa de integracién y dependencia difer-
enciable de las soluciones con las condiciones iniciales. Mirado asi, un campo se
denomina también Sistema Dindmico.

4.1. CAMPOS TANGENTES EN VARIEDADES ABSTRAC-
TAS

Se da aqui la definicién de campo de vectores para una variedad abstracta.
Se introduce el operador corchete de Lie de dos campos

4.1.1. Definicién

Sea M una variedad abstracta de dimensién m . Un campo (tangente) en
M, es un operador V que asigna a cada punto p € M un vector tangente
V(p) € T, M, verificando la siguiente condicién de diferenciabilidad:

Para todo f € (M), la aplicacién V(f) : M > p — V(p)(f) € R, es
diferenciable. Se tiene asi una aplicacién V' : F(M) — §F(M)que verifica las
siguientes propiedades, para todo f,g € F(M), y todo \,u € R :

D VAf+pg) = AV(f)+ uV(g) (R-linealidad)

2) V(f9) = (V(f))g+ f(V(9)) (Regla de Leibnitz)

Por otra parte, se ve que un operador V : F(M) — F(M) verificando las
propiedades 1) y 2) anteriores define un campo de vectores, que denotamos
también por V por medio de la condicién:

V(p)(f) =V (f)(p) para todo f € F(M) y todo p € M

A la vista de la identificacién (??), cuando M es variedad euclidea la defini-
cién de campo dada en 7?7 coincide con esta definicién.

4.1.2. El §(M)-mdédulo de los campos tangentes

La familia X(M) de campos (tangentes) en M, tiene estructura natural de
F(M)-médulo, y para todo f,g € (M) todo V,W € X(M) se tienen las identi-
dades

a) (V+W)(f) = V() +W(f)

b) (fV)(9) = fV(g).

4.1.3. Expresion analitica

Si (U, ) es una carta de M, entonces la asignacién d/du’ que hace corre-
sponder a cada p € U, el vector (9/du), define un campo tangente en U, que
denominamos campo coordenado. Usando (5), se demuestra facilmente para ca-
da V € X(U) la identidad:
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Naturalmente, un campo V' € X(M) se restringe de forma natural a un campo
V € X(U) para cada abierto u de M . Asi las componentes intrinsecas V¢ que
aparecen en (?77?) son V' =V (u").

4.1.4. Corchete de Lie de dos campos tangentes

Si V,W € X(M), entonces el operador [V, W] definido por:
[V.W]:8(M) > f— [V.WI(f) = VIW(f)) —W(V([)) € F(M)

verifica las propiedades de la definicién 4.1.1, y define por tanto un campo
tangente en M, que se denomina corchete de Lie de V' 'y W.

Si (U, ) es una carta de M, y V7, W' son las componentes de V' W respec-
tivamente, se tiene:

[ & OW' OV 0
oy Z (Z < oul oul )) ou’

i=1 \j=1

4.1.5. El algebra de Lie de los campos tangentes

La aplicacién corchete de Lie X(M) x X(M) > (V,W) — [V,IV] € X(M)
verifica las siguientes propiedades YU, V,W € X(M), Vf € F(M)

1) Es R-bilineal, y [U, V] = —[V, U]

2) [U,[V.W]] + [V, W, U]] + W, [U,V]] =0 VU, V, W € X(M)

3) [fV. W] = fIV,W]-W(f)V

1) [V, W] = V(W + FIV. W]

Un R-espacio vectorial X, dotado de un operador corchete XxX > (V,W) —
[V,W] € X que verifique las propiedades 1) y 2), se denomina Algebra de Lie.

La propiedad 2) es conocida con el nombre de identidad de Jacobi.

4.1.6. Derivada de Lie

Un campo V € X(M) induce un operador Ly denominado derivada de Lie
que actua de la siguiente forma:

a) Sobre los campos: Ly : X(M) > W — [V, W] € X(M).

b) Sobre las funciones: Ly : (M) > f — V(f) € F(M)

y se verifican para todo f € F(M) y todo V,W € X(M) las propiedades:

1) Ly es R-lineal y Ly (fW) = Ly (f)W + fLy(W).

2) [Lv, Lw] = L[V,W] (donde [Lv, Lw] = LV o LW - LW o Lv)

4.1.7. Campos relacionados

Sea ¢ : M — ]\7:1 una aplicacién diferenciable entre variedades, y sean V' €
X(M), y Ve X(M). Se dice que V' y V estdn ¢-relacionados (y escribimos
@,V =V) si se verifica:

do(p)(V(p)) = V(¢(p)) Vp € M

Fijados ¢ : M — M diferenciable V € X(M), y V € X(M) son equivalentes las
afirmaciones:

(b) Vf € F(M) = V(fo¢) = V(f) oo, es decir, la conmutatividad del
primer diagrama implica la del segundo:
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M ¢ b, M ¢ B
NN
R = R

Demostracion.
(a)==(b) Sea f = fo¢
V(@) = dfe@)(V(o@m) =" df(é(p) o do(p)(V(p)) =

= d(fo)(p)(V(p)) = df (p)(V(p)) = (V(f)) (p) ¥p € M

(b)==(a) Todas las igualdades anteriores escepto la indicada por =(®estdn
justificadas independientemente de la hipétesis (a). Nétese ahora que la hipétesis
(b) une la cabeza y la cola de la serpiente anterior por un =)

Nota 4.1 Si ¢ : M — M es una aplicacion diferenciable entre variedades,
y V € X(M), no siempre existe V€ X(M) tal que ¢,V =V, y si existe, no
tiene porqué ser unico. Sin embargo, cuando ¢ es dzfeomorﬁsmo entonces fijado
V € X(M) existe un tinico V € X(M), tal que ¢,V =V, y la aplicacion

¢, X(M)2V — ¢,V =V € X(M)

resulta ser un isomorfismo R-lineal. Denotaremos ¢* = (¢,)~!
Por otra parte, si ¢, y ¥ son difeomorfismos y existe la composicion 1 o ¢,
entonces se verifica:

(Yo@) =0 09", (Yod) =19, 00,

4.1.8. Corchete de Lie de campos relacionados

Sean V,W € X(M), V,W € X(M) campos ¢-relacionados, siendo ¢ : M -
M una aplicacién diferenciable. Entonces [V, W], estd ¢-relacionado conﬁ[V W
¢) =

Demostracién. Basta probar que si f € F(M), entonces [V, W](f
[V, W](f) o ¢, y esto se sigue de

es decir:
M ¢ MM ¢ A
f\\ / W(f\ W(f)
R N p . R
V(W(N %W(f))
R

intercambiando los papeles de V' y W se obtiene el diagrama conmutativo:
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WV (f)) WV (f)

y restando los dos 1ltimos diagramas se obtiene la igualdad pedida.
[

4.1.9. Campos de Vectores en el Producto .

Continuando con las notaciones dadas en la seccién 3.6, un campo V, en M,
(a = 1,2) se identifica con un campo en M que denotamos por el mismo nombre
V., mediante la sencilla férmula V,(z) = V,(z,) para todo x € M . Asi X(M,).
es subespacio vectorial del dlgebra de Lie X(M) de los campos de vectores de M.

En particular, si tenemos cartas (Uy,oq = (ul,...,u™)) en cada M, , entonces

92 .92 90 9
oul” T oui T oud’ T ug

forman una base local de campos, y V, se podréd escribir localmente en la
forma:

Ma 8
_ i1 m
V, = g Va(um...,ua“)—a -
i—1 U,
1=

en particular se concluye que [Vi,Vo] =0,y [V, W,] € X(M,) para .V,, W
o € X(M,)., y X(M,) es subdlgebra de Lie de X(M). Denotando por V =
(W, Vo) =VieVy , W = (W, Wy) = Wy @ Ws los campos en X(M) correspon-
dientes se tiene: [V, W] = ([Vh, W1], [V2, W3]) = [Vi, W1] @ [Va, Wa)

4.2. SISTEMAS DINAMICOS

El objetivo es formalizar la reconversién de la teoria de integracién de un
sistema de ecuaciones diferenciales auténomas de primer orden, al &mbito de las
variedades abstractas:

Dado un campo, las curvas cuya velocidad define en cada punto el vector del
campo son sus curvas integrales. La teoria de existencia y unicidad de curvas
integrales maximales, y de flujos, se corresponde en su version local con la teoria
de integracién y dependencia diferenciable de las soluciones con las condiciones
iniciales. Mirado asi, un campo se denomina también Sistema Dindmico.

4.2.1. Curva integral de un campo tangente.

Una curva integral de un campo V € X(M), es una curva o : I — M
diferenciable que verifica la condicién:

o/ (t) = V(a(t)) para todo t € T

si0 €I,y a(0) = p, se dice que a es una curva integral de V' por el punto
peM.

Nota 4.2 = Supuesto que o : I — M es una curva integral de V- € X(M),
ysit:J>s—t(s) €I esun cambio de pardmetro, la curva & : J 3 s —
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a(t(s)) € M, no es en general curva integral de V- a no ser que dt/ds =1,
(y esto sucede solo cuando t(s) = sg + s). En efecto, se tiene
da
ds

_da
Tdt

S

dt

7| = /(b)) = V(a(t(s) = V(a(s)
t(s) @5

S

» El conjunto de las curvas integrales de campos de vectores se denomina
Sistema dindmico

4.2.2. Curvas integrales de campos relacionados

Sea V € X(M), V € X(M) campos ¢-relacionados, siendo ¢ : M — M
una aplicacién diferenciable. Si « es curva integral de V' por p € M, entonces
@ = ¢ o« es curva integral de V por p = ¢(p).

Demostracién. a/(t) = (¢ o a)'(t) = dp(a/(t)) = dp(V(a(t))) = V(g o
a(t) = V(a(t) m

Nota 4.3 En particular si

V:Z;V o

es la expresion analitica de un campo V€ X (M) respecto a una carta (U, o= (u*, . ..

, con o(U) = U ,entonces, el campo V € X(U) con identica expresion analiti-
ca.estd p-relacionado con V.

4.2.3. Teoremas de existencia en R™

La observacién anterior, prueba que el problema de existencia y unicidad
(local) de curvas integrales por un punto de un campo definido en una variedad
diferenciable, puede plantearse directamente en un abierto de R™.

Sea X € X(U) un campo de vectores definido sobre un abierto U de R™.

Tomando en R™ coordenadas (u?, ..., u™), si a(t) = (ut(t), ..., u™(t)), y X =
(X1, ..., X™) la condicién necesaria y suficiente para que « sea curva integral de
X es que las funciones u’(t) verifiquen el sistema de ecuaciones diferenciales

la teorfa general de ecuaciones diferenciales asegura que para cada tg € Ry cada
up = (ug, ..., ul) € U:

1. existe una curva integral de X, a: I — U con tg € I, y a(ty) = u’. Por
otra parte si g : J — U verifica la misma condicién, entonces a =  en
nJ

2. existe I intervalo con ty € I, V, abierto, con u° € V y una funcién difer-
enciable
I xIxVa(tt,u)—y(Etu) elU

de forma que Vu € U la curva I 5 ¢t — ¥(¢,¢,u) € U es curva integral de
X con ¢(t,t,u) = u.
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4.2.4. Existencia y unicidad de curvas integrales.

Sea V € X(M), y p € M. Existe entonces una curva integral « : I — M,
por p. Por otra parte, si 8 : J — M, es otra curva integral de V' por p, entonces
at)=Bt) Vte InJ.

Demostracién. Tomando (U, ¢) carta de M con p € U y usando la obser-
vacién 4.3 y el anterior epigrafe se deduce la existencia. La segunda parte se
demuestra probando que el conjunto

K={teInJ:alt)=pt)}

es abierto y cerrado. La condicién de ser abierto es también consecuencia de
la observacién 4.3 y el anterior epigrafe. La condicién de ser cerrado usa la
propiedad T de M, ya que:

El conjunto de puntos en donde coinciden dos aplicaciones continuas sobre
un espacio de Haussdorf, es cerrado.

Nota 4.4 De la misma forma se prueba que si o : I — M, 3 :J — M son
curvas integrales de V y a(to) = B(to) para algunty € INJ, entonces a(t) = B(t)
YtelInd.

La curva integral  : I — M de V por p se dice no maximal, si existe
B :J — M curva integral de V por p tal que I C J. Es fécil ya obtener el
siguiente resultado:

Teorema 4.5 Sea V € X(M), y p € M. Euxiste entonces una dnica curva
integral mazimal o, : I, — M, de V por p.

Demostracién. Sea Z(p) = {I intervalo de R: Existe a; : I — M curva
integral de V por p}, y sea I la unién de los intervalos de la familia. Se define
entonces la curva oy, : I, — M por la condicién

Vi e I, es ap(t) =ar(t)sit eI eI(p)

la definicién carece de ambigiiedad y define la curva integral maximal de V' por
p. W

4.2.5. Flujos locales

Proposicién 4.6 Sea V € X(M), yp € M. existe entonces un entorno abierto
U de p, un intervalo abierto , con 0 € J, y una funcion diferenciable ® : JXx
U —M de forma que para cada x € U, la curva

ap:J3t— P(t,x) e M (8)

es una curva integral de V. por x. Se llama a ® : Jx U —M flujo local de V
por p.

Demostracion. El resultado, cuando se toma M = U abierto de R™ es una
caso particular de 4.2.3, para typ = 0 tomando ® : I xV > (t,u) — ¥(¢,0,u) € U.

En el caso general basta tomar (U, p) carta de M con p € U y aplicar el
siguiente Lema m
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Lema 4.7 Sea V € X(M), V € X(M) campos ¢-relacionados, siendo ¢ : M —
M un difeomorfismo. Entonces, si ® : JX U —M es un flujo local de V' por
p € M, entonces

D JxdU) > (t,7)—¢ (B(t, ¢~ (T))) € M
es un flujo local de V por p = ¢(p)

Teniendo en cuenta que ®(0,p) = p , por razones de continuidad, podemos
encontrar € > 0, Uy entorno de p, de forma que ®(I.x Uy) C U, y denotando
D, (x) = P(t, x) se tiene:{ Py }rer,

Corolario 4.8 Sea V € X(M), yp € M. existe (Uy,U,e,P) donde
Uy, yU son abiertosp e Uy CU, ye >0
O:I. xU— M es un flujo local de V' por p. y ®(I. x Upy) CU

Se denomina a (Up,U, e, P) caja de flujo de V por p, y a {P}ier. grupo
uniparamétrico local de V' en torno a p.

Nota 4.9 En las condiciones anteriores, denotando ®¢(x) = ®(t,x) se obtiene
una familia {®4}er. que se denomina grupo uniparamétrico local de V' en torno
a p. Ndtese que para s,t € I, tales que s+t € I, , yx € Uy , por la observacion
4.2, est — az(t+s) = Piyq(x) curva integral de V , por ®s(z) igual que
t — B(t) = D40 Dy(x), por tanto

Dy 0 Py() = Pyps(x) Vo € Uy

Liamando ®,(Uy) = Uy se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
o
Z/[() d ut

Doy 8

utJrs
si s = —t se concluye que o ®_,(x) = x Yo € Uy, y por tanto Oy : Uy — Uy

es un difeomorfismo para cada t € I,

4.2.6. Campos completos.

Un campo V' € X(M) se dice completo si para cada p € M, la curva integral
maximal de V por p estd definida en todo R es decir: o, : [, = R —M.

Proposicién 4.10 Si V € X(M) y M es una variedad compacta, entonces V
es necesariamente completo.

Demostracién. Sea « : I = (a,b) — M curva integral de V. Probaremos
por ejemplo que si b < +00, entonces existe una curva integral de V, & : (a, b) —
Mconb<byal/(ab)=a.

En efecto, por ser M compacta, es posible encontrar una sucesién (t,) C I
con limt, = b,y p, = a(t,) = p € M. Si ®: I. x Uy — U es una caja de flujo
con p € Uy, tomemos N de forma que

b—ty <e, a(ty)= pny €U
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la curva o : I(tn) 2t — o(t) = apy(t —tn) = O(t — ty,pn) € M es curva
integral de V' que para valor ¢ = ¢ del pardmetro verifica o(tn) = a,y (0) =
pN = a(ty), asi a y o coinciden en la interseccién de sus dominios, y la curva

a(t):{ a(t)sit € (a,ty)

o(t)sitel.(tn)
es curva integral de V' definida en (a,tny +€) 2 (a,b) que extiende a o m
Teorema 4.11 SiV € X(M) es un campo completo, entonces la aplicacion:
O :RxM> (t,x)— a,(t) e M
es diferenciable

Nota 4.12 Tenemos ast para un campo completo V' una enorme caja de flujo
(U, U,e,D) = (M, M, 00,P). que se denomina flujo global de V. FEste flujo
global, da lugar a un grupo uniparamétrico global {®;}icr.

La demostracién del teorema depende del siguiente

Lema 4.13 SiV e X(M) ,pe M ya : I — M es una curva integral por p,
entonces para cada t € I, existe ® : J x U —M flujo local de V conp € U, y
teld

Demostracion. Sea K = {t € I : 3 : J x U —M flujo local de V con
p €U, yt e J}, y demostremos que K = I. En efecto, K es evidentemente
abierto, y no vacfo. es mds, sit € K (¢ > 0), entonces [0,¢] C K. Probemos que
K es también cerrado (en I). Si b € I, estd en la adherencia de K, supongamos
por ejemplo b > 0, y demostremos que b € [ :

Sea (t,) C K una sucesién creciente lim ¢, = b. Si ¢(b) = P, entonces por
continuidad c(t,) = p, — P. Tomemos un flujo local (U, I.,®) por P, y sea
N >0talqueb—ty < e,y py €U. Como ty € K, podemos encontrar un
flujo local @ : JxU — M conp e U y ity € J = (a,a'). como o : [ — M,
ya,:J>t— ®p,t) € M, son curvas integrales de X por p , coinciden
en I N J. En particular es ®(p,tn) = a,(tn) = py € U. Por continuidad,

existe entorno U de p, de forma que @y, (?/Nl) C U. Para cada = € Z], sea
0p  I(tN) 2t = Qg(q,n)(t —tn) = ©(t — tn, P(z,tn)) € M. Como 0,(In) =
O(z,tn) = az(tn) se concluye que 0, (t) = g (t) VE € I (tn)NJ y esto permite

definir sin ambigiiedad para (¢,z) € (a,ty +¢€)

= | P(t,x) = ag(t) sit € (atn)
(¢, ) = { D(t —ty, ®(z,tn)) = ax(g sitel(tn)

ast @ : J xU—M es flujo local con p ELN{, ybeJ= (a,ty+e). Asity+e € K,
y por como b <.ty + ¢, resultaque b € K. m

Demostracién. (del Teorema)

Nétese que fijado (,p) € R x M, si W : J xU —M es el flujo local de V' por
P, con t € J, entonces usando el teorema 4.5 se concluye que ® | J x U = V. m

4.2.7. Interpretacién dindmica de la derivada de Lie

Sean V,W € X(M), y sea ® : I. x Uy — U caja de flujo local para V. Si
denotamos para f € F(M) ®f(f) = f o §, entonces en Uy se verifica la férmula
i) = f

Ly (f) = V(f) = lim ==&
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Probaremos que también se tiene la férmula:

Ly (W) = [v.w] = tim 21D =

(9)

donde hemos denotado para cada t € I. , por ®; al difeomeorfismo ®; : Uy >
x — ®(t,x) € Uy ,.y se entiende que P (W) significa exactamente O (W) :=
OF (W | Up) € X(Uo).

1) € X(Uo), entonces para cada p € Uy,
t(W(24(p))) € T,M, es una curva en el
(p), y ast la formula (9) significa que:

Nota 4.14 Llamando Wy := &5 (W | U
resulta que I. 3 t — Wy(p) = d®
espacio vectorial T,M, con Wo(p)=

% |

[Va W] (p) = Wt(p)’vp € Uy

t=0

Sl

Demostracién. Fijado p € Uy, y denotando p; = P;(p) se tiene para f €
F(M):

d(f o @ )(W(pt)) = W(f)(p))

d(I)_t(W(p;)) - W(p)] (f) _ ; _ A(t) + B(t)
en donde henos denotado:
AW = wo (L2221

W(f)(pe) = W(f)(p)
t

Claramente es lim;_,q B(t)= %‘t W(f)(pe) ={V(W(f)} (p). Probaremos que
lim, o A(t) = —{W{V(f)} (p). En efecto, la funcién ¥ : I, x Uy > (t,z) —
U (t,z) = Ui(x) = foDy(z) — f(x) € R es diferenciable, con ¥ (0,z) = 0 y para
cada t = 7 fijo se tiene

por lo que

tomando ahora,
g: I xUy > (t,z) = gi(x / a5 (st,x)ds € R

también es diferenciable y verifica:

o) = 5L 0,2) = V(1) (&), W(t,2) = te(o)

asi se tiene
fo®i—f Vi g
t t t gt

y por tanto, A(t) = =W (p:)(g—t), y im0 A(t) = =W (p)(90) = =W (p)(V(f)
| |
Una consecuencia de esto es
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Proposicién 4.15 Sean VW € X(M) campos completos y sean ®, ¥ : R x
M — M sus correspondientes flujos globales. Entonces [V,W] =0 si y solo si
U,0P;, = P, 0V, para todo s,t € R.

Demostracién. Observese primero que si los flujos conmutan entonces

Py (B, (5)) = 01 (Vs (7)) = Us (P4 (%)) = By, a) ()

y por tanto ®; preserva las curvas integrales de W. Es facil concluir ahora que
se tiene la equivalencia

VUso®, =P oW, Vs, t <= (D) W =W WVt

Supongamos primero que los flujos conmutan, entonces para cada p Wy(p) =
(@—¢), (W(P¢(p))) = W(p) es constante y

d
O = — =
7w = vy,
Reciprocamente [V, W] = 0 probaremos que para cada p es Wi(p) = W(p)
constante, asi resulta que (®;), W(p) = W (P4(p)) y por tanto ($,) W =W
Vt.
Y W;(p) es constante porque para cada tg llamando (®;, )" W = W, &, (p) =

p
d d .
|, W) = g @) W (@ 0)
d * 117 —~

ya que como (®_; ), V =V se tiene [V, ﬁ//}

= (@), VW], =0. m

p

5. FORMAS.

En esta seccién se introduce el cédlculo tensorial en variedades comenzan-
do con los tensores covariantes. Esto permite entre otras cosas establecer los
cimientos para presentar en capitulos siguientes el cédlculo exterior de formas
diferenciales. Se hace estudio especial de las formas lineales y las bilineales,
deteniendose brevemente en las variedades dotadas de estructura Riemanniana.

Se pasa luego al estudio de tensores generales incluyendo las derivaciones
tensoriales de Lie y la derivacién general covariante inducida por una conexién
lineal. Se construyen los tensores de torsién y curvatura de una conexioén lineal
y se estudian en particular los tensores cldsicos de curvatura de la conexién de
Levi_Civita en una variedad riemanniana.

5.1. PARALELIZACIONES

Una paralelizacion de un abierto U una variedad M, es un sistema de campos
(Er,...,Ey) C X(U), con la propiedad de que paracadap € U, (E1(p), - .., Em(p))
sea base de T, M. Si U admite una paralelizacién, se dice que es paralelizable.

Nota 5.1 » Si(U, o= (ul,...u™)) es una carta de M entonces (8/0ul,...,d/0u™)
es una paralelizacion en U, ast pues una variedad es localmente paraleliz-
able.
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» SilU es un abierto paralelizable de la variedad M, entonces U no tiene
porqué ser dominio de una carta. De hecho, S' es paralelizable, y sin em-
bargo por ser un espacio compacto, no admite una carta global.

» Curiosamente, el hecho de que una variedad sea o no paralelizable, de-
pende mds de su topologia, que de la estructura diferenciable. Hay condi-
ciones topoldgicas (no orientabilidad, caracteristica de Euler no nula ...)
que garantizan que una variedad M no es paralelizable, y otras ( conexion
simple, contractibilidad ...) que garantizan todo lo contrario.

5.1.1. Paralelizaciones y bases de X(M)

Probaremos que son equivalentes la afirmacién de que una variedad M sea
paralelizable, y la de que X(M) sea F(M)-médulo libre. La razén de esto, es
que es lo mismo una paralelizaciéon de M que una base para el F(M)-médulo
X(M). En efecto, si (En, ..., E,,) C X(M) es una paralelizacién de M entonces
dado V € X(M), para cada p € M existen unos nimeros tnicos, digamos f;(p)
tales que V(p) = > fi(lp)Ei(p), ya que (E1(p),...,Em(p)) es base de T,M.
Tenemos que demostrar que las funciones f; : M — R son diferenciables. Para
ello probaremos que lo son en el dominio de cualquier carta (Z/{ , = (ul, . um))
En efecto, tenemos,FE; = > (;Sija/aui, donde (q{)ij) es una matriz cuadrada con

entradas diferenciables y con det (qﬁij) # 0 en cada punto. Por tanto admite
funcién inversa (q{)ij)_l = (’(/Jij) que también tiene entradas diferenciables y se

vericfica 9/0u’/ = Y 4, E;, como V = Y V79/du’, con V;° diferenciables, se
concluye que V' = )", (Z j Vf%j) E;, y por la unicidad de las funciones f; se

concluye que f; =3 j Vj“"wij que son por tanto diferenciables en U.

Reciprocamente, supongase que (Fi,...,FE,) es base de X(M) siendo M
variedad de dimensién m. Fijado p € M, es claro que (E1(p), ..., Er(p)) consti-
tuyen un sistema generador, ya que fijado & € T, M, podemos tomar V € X(M)
con V(p) =& yasi £ =V(p) = filp)Ei(p) si V = > fiE;. de esta forma,
necesariamente es r > m. Si r = m, hemos terminado (pues (E1(p),..., E.(p))
serfa base de T,M), si r > m, podemos extraer de (E1(p), ..., Er(p)) m vectores
linealmente independientes, pongamos por ejemplo (Ey(p), ..., En(p)). Es facil
ver (tomando una carta) que por razones de continuidad (E4,..., E,;,) consti-
tuyen una paralelizacién de un cierto abierto U de M que contiene a p, de forma
que podemos escribir E,, 1 = >.1" iE; , fi € F(U). Tomando finalmente una
funcién meseta p en torno a p con soporte contenido en U, entonces pu’ € F(M)
(ver observacién ??) y pEmi1 — > (1fi) E; = 0 como g no es identicamente
nulo, se contradice la F(M)-independencia lineal de (Ey, ..., E;).

5.2. FORMAS MULTILINEALES.

En lo que sigue X es un mdédulo sobre un anillo § ,y M serd una variedad
diferenciable La teoria de tensores que vamos a establecer aqui se aplicara fun-
damentalmente a tres ejemplos de §- médulos

a) X =X(M), § =3T(M)

b) X = X(U), § = F(U) donde U es un abierto paralelizable de M (por
ejemplo, dominio de una carta)

¢) X =T,M espacio tangente a M en un puntop € M,y §=R.
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Escribimos X" para denotar el producto cartesiano X" = X x...x X (r veces)

Al F-médulo L (X) se denomina médulo dual de X, y se denota por X*.

Una forma multilineal o tensor (covariante) de érden r es una aplicacién
A : X" — § que es §-lineal respecto a cada componente, es decir, para cada
i=1,...,r,cada (V4,...,V,) € X" cada W; € X, y cada f,g € § se tiene:

AC. fVit gWi,.. ) = FA(..\Vi,..) +gA(.., Wi,...)

El conjunto L™ (%) de todos los tensores de érden r constituyen un F-médulo
si se define para BEL™(X), (fA+¢B) (V1,...,V;) = fA(V4,...,Vo.)+¢B(V4,...,V})
Convenimos en escribir L°(X) = § y

L (M) =L"(%X(M)),para r > 0

Usando la técnica de las funciones meseta, probaremos el siguiente resultado:

5.2.1. Localizacién.

Si A e £'(M), (Vi,...,V.) € X(M)", (r > 1) p € M, y para cierto i =
1,...,7 es Vi(p) = 0, entonces

A(WVi.., Vi)(p) =0

En particular el valor de A(V4,...,V,)(p) solo depende de los valores V;(p) de
los campos V; en el punto p.

Demostracién: Sea (U, p = (u',...,u™)) una carta de M, con p € U, en
donde Vj se escribe:

m

d
Vi= ZAJ-% con A; € FU)

Jj=1

tomemos p € F(M) una funciéon meseta con u(p) = 1, y sop(u) C U. Las
funciones pA; pertenecen a F(M), y los campos U; = ud/0u’ estén en X(M)

PV = Zm:(ﬂ/\j)Uj € X(M)

j=1
y se tiene: p?A(...,Vi,..) = A(...,p2V;,..) =
:A(,Z(MAJ)UJ,) = ZMAJ <7UJ,)
° =

j=1

particularizando esto en el punto p, como Aj;(p) = 0 (ya que V(p) = 0), y
w(p) =1 queda A(...,V;,...)=0.

Para ver que el valor de A(Vy,...,V,)(p) solo depende de los valores V;(p)
de los campos V; en el punto p, sean V; € X(M) tales que V;(p) = V;(p) para
i=1,...,r. Pongamos para simplificar r = 3. Se tiene:

A(‘_/17‘727 V3) - A(Vvlu ‘/27‘/3) =

= A(m - V17V27%) +A(‘/1?‘72 - ‘/27‘71))) +‘4(‘/1"/27‘73 - V3)

El segundo miembro evaluado en p es naturalmente nulo. m
El teorema anterior tiene dos importantes consecuencias ya inmediatas:
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Corolario 5.2 Cada tensor A € £ (M) asigna a cadap € M un tensor A(p) €
L™(T,M) por la condicidn:

Ap)(&rs--- &) = A(Vh, .. Vi)(p) con Vi(p) =¢&;
y la asignacion £ (M) > A — A(p) € L"(T,M) es R—lineal.

Corolario 5.3 Dada A € £ (M) y U abierto de M, existe una tnico tensor
Ay € £7(M) verificando la propiedad para todo Vi,...,V, € X(M)

AWV U,....Vo |U)=AV, ..., V) | U
denotaremos usualmente por el mismo nombre a las tensores A y Ay.

Nota 5.4 Un tensor A € £"(M) puede definirse también, como un operador
que asigna a cada p € M un tensor A(p) € L™(T,M) verificando la siguiente
condicion de diferenciabilidad:

Para cada U abierto de M, y campos (V1,..., V) € X(U), la funcion:

AVi,....V.): M >p— Alp)(Vi(p),..., Ve(p) €R

es diferenciable. Naturalmente, es suficiente comprobar la condicion solo para
abiertos U de M que son dominios de cartas.

5.3. FORMAS LINEALES.

Los elementos de X* son 1-formas y se denominan formas lineales. Escribimos
X*(M) en lugar de X(M)* = £1(M)

5.3.1. Diferencial de una funcién real.
Si f € (M), se define df € X* por la condicién
df (V) = V(f) para todo V € X(M)
Nétese que para p € M se verifica (df)(p) = df (p) : T,M — R

5.3.2. Base dual

Supongamos que X admite una base (F1, ..., Fy,) . Una forma lineal a € X*
queda univocamente determinada por sus valores a; = a(E;). En particular
denotando por ¢* € X* la 1-forma tal que

iy s _ ) Lisii=]
E(EJ)_‘;”_{ 0,sii#j
se concluye que (¢!,...,e™) es una base de X* y se denomina dual de (E, ..., E,,)

. Para cada ¢ € X*, y X € X se tienen las identidades:
X = Zz—:i(X)Ei, o= Za(Ei)ei

Si (U, = (ub,...,u™)) es una carta de M, podemos tomar E; = 9/0u’

1
.como base de X (U) y
N ol
J = —— = 0,
du <8u1> ou? i
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se por tanto

(du',...,du™) es base dual de (%, . 7(%%)

Nétese que si f € F(M) se tiene la identidad:

af => %dui

5.3.3. Pullback

Sea ¢ : M — M aplicacién diferenciable entre variedades, y sea & € X*(M).
Definimos el pullback de @&, como el operador ¢*@& que hace corresponder: a
cadap € M, la 1 — forma (¢"@&), en T, M definida por:

(¢ ), (§) = oy (do(p)(§) VE € T,M

Para todo &, B € X*(M) y todo f, g € (M) se verifica (punto a punto la
identidad:
¢"(fa+gB) = (¢"f) (¢"a) + (¢°9) (¢"B)
en donde se ha denotado ¢* f = f o ¢ que es el pullback de la funcién f
Para comprobar que ¢* & define una 1— forma en M, es suficiente demostrar-
lo para el caso @ =df con f € F(M), ya que localmente en las coordenadas
% = (t1,...,u™) de una carta (U, ), se escribe:

a=Y adi'y g'a=> (¢ a:)(¢"du’) (10)

y por tanto ¢*& definiria una 1 — forma (diferenciable) en el dominio U. Se
tiene en estas condiciones el siguiente:

Lema 5.5 Si¢: M — M aplicacion diferenciable entre variedades, y f € (M)
entonces:

¢*(df) = d(¢"f)

en particular ¢*(df) € X*(M).

Nota 5.6 Continuando entonces con la expresion local de ¢*& iniciada en (10)

si_suponemos ahora que (U, = (u',...,u™)) es una carta en M con ¢pU) C
Uyt = ¢,(ut,...,u™) son las ecuaciones de ¢, siendo ¢; = ¢*u’ se concluye
que para

a= E a;(at,...,a™)da’
la expresion analitica de su pullback se obtiene haciendo en la expresion de &
sustitucion formal de u; por ¢;(u',...,u™), es decir

Jos’ :Zdi((bl(ul, o™, s (Ut u™))dg,

Nota 5.7 Naturalmente, si ¢ : M — M, y i : M — N son funciones diferen-
ciables entre variedades, entonces:

(Yog) =¢" o)™ : X"(N) — X" (M)
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5.4. FORMAS BILINEALES.

El §-médulo L?(X) es el médulo de las formas bilineales de X,. que se denota
por £2(M), cuando X = X(M).

5.4.1. Producto tensorial de formas lineales

Si a, B € X*, se llama producto tensorial de o, y 3 a la forma bilineal

a®B:XXxX35V,W - a(V)B(W) €§

Es obvio que la aplicacién X¥* x X* 3 (o, 8) — a ® B €£(X) es §-bilineal.
5.4.2. Expresién analitica de una forma bilineal

Si (E1,...,En) es base de X,y (¢!,...,e™) es su base dual entonces

{e'®el 1i,j=1,...m}
constituye una base de L?(X) . De hecho, si B € L?(X) se tiene la identidad:
B =) B(E, E))(c'®e)

a los elementos b;; = B(FE;, E}) se denominan componentes de la forma bilineal
B respecto a la base (El_, o B

Supéngase (F1, ..., Fp). se tiene que
Pun 0 Pim
(E1,...,En)=(E1,...,En) | - :
Pmi1 e Pmm
con p;; = ¢'(E;) entonces, si (£1,...,Em,) es la base dual se tiene

g = Zai(Ek)Ej = Zpikgk
en particular, si b;; = B(E;, E;) se tiene:
B= Zbij5i®€j = Zpikbijpjh§k®§h = ZBkhEk@?h
de donde se tiene la igualdad:
(Bij) = (pij)t(bz’j)(pij)

Si (U, = (ub,...,u™)) es una carta de M, podemos tomar E; = 9/0u’
.como base de X (U) y &' = du’ de forma que podemos escribir:

B=> b(du'®du)

donde las componentes b;; = B(9/0u’,d/0u’) son funciones diferenciables en
U, ast si (U, p=(u",...,u™)) es otra carta se verifica la identidad:

_ TV

Y ouk Oh
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5.4.3. Pullback.

Sea¢p: M — M aplicacién diferenciable entre variedades, y sea B < £3(M).
Definimos el pullback de B, como el operador ¢*B que hace corresponder: a
cadap € M, la 2 — forma (QS*B)p en T, M definida por:

(¢"B), (&) = Bp(do(p)(&), do(p)(n)) VY&, n € T,M

Para todo A, B € £2(M) y todo f, g € F(M) se verifica (punto a punto) la

identidad:
0" (JA+gB) = (¢"[) (6"A) + (¢"9) (¢"B)
Por otra parte, si &, B € X*(M) se verifica:
¢"(a®PB)=(¢"a) @ (¢"B)

Fijados (U, ¢ = (u',...,u™)) es una carta de M y carta (U, p=(t1,...,a™))

de M,con ¢p(U) C U, si
B=> b(du'wd)

entonces

¢'B = Z ¢bij(¢"du' @¢"du’ ) = Z(Eij ° ¢)dg;®dg;

siendo ¢; = gb*ﬂ_ =7a'o¢ las componentes de la expresién analitica de ¢. En
consecuencia ¢*B €£?(M) si B € £2(M).

5.4.4. Meétricas riemannianas.

Una métrica (6 estructura) Riemanniana sobre una variedad diferenciable
M, es una forma bilineal g € £2(M) que verifica la siguiente propiedad:

Para cada p € M , la forma bilineal g, € L*(T,M) define en T,M un
producto escalar euclideo

Es decir: g(V,W) = g(W, V) y g(V,V) > 0 paratodo V, W € X(M), ademés,

gV,V)(p) =0=V(p)=0

Se dice entonces que (M, g) es una variedad Riemanniana. Cuando en una
variedad M se supone prefijada una estructura Riemanniana g, diremos que M
es riemanniana y se denota genericamente por (V, W) = g(V, W) al producto
escalar de los campos V,W € X(M). Andlogamente si £,n € T,,(M) escribimos
(€,n) en lugar de g, (&, n). Observese que con esta notacién se tiene la identidad:

(VW) (p) = (V(p), W(p))

Por ejemplo R” tiene una estructura canénica de variedad Riemanniana, si
se define para £, € T,R™ el producto escalar canénico:

<£a77> =< g)ﬁ>:Z£knk CODE: (é.la"'vgn)’ ﬁ: (77177771) ERH
k=1

tomando en R" la carta identidad (x!,...2") esta métrica Riemanniana canéni-
ca se escribe:
dz' @ da' + -+ do" @ da™

Nota 5.8 Fs facil probar usando las particiones diferenciables de la unidad,
que cualquier variedad abstracta admite al menos una estructura riemanniana,
pero no existe a priori ninguna especialmentre privilegiada. Sin embargo, no es
este el caso de las variedades euclideas.
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5.4.5. Estructura riemanniana candénica de una variedad euclidea

Una variedad euclidea M es una subvariedad de R™ y hereda una métrica
Riemanniana canénica g del espacio R™ en el que estd sumergida. En efecto,
para cada p € M , y vectores §,n € T,(M) se define

g(&mn) = (&mn)

siendo (£,n) el producto escalar candnico de los vectores {,n € T,R". Esto
equivale a decir que g =i},g, siendo g la métrica Riemanniana canénica de R",
y iy 2 M — R™ la inclusién candnica.

Si P :U —U es una parametrizacion de M,y (U, p= P~ '=(u',...u™)) es la
correspondiente carta se tiene:

7] ozk 0

i 50 ok
ou - out Ox

siendo 7 = x7 o P de manera que

(6 8) Ox* Ox*
95 =8\ 55597~ -
k

Out’ Oud Out Oul

Nota 5.9 En general, una subvariedad M de una variedad riemanniana (M, g)
hereda de M una estructura riemanniana candnica g =i%g, con iny : M — M

6. CALCULO EXTERIOR

Esta seccién esta dedicada al cdlculo exterior de formas diferenciables, y a
los operadores diferenciales cldsicos, culminando con la diferencial exterior y
los grupos de cohomologia. Nuestra atencién se dirige aqui, hacia las formas
exteriores de grado maximo, que permiten establecer los conceptos de elemento
y forma de volumen. En particular se analiza la idea de orientacién.

6.1. ALGEBRA EXTERIOR

En lo sucesivo, para m € N* denotaremos por &™ al grupo de permutaciones
de m elementos, es decir:

™ ={o:{L,...m} — {1,...m} oesbiyectiva}
que tiene m! elementos. El homomorfismo signatura es
6" 30— (-1)? € {-1,1}
Una permutacién o € &" puede interpretarse como una aplicacién
o:X" 3 (X1,...,. X)) = (Xo@), - Xo)) €X7

y de esta forma se tiene una actuacién natural por la derecha del grupo &"
sobre el F-médulo L™(X) de los tensores covariantes de érden 7:

L"(X)x6"3(A,0)— Aco=A.ceL"(X)

Eb facil probar que se verifican las siguientes propiedades, para todo A, B €
L"(X), todo 0,7 € 6" y todo f € §:

1) (A0).r = A(o7)

2) (A+B)U—AU+BU

3) (fA).0 = f(A.0).
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6.1.1. El médulo de Formas Exteriores de grado r

Se dice que A € L"(X) es una forma exterior de grado r si:
Aoc=(-1)AVoe&”

Evidentemente, el conjunto Q" (%) de todas las formas diferenciables de grado
r, es un F-submédulo de L"(X). Se denota por Q" (M) al F-médulo A" (X(M))

6.1.2. Operador de Alternacién
Si A € L"(X) se define
o 1
A(A)= D (-1)7A0 [ AA) = —AA)
ocB" ’

No es dificil probar que A(A) € A"™(X), y que si a € A"(X) entonces es A(a)
rla. En particular es A%(A) = r!A y asf el endomorfismo A : L"(X) — L"(X)
verifica A? = A, y es por tanto una proyeccién con imagen im(A) = A"(X).
Llamando N" = Ker(A) se verifica entonces:

L'(x)=A"(X) PN

Lema 6.1 Si Ae N" y Be L*(X) entonces se verifica que AQBe N y BRAE
Nr+s

Demostracion. : Se hace, fijada A€ N” por induccién sobre el grado s del
tensor Be€ L*(X). Para s = 0 el resultado es evidente. Para s = 1 se tiene:

(A(A & B)) (Xla s aXr-i-l) = Z (_1)GA(X(T(1)7 s >Xo—(r))B(XU(r+1)) = (*)

oceGrtl

sacando factor comin B(X;) después B(X3) ... etc la suma anterior se re-
organiza en la forma

r+1

%) = ZiB(Xi) (AA) (..., X;,...)=0

ya que por hipétesis A(A) = 0. (Hemos denotado por (... X, Jlar—1
étupla (X1,...,X,), en la que se ha prescindido de la componente i-ésima.)

Supongamos cierto el resultado para s > 0, y sea B =B,®B; con B, €
L3(X) y By € LY(X), entonces A®B, € N""* por hipétesis, y asi A @ B =
(A®B,)®@B; € N5+ pues el resultado es cierto para s = 1. Como cualquier
B € L*t1(X) se obtiene como suma de elementos del tipo B;®B se concluye
la demostracién.

6.1.3. Producto Exterior
SiaeA"(X)y B € A(X) se define el producto exterior:

AN B = 13 Ala® B)
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Propiedades del producto exterior Es fécil probar que el producto exte-
rior es una aplicacion

AT(X) x A*(X) 3 (a, 8) = a A B € ATH(X)

y ademds es F-bilineal, decir, para todo f,g € F(M) a € A"(X), € A5(X) v
v € AR (X)

(fa+gB) Ny =Ffany+gBAvy, v ANfatgB)=fyANa+gyAB
.Probemos que es asociativa, es decir,
(@AB)Ny=an(BAY)
En efecto, como cuestién previa observese que la descomposicion
LrHs(x) = A7 (%) @Nr-i-s
permite escribir, para A € L"(X) y B € L*(X), la igualdad:
A®B=AAB+ AB

donde AAB = A(A ®B) € A""5(X) y ALB € N"*5. Asi, usando el LEMA
6.1, se tiene:

Alle®B)®7) = A((@AB+aB) ®7) =A(@AB) @+ (abf) ®v) =
A((@Ap)®7) = A((@AB)Ay+ (aAp)d ) = A((aAB)Ay)) =
(@AB)Ay = Ala® (B ®7) = =al(BA )
pero
1 rls!
alAf=Aa®p) = @A(O&@B) = (r—&-s)!a/\ﬁ

por tanto

B rls! _oorlst (r4s)k!

(BB Ay = <(r+s)!a/\/8> AY= (r+s)! (r+s+K)!(a/\B) Ny
rlslk!
- (r+s+k)! anB) Ay

hemos probado por tanto que:

(04/\5)/\7:06/\(5/\7):m«‘l(a@ﬁ@v)
Proposicién 6.2 Si o; € A" (X) parai=1,---,s se tiene:
1
ag N Nags=——Ala @ -+ @ ay)

7“1! s 7‘5!
Demostracién: Ya se ha probado el resultado para s = 2, y s = 3. Supuesto
cierto para s > 3, probémoslo para s + 1. En efecto,
(7“1 +.. .7“5+1)!
(r1+...75)rseq!

(1 Ao ANag) Aagyg = Allaa A - Nag) @ asyr) =

o (7’1 =+ ... Ts—l—l)!

ol AR @ ®a,)®as)

Pero
AA(a ® - ®as) @as) =
=A(A1 ® - Qag)—a1 @+ Das+a; @ Dag) @ dgi1)
=A ® - @as®asir)

de donde se concluye el resultado para s+ 1.



6 CALCULO EXTERIOR 49

6.1.4. Producto exterior de 1-formas

De la proposicién anterior se deduce en particular, que si o; € A1(X) para
i =1,---,r se tiene:

(@A Aa)(Xn, -, X) = 3 (<17 (a1 ® - ® )Xoy, s Xogr): =
ocB"

det(a;(X;)) = det(ay(X;))*

—
\
—
S—
q
Q
=
<
q
=
N2
Q
$
<
2
2
S~—
Il

ocB”
Z (—1)0040(1)()(1) < Qg (r) (XT) = { Z (—1)0040(1) ®...Q0 Ozg(,«)} (Xl, e ,Xr)
ceGT oeGT
yqueda: a; A... Aoy = Z (—1)%a51) ® ... @ ag(y
ocB"
Proposicién 6.3 Si a; € AY(X) parai=1,...,7, y 7 € &" entonces:

(—DTarmy A Aoy = A A

6.1.5. Una base del espacio de las r—formas exteriores

Sea (E1,...,E,;) una base de X, y (¢!,...,e™) su base dual. Si a € A"(X)

podemos escribir
n

o = E Ozil,_“’irE“ R...Q0¢e"r
i1yeeyin=1
donde «, ... i, = a(E;,. .. E;,) con lo que para todo o € G"se tiene:

r

Qi (1)senigry — (_1)00@1,..‘,%

serd nulo cuando haya dos subindices iguales, asf:

..... r

i i
a = E { E  Qiaynion €70 @ @€ a(r)} -

1<ii<-<ir<m \oes™
E Qiy oo, { E (_1)0610(1) R...R0 5%0»)}
1<i1 < <ir < oeGr

= E O[il,_”)ilgll ® e ® 6“‘

1<ip < <ip <m
hemos obtenido asi el siguiente

Teorema 6.4 Si (Ey,...,E,,) una base de X, y (¢',...,e™) su base dual, en-
tonces ' '
{e" A AET 1 <d < <dp <m}

constituye una base de A"(X). Concretamente, si a € A"(X) podemos escribir
o= Z ail,_”,irsil A AN
1<ig < <ip <n

donde o, .. ;. = a(E;,...E; ). En particular A™(X) = {0} sir > n.

Corolario 6.5 Si M es variedad diferenciable de dimension n, entonces Q" (M) =
0sir>n.
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6.1.6. Pullback de formas exteriores por una aplicacién diferencia-
ble.

Como se vi6 en el epigrafe 6.2.6, una aplicacién diferenciable ¢ : M — M
entre variedades induce un pullback ¢*:£7(M) — £7(M), definido para a €
£7(M) por:

(¢ a)(x) (&1, -+, &,) = a(o(@))(de(x)(§1), - - -, dp(x)(&1))
para todo x € M, &,..,¢, € T, M. Es facil comprobar que ¢* induce una
aplicacién R-lineal
¢* QN (M) — Q" (M)

y como ¢* preserva el producto tensorial, se concluye facilmente de la definicién
6.1.3, que ¢* preserva el producto exterior, es decir:

¢" (@A B) = (¢"a) A (¢"B)

para todo &, 5, formas exteriores de M.

6.2. OPERADORES DE CARTAN.

El objetivo es estudiar los operadores diferenciales clasicos (derivada de Lie,
producto interior, y diferencial exterior) que actuan sobre el dlgebra de formas
diferenciales de una variedad, y demostrar las férmulas cldsicas que los relacio-
nan entre si.

6.2.1. Definiciones y resultados basicos.

En los sucesivo M es una variedad diferenciable de dimensién m.

Derivaciones y antiderivaciones a) Una derivacion de Cartan de grado k
en M es un operador D que actua para cada r > 0 como aplicacion D:Q" (M) —
QTR (M), que es R-lineal y verifica:

D(aNp)=(Da) AN+ aADp

para todo «, B formas exteriores de M.
b) Una antiderivacion de Cartan grado v en M es un operador 6 que actua
para cada v > 0 como aplicacion & :Q" (M) — Q™" M, que es R-lineal y verifica:

danp)=(a)\NB+ (-1)"aNip

para todo « € Q" (M),y 8 formas exteriores de M

Las derivaciones y antiderivaciones, se denominan Operadores de Cartan.
Se tiene el siguiente resultado preliminar suficiente para nuestras necesidades
posteriores::

Operaciones Sean 6, &' y D operadores de Cartan en la variedad M: § y &’
antiderivaciones de grados 1 y —1, respectivamente, y D derivacién de grado 0.
Entonces:

1. § 0 es derivacion de grado 2

2. [D,8] = Dod — & oD es antiderivacién de grado —1
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3. 6 00+ 806 es derivacién de grado cero.

Se tiene el siguiente resultado general:

Teorema de Localizaciéon a) Toda derivacion (respect. antiderivacion) es
localizable. Es decir, si § es una derivacion (respec. antiderivacion y U es abierto
de M, existe una unica derivacion (respectivamente, antiderivacion) (6 |U) en
U de forma que para todo oo € Q"(M) se verifica:

O |t (e |U) = (6a) [U

b) Sea § : Q" (M) — Q" (M) r > 0 una aplicacion R-lineal. Una condicion
suficiente para que sea derivacion (respect. antiderivacion) es que para todo
A, ..., € QY (M) se verifique:

d(ag Ao Aay) = Bag A L. A ay (: Y(—=1)" oy A by A ozr)

¢) Una derivacion (respect. antiderivacion) § queda univocamente determi-
nada, si se conoce 6(f) y 0(df) para toda funcion f € F(M).
La demostracién es automética, usando la técnica de las funciones meseta.

6.2.2. Dos operadores basicos.

Daremos aqui dos ejemplos relevantes uno de derivacién y otro de anti-
derivacién, que nos permitirdn construir en el siguiente epigrafe la derivada
exterior.

La derivacién de Lie. Sea D = Ly la derivada de Lie respecto a un cam-
po V € M, entonces D aplica Q"(M) en Q" (M),y su restriccion induce una
derivacion de Cartan de grado 0.

Demostracién:

Usaremos que las transposiciones 7;(i = 1,...r —1) de &" que intercambian
1 con i + 1, generan todo el grupo de permutaciones G".

1) Si a € Q"(M), entonces para Vi,...,V,. € X(M) se tiene:

(Da)(Vi, ..., Vi) = D(a((Va,...,V;)) = Y _al...,DVi,...)
y se observa que dicha expresién se anula si V; = V1 para algin i. Esto prueba
que (Da) o7, = —Day, y por tanto Da € Q" (M).
Por otra parte, Es facil ver que para todo A € ZY(M) y todo o € &", se
verifica D(A oco) = (DA)oo
va que la igualdad anterior es cierta cuando de toma o = 7;. En efecto, por
ejemplo para ¢ = 1 se tiene:

{D(AoT)}(Vh,....V;) =
=D((AoT)(Vi,Va,...,V;)) — (Ao r1)(DV1, Vo, ..., V)~

—(AoT)(Vi,DVa,..., V) =Y o=
i>2
:D(A(V27‘/17-.-7‘/7’))7A(‘/27DV17~.~7V7‘)7A.(D‘/2,‘/1,..."/;‘)7.'_
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={(DA)or1}(V1,...,V})
Tenemos asi de forma inmediata que
D(A(A)) = A(DA)

y en consecuencia, para o € Q" (M), 8 € Q°(M) se verifica:

DA & ) = =

= s s!

= L A{(D) ® ) + @ DF} = (Da) A B +a A D

D(a A B) A(D(a® B)) =

Esta derivacién de Cartan de acuerdo con (?7?) admite la siguiente interpretacién
geométrica para a € Q" (M):

siendo F; el flujo local del campo V.
Adems4s se tiene el siguiente:
Lema. Si V€ X(M), y f € §(M),se tiene Ly (df) = d(Lv (f)).
Demostracién:
Para todo W € X(M) se tiene,

(Lv (df))(W) =V (df(W)) = df ([V, W]) =

= VW) =V, WI(f) = WV (f) = W(Ly f) = d(Lv () (W).

El producto interior Un campo V € X(M), define naturalmente una an-
tiderivacién de Cartan de grado —1, iy : Q"(M) — Q"~}(M) de la siguiente
forma: si @« € Q" (M) y r > 1 es,

(iva)(Va, ..., Vi) =a(V,Va... ., Vu)VVa,..., V. € X(M)

cuando « es 1-forma, iya = a(V). Se supone iy f = 0 para todo f € X(M).
Probaremos que iy es una antiderivacién (de grado —1). Por 6.2.1 es sufi-

ciente probar iy (g A. . .Aa,.) = B(=1)FlagA. . iy ay .. Ay, para o € QY (M).
En efecto, si Va,...,V,. € X(M) tomando V; = V| se tiene:

{iviea N o ohNap) Vo, .. Vo) = (aa Ao A aw)(V, Vo, V) = det(au (V) =

E(—l)iJrlOéi(‘/l)(Oél VAN (o7} AN (075 R Ozr)(‘/g, vy V;) =
= Z(*l)”l(ivai) Nag A... (673} N (07 =S I .Ozr)(‘/g, ey V;«) =
= {E(—].)H_l()q VANIAN (ivai) VAN Oér)}(‘/g, e V})
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6.2.3. La diferencial exterior.

Demostraremos que hay una antiderivaciéon d de grado +1, que verificad f =
df, y d(df) = 0 para toda f € §(M). Denominamos diferencial exterior a esta

antiderivacién.
Si d existe, por 6.2.1 ¢) se concluye que es unica. De hecho, con estos datos

podriamos determinar ya su actuacién analitica local. Por ejemplo:
si a = Adx + Bdy + Cdz, entonces da = dA AN dx + dB Ady + dC N dz=

0A 0A OB
= 8_y(dy Adx) + E(dz ANdzx) + —(dz A dy)+

(dy N dz) =

x
OB aC oC
+E(dz ANdy) + %(dx ANdz) + y

0B 0A oC  0A oC 0B
—(%—a—y>da¢/\dy+<a—a>dx/\dz+<a—y—a)dy/\dz

Teorema de existencia Dada M variedad diferenciable, existe una (unica)
antiderivacion d de Cartan de grado 1 tal que: df = df, y d(df) = 0 para todo

feg().
La demostracién se hace en dos etapas:
(1) Supongamos M =U dominio de una carta:
Sea ¢ = (u',...u™) una carta con dominio M = U sea o € Q" (M)

a= E Oy du't A A dutT
1<iy<-<ip <m

definamos entonces

d,a = > (dai, . 4) Adu™ Ao A du'

1<iy <---<ip <m

Evidentemente d,:Q" (M) — Q"T1(M) es una aplicacién R—lineal que veri-
fica d,, f = df, para todo f € F(M). Ademss,

d, (df) = d, Za_i;duj = Zd<8—£> Adu | =
1 j=1

0? , 4
§ i j_
, <8ui8uj > du’ A du

o f - ”f )dui/\dujzo

£ ( ouiow  Ouwou?
1<i<j<m

Demostraremos por ultimo que dy(a A B) = (dya) AB+(—1)"a Adyp si
a € Q' (M) y B e Q¥(M). Creemos suficiente demostrarlo cuando a =fdu®* A
A duity B =gdut A ... Aduls. Se tiene:

do(aAB) = d(fg) Adu™ A...Adu'™ Adu?t A ... A duds
= (gdf + fdg) Ndu®' A ... Adutt Aduit A LA dud
= gdf Ndu™ A ... Adu' + (1) fdu™ A ... Adu't Adg A dult A
= (dya)AB+(—1)"and,p

A dute
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Como d es tnica, no depende de la carta ¢ elegida, y podemos denotar
d, =dy

(2) Caso general:

Si a € 7 (M) se define dex, como la tinica (r 4 1)— forma tal que para cada
U abierto coordenado de M:

da\u =dy (a|u)

6.2.4. Identidades Notables

Sea M variedad diferenciable y V, W € X(M), se tiene entonces:

a) d(da) = 0 para toda forma « (es decir d*>=d od = 0)

b) Lvod—dOLVZO

¢) iy od+doiy = Ly

d) [LV,’LW] == i[V,W] .

Demostracién:

Para probar estas cuatro identidades, basta con usar las propiedades 1), 2)
y 3) de 6.2.1 para los operadores de Cartan, y luego demostrar que el miembro
de la izquierda toma el mismo valor sobre las funciones, y las diferenciales de
las funciones. Se aplica ahora 6.2.1 (3) para demostrar la igualdad.

Probemos por ejemplo d):

Usando 6.2.1 (2) , se ve que [Ly,iw] es una antiderivacién de grado —1 al
igual que iy y). Claramente si f € X(M):

[Lv,iw](f) = Lv(iw f) —iw(Lv f) =0—0= 0= ip,w(f)-

ademads
Ly ,iw|(df) = Lv (iwdf) — iw (Lydf) = V(W (f)) —iw (d(Lv f)) =

= V(W) = Ly )W) =VIW(f) =W V() =
= [V, WI(f) = df (IV, W] = ipv,wi(df)

6.2.5. Expresion analitica global de la diferencial

Grados 1 y 2 Usando la identidad c) de 6.2.4 puede obtenerse una expresioén
anlitica explicita de la diferencial. Por ejemplo, se puede probar que si a €
QY (M), V,W € X(M) entonces:
da(V,W) = V(a(W)) = W(a(V)) — a([V,W])
yaqueda(V, W) = (ivda) (W) = (Lyva —d (iva)) (W) = V(a(W))—a ([V,W])-
W(a(V)), y supuesta cierta esta férmula se concluye andlogamente que si a €
Q*(M), V,W,U € X(M) se tiene:
da(V,W,U) = V(a(W,U)) = W(a(V,U)) + U(a(V, W))
—a([V,W],U) + o([V,U,W) = o([W, U], V)

de forma general se tiene:
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Caso general Para o € Q"(M), y Vo, V1,..., V. € X(M) se tiene

da(Vy, ..., V,) = Z(—l)le(a(Vz)) + Z(—l)”ja([Vi, Vil, Vi, Vj, )
i i<j
Demostracion:
La férmula es trivialmente cierta para r = 0., y ya hemos probado la férmula

para r =1 y r = 2. Supuesta cierta la férmula para r — 1, (r > 1) probemosla
para « € Q"(M). Sean V =Vy, V1,...,V,. € X(M)

da(V,Vi,..., Vi) = (Lva)(Vi, ..., Vy) — d(iva)(Va, ..., Vi) =

T

V(a(Vi,..., Vo) = > a(Vi...[V,Vi],...V;)—

=2 D) Villive) (Vi )+
S =0T ve) (Vi Vil Vi V) =

0<i<r

i=1 0<i<j<r

6.2.6. Pullback
Sea ¢ : M — M aplicacion diferenciable, y & € Q" (M). Entonces:

d(¢*a) = ¢*(da)
En particular ¢* : Q"(M) — Q" (M) aplica Z"(M) en Z" (M), y B"(M) en
B"(M).
Demostracién:
Es suficiente comprobarlo para las funciones y diferenciales de funciones.

Pero, ¢*(df) = ¢"(df) = d(¢7f), y d(¢7df) = d(d(¢"[)) = 0 = ¢™(d(df)).
Asf si o € Q" (M) se escribe & = fdf ' A ... Adf",esda =df Adft A...ANdf"

d(¢*a) = d{¢"(fdf' A...Adf)} = d{(¢" g™ (df ) A... A¢™(df")} =
¢*df N (df') A AGT(df)} = ¢"(da)

6.3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Se supondrd que M es variedad diferenciable abstracta de dimensién n, y
d es la diferencial exterior asociada. Veremos que el operador d nos permite
asociar a cada entero r con 0 < r < n un espacio vectorial real H" (M), de-
nominado grupo r-ésimo de Cohomologia de De Rham . La dimensién b, de
H" (M), se denomina r-ésimo numero de Betti de M. Los nimeros de Betti de
M, son invariantes no solo diferenciales si no también topolégicos (variedades
diferenciables homeomorfas tienen los mismos nimeros de Betti). De hecho, los
nimeros de Betti pueden obtenerse usando exclusivamente métodos de topologia
algebraica.
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6.3.1. Formas cerradas y exactas

Se dird que a € Q" (M) es cerrada si da= 0,y que 5 € Q"(M) es exacta,
si existe A € Q" 1(M) con A\ = f.

Tenemos Q" 1(M) — Q" (M) — Q"+1(M)

Se denotard por Z"(M) al conjunto de formas cerradas de Q"(M), y por
B"(M) al de las formas exactas.

Como d es R-lineal y d? = 0 resulta que B"(M) y Z"(M) son subespacios
vectoriales de Q"(M), y B"(M) C Z"(M).

6.3.2. Cohomologia de DeRham

El espacio vectorial cociente H" (M) = Z"(M)/B"(M) para 0 < r < n se
denomina r-ésimo grupo de De Rham de M. A la dimension (real) b, de H" (M)
se denomina r-ésimo nimero de Betti.

6.3.3. Grupo cero de cohomologia

En una variedad M el nimero de Betti by de érden cero, es el nimero de
componentes conexas de M.

Para probar que dos variedades difeomorfas tienen grupos de De Rham iso-
morfos necesitamos usar el resultado de 6.2.6

6.3.4. La cohomologia como invariante diferencial

Dada la aplicacion diferenciable ¢ : M — M, la aplicacion R-lineal ¢* :
Q" (M) — Q" (M) (ver 6.2.6) induce por paso al cociente una aplicacion R-
lineal ¢* : H"(M) — H"(M), de forma que, si :M — M es otra aplicacion
diferenciable, se tiene: (Yod)* = ¢ o™, ademds, idy, =id : H" (M) — H"(M).

En particular, dos variedades difeomorfas tienen grupos de Cohomologia de
deRham isomorfos.

6.3.5. Primer grupo de cohomologia

Analizemos el significado geométrico del primer grupo de Cohomologia.

Siae QY M),y :I— M es curva diferenciable, entonces y*« es una
1-forma en I, y admite una expresion del tipo (v*a)(t) = f(¢)dt, con f : I — R
diferenciable,asi tiene sentido la siguiente

La integral de una 1-forma Se llama integral de la 1-forma o € QY(M) a
lo largo de la curva diferenciable 7y : [a,b] — M a f,ya = f: Y*a. La definicion
no depende de los cambios (requlares) de pardmetro, y se extiende de forma

natural a curvas v continuas y diferenciables a trozos. En todo caso la aplicacion
. T y y . J—
fv : Q"(M) — R es R-lineal, y verifica: f%v% = f% +f72

Teorema de Green en variedades Sea r € M,y sea o una 1-forma de M.
Entonces:

(a) a es exacta si y solo si fwa = 0 para toda curva 7 : [a,b] — M con
v(a) =~(b) =r.

(b) Si M es simplemente coneza, entonces o cerrada < « exacta, es decir
HY (M) = 0.

(¢) Toda 1-forma cerrada es localmente exacta.
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NOTA: El apartado (c) se generaliza para cualquier r-forma cerrada. Se
conoce este resultado por el nombre Lema de Poincaré , que es equivalente al
siguiente enunciado: H"(R™) = 0 para r > 0.

No haremos una demostracién total de estos resultados pero como ilustracién
probaremos que M = R? tiene primer grupo de cohomologfa trivial, es decir
71 (R?) C B' (R?)

Sea ¥ = Pdx+Qdy en una 1—forma de R?  donde P = P(z,y),y Q = Q(z,v)
son funciones diferenciables con valores reales. Supongamos que ¥ es cerrada.
Esto significa que

0Q _or o
ox dy

Probemos que existe una funcién F : R? — R diferenciable tal que dF = 9.
La idea es la siguiente: Si tal F' existiera, entonces para cada curva diferenciable
v : [a,b] — R2, con vy(a) = 0 = (0,0), v(b) = p se tendria (ver (?7))

/f? AdF:va* (dF):/abd(y*F)
b

/ (F o) (t)dt = F(0) — F(p)

a

y por tanto se tendria
F)=FO)+ [ 9
5

independientemente de la curva (diferenciable a trozos) v en R? que una el
origen 0 con el punto p € R2. Asi que podemos proceder de esta manera:
Definimos F(0,0) = 0, y fijado p = (2°,4°) debemos tomar

F(xo,yo):/ﬁ‘:/ 19—1—/ 9
ol 71 Y2

donde v = 4 V 75 es la curva diferenciable a trozos que une (0, 0) con (xo, yo),

siendo
0

r=1u 0 r=x 0
: <u< : <ov<
’71 {y:O O_U_$772 {y:U O—D_y

y queda entonces

1,0 yO
F@®y®) = / D+ / .
0 0

(EO yO
= / P(u,O)du+/ Q(2°,v)dv
0 0
o sea

Fla,y) = /0 Plu, 0)du + /Oy Q(a, v)dv
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por tanto
oF

oF d [* 1 oQ
ox

= — P
i /. (u,O)dqu/O I

y usando (11) y la regla de barrow, queda

dv

(z,9) (z,v)

F Y OP
g— = P(:E,O)*/ 38_ dv
Tl @) 0 Yl
P(x,0) — [P (z,v)],Z¢
P(z,y
andlogamente se prueba que
or _
oy

58

En virtud del resultado de 77, toda 1—forma cerrada es exacta en cualquier
espacio difeomorfo a R?. . Con un argumento parecido se demuestra la misma
afirmacion para R™.Teniendo en cuenta que cada punto de una variedad admite

un entorno difeomorfo a R™ se tiene el siguiente resultado

Toda 1-forma cerrada de una superficie M es localmente exacta.

(Una 1—forma 9 € Q! (M) se dice localmente exacta, si en un entorno U de

cada punto de M existe una f € F (U) con df =9 en U.)
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7. TEORIA DE INTEGRACION EN VARIEDADES

El resto del libro estd esencialmente dedicado a fabricar los cimientos, que nos
permitan establecer de forma consistente una teoria de integracién de funciones
en variedades que generalize la de Riemann o Riemann-Stieljes o incluso la de
Lebesgue en R™

7.1. ORIENTACION Y FORMAS DE VOLUMEN.

Solo es posible establecer una teoria de inetgraciéon de funciones, cuando
se cuenta sobre la variedad con un ingrediente mds, denominado elemento (in-
finitesimal) de volumen. Este ingrediente viene canénicamente definido cuando
disponemos de una estructura riemanniana, y en particular, si la variedad esté
sumergida en R™. La posibilidad de poder establecer teoremas de tipo Stokes
requiere ademds de una orientacién en la variedad. Comencemos estableciendo
un concepto de orientacién en espacios vectoriales:

7.1.1. Orientacién en espacios vectoriales

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién finita m. El espacio A™ (V)
de las formas exteriores de grado m constituye un espacio vectorial de dimensién
la unidad. Una forma de volumen en V es un elemento no nulo w € A™(V).

Diremos que dos formas de volumen w,w’ € A™(V) — {0} definen la misma
orientacion, y escribimos w ~ w’ cuando existe A > 0 con w’' = Aw.

Esta es una relacién de equivalencia sobre el conjunto A™ (V') —{0} de las for-
mas de volumen con exactamente dos clases: (A™(V) — {0}/ ~) = {O!, 0?}.Sea
Ot A™(V)—{0} — (A™(V) — {0}/ ~) la proyeccién canénica

Definicién Una orientacion para V es un elemento Ot € A™(V) — {0}/ ~

Podemos hacer otro planteamiento equivalente: Si E = (Ey, ..., E,,) es base
de Viy e = (g!,...,e™) es su base dual, entonces wg = €' A ... Ae™ constituye
la tnica forma de volumen tal que w.(E,...,Ey,) = 1. Si B/ = (Ef,...,El)

es otra base con E' = E P,y P = (p}) se verifica wpr = (det P)wpg es decir,
det P:wE(E')

Las bases E y E’ se dice que definen la misma orientacion, y escribimos
E~F' siwg(E") > 0. Esta es una relacién de equivalencia sobre el conjunto £
de las bases de V, e induce sobre £, conjunto de bases de V' una particién con
exactamente dos clases: (£/ ~) = {€',E%}. Sea £ : £ — (£/ ~) la proyeccién
canonica

Bases positivas Una orientacion para V puede entenderse también como un
elemento ET € (£/ ~). Los elementos de ET serdn entonces las bases positivas.

Por otra parte, una forma de volumen w induce sobre el conjunto £ de las
bases de V una particién €& = ET(w) UE™ (w) con: EH(w) ={F € € : w(E) >
0} (w) ={F €& :w(F) <0}.

Observese que:

(1) Si E € &, entonces £V (wg) = ET(E).

(2) Fe€éT(w) <= w~wp, yaquew=w(E)wg

(3) ET(w) = EF(w') siy solo siw~w'.

En consecuencia si E € £1(w), entonces £1(w) = ET(F) es un elemento de

&/ ~.
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Esto permite establecer sin m&s comentarios la equivalencia entre ambas
definiciones de orientacién.
Noétese que existe una biyeccién candnica:

€/ =)= (A"(V) {0}/ =)

en consecuencia, elegir un elemento de £/ ~ equivale a elegirlo en A™(V) —

{0}/ =

7.1.2. Orientacién en variedades.

Sea ahora M una variedad diferenciable real de dimensién finita m .

Definicién a) Una forma de volumen en M, es un elemento w € Q™(M) tal
que w(z) # 0 para todo © € M.

b) Una orientacion en M es una asignacion OF que hace corresponder a
cada punto p € M, una orientacion (’);‘ en el espacio vectorial T, M , verificando
la siguiente condicion de diferenciabilidad:

Para cada p € M, existe un entorno U de p,y una base (E4,...,Ey,) de
campos para X(U) de forma que (E1(x),..., En(z)) es base positiva de T, M
para todo x € U.

¢) Una variedad se dice orientable, si admite una orientacion.

Evidentemente una forma de volumen w en M induce una orientacion O (w)
en M de forma que O (w), = OF(w(p)) para todo p € M. Ademds si w’ es otra
forma de volumen, se verifica O (w) = OF(w') si y solo si existe f: M — RT
diferenciable y w’ = fw

Reciprocamente, si O es una orientacién para M, es posible encontrar una
particién diferenciable de la unidad {(U;, ;) : ¢ € I}y formas de volumen w;
en U; que induzcan la misma orientacién que O. Entonces w = Yp,w; es una
forma de volumen que induce la orientacién O7F. Salvo cuestiones de detalle
puede considerarse demostrado el siguiente teorema:

La condicién de orientabilidad Son equivalentes las siguientes afirma-
ciones:

i) M es orientable.

ii) Exziste en M una forma de volumen w.

ii1) Existe un atlas A = {(U;,p;) : 2 € I} de M formado por cartas que
"definen la misma orientacion”

NOTA: Dos cartas ¢ = (u',...,u™),p = (a',...,u™) definen la misma
orientacion cuando en la interseccion de sus dominios se tiene

1 m
det (M) >0

o(al, ... m)

Fijada una orientacién O en M, la carta ¢ se dice positiva si w, = du' A. . . Adu™
define en el dominio de ¢ la orientacién OF.

7.1.3. La forma de volumen riemanniana.

Sea E = (V,<,>) un espacio vectorial euclideo orientado, y sean E =
(Ery.o s Ep),y B' = (E1...,E},) = E P (con P = (p})) dos bases ortonor-
males positivas de E. La matriz P es una matriz ortogonal (es decir PP = I)
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por lo que det P = 1. Asi, wg = (det P)wps = wpr. A la forma de volumen
w = wg se le denomina volumen canénico de E.

Si E = (Ei,...,Ey,) = EA es una base cualquiera positiva de E, denotando
por G a la matriz (g;; =< E;, Ej >), se verifica G = A'A, y Vdet G = det A.
Asi:

w=w(E)wg = (det A)wp = VdetGEL A...AEp

Asi para variedades Riemannianas se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 7.1 Sea M una variedad Riemanniana orientada. Eziste entonces
una unica forma de volumen w compatible con la orientacion, tal que en cada
punto p € M, w(p)(e1,....,em) = 1 para toda base ortonormal positiva de T,M .
Por otra parte, si ¢ = (u',...,u™) es una carta positiva de M,y G = (g;;) es la
matriz de la métrica, entonces:

w=Vdet Gdu' A ... A du™

7.2. TEORIA DE INTEGRACION DE m-FORMAS.

Supondremos ya conocida la teorfa de integracién de Riemann en R™ para
funciones con soporte compacto. Se entiende que una funcién f definida en un
dominio abierto Ude R™ con valores reales se dird integrable si admite integral
finita en cada compacto de C' C U. Es decir, si xo es la funcién carcateristica

de C, debe existir
| 1= [xcer
c

Denotamos por §;,:(U) el anillo de las funciones integrables en U.

Un subconjunto A acotado de R™ se dice medible, si la funcién caracteristica
X 4 €s integrable, y en éste caso para una funcién f : R™ — R integrable se define
la integral de fen A [, f = [em-Xa-

Recordemos el siguiente:

7.2.1. Teorema del cambio de variable en R™

Sea f : R™ DV — R una funcién integrable con soporte compacto contenido
en el abierto U, y sea ¢ : R™ D U — V un difeomorfismo con ecuaciones
vl = ¢, (ul,...,u™). Sea

Si J(¢) > 0 entonces

/W) /= /U(fosb)J(P)

Una funcién f : M — R con soporte compacto se dird integrable, si para
cada p € M es integrable la funcién f o ¢! para cada (alguna) carta ¢ cuyo
dominio contenga a p. Si w es una forma de volumen en M ,la m -forma ¢ = fw
se llamard entonces integrable.

Notese que en el concepto de m -forma integrable, no depende de la forma
de volumen w elegida.
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7.2.2. Integral de una m -forma en una variedad

Sea ¥ una m -forma integrable con soporte compacto en la variedad ori-
entable M. Se trata de definir || V- Procedamos por pasos:

1) Supéngase que sop ¥ C U siendo U dominio de una carta positiva . se
define entonces: [,, ¥ = fgp(u)(go_l)*ﬂ. Si P es otra carta positiva con dominio

U D sop ¥, usando el teorema del cambio de variable en R™ se tiene:

/ @Y= @ee @)
pUNU) pUNU)

T
N
%l
L
=
53
I

/ @ poe )= [ (o))
o(UNU) e )

y asi el valor de la integral no depende de la carta positiva elegida, y dentro de
ella son vélidas las propiedades de aditividad de la integral.

2) En el caso general, puede probarse facilmente usando particiones diferen-
ciables de la unidad, el siguiente:

7.2.3. Lema

Sea M wvariedad orientada y K compacto de M. Existe entonces un abierto
U D K una funcion diferenciable con soporte compacto p : M — R tal que
w>0,yu=1enlU. Admds podemos suponer que p = py + ...+ p, siendo
cada py, funcion diferenciable, pu;, > 0, cuyo soporte (compacto) estd incluido en
una carta positiva.

Demostracién:

Sea P = {(Ua, pt,) : @ € A} una particion diferenciable de la unidad, sobor-
dinada a un atlas de la variedad M. Podemos suponer, por tanto que cada U,
es dominio de una carta.Para cada p € K sea UP un entorno abierto de p, tal
que el conjunto A, = {a € A : U, NUP # 0} es finito.Como K es compacto,
podemos suponer K C UPr U ... UUPs . El conjunto B = A,, U...UA, es
finito, y verifica la propiedad de que

a¢B=U,NU"U...0UP*)=0DUNK = p,|K =0

ast la funcién p =), _ 5y, verifica para cada z € K:

1= " pa(2) = ) = pla)

acA beB

]
Como sop ¢ es compacto, aplicando el lema se tiene la descomposicién
¥ = ¥u, 9, y cada ¥; = p,0 tiene soporte contenido en una carta orientada.

Definamos pues:
=3[
L=,

. Es necesario ahora probar que si ¥ = 11 4 ... 4+ ¥, es otra descomposicién de
1 en suma de m -formas con soportes contenidos en cartas positivas, entonces:

;/Mﬁi:;/zwﬂj
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En efecto: Si K es el compacto unién de todos los soportes de 9;, y de {9j,
sean [t = [y + ...+ p, las funcines resultantes de aplicar el lema a K. Las
m -formas p;9;, ,u,ﬁ‘j tienen soporte compacto, contenido en una misma carta
positiva, y son por tanto vélidas las igualdades:

YR R

=1

- 9= al=. =S [ 3

7.3. INTEGRACION DE FUNCIONES EN VARIEDADES

Supdéngase definida en la variedad M, una forma de volumen w. Si f : M — R
es una funcién integrable con soporte compacto, se define la integral de f en M
como la integral en M de la forma fw, es decir: fM fw.

Si A es un conjunto medible se llama volumen de A,a la integral | u XaWw 5y
se denomina integral de f en A :

/Afw=/Mf-wa

La integral de funciones en M verifica todas las propiedades usuales de adi-
tividad, asf como el siguiente teorema del cambio de variable:

7.3.1. Cambio de variable

Sean M, y N wariedades con volumen wy y wn respectivamente, y sea
¢ : M — N un difeomorfismo. Si f : N — R es una funcién integrable
con soporte compacto, y A es un conjunto medible de M entonces:

/¢(A) fon = /(ngﬁ) det(4) war

siendo det(¢) la funcion de M en R definida por: ¢* (wy) = det(P)ws.

7.4. TEOREMAS DE STOKES EN VARIEDADES.

En lo sucesivo M serd una variedad diferenciable con dimensién finita m +1,
conexa y orientada por una forma de volumen w.

7.4.1. Dominios regulares.

Cartas adaptadas Un dominio regular es un subconjunto D de M que cer-

rado con interior D # (), cuya frontera dD verifica la siguiente propiedad:
para todo punto p € 9D existe una carta (U,p) positiva de M, con ¢ =
(Wl ...;u™),p € U,o(U) = (—a,a) x Uy y tal que o(U N D) = (—a,0] x Up.
. Se dice entonces que (U, ) es una carta de M adaptada a D. La aplicacién
dp = (ul,...,u™) :UNID — Uy define una carta sobre D, y el conjunto de
dichas cartas proporciona un atlas que da estructura a 0D de hipersuperficie de
M (ver 3.5.5).
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ab | 9F s

Obsérvese que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
@OD) nU L1
dp 2
Uy —J» (—a,a) x Uy

donde j denota las inclusiones canénicas. Esto prueba, que la aplicacion
j : 0D — M, es diferenciable, y dj(p) : T,0D — T,M es aplicacién lineal
inyectiva (canénica), que permite considerar a T,0D como hiperplano vectorial
de T, M.

También se llaman cartas de M adaptadas a D, aquellas cuyo dominio

o
(conexo) estd contenido en D (interiores a D) o en el complementario de D
(exteriores a D).Por razones de tipo técnico (para la demostracion del teorema
de Stokes), cuando M tiene una orientacién, usaremos solo cartas adaptadas
positivas (U, ¢ = (u°,...,u™)), donde (U) C [-1,1]™*! y si:

s Si U es interior a D se supondra ¢(U) C [-1,0] x [-1,1]™
» SilU es exterior a D se supondrd ¢(U) C [0,1] x [-1,1]™

Notese que con la definicién que hemos adoptado, se verifica que para cada
p € M, existe (U, ) carta adaptada a D con p € U, y con estos dominios U
puede construirse una base de entornos de p. Es facil probar entonces el siguiente
resultado:

Proposicién 7.2 Si D es un dominio reqular de la variedad diferenciable M,
existe entonces una particion diferenciable de la unidad {(Ug,p,) : a € A}
formada por dominios U, de cartas adaptadas.

Vectores entrantes y salientes. Sip € 9D, entonces T, M — T,0D, tiene
dos componentes conexas. El vector (8/ 8uo)p de la carta adaptada por p a D,
define una componente que se denomina de vectores salientes. Los vectores de
la otra componente, se denominan entrantes. El concepto de vector entrante o
saliente, no depende de la carta adaptada a D ,y puede establecerse mediante
el siguiente criterio geométrico:
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Un wvector £ € T,M — T,0D es saliente si para toda curva diferenciable
v : I — M por p tal que v (0) = £ se verifica que existe € > 0, tal que
v({t) € M — D para 0 <t <e.

Demostracién:

Si¢ =" (B/BUi)p es saliente, entonces §, > 0, de forma que para
v : T — U con v(0) =&, se verifica que (u” o) (0) = &, > 0. Asf por anélisis
elemental, podemos suponer que para cierto e > 0, la funcién u®oy : (—¢,¢) — R
es estrictamente creciente, y u% ov(t) > u% 0y(0) = 0 (y en particular v(t) ¢ D)
para 0 < ¢t < ¢. Reciprocamente, si £, < 0, entonces para cualquier curva
v : 1 — U con v/(0) = £ no existe tal ¢, (ya que la curva u® oy : (—¢,¢) — R es
estrictamente decreciente a partir de ciertoe > 0) ysi, = 0,lacurvay: I — U
con v/ (0) =€y (u® o) (t) = 0 V¢, estd contenida en 0D C D.. m

Hay un resultado andlogo para vectores entrantes.

La orientacién establecida para 0D responde entonces al siguiente criterio:

Siey € TyM —T,0D es un vector saliente, una base (e1,...,ey) de T,0D es
positiva, si (eg,e1,...,en) es base positiva de M. De esta forma un vector v
serd saliente si y solo si w(v,eq,...,em) > 0.

De hecho, usando particiones diferenciables de la unidad, puede probarse
que existe un campo v € X(M) tal que v(p) es vector saliente en cada p € 9D.
La forma de volumen que orienta 0D es entonces, si j : D — M es la inclusién:

J (iuw)

Ejemplos (1) Considerese una funcion F : R™t1 — R, diferenciable con
N = F~Y0) #0, y para cada p € N, dF(p) # 0. Entonces D = {x € R™*! :
F(z) <0} es un dominio regular con frontera 0D = N.

En efecto, 0D 2 N yaquesip € N, como F(p) =0,y dF(p) # 0, se concluye
que p no es extremo local de F', por tanto cada entorno U de p tiene puntos z con
F(z) >0,y otros con F(z) < 0. Asi UND # @ y UN(R™* — D) # 0, con lo que
p € OD. Reciprocamente, si F'(p) # 0, por razones de continuidad, es F(z) # 0
para todo z de un entorno U de p. Asf o bien U CD o bien U ¢ R™™ — D por
lo que p ¢ OD.

Supéngase p € 0D, y (0F/9a°) (p) # 0, por el teorema de la funcién im-
plicita (ver 2.2.11, y la figura) se concluye que:

a) Existe ¢ > 0, Q abierto conexo de R™ tal que p € Q= (po—€,po +¢) X Q

b) Existe una funcién ¢ : Q- (po — &,p0 + €) C R diferenciable tal que

(D) NQ={(¢(z",...a™),a",...a™) : (¢,...2™) € Q}
y 2= ((0D) N Q) tiene exactamente dos componentes conexas:
Q" ={("...a™) e V:a2"—¢(z*,...2™) <0}

QF ={(2°...2™) e V:2® - ¢(zt, ... 2™) > 0}

como F(x) # 0 para todo z € Q~UQ™T. Si por ejemplo es F(z) < 0 parax € Q™
restringiendo €2 si fuera necesario podemos suponer que las ecuaciones :

u’ =12 — (... a™)
1

’LLl:SC
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y definen una carta ¢ = (u°,...u™) : Q— U =(—a, a) x Uy que por construccién
estd adaptada a D.

(2) El ejemplo anterior, puede generalizarse sustituyendo R™*! por una
variedad M de dimensién m + 1:

Si F: M — R, diferenciable con N = F~*(0) # 0, y para cada p € N,
dF(p) # 0. Entonces D = {x € R™"1 : F(x) <0} es un dominio regular con
frontera 0D = N.

En efecto, si p € 9D basta con empezar tomando una carta en torno a p con
imagen R™*1,

7.4.2. Teorema de Stokes

Sea D un dominio regular de M,y ¢ € Q™(M). Si D es compacto o ¥
tiene soporte compacto. Entonces: fD dd = faDj*ﬂ, donde j : 0D — M es la
inclusion. En particular, si 0D o sop(9) NOD es el vacio se tiene: [, dd = 0.

Nota 7.3 Si D es compacto, por el lema 7.2.3,podemos construir un abierto
UDD,pedF(M)u>0,p|U=1,ysop u compacto, y es equivalente trabajar
con ud, cuyo soporte es compacto contenido en sop .

Por otra parte, nétese que sop(d) C sop(d), ya que si x ¢ sop(V¥), existe un
entorno U* de x, en donde ¥ es identicamente nula, por tanto dd =0 en U*, y

x & sop(di).

Probaremos pues el teorema suponiendo que sop ¥ compacto. Primero analizare-
mos algunos particulares

Casol M =R"" D=H"" = {(°...;u™):u’ <0}, sopd C [-1,1]"+L.

[u1,..,u ]

-1

Supéngase para simplificar m = 2, y sea 9 = Jodut Adu? —91du’ Adu? +95du’ A
du', entonces

(0¥ 0V | 0V 0 1 9
dﬂ—(auo 8u1+8u2)du Adu Adu
3

si el soporte de ¥ estd contenido en @ = [—1,1]%, entonces sop(d¥) C
1

1
sop(¥) C Q y se tiene en particular que para i =0, 1, 2:

b o, i 0,1 271
g 6uz’du = [Vi(u’,ut,u?] | =0
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por tanto:

Lo L1
L,
/
/

! V2 o 091\ , 9\ 1l 0
—d +/ (W—&-w)du)du]du—

i
(o oo
/3

ouv

815‘0 ) ] 2

(V0(0,u", u?) — do(—1,u", u?)) dul} du?
1

1o
= / / 190(0,u1,u2)du1] du2:/ i
1 LJ=1 oD

va que j*0 = 99(0,ut,u?)dul. Nétese por iltimo que si Sop(d) N IQ = 0,
entonces:

190(0,u1,u2):190(—1,u17u2):0y/d19:0:/ i
D aD

Caso 2: sop (¥) contenido en una carta adaptada (U, ¢ = (u°,...,u™)).

Sabemos que sop ((¢1)*(¥)) C o) C [-1,1]™+
Supongamos que U N ID # (). Como (D NU) = (—a,0] x Uy C H™,
podemos aplicar el caso 1 la la forma (¢~ 1)* (), quedando:

/dﬁ / dﬁ:/ (¢ )" (d9) =
D DU Hm™+1Nep(U)
Hm,+1 6Hm+1
= [ ey = [ (oe) =
OH™M+1 Uo

unobD oD
ya que o j = jodp.

SiUNID = ) entonces siUND = () es evidente que [, dd =0= [, j*9. En

el caso U CD, podemos remitirnos al caso 1, (al final) cuando sop(¢~1)*(9) N
(0Q) = 0 para concluir que ambas integrales son nulas.

Caso 3: (Caso general) Tomemos (U;, 11;)icr una particién diferenciable de
la unidad, tal que cada U; es dominio de una carta de M adaptada a D. Como

sop(¥) es compacto, existe un conjunto finito ' = {1,2,...,m} C T tal que
sop(¥) estd contenido en la unién de los (U;)icpr - Si ¥ = ,uzﬂ entonces segin
el epigrafe 7.2.2 teniendo en cuenta que sop(¥;) C U; , i = 1,...,m se tiene:

P=3" 0, dd =" dd;,y

& =" [, do; = /319:
[ =%, >/,
- [ i i
oD = aD
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7.5. LOS TEOREMAS CLASICOS TIPO STOKES.
7.5.1. Integrales de linea

Sea L una subvariedad unidimensional de la variedad riemanniana orientada
M. L es necesariamente difeomorfa a R o a S', por lo que es orientable, y es
posible elegir un campo 7 tangente a L con || = 1, 7 define entonces una
orientacion en L, respecto a la cual 7(u) es base ortonormal positiva para todo
u € L, y la forma dl de L definida por la condicién di(7) = 1, define la forma de
volumen candnica asociada a la variedad riemanniana L orientada por el vector
T.

Supongamos 7 : (a,b) — Uy, =UN L C M un difeomorfismo que preserva la
orientacion. Esto significa que:

V) #0 .y ) =7(y(t) V@), t € (ab).
y se tiene la identidad
Loy =7
Vamos a suponer que 7 se "extiende” a v : [a,b] — L C M de forma
difenciable y que L = «(a,b) o bién L = ~v[a,b]. Si « es una 1-forma de M
entonces jj a es 1-forma de L, y tiene sentido la integral [ j} . Como el soporte
de j7 o estd contenido en una carta orientada Uz, se tiene:

[ dia= [ Gio) = [ (i = / e (12)

Por otra parte se tiene:

V(L) = (1) d (13)
ya que:
vy = (@) () )ae=ar (o) (7)) =
Al (1)t = dI( (U)r)de = | (8) b
Por tanto:

/Ldz:/Lv*wl):/Qb () dt

Sea X es un campo de M, se define la circulacion de X a lo largo de L como
fL < X, 7 > dl. Se tiene entonces:

b
/<X,T>dl:/ < X, (t) > dt
L a

ya que usando (13)

b
/ < X,T>dl:/ < X, 7> oy(t)y"(dl) =
L a

b b
= /<X,T>O’7(t)"‘/(t)|dt=/ < X,¥'(t) > dt

a



7 TEORIA DE INTEGRACION EN VARIEDADES 69

7.5.2. Teorema de Green

Sea S un dominio regular de R, cuya frontera es union de curvas L; =
vi([ai,bi]) @ = 1,...r en donde cada ~y; : [ai,b;] — L; C R? es una curva
diferenciable, v;(a;) = v;(b;),y v; : (a;,b;)) — R? es inmersion inyectiva, y
v: da a L; la orientacion inducida. Si o = P(z,y)dz + Q(z,y)dy € Q' (R?),

entonces:
oQ 0P
f (55 aean=3; [ i

Demostracion:
Es consecuencia del teorema de Stokes, y la identidad (12).

7.5.3. Operador Rotacional

Sea M variedad Riemanniana tridimensional orientada, y sea dv = w?® su
forma de volumen candénica.

Cada campo X € X(M) tiene canénicamente asociada una 2-forma w3 =
ix(dv),y una 1-forma w', que es la métricamente equivalente a X (i.e. w’ (Y) =<
X,Y >para todo Y € X(M)).

Las aplicaciones X(M) 3 X —€ w% € Q*(M), X(M) 2 X — wk € QY(M),
son isomorfismos F(M)- lineales, y permiten escribir de forma compacta la ac-
cién de los operadores diferenciales clasicos. Asi, si f € §(M) , X € X(M) se
tiene:

o‘}.(%11‘adf = df’ dw%( = w?"ot(X)v dw?X' = div(X)w3

7.5.4. Calculo de la circulacién

Sea L una subvariedad unidimensional de la variedad riemanniana orientada
M como en el epigrafe 7.5.1 y parametrizada como alli por 7. Si X es un campo
en M, se tiene la identidad:

/jz(w}():/ <X, 7>dl
L L

Demostracién:
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[t = [piehnna = [ek@a= [ <xr>a

7.5.5. Teorema clasico de Stokes.

Sea Y una superficie orientada de una variedad riemanniana tridimensional
M,y S un dominio reqular de ¥ con borde S = L,y SUL compacto. Denotamos
respectivamente por dv, ds , dl, las formas de volumen candnicas asociadas a M,
S,y L. v es el vector normal unitario a S,y T el tangente unitario a L. ambos
compatibles con las orientaciones establecidas. Finalmente sea v : [a,b] — L con
~v(a) = v(b),y v : (a,b) — M parametrizacion positiva de L. Si X es un campo
en M, entonces se verifica:

b
/<rotX,y>ds:/<X,T>dl:/ <X,y >dt
S L

a

Demostracién:
Sean jg, jr,, las correspondientes inclusiones de S y Len M,y j: L — S.
Usando la definicién de rotacional, y el Lema de 7.5.5, se tiene:

dj§(wx) = j5(dwX)) = j5(Wrotx) = j§lirorx (dv)] =< rotX,v > ds

Por tanto:

/S < rotX, > ds = /S djs(w) = /L 5 5k0) = [ tised)* (k) = /L i (k)

Por una parte se tiene usando el resultado de 7.5.4:

b
/<7’otX,1/>ds:/jz(w§():/<X,T>dl:/ < X,y >dt
L a

Flujo de un campo a traves de una superficie Sea S una hipersuperficie
orientada compacta de la variedad riemanniana orientada M, con vector normal
unitario v. Si dv es la forma de volumen canénica en M inducida por la métrica,
es facil probar que la forma de volumen ds en S, estd relacionada con dv por la
igualdad:

75 (i (dv)) = ds

siendo jg : S — M la inclusién candnica.
Se denomina flujo de un campo X sobre S, a la integral:

/<X7y>ds
s

Nota 7.4 FEl teorema clasico de Stokes, puede ahora parafrasearse ast :
El flujo del rotacional de un campo sobre una dominio superficial compacto,
coincide con la circulaciéon del campo a lo largo de su borde
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Lema Con las anteriores hipdtesis se verifica j5(ixdv) =< X,v > ds.
Demostracién:
Para cada u € S se tiene X (u) =< X(u),v(u) > v(u) + Y (u), donde YV es
un campo tangente a S. Fijados Xy, .., X,, € T,.S, como (Y (x), X1,.., X,,) es
linealmente dependiente dv(Y (z), X1, .., X;n) = 0 por tanto:

(dv)(X(2), X1, ., Xm) = < X(2),v(x) > [(dv)(v(2), X1, .., Xin)]

= < X(x),v(z) > [(lydv)(X1, .., Xim)]
= < X(x),v(z) >ds((Xy,.., Xm)

7.5.6. Teorema de la divergencia de Gauss.

Operador Divergencia. Se denomina divergencia de un campo X de M
respecto a una forma de volumen w (en M) a la tnica funcién div X, que
verifica la identidad: Lxw = (div X)w.

Sea (U,Uy, e, F'), un flujo local para X por el punto p de M. Entonces:

d |
A welthy)) = 1im - (/ F*(w)f/ w) -
7 t=0 t 2\ "
Frw—
= / lim —=— = / div(X)pe
Z/{o Z/[O

Es facil ahora probar la siguiente férmula que proporciona una definicién ge-
ométrica de divergencia:

. o . vol(Uy) — vol(Uo)
<d“)X)p o vol(llilro%—@ (1111(1) 'UOZ(Z/[O) '

Teorema de Gauss.
Con las notaciones anteriores, y supuesto que S es el borde de un dominio
reqular D compacto de M, se verifica:

/(divX)dv:/ < X,v>ds
D

S
Demostracién:

(div X)dv = Lx(dv) = (ix.d + d.ix)(dv) = d(i;(dv)) con lo que por el
teorema de Stokes y el lema anterior se tiene:

/D(divX)dv:/Dd(im(dv)):/Sjg(ide):/S<X,V>ds

7.6. APLICACIONES.

El Teorema de Stokes constituye una herramienta fundamental para la ob-
tencién de algunos de los teoremas més profundos de la Geometria. He aqui una
breve lista:

A) El Teorema de los residuos de variable compleja.

B) El teorema de Gauss-Bonnet.

C) El teorema de deRham.

D) El Teorema de dualidad de Poincaré.

E) El teorema del punto fijo de Brauwer ... etc.

Todos estos resultados requieren de cierta elaboracién previa que esta fuera
del alcance de nuestros objetivos. Nuestra pretensiéon aqui, es establecer algunos
resultados geometricamente interesantes, que utilizando el teorema de Stokes no
requieran gran elaboracién. Por ejemplo:
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7.6.1. Sobre el dltimo grupo de cohomologia.

Remitimos al lector a la seccién 6.3 para recordar la definicién del grupo
r-ésimo de Cohomologia de De Rham H" (M) (0 < r < n) de una variedad
diferenciable compacta abstracta M. Se trata realmente de un espacio vectorial
(real) y su dimensién b, (M) < oo se denomina r-ésimo nimero de Betti de M.
La afirmacién b, (M) > 0 indica que hay r-formas o en M que son cerradas
(da = 0) pero no exactas.

Trivialmente se comprueba que by (M) es el nimero de componentes conexas
de M, solo hace falta tener en cuenta que H™ (M) = Z™ (M) y que toda funcién
diferenciable f : M — R con df = 0, es localmente constante y por tanto es
constante sobre cada componente conexa. Asi que si M es conexa, by (M) =1

. Que podemos afirmar del tltimo nimero de Betti b, (M) de una variedad
M compacta y conexa?

Pues que también es igual a la unidad ( b, (M) =1)

Indicaremos cual es la linea de la demostracion de esta afirmacién, en la que
el teorema de Stokes juega un papel fundamental.
Si M es orientable, podemos definir una forma lineal natural I : Z™ (M) =

2" (M) — R con
I(G):/MH

Por el teorema de Stokes se concluye que para o € Q"1 (M)

I(doz):/Mda:/aMoz:/zazo

y asi B" (M) C kerI. Por tanto I induce una aplicacién lineal en el cociente
J:H"(M)=2zZ"(M)/B"(M)—R

J(0+B"):/M0

La demostracion se concluye si se prueba que J es isomorfismo lineal.
Por un lado, la aplicacién J no es idénticamente nula ya que si w es forma
de volumen en M, entonces

J(w—l—B"):/ w
M

pero el volumen de un abierto (en particular el volumen de M) es siempre mayor
que cero. Este argumento prueba que H™ # 0, y que la aplicacién J : H® — R
es epimorfismo.

Para ver que J es inyectiva es necesario y suficiente probar que ker I C B"
es decir

Teorema. Si w es una forma de grado méximo de una variedad M conexa
orientada y compacta, tal que f MW= 0, entonces w es exacta.
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7.6.2. Sobre las funciones armdnicas

Si M es una variedad riemanniana y f es una funcién diferenciable, se llama
Laplaciano de f a la funcién.

Af = div(grad(f))

La funcién f se dice armdnica, si su Laplaciano es cero es nulo.

Teorema

Sea D un dominio reqular con frontera S = 0D de una variedad riemanniana
orientada M,y sea U abierto que contiene a DU Sy f € F(U) una funcion
armdnica con soporte compacto. Entonces, si S = (0, f es necesariamente
constante en D. Si S# 0,y f|S =0, se concluye que f | D = 0.

Demostracién:

Como div(fgrad(f)) = fdiv(grad(f))+(gradf)(f) = fAf+ < gradf, gradf >y

Af =0 se tiene:
div(fgrad(f)) = |gradf|?

Usando el teorema de la divergencia, queda

/ |gradf|? dv :/ div(fgrad(f)) = / [ <gradf,v>ds
D D s

donde dwv, ds, son las formas de volumen candnicas, y v es el campo exterior
normal unitario en S. Si S =0 o f =0 en S, se concluye que

/ \gradf|® dv =0
D

en consecuencia, df = 0,y f es constante en cada componente conexa de D.
En el caso S # 0, se deduce por continuidad, f =0

7.6.3. Teorema del punto fijo de Brauwer

Sea V abierto de R™t! que contiene a la bola

B* = {(°,...,u™): 32 (u1)2 <1}
")

y sea ¢ : V — R™F diferenciable, con ¢(B
amente un punto fijo en B*.

Demostracién:

Si ¢ no tuviera un punto fijo en B*, entonces existe un abierto & de R™*!
que contiene a B*, una funcién diferenciable f : &/ — S C R™*! en donde
S =0B* = {(u°,...,u™): & (uZ)2 =1} tal que f | S = id.

La funcién f se construye de la siguiente forma:

= B*. Entonces ¢ tiene necesari-

fl@)y={ 4+ 1 —-Ng(z): A>0}NS

y esto es contradictorio, por la siguiente: _
Sean (fo, ..., fm) las componentes de f. Como f | S = id se tiene jiz" = f;
por lo que se verifica la igualdad:

Jis@taat nooonde™ = [Gstdnin-nd)

aplicando a cada miembro el teorema de Stokes, se concluye:
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O</dwo/\dxl/\.../\dxm)z/dfo/\dfl/\.../\dfm
D D

Pero esto es contradictorio, ya que dfy A dft A ... Adf,, = 0, pues como
im(f) CS, se tiene df (v) : T,R™H — Tg(,S tiene rango m y (dfo, df1, . .., dfm)
son linealmente dependientes.
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