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1 INTRODUCCION

Un amigo de los autores se conecta cada dia, rutinariamente, a la seccién
Geometria Diferencial de arXiv:math. Pero el 11 de noviembre de 2002 pasé
algo extraordinario que le hizo saltar de la silla y exclamar: “jjLo consiguié!!”.

El motivo de tanto alboroto era el articulo “The entropy formula for the
Ricci flow and its geometric applications” firmado por un conocido suyo: Gri-
sha Perelman. Sélo gracias a las conversaciones mantenidas con su autor nueve
anos atras pudo sospechar que ese titulo escondia la demostracién de la Con-
jetura de Geometrizacién, uno de los grandes problemas de la Topologia del
siglo XX.

1, Qué dice dicha conjetura? ; Qué pasos, ideas y técnicas emplea Perelman?
. Por qué un articulo que indica cémo resolver un problema topolégico aparece
en el apartado de Geometria Diferencial de arxiv:math y no en alguno de los
tres que llevan la palabra topologia?

Aqui! nos proponemos responder a estas preguntas, pensando en un puibli-
co matemédtico no especialista. Dedicaremos la seccién 2 a la tercera pregunta,
la 3 a la primera y el resto a la segunda.

2 ,POR QUE ENFRENTARSE A UN PROBLEMA TOPOLOGICO
CON “ARMAS GEOMETRICAS”?

Para responder a esta pregunta necesitamos dos minicursos previos (sobre
variedades y sobre Geometria Riemanniana) que nos ayudaran, ademads, a fijar
la terminologia y notacién usadas en las secciones siguientes.

LEl presente articulo pretende ser una continuacién del excelente survey de Vicente Mufioz
[25] con algunas intersecciones no vacias para hacer de este trabajo algo autocontenido
y comprensible. El lector puede acudir a [25] para el concepto de grupo fundamental y
relacionados, caso de que lo desconozca.
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2.1 UNAS PINCELADAS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES

El espacio modelo para las variedades es R™, y para las variedades con
borde es H" := {(z',... ,2") € R" : 2" > 0}. Una variedad topolégica (con
borde) es un espacio topoldgico localmente igual que R™ (que H").

Con mas precisién, una variedad topoldgica de dimensién n es un es-
pacio topoldgico M tal que para todo punto p € M existe un abierto U de M
conteniendo a p y un homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R™. El par (U, p) se
llama sistema de coordenadas de M en p porque asigna a cada punto g € U
sus coordenadas (x'(q),...,2"(q)) = ¢(q). Los dominios U y V de dos sis-
temas de coordenadas (U, ¢) y (V,1) pueden tener interseccién no vacia y,

-1
entonces, el cambio de coordenadas R™ D ¢(U NV) vy, e(UNV)CR"es
un homeomorfismo. Cuando todos esos homeomorfismos son difeomorfismos
(aplicaciones diferenciables con inversa diferenciable) se dice que M es una
variedad diferenciable.

El concepto de variedad con borde, tanto topolégica como diferenciable,
se define exactamente igual que el de variedad, pero cambiando R™ por H". En
estas variedades se distinguen los puntos del borde OM de M, que son aquéllos
que, en un sistema de coordenadas, su ultima coordenada z' se anula, y los del
interior int(M), que son todos los demas. int(M) es una variedad en el sentido
de la primera definicién que hemos dado. Si OM = (), entonces M = int(M).

Intuitivamente, el espacio tangente 7),M a una variedad M en un punto
p es el conjunto de vectores tangentes a todas las curvas C*° de M que pasan
por p. Cada T, M tiene estructura de espacio vectorial n-dimensional y, por
tanto, es isomorfo a R™. Ademas, un sistema de coordenadas (U,y) de M
define una base canénica {9;(¢)}?_; de T,M para cada g € M.

Por simplicidad y salvo cuando se especifica lo contrario, todos los resul-
tados estan enunciados para variedades orientadas (aquéllas que se pueden
recubrir por dominios de sistemas de coordenadas tales que las matrices jaco-
bianas de los cambios de coordenadas siempre tienen determinante positivo)
y cerradas (i.e., compactas -como espacios topoldgicos- y sin borde).
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2.2 MINICURSO DE VARIEDADES RIEMANNIANAS

Una métrica riemanniana g sobre una variedad diferenciable M es la
asignacién, a cada espacio tangente 7,M, de un producto escalar g, (es decir,
de una forma bilineal simétrica y definida positiva g, : T,M x T,M — R). Se
llama variedad riemanniana (M, g) a una variedad diferenciable M sobre
la que se ha definido una métrica riemanniana g.

Una métrica Riemanniana ¢ permite definir sobre una variedad la norma
de cada vector tangente y, con la ayuda de ésta, la longitud de una curva
diferenciable L, se define como la integral a lo largo de la curva de la norma
del vector tangente a la curva en cada punto. Ademds, dados dos puntos de
la variedad, la distancia entre ellos dg4(-,-) viene dada por el infimo de las
longitudes de las curvas que unen esos dos puntos.

Se prueba que (M, dy) es un espacio métrico y que la topologia original de
M como wvariedad coincide con la inducida por dy. Esto dard sentido a hablar
de variedades Riemannianas completas (como espacios métricos). En éstas se
verifica que existe una curva uniendo dos puntos cualesquiera cuya longitud
es igual a la distancia entre esos puntos. Las curvas verificando esa propiedad
se llaman geodésicas.

En la base {9;}", definida por un sistema de coordenadas (U, ¢ = (x1, ...,
™)) de M, una métrica riemanniana g sobre M tiene unas coordenadas
9i(q) = 94(0;,0;), que son funciones diferenciables sobre el abierto U. Por
la simetria de g, g;; = gji-

Cada punto p de una variedad riemanniana posee un entorno en el que
estan definidas unas coordenadas llamadas normales en p, en las cuales las
geodésicas que pasan por p tienen las mismas coordenadas que una recta en
R™ pasando por el origen y, ademads, g;;(p) = d;;.

En un sistema de coordenadas normales en p, la métrica g admite el si-
guiente desarrollo de Taylor alrededor de p (cf. [34], p.40-41):

1

9ij = 0ij — ng‘ajb(p)x“xb +0(||z[]%), (1)
donde R(p) es una aplicacién 4-lineal para todo p € M que verifica las
propiedades de simetria R;jx = —Rjjx = Rgy;j y se conoce como curvatu-

ra Riemanniana de la variedad. Por el anterior desarrollo, en una variedad
Riemanniana la diferencia de primer orden con el espacio euclideo es 0 y la de
segundo orden viene dada por R.

Cuando la dimensién de M es 2, a causa de sus simetrias, R sélo tiene
una componente relevante no nula, Ri212, que se llama curvatura K de la
superficie M. A partir de la curvatura Riemanniana se definen:

- La curvatura seccional de una variedad (M, g) en un punto p es una
aplicacién

Sec : {2-planos contenidos en T,M} — R
que a cada plano II C T, M le asigna la curvatura K en p de la superficie
formada por todas las geodésicas de (M, g) tangentes a II en p.
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La curvatura seccional y la curvatura riemanniana estan intimamente rela-
cionadas: Sec estd determinda por R y Sec determina R.

- La curvatura de Ricci Ric de una variedad riemanniana (M, g) es la
asignacion, a cada espacio tangente T, M de la forma bilineal simétrica Ric,
. . . . _ n kl
definida, en cualquier sistema de coordenadas, por Ric;; = Zk,l:l 9" Rk,

donde (gkl)1§k,z§n 1<ij<n’

La presencia de una métrica sobre una variedad permite definir una den-
sidad de volumen sobre cada espacio tangente (exigiendo que el volumen del
cubo de lado uno sea 1) y, por integracién, el volumen de un dominio de la
variedad. También aqui, cuando se toman coordenadas normales, la diferencia
de primer orden de esta densidad con respecto a la euclidea es 0 y la de se-
gundo orden viene determinada por la curvatura de Ricci, lo que da la mejor
interpretacion geométrica de Ric.

Dos variedades riemannianas (M, g) vy (IV,h) se dice que son isomé-
tricas si existe una aplicacién f : M — N, llamada isometria, que conserva
las distancias. Esto es equivalente a que

(I1) para todo p € M existan sistemas de coordenadas (U, ) enp y (V, )
en f(p) tales que f estringido a U es un difeomorfismo sobre V' y hi;(f(p)) =
9i5(p)

Dos variedades riemannianas isométricas se consideran como iguales a
efectos de Geometria Riemanniana. Por lo tanto, es natural decir que dos va-
riedades riemannianas isométricas se encuentran a distancia 0. De aqui y de
la propiedad (I1) resulta también natural decir que dos variedades rieman-
nianas estan e-proximas si se pueden recubrir por sistemas de coordenadas
que satisfacen la propiedad (I1) salvo que, en lugar de verificar la igualdad
gij = hgj, verifican que las diferencias g;; — h;; y las de sus derivadas son
menores que €.

Una isometria de una variedad riemanniana (M, g) es una isometria de
ella en si misma. Las variedades con mayor nimero de isometrias son las de
curvatura seccional constante. De entre ellas, sélo son simplemente conexas el
espacio euclideo R" (Sec = 0), la esfera S™ = {(z!,...,2""!) € R**1; (21)2 +
o+ (@")2 = r2} (Sec = 1/r? > 0) y el espacio hiperbélico H" (Sec < 0). Los
demas espacios de curvatura seccional constante son cocientes M /T", donde M

representa la matriz inversa de (g;;)

es 5", R"™ o H" y I es un grupo discreto de isometrias de M que es isomorfo a
m1(M /T). Por ejemplo, el espacio proyectivo real RP™ de curvatura seccional
constante es S™/{£Id}.

Las variedades riemannianas de curvatura seccional constante son un ca-
so especial de una familia méas amplia: los llamados espacios localmente ho-
mogéneos. Estos se corresponden con lo que intuitivamente expresa su nombre:
espacios que tienen el mismo aspecto vistos desde cualquiera de sus puntos.
Con maés precision, una variedad riemanniana (M,g) se dice que es un es-
pacio localmente homogéneo si dados dos puntos cualesquiera p,q € M,
existen un abierto U 2 p y una isometria de U en su imagen que lleva p en q.
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2.3 GEOMETRIA RIEMANNIANA Y TOPOLOGIA

La famosa frase “un topodlogo es una persona que no distingue entre un
donuts y una taza de café” recuerda que dos variedades son homeomorfas
(topolégicamente equivalentes) si se puede deformar una en otra sin hacer
ninguin corte. En consecuencia, un espacio topoldgico se nos puede presentar
tan deformado que resulte dificil reconocerlo; por ejemplo, los dos dibujos

siguientes son cilindros de dimension 2

pero, evidentemente, es mas facil identificar ese espacio topolédgico en el dibujo
de la derecha.

La Geometria Riemanniana puede ayudar a reconocer en qué espacio
topoldgico nos encontramos gracias a dos pilares bésicos:

(1) Toda variedad diferenciable admite una métrica riemanniana.

(2) Se conoce la topologia de muchas variedades riemannianas, especial-
mente de espacios homogéneos.

Para averiguar la topologia de una variedad, podemos proceder como
sigue: aplicando (1), empezamos con una métrica arbitraria sobre M y, con
el paso del tiempo, deformamos la métrica hasta que aparezca una conoci-
da (usualmente la de algin espacio homogéneo). La ventaja de deformar la
métrica riemanniana en lugar de la variedad radica en que, al ser la métrica
localmente una familia de funciones g;;, se puede dar una especie de “regla” o
“algoritmo” para hacer la deformacién. El flujo de Ricci (del que hablaremos
en la seccién 4y que aparecia en el titulo del citado preprint de Perelman) es
uno de esos “algoritmos”.

Vamos a explicar ahora cudl es el problema que Perelman pretendia re-
solver.
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3 EL PROBLEMA DE LA CLASIFICACION DE LAS 3-VARIEDADES

3.1 UN ANTECEDENTE “ILUSTRE”: LA PREGUNTA DE POINCARE

El problema precursor para la clasificacién de las 3-variedades fue plantea-
do por Henri Poincaré (1854-1912) con el fin de caracterizar la 3-variedad més
sencilla: la esfera S3.

En 1904, Poincaré observa que una propiedad caracteristica de la 2-esfera
es que se trata de una variedad simplemente conexa, o sea, toda curva cerrada
y sin autointersecciones contenida en la variedad se puede deformar a un punto
de manera continua. Esto le lleva a plantearse si la misma cuestion es cierta
en dimensién 3, como se manifiesta casi al final de [30] donde formula una
pregunta que, usando un lenguaje actual, quedaria

4 Es toda 3-variedad cerrada y simplemente conexa homeomorfa a la esfera S ?

La afirmacion que resulta de eliminar los interrogantes se conoce como
Conjetura de Poincaré. Los esfuerzos por demostrarla han abierto el camino
hacia el proyecto mas ambicioso de clasificar todas las 3-variedades, cosa que
ha sido un objetivo largamente perseguido a lo largo del siglo XX. En el
proceso de clasificacién, distinguiremos tres etapas (que dan nombre a los tres
siguientes apartados).

3.2 DESCOMPOSICION EN PRIMOS (O POR ESFERAS)

Empezamos introduciendo la suma conexa de dos 3-variedades M7 y Mo
que tienen una 3-bola cerrada embebida (i.e., sin autointersecciones) B; C M;
para ¢ = 1,2. Se trata de una operacién binaria que se denota por MMy y
se realiza en dos pasos:

(1) Eliminar de cada M; el interior de la 3-bola B;. Nétese que M; \ int(B;)
es una 3-variedad con borde la 2-esfera 0B; (i = 1,2).

(2) Identificar las 2-esferas borde mediante un homeomorfismo f : 0B; —
0Bs.

Si exigimos que f cambie las orientaciones inducidas en el borde, entonces f
es una operacién bien definida, conmutativa y asociativa (cf. [17] p. 24), cuyo
elemento neutro es la esfera S3 (o sea, M#S? es siempre homeomorfa a M).
Ademas, My£Ms serd una 3-variedad orientada.

Reciprocamente, si una 3-variedad M = M;$M>, entonces M contiene una
esfera S? embebida de tal forma que M; y M, se obtienen cortando M a lo
largo de S? (esto es, eliminando de M el conjunto S? x (—e¢,€) -con € > 0
pequefio- tras lo cual resultan dos variedades con borde S?) y rellenando las
2-esferas borde con 3-bolas. Se dice que M; y Msy surgen tras realizar un
proceso de cirugia a la variedad M.
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DL

M\int (B))

M)\ int (B,)

— 0 6
> &

Haciendo una analogia con la multiplicacion de nimeros enteros, una 3-
variedad M se denomina prima si sélo se puede descomponer como suma
conexa de manera trivial, i.e., cualquier descomposicién de M como M;fMs
implica que M; é M, son homeomorfas a S3.

M, # M= M\int (B)) UM\ int (B,)

«“p

Por otro lado, se dice que una 3-variedad M es irreducible si toda
2-esfera embebida S? C M acota una 3-bola B® C M. Claramente, una 3-
variedad irreducible es prima. El reciproco es casi cierto, pues S' x 52 es la
unica 3-variedad que es prima pero no irreducible (cf.[16] p. 4-5).

e Descomposicién en primos o por esferas (cf. [21]): toda 3-variedad

M se puede expresar como suma conexa finita de 3-variedades primas de la
forma:

M = (Pif---4P)#(ST x S?)f--- (ST x §?),

donde los factores P; son irreducibles. Ademds, la coleccion {P;}5_, es unica
(cf. [22]) salvo difeomorfismo, orden de los factores o insercion de S°.
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§'x §?

En definitiva, esta descomposicién reduce el problema a la clasificacién de
las 3-variedades irreducibles.

3.3 DESCOMPOSICION TORICA

Empezaremos dando el vocabulario basico para entender la descomposi-
cion térica. Con este fin, consideramos N una 3-variedad compacta (posible-
mente con borde).

e Se dice que una superficie S C N compacta, orientada y tal que SN
ON = 08§ es incompresible si para todo disco D embebido en N con DNS =
0D, la curva 0D también acota un disco contenido en S (o sea, dicha curva
es contractil en S).

S es incompresible si para cada
D que divide a la superficie en dos porciones...

e N es toro-irreducible si todo toro in-
compresible embebido en N se puede defor-
mar a un toro en ON. Si N es cerrada, toro-
irreducible significa que no contiene toros in-
compresibles.

e Se dice que N es una fibracién Seifert
si se expresa como una unién disjunta de es-
feras S1 (las fibras) cada una de las cuales
tiene un entorno, formado por una unién de
fibras, que es homeomorfo (a través de un ionte s A mommascin
homeomorfismo que preserva las fibras) a un i
(p, q)-toro solido fibrado estandar

Tip,g) = Yzep2[0,1] x {x}/(2,0) ~ (p(x), 1),




LA GACETA 23

donde D? es el disco unidad y p una rotacién de D? de dngulo 27p/q, para
algun par de enteros p y ¢ primos entre si (¢ > 1). Notemos que la identificacién
convierte al segmento {0} x I en una esfera S (fibra corta); pero, si x # 0,
hay que recorrer ¢ intervalos de la forma {x} x I hasta obtener en el cociente
una S!. Ademds, hay un niimero finito de fibras cortas y todas ellas estan en
el interior de N.

Sea ahora M una 3-variedad irreducible. La decomposicién térica (cf.
[18], [19]) dice que ewiste una coleccion finita T de toros incompresibles dis-
Juntos tales que

- cada una de las componentes de M\7T (que serdn 3-variedades compactas
con borde tdrico) es toro-irreducible o fibracion de Seifert;

- T es minimal (en cardinalidad) respecto a la propiedad anterior.

Obsérvese que la coleccién 7 es vacia cuando la propia variedad M es
toro-irreducible o fibracién Seifert.

3.4 LA CONJETURA DE GEOMETRIZACION DE THURSTON

Una variedad (posiblemente con borde) M se denomina geométrica si
int(M) admite una métrica Riemanniana ¢ tal que (int(M), g) es un espacio
localmente homogéneo.

La Conjetura de Geometrizacion, enunciada por William P. Thurston
(cf. [35]), dice que cualquier 3-variedad es geométrica o se puede descomponer
(por cirugia a lo largo de esferas y toros incompresibles) en variedades geomé-
tricas.

Existen sélo 8 espacios localmente homogéneos simplemente conexos (y
que admiten cociente compacto) de dimensién 3. Entre ellos la esfera, el
hiperbdlico y el espacio euclideo. Todos los espacios localmente homogéneos
compactos son cociente de alguno de estos 8 espacios por un subgrupo discreto
de isometrias (cf. [31] y [35]). Todos estos espacios tienen una topologia bien
conocida (excepto algunos cocientes del hiperbdlico que todavia son objeto de
investigacién). Por lo tanto, si se prueba la Conjetura de Geometrizacién, la
clasificacién de las 3-variedades esta esencialmente acabada.

Recapitulando, la Conjetura afirma que las 3-variedades obtenidas en la
descomposicién térica son geométricas y, por el apartado anterior, sabemos
que dichas 3-variedades son toro-irreducibles o fibraciones Seifert. Como es un
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hecho conocido (cf. [31]) que estas tltimas son geométricas, s6lo queda analizar
si las 3-variedades toro-irreducibles son geométricas.

Gracias a los avances topolégicos realizados en la prueba de la Conjetura
(ver [2] para una exposicién detallada), desde 1994 inicamente se consideraban
abiertos los dos casos particulares que enunciamos a continuacion.

e Conjetura de Hiperbolizacién. Si M es una 3-variedad irreducible
tal que 71 (M) es infinito y no contiene ningin subgrupo isomorfo a Z @ Z,
entonces M es del tipo H3/T.

e Conjetura de Eliptizacién (incluye la de Poincaré). Toda 3-
variedad irreducible de grupo fundamental finito es un cociente S/T.

4 E1L FLUJO DE RICcCI

4.1 LA ECUACION

En 1982 (cf. [11]), Richard Hamilton introdujo el concepto de flujo de
Ricci para variedades de dimensién arbitraria. Como dijimos en 2.3, se tra-
ta de un método para hacer evolucionar una métrica Riemanniana. Hamilton
buscaba averiguar si variedades que admitian métricas de cierta complicacién
podian admitir también métricas mas “bonitas” (de curvatura constante, ho-
mogéneas, ...). El resultado obtenido fue el Teorema 3, el cual, como veremos,
motivé que Hamilton disenara su programa para demostrar la Conjetura de
Geometrizacion usando el flujo de Ricci.

El flujo de Ricci es una familia uniparamétrica de métricas Riemannia-
nas solucion de

0 .

% = —2Ricy,, (2)
con la condicién inicial gy = g. De (2), que se conoce como ecuacién del flujo
de Ricci (o, simplemente, flujo de Ricci), destacaremos que es invariante por
cambios de escala (o sea, si g; es solucién de (2), también lo es §; = c2g,2;).

Para entender que usar la ecuacién (2) es natural para el objetivo que
inicialmente perseguia Hamilton, conviene retrotraerse a una de las ecuaciones
de evolucién més antigua, la ecuacién del calor en R?

oT or or 0T

AT = ~ 5 T(0) =Tp; siendo AT := o 92 5 (3)
cuya soluciéon T(z,y, z,t) da la temperatura de un punto (z,y,2) € R en un
tiempo ¢ cuando la temparatura inicial es Ty(x,y, z). Esta solucién es tal que
la temperatura tiende a una distribucién lo mas homogénea posible a medida
que el tiempo avanza. Cuando t — oo, se verifica AT = 0 (i.e., T es una

funcién arménica) y la distribucién de temperatura resultante es uniforme.
Esta propiedad de la ecuacién del calor inspiré a Eells y Sampson (1964,
cf. [10]), quienes usaron un tipo de ecuacién semejante, pero no lineal, para
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demostrar que toda aplicacién entre variedades riemannianas (cumpliendo
ciertas acotaciones en su curvatura) evoluciona a una aplicacién de un tipo muy
especial?. Hamilton trabajé en este mismo tema. No es de extrafiar, pues, que
pensara en hacer con las métricas algo similar, esto es, buscar una ecuacion
de evolucion de la métrica que tuviera alguna semejanza con la del calor y
esperar que la solucién tienda hacia métricas més bonitas. Podemos incluso
esperar que, igual que la solucién de la ecuacién del calor tiende a distribuirse
uniformemente sobre el espacio, la métrica tienda a distribuirse también de
modo semejante sobre todos los puntos de la variedad, como ocurre en los
espacios localmente homogéneos.

Antes de pensar en que la ecuacién que buscamos sea del tipo (3) hay que
plantearse una cuestién mas elemental: ;qué ecuaciones son posibles?.

Cuando buscamos una ecuacion para la derivada parcial temporal de una
métrica Riemanniana g; sobre una variedad M, esto es, una ecuacién “tipo
flujo” con la forma general

gt
— =0

hay que exigir condiciones geométricas con el fin de que (4) tenga sentido:

i) Para que la resolucién sea posible, O debera estar definido tinicamente
en funcién de g; y sus derivadas respecto de las coordenadas de M (como
méximo hasta orden 2).

ii) O = O(g;) serd una forma bilineal simétrica (por serlo la métrica y
porque derivar respecto del tiempo no afecta a las coordenadas de la variedad).

iii) Por dltimo, es deseable que (4) sea invariante por cambios de coorde-
nadas.

Con las tres propiedades anteriores®, la tinica posibilidad es que O(g;)
sea una combinacion lineal de la propia métrica g; y de la curvatura de Ricci
asociada a g;. Asf,

0 .
% = a(t)Ricg, + A(t)g;.
Tratando de hacer los cdlculos mas sencillos, tomaremos A = 0 y « constante:
dgt .
i aRicyg, . (5)

Para averiguar el signo de o que conviene tomar en (5), vamos usar que
buscamos una ecuacién del tipo (3). Recordando el desarrollo de Taylor de las

2llamada arménica también por ser una generalizacién de la funcién arménica hacia la
que evoluciona la ecuacién del calor

3Las condiciones i) y iii) anteriores se suelen expresar en Geometrfa Riemanniana diciendo
que O ha de ser un tensor natural de segundo orden.
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componentes de la métrica en coordenadas normales (1) y la definicién de la
curvatura de Ricci,

. Zazg” 30 (205 4) = SRicy ) + O(el)
9i5)( 8:1:“2 ab=1 T gzt P m3 Y '

Luego (5) se puede aproximar por

gy

— ~3aA 6

ot Gt- (6)
Por lo tanto, sdlo si a < 0 el flujo de Ricci se puede aproximar linealmente

por una ecuacién como la del calor (3). Finalmente, el valor especifico de « es

una cuestion arbitraria; en concreto, por motivos de calculo, Hamilton tomé

a=—2.

4.2 PRIMERA APROXIMACION A LA EXISTENCIA DE SOLUCIONES

Para que el estudio practico del flujo de Ricci sea posible, lo primero que
se ha de plantear es si la ecuacién (2) tiene solucién, al menos para pequenos
intervalos de tiempo. Esto lo asegura el resultado que enunciamos a continua-
cién, cuya prueba da Hamilton en 1982 (cf. [11]) y simplifica DeTurck (cf. [9])
un ano mas tarde usando un “truco” (cf. [7], p.78-90) que tendrd una notable
influencia en el posterior trabajo de Perelman (cf. [26], §1).

TEOREMA 1 Dada cualquier variedad Riemanniana (M, g) de dimension arbi-
traria, ewiste € y una unica solucion diferenciable g; del flujo de Ricci, con
t € [0,€), tal que gy = g.

4.3 SOLUCIONES QUE DESAPARECEN EN TIEMPO FINITO

La analogia del flujo de Ricci con la ecuacion del calor no es tan perfecta
como deciamos en el apartado 4.1, sino que ya surgen dificultades al observar
los ejemplos mas sencillos de soluciones del flujo de Ricci.

EJEMPLO 2 (Flujo de Ricci en la esfera) St hacemos evolucionar la métrica es-
tdndar de una esfera siguiendo el flujo de Ricci, la variedad se contrae con-
forme el tiempo avanza hasta que, en un tiempo finito, colapsa a un punto
(esto es, la métrica tiende a cero y la curvatura se vuelve no acotada en todo

punto).
S S e
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En el ejemplo, la esfera acaba convirtiéndose en un punto (el cual tiene
volumen cero); luego una posible estrategia para evitar este comportamiento
seria exigir que el volumen de la solucién se mantenga constante con el tiempo.
La modificacién de (2) para que se cumpla esta condicién lleva a la ecuacion
del flujo de Ricci normalizado:

g , 2
8_tt = —2Ricg, + TG (7)

donde r = r(t) es una funcién que depende de una integral de la curvatura.
El siguiente resultado (cf. [11]) muestra que el procedimiento recién des-
crito funciona.

TEOREMA 3 Si (M, g) es una 3-variedad Riemanniana con Ricy > 0, entonces
la solucion de (2) se contrae a un punto en un tiempo finito; pero existe una
unica solucion g, de (7) definida para todo t > 0 y tal que go = g. Ademds,
gr converge, cuando t — 00, a una métrica de curvatura seccional constante y
positiva.

Las soluciones de (2) y (7) son equivalentes en el sentido de que una se
obtiene a partir de la otra multiplicando por un factor de reescalamiento ade-
cuado y haciendo una reparametrizacién temporal. A causa de esta propiedad,
el flujo de Ricci normalizado es una herramienta que ha caido en desuso; pues
se consigue el mismo efecto simplemente expandiendo las distancias y el tiempo
en una solucién ordinaria de (2)%.

4.4 ;HASTA CUANDO SE PUEDE PROLONGAR LA SOLUCION DE (2)?

Resulta natural formularse esta pregunta, pues el ejemplo 2 muestra que
el flujo de Ricci no existe en general para todo el intervalo de tiempo [0, 00). A
grandes rasgos, diremos que el flujo se vuelve singular en el instante 7" si no se
puede extender mas alld de 7. Hamilton probé (cf. [12], §8) que si la solucién
de (2) existe s6lo en un intervalo de tiempo finito, entonces la curvatura no
estd acotada. Con maés precision:

si un flujo de Ricci gy existe para t € [0,T), pero no se puede extender
mds alld de T, entonces

T =00 o bien sup |Secy,| = 0.
Mx[0,T)

Este resultado propicia la siguiente clasificacion para las soluciones del
flujo de Ricci:
e no singulares: 7' = 00 y sup;[o,7) [Secy,| (z) < oo,

4En el ejemplo 2, esto haria que en el instante final se observara una pequefia esfera en
lugar de un punto.
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e singulares: sup,;, o, [Secy, | () = oo. Describimos su comportamiento

diciendo que el flujo encuentra una singularidad ® en T (tiempo singular).

Segun esto, para que el flujo produzca una singularidad hay dos posibili-
dades: (a) que en el instante singular la curvatura se haga infinito en todos los
puntos de la variedad (como el caso de la esfera) y (b) que la curvatura sea no
acotada solo en una regién concreta de la variedad. Vimos que la posibilidad (a)
es evitable usando el flujo de Ricci normalizado, pero veremos en el apartado
siguiente que (b) también se da, y ésta es la que produce los mayores problemas
en el estudio del flujo de Ricci.

4.5 FORMACION DE SINGULARIDADES LOCALES

Comenzamos dando mas detalles sobre las singularidades de tipo (a) y
(b) recién descritas. Se dice que un flujo de Ricci g; forma una singularidad
local en el instante T si existe un subconjunto compacto K C M tal que

sup |Secy,|(z) = o0, pero sup  |Secy,| (z) < oo.
Kx[0,T) (M\K)x[0,T)

Si M = K (lo cual significa que la variedad entera se contrae a un punto en el
tiempo singular), hablaremos de singularidad global.
El ejemplo mas tipico de singularidad local es el siguiente:

EJEMPLO 4 (Cuello estrangulado) Sean dos esferas S™(R), con n > 3, unidas
por un cuello o tubo delgado (esto es, por una region cuya topologia se parece
a la del cilindro S~ 1(r) x [-1,1]). Si R es mucho mayor que r, al evolucionar
segun el flujo de Ricci, el tubo se contrae mdas rapidamente de manera que se
pinza en alguna parte antes de que las esferas S™ desaparezcan.

r<<R

Sn—] (r) @

&—Y—J
S™ (r)x [-1, 1]

1
1
1
1
1
1
1
-
-
1
|
|
1
1
\

~—e__ L

curvatura infinito

5De ahora en adelante, salvo cuando se especifique lo contrario, siempre nos referiremos
a las singularidades que se desarrollan en tiempo finito.
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En general, hablaremos de cuello estrangulado siempre que exista una region
cilindrica uniendo dos regiones (no necesariamente esferas) que, si colapsan,
lo hacen mds lentamente que el cilindro.

Cémo seguir usando el flujo de Ricci cuando aparecen singularidades
locales? Responderemos a esta pregunta en los apartados 6.2, 7.1 y 7.2.

5 PrOGRAMA DE HAMILTON
PARA RESOLVER LA CONJETURA DE GEOMETRIZACION

Los primeros resultados de Hamilton ya anuncian que el flujo de Ric-
ci puede convertirse en una potente herramienta para el estudio de las 3-
variedades. En efecto, del teorema 3 se deduce que toda 3-variedad Rieman-
niana con curvatura de Ricci positiva es homeomorfa a S*/T. Asi, con ayuda
del flujo de Ricci, se prueba que la Conjetura de Geometrizacién es cierta para
este tipo particular de 3-variedades; por tanto, parece logico tratar de aplicar
la misma técnica (con los cambios adecuados) para una demostracién general.

Se conoce como programa de Hamilton a la estrategia que él mismo disena
para perseguir el ambicioso objetivo de probar la Conjetura de Geometrizacién
usando el flujo de Ricci. En principio, se espera que la métrica evolucione
hacia otra localmente homogénea en trozos de la variedad unidos a través de
esferas o toros. Pero es posible que la situacion se complique debido a que el
flujo pueda desarrollar singularidades locales antes de que seamos capaces de
extraer conclusiones topoldgicas sobre la variedad original. El programa divide
la demostracién de la conjetura en las siguientes fases:

5.1 FASE I. INICIO DEL FLUJO HASTA
LA APARICION DE LA PRIMERA SINGULARIDAD

Paso I.1 Partir de una 3-variedad M y dotarla de una métrica Rieman-
niana arbitraria gg.

Paso 1.2 Hacer evolucionar la métrica gg siguiendo el flujo de Ricci hasta
llegar al primer tiempo singular (si existe alguno).

e Caso 1. No hay tiempo singular. Entonces el problema quedara resuelto
si se logra la clasificacion de las soluciones no singulares y éstas tienen, a
partir de un cierto t, la topologia prevista por la Conjetura de Geometrizacién.

e Caso 2. La solucién entera desaparece (singularidad global). El problema
estara resuelto si se logra clasificar las soluciones singulares globales y
éstas tienen, para t préximo al tiempo de singularidad, la topologia prevista
por la Conjetura de Geometrizacion.

e Caso 3. Se producen singularidades locales. En este caso, lo primero
que deberemos hacer es clasificar los tipos de singularidades que aparecen
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(problema llamado de andlisis de las singularidades). Después de esto, la
conjetura todavia estard por demostrar y habra que continuar con la siguiente
fase.

5.2 FASE II. FLUJO CON CIRUGIA

Paso II.1 Si se da el caso 3, paramos el flujo en el primer tiempo singular
T (o un poco antes) para hacer cirugia.

Paso 112 Proceso de cirugia. Para poder hacerlo, es necesaria la clasifi-
cacién previa de las singularidades locales. Sélo si el resultado de esta clasifi-
cacion ha sido el adecuado podremos realizar técnicamente la cirugia y, como
veremos, ésta se correspondera con la cirugia del teorema de descomposicién
prima.

Paso I1.3  Despreciar las componentes conexas de la variedad resultante de
la cirugia que tengan curvatura de Ricci positiva (pues el teorema 3 asegura
que son geométricas).

Paso IL4 Continuar el flujo partiendo de las restantes componentes (cada
una de las cuales serd la condicién inicial para un flujo de Ricci empezando en
t = T) y repetir el proceso (o sea, volver al paso 1.2).

5.3 FASE III. PROBAR LA EXISTENCIA
DE UN ULTIMO TIEMPO SINGULAR FINITO

Hamilton espera que después de un ntimero finito de repeticiones desde el
paso 1.2 hasta el final desaparezcan las singularidades y, entonces, el problema
se acaba aplicando la clasificacién de las soluciones no singulares.

6 APARTADOS DEL PROGRAMA
CUBIERTOS POR EL PROPIO HAMILTON

6.1 SOBRE LA CLASIFICACION DE LAS SOLUCIONES
NO SINGULARES DEL PASO 1.2

Bajo cierta hipdtesis adicional, Hamilton realiza grandes progresos en el
Paso 1.2 Caso 1 de su programa (1999, cf. [14]): si el flujo de Ricci sobre una 3-
variedad M existe para todo t > 0 y el producto t - Secg, (x) permanece acotado
cuando t — oo, entonces M se puede descomponer en piezas geométricas.

Perelman generalizard gran parte de los argumentos empleados en [14]
para aplicarlos al flujo de Ricci con cirugia y sin formular hipétesis extra
sobre la acotacién de la curvatura.
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6.2 SOBRE EL ANALISIS DE LAS SINGULARIDADES
(CASO 3 DEL PASO 1.2)

En [11], articulo donde se define el flujo de Ricci, Hamilton ya realiza dos
importantes avances en el estudio de las singularidades:

- Da la primera idea acerca de su naturaleza: se producen en regiones en
que la curvatura no esta acotada.

- Las 3-variedades con curvatura de Ricci no negativa dan lugar a solu-
ciones no singulares del flujo de Ricci normalizado.

De ahora en adelante, consideramos M; := (M, g;) una solucién de (2) con
t€[0,T) y T < oo el primer tiempo singular.

6.2.1 INTRODUCCION DE LA TECNICA DE REESCALAMIENTO

Hamilton confia en probar que cualquier singularidad se comporta como
una esfera (contrayéndose por completo a un punto) o estd causada por una
regién casi cilindrica (eliminable por un proceso de cirugia) que se estrangu-
la. Para ello, utiliza una técnica indirecta: en lugar de analizar la estructura
de la 3-variedad en el tiempo singular, construye una sucesién adecuada de
soluciones (M, g;(t)) y estudia su limite (M, goo(t)) -si existe-.

Esta técnica se justifica por la esperanza de que dichos limites sean mas
faciles de clasificar que una solucién arbitraria de la ecuacién. Sin embargo,
conlleva dos dificultades anadidas:

(D1) asegurar la existencia de solucién limite (llamada modelo singular) y

(D2) poder obtener informacion relevante acerca del comportamiento de la
solucion original a partir del modelo singular, al menos para puntos
cerca de la singularidad y tiempos poco antes de su formacion, pues esto
nos permitird saber si es posible hacer cirugia (como explicamos al final
del Paso I1.2 en la seccién anterior).

Vamos a ver los pasos para la aplicacién de la técnica de reescalamiento.

PRIMER PASO:
CONSTRUCCION DE UNA SUCESION DE DILATACIONES PARABOLICAS

Tomada una sucesion® {(z;,t;) : = € M,t; — T} con
lim; oo sup{[Secy, (I1;)[,II; plano de T, M} = oo, construimos una sucesién

de dilataciones parabdlicas de la solucién gy, esto es, una sucesién de solu-
ciones {(M, g;(t))} dada por

gi(t) := Qigtﬁ&, donde Q; := sup{|Secg, (II;)|,1I; plano de T3, M}. (8)

SEn un abuso de notacién presente en toda la bibliografia especializada, el par (i, ts)
representa un punto z; perteneciente a la variedad Riemanniana (M, gy, ).
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Nétese que, para cada i, g;(t) se ha obtenido expandiendo todas las dis-
tancias por un factor /@Q; y haciendo una reparametrizacién temporal con el
fin de que g;(t) siga siendo solucién’ y g;(0) sea simplemente un miltiplo de
g(ti).

Intuitivamente, el reescalamiento ayuda a estudiar mejor regiones muy
pequenas alrededor del punto (z;,t;) gracias a que se consigue un “efecto
lupa”, esto es, dichas regiones se magnifican a una escala tal que el maximo
de la curvatura seccional de la métrica g;(0) en z; sea 1.

(M,g,)
~ 1

reescalar

SEGUNDO PASO:
ASEGURAR LA EXISTENCIA DE UNA SUBSUCESION CONVERGENTE

Para ello, segtin un teorema que Hamilton prueba en 1995 (cf.[15]), hemos
de verificar las dos hipdtesis descritas a continuacién.
(H1) Acotacién superior de las curvaturas: dados t y r,

Seclg,t) < Cir en By, (z,7) :={x € M : dy,(z,2;) <r}, paratodo i€ N.

(H2) Acotacién inferior del radio de inyectividad en los puntos z; y en el
instante inicial:

injg.0)(zi) = K >0 para todo 7 € N. 9)

Para entender (H2) sin definir el radio de inyectividad basta pensar que,
suponiendo (H1), (H2) se cumple si se tiene una cota inferior (independiente
de i) para las longitudes Lg, o)(7:), donde 7; es la geodésica mas corta que
empieza y termina en el punto z; € M.

6.2.2 PRIMERA APROXIMACION
A LA CLASIFICACION DE SINGULARIDADES

Hamilton obtiene las cotas mencionadas en (H1) eligiendo cuidadosamente
(cf. [7] p. 238) la sucesién (x;,t;); pero la condicién (9) no la puede probar en

"Aqui hemos usado la invariancia por cambios de escala que comentamos tras introducir
la ecuacién (2).



LA GACETA 33

general y, por tanto, la exige como hipdtesis adicional para poder avanzar en su
programa. Esto le permite establecer un resultado que da fuertes restricciones
sobre la posible estructura del flujo limite.

e Clasificaciéon de los modelos singulares en 3 dimensiones (cf.
[12], teorema 26.5): Suponiendo (9), siempre se puede construir una sucesion
de la forma (8) que subconverge a una solucion completa (Moo, goo(t)) del flujo
de Ricci, donde t € (—00,0] y My es el cociente por isometrias de una de las
variedades siguientes:

(a) 8%

(b) S% x R (regién cilindrica),

, . 2 2 . . .
(c) ¥ x R, donde ¥ es R? con la métrica fim;riig. Un flujo de Ricci con

condiciéon inicial ¥ x R se conoce como solitén cigar.

6.2.3 PROBLEMAS DE LA TECNICA DE HAMILTON
PARA CLASIFICAR SINGULARIDADES

En primer lugar, nétese que las topologias del modelo singular y de la
variedad original pueden ser muy distintas, pues gran parte de la variedad
se puede ir a infinito en el reescalamiento. Luego Hamilton deja pendiente la
resolucién de la dificultad (D2) -ver 6.2.1 -.

Por otra parte, el resultado del apartado anterior no soluciona (D1) de
forma satisfactioria, ya que todavia deja dos tareas pendientes:

(D1-1) demostrar (y no simplemente suponer) la acotacién (9),

(D1-2) justificar que se obtienen todos los posibles modelos singulares
usando sélo el tipo particular de sucesiones (z;,t;) elegido por Hamilton.

Aun suponiendo resueltas las cuestiones (D1) y (D2), nos encontramos
con una importante obstruccién a la hora de llevar a cabo el programa de
Hamilton: no hay ninguna manera clara de hacer cirugia en una singularidad
con la estructura topoldgica de (c) (del solitén cigar). De hecho, Hamilton
afirma que (c) no puede suceder realmente (Conjetura de Hamilton); sin
embargo, aunque da algunas ideas, no es capaz de probarlo.

Todas estas cuestiones permanecen abiertas hasta la aparicién de [26] a
finales de 2002.

6.3 SOBRE LA CIRUGIA (FASE II)

Hamilton introduce técnicas especificas para llevar a cabo la cirugia en
dimensién 4 (cf. [13]); éstas seran adaptadas por Perelman (cf. [27]) al caso
3-dimensional.
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7 APORTACION DE PERELMAN
AL PROGRAMA DE HAMILTON

7.1 EN EL ANALISIS DE SINGULARIDADES

7.1.1 TEOREMA DE NO COLAPSO LOCAL (PASO 1.2, CASO 3)

Es un teorema clave que recibe este nombre en ([26], §4 y §7.3). Afirma
que, en toda solucién del flujo de Ricci, la acotacién de la curvatura dentro de
una bola implica la acotacion inferior del volumen de dicha bola, siendo esto
ultimo equivalente a una acotacién del radio de inyectividad (cf.[5], teorema
4.7). Este resultado también se verifica para cualquier modelo singular, pero no
se cumple para el solitén cigar; asi, se elimina la opcién (c¢) de la clasificacion
del apartado 6.2.2 .

En definitiva, el citado teorema constituye la primera gran aportacién de
Perelman al programa de Hamilton, pues le permite realizar una doble tarea:

(i) prueba la Conjetura de Hamilton y

(ii) da un argumento general que proporciona la estimacién (9) (soluciona
el problema (D1-1)).

7.1.2 CLASIFICACION DE LAS K-SOLUCIONES

En lugar de analizar directamente los modelos singulares 3-dimensionales,
Perelman estudia ([26], §11) un tipo particular de soluciones de (2) con las mis-
mas propiedades que dichos modelos: las k-soluciones. Nos interesa destacar
la siguiente clasificacién local: dado cualquier ¢ > 0 suficientemente pequeno,
todo punto en una k-solucion tiene un entorno (de tamano controlado) que
pertenece a uno de los tipos:

(t1) una componente conexa difeomorfa a un cociente S /T,
(t2) un e-cuello: tubo largo y fino que, tras reescalar la métrica, esta e-

préximo a S? x I, donde I es de longitud 2/e y S? tiene curvatura
seccional constante 1/2,

(t3) un e-gorro: componente difeomorfa a B? 6 RP3\ B3 con curvatura
acotada y tal que fuera de algin conjunto compacto puede recubrirse
por e-cuellos.

(1)

sir

e-cuello €-gorro
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7.1.3 GEOMETRIA DE LAS REGIONES DE CURVATURA ELEVADA

Perelman completa su andlisis de las singularidades clasificando las posi-
bles estructuras que pueden presentar las regiones de curvatura elevada, pues
sabemos que en ellas se producen las singularidades.

Perelman muestra (cf.[26], §12.1) que cualquier punto de curvatura sufi-
cientemente grande tiene un entorno que, tras un reescalamiento parabdlico
de la solucién, estd e-préximo a una regién perteneciente a uno de los tipos
(t1), (t2) o (t3). Por lo tanto, la solucién cerca del tiempo singular tiene una
estructura local muy parecida a la de un modelo singular. Notemos que esto
resuelve las dificultades (D1-2) y (D2) -comentadas en 6.2.1 y 6.2.3 -.

7.2 EN EL FLUJO DE RICCI CON CIRUGIA

7.2.1 ESTRUCTURA DE LA VARIEDAD EN EL TIEMPO SINGULAR

Una vez conocida la geometria de las regiones de curvatura elevada, se
prueba (cf. [27], §3) que, en el tiempo singular, My se puede descomponer®
como la unién disjunta

My = Mps U Mgc U Mcea

donde
e M, := {conjunto de puntos singulares} =
= {x € My : lim;_,p- |Sec(x,t)| = oo},

e M. es la parte de geometria controlada (en el sentido de que la curvatura
no es demasiado grande) y

e M. contiene las regiones de curvatura elevada.

Al encontrarnos en el instante singular, claramente M,s # (); pero es
posible que My.U M, = ). En ese caso, la solucién entera se extingue cuando
t — T (dado que la curvatura no estd acotada en ningin punto de la variedad)
y M € {S3/T, 8" x S2, RP3RP3}, lo que soluciona el Paso 1.2 Caso 2.

Si Mge U M. # 0, el objetivo serd describir la estructura de Mc.; esto se
debe a que en My, la curvatura estd acotada y, en consecuencia, es una region
alejada de las zonas donde se han producido las singularidades. Por otro lado,
nos podemos olvidar de M,s, pues es la parte de la variedad que, en cierta
manera, desaparece en el tiempo singular.

Por lo comentado en 7.1.3 , sabemos que cualquier punto de M., tiene
un entorno del tipo (t1), (t2) o (t3). Esta informacién nos servird para con-
cluir que M. es una unién (posiblemente infinita) de componentes conexas
pertenecientes a los grupos descritos a continuacion.

8En [27], esta descomposicién se hace en funcién de una constante fijada p (que serd uno
de los pardametros que controlardn la cirugia) y la notacién que se emplea es My, =: M \ Q,
Mge UMee =22y Mge =: 82,
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(1) Componentes difeomorfas a un cociente S*/I.
(2) Componentes con borde en M.

(2a) e-tubos: difeomorfas a S? x [0, 1].
(2b) e-gorros.

(2c) e-cornetas: difeomorfas a S? x [0,1), o sea,
sup{[Secy,, (11;)[,I1; plano de T;;;, M} — oo
en el extremo cuyo borde es disjunto de M.

(3) Componentes disjuntas de M.

(3a) e-cornetas con gorro: sup{|Secy, (I1;)[,Il; plano de T;;; M} — oo
en el extremo.

(3b) dobles e-cornetas: difeomorfas a S? x (0,1), i.e.,
sup{[Secg, (IL;)[,II; plano de T, M} — oo en ambos extremos.

(3c) e-circuitos: difeomorfas a 52 x S*.

En las componentes (2a), (2¢), (3b) y (3c) todo punto esté contenido en un e-
cuello; mientras que en (2b) y (3a) lo mismo es cierto fuera de algin compacto.

dobles e-cornetas

g-cornetas
con gorro

7.2.2 DESCRIPCION CUALITATIVA DE LAS FASES DEL PROCESO DE CIRUGIA

(C1) Despreciar las componentes de M., de los grupos (1) y (3), o sea,
el flujo ya no se continia con ellas. Aunque esto modifica la topologia de la
variedad original, los trozos eliminados son homeomorfos a S3/T" 0 a §% x S*
y, por tanto, se trata de piezas de la descomposicién en primos que sabe-
mos identificar topolégicamente, pues para ellas se verifica la Conjetura de
Geometrizacion.
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(C2) Cortar las e-cornetas a lo largo de la 2-esfera central de un J-cuello
(0 <€) y desechar la porcién de curvatura no acotada.

(C3) Anadir una 3-bola topoldgica a la 2-esfera borde creada en (C2).

(C4) Continuar el flujo hasta que se formen nuevas singularidades y repe-
tir el proceso de cirugia. Obsérvese que los e-tubos y e-gorros pueden dar lugar
a nuevas e-cornetas en el siguiente tiempo singular.

Cabe destacar que este proceso de cirugia se corresponde con la que se
realiza en la descomposicién en primos (caso del cuello estrangulado de la
figura siguiente), si bien en el transcurso del flujo puede que se realicen algu-
nas descomposiciones topoldgicamente triviales (caso del cuello estrangulado
degenerado de la misma figura) pero necesarias para reducir la curvatura y
poder reiniciar el flujo.

rre:inicio del flujo

€-gorro

cuello estrangulado
degenerado \
I

[ variedad tras la cirugia

Jt@D

7.2.3 SOBRE LA FASE III DEL PROGRAMA DE HAMILTON (cf. 5.3)

Perelman no logra demostrar lo que Hamilton esperaba: que al cabo de un
tiempo finito ya no aparecerian mas singularidades. Pero tampoco lo necesita.
En lugar de ello:

e Asegura un doble control sobre el niimero de cirugias:

- En cada tiempo singular: se prueba que, salvo un ndmero finito,
todas las componentes de M. son dobles cornetas. Como éstas se desprecian
en (C1), sélo queda un nimero finito de componentes sobre las que, si es
necesario, habra que hacer cirugia.

- A lo largo del tiempo: los tiempos de cirugia son localmente finitos
(esto es, en cada intervalo [t1, o] existe un nimero finito de instantes singu-
lares). Esto se prueba si, en cada paso, la cirugia se efectia de manera que
disminuya el volumen de la variedad en una cantidad finita.
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e Prueba el siguiente comportamiento asintético del flujo con cirugia:

(1) El flujo con cirugia, si no se extingue, se puede extender para todo
tiempo ¢ € [0, 00).

(2) Cuando t es suficientemente grande, M;(:= (M, g;)) admite una des-
composicién en dos trozos (posiblemente vacios)

My = Mypick U Mg, (10)

(3) Estudio de Mypick (cf. [27]). Esta formado por una coleccién finita de
variedades completas hiperbdlicas de volumen finito pegadas entre si por toros
incompresibles en M;. Ademds, ya no habrd mas singularidades en esta regién;
por tanto, el flujo de Ricci sin cirugias existe en My, para un intervalo de
tiempo infinito.

(4) Estudio de Myp;,. Se trata de una variedad grafo? (segiin una prueba
que aparece [32]) con un ndmero finito de componentes. De (3) se deduce
que todas las singularidades que puedan producirse en tiempos posteriores
a t corresponderan a puntos de M;yy;,. Pero eso ya no es problema, pues es
conocido que las variedades grafo admiten una descomposicién geométrica.

(5) Mipick Yy Mipin se unen a lo largo de toros incompresibles, luego (10)
corresponde a la descomposicion térica.

(6) Conclusion. La descomposicion por esferas de la variedad original M
es de la forma

M= Pyt 4P4(S%/T)f. . 4(S3/Tp)8St x S%...48" x §%, (11)

donde cada P; admite una descomposicion torica como H; U G;, siendo H;
hiperbdlica y G; una variedad grafo (ambas posiblemente disconexas). Luego
hemos visto que M se descompone topoldgicamente en piezas geométricas,
cosa que prueba de la Conjetura de Geometrizaciéon y, como coro-
lario, la Conjetura de Poincaré.

Pero, ademas, en un tercer preprint ([28], corroborado por [8]), Perelman
da una

7.3 PRUEBA ALTERNATIVA (INDEPENDIENTE DE 7.2.3)
DE LA CONJETURA DE POINCARE

Se hace en tres pasos:

Paso 1. Mostrar que, si la variedad original M tiene grupo fundamental finito,
entonces el flujo de Ricci con cirugia se extingue en un tiempo finito. Esto
significa que, para demostrar la Conjetura de Eliptizacién (y, en particular, la
de Poincaré) no se necesitan los resultados sobre la descomposicién (10).

9Una variedad grafo es una 3-variedad formada por una coleccién finita de espacios fibra-
dos Seifert pegados a lo largo de toros embebidos disjuntos.
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Paso 2. Reconstruccion de la variedad original. Por lo dicho en 7.2.2 y por el
teorema 3, los trozos que se extinguen o desprecian son, cada uno, difeomorfos
a S3/T, St x 8% 6 S' x S?/7Zy. Luego la variedad original M es difeomorfa
a una suma conexa'’ de los anteriores elementos (posiblemente, con nuevos
factores S x S?):

M = (S3/T)E. . 4(S3/Tp)8St x S%... 451 x S2 (12)

Paso 3. Aplicando el teorema de Van Kampen, el grupo fundamental de M
vendra dado por

m(M)=T1%...xpxZx...x7Z.

Como 71 (M) estd formado por un solo punto (debido a que M es sim-
plemente conexa), podemos concluir que I'; también contiene un tnico punto
(i=1,...,k) y no pueden aparecer factores de la forma S* x S? en (12). Asi
pues,

M =83, 483 = 83,

siendo cierto esto tltimo por ser S? el elemento neutro de la suma conexa.
Con esto queda probada la Conjetura de Poincaré.

8 EprifLOGO

Hemos intentado dar cuenta de uno de los “teoremas” maés fascinantes
de la historia de las matematicas contemporaneas. En su “demostracién” se
combinan Geometria, Algebra, Ecuaciones en Derivadas Parciales, Topologia,
... y no hemos dicho nada de la influencia que la Fisica Estadistica y la Teoria
de cuerdas han tenido en las ideas de Perelman.

La parte de Perelman todavia no ha sido corroborada. Es opinién general
que se trata de un trabajo valioso en si mismo, pues contiene nuevas ideas y
técnicas que suponen enormes avances en el estudio del flujo de Ricci. En estos
momentos, todo parece indicar que los expertos han dado por vélido gran parte
de [26] y la prueba de la conjetura de Poincaré contenida en [28]. Respecto al
resto del trabajo, dichos expertos no se han decidido a afirmar con absoluta
seguridad (a menos, a fecha de 16 de julio de 2005) si la “demostracién” de
Perelman es correcta (pese a que él la dio por acabada en junio de 2003); sin
embargo, todos se quedarian muy sorprendidos si alguien encontrara algin
error que la invalide.

ONotar que en (12) estén incluidos los cocientes St x 5'2/227 pues topoldgicamente son
como RP3*RP? y RP? = 53 /{+1d}.
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