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1. INTRODUCCION

1.1. Preliminar.

Este Manual debe considerarse una de gufa de trabajo para alumnos que cur-
sen la asignatura Geometria de variedades diferenciables, optativa del segundo
Ciclo del plan de estudios de 1995 de la Facultad de Matemédticas de la UCM.
Seran pocos los que la elijan, y no hayan perdido el gusto por la Geometria Di-
ferencial, despues de haber sufrido el paso por la asignatura troncal denominada
Variedades en el espacio euclideo (VDEE) que como su nombre indica se dedica
al estudio de las variedades, pero lamentablemente restringido a las variedades
sumergidas en R".

También espero que sirva para los estudiantes que dentro de algunos anos
cursen la asignatura optativa de Variedades diferenciables, que afortunadamente
sustituird a la VDEE en el nuevo programa de grados.

Casi todo el contenido de este manual deberia formar parte en mi opinién,
de la cultura general de cualquier licenciado en Matemdticas. Pero en todo
caso, pretende tambien servir como prerequisito para el estudio de la Geometria
Riemanniana, cuyo contenido coincide esencialmente con la asignatura optativa
Geometria diferencial.del programa de grados.

Este manual tiene el cardcter de una guia de curso. Su estudio debe comple-
tarse con las clases asistenciales y la realizacién de los ejercicios propuestos a lo
largo del curso, que no se han incluido aqui por razones estratégicas. Tampoco se
han incluido en general, las demostraciones consideradas automdticas. Algunas
de ellas, no todas se hardn en clase. Pero més bien propongo como reto al lector
llenar el hueco, y completar por su cuenta estas ausencias. No ser capaz de ha-
cerlo es sintoma de que algo debe ir mal (de ah{ el nombre de automdticas). Mi
experiencia docente me muestra que dar todo resuelto no ayuda en absoluto, y
muchas veces tiende a confundir al alumno medio, y aburrir al alumno brillante.

1.2. Objetivos

El objetivo inicial es generalizar el calculo diferencial e integral, la teoria de
ecuaciones diferenciales y el andlisis vectorial (que se suponen ya conocidos en
el ambito de los espacios R™), a ciertos espacios M denominados variedades di-
ferenciables, y que son espacios que localmente (en torno a cada punto) pueden
ser tratados [desde el punto de vista diferenciable] como abiertos del espacio
R™ por medio de sistemas locales de coordenadas. Es importante resenar, que
la geometria diferencial local de variedades es equivalente al analisis cldsico, y
solo los conceptos y relaciones que pueden establecerse de forma independiente
al sistema de coordenadas eventualmente utilizado, pueden considerarse propios
de la Geometria diferencial. Estos objetivos, se enmarcan como una continuacién
natural de los contenidos de una asignatura estandar de Geometria Diferencial
de curvas y superficies. Para los alumnos del plan antiguo un objetivo adicio-
nal es, recuperar lo méds rapidamente posible en el contexto de las variedades
abstractas, lo aprendido en el contexto de las variedades euclideas.

1.3. Contenidos

La Seccién 1 es introductoria y establece un breve paseo por el analisis y
el dlgebra elemental, con objeto sobre todo de establecer notacién.
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La Seccion 2 esta dedicada a reconsiderar algunos aspectos del analisis des-
de un punto de vista m&ds geométrico, preparando asi el terreno para establecer
el salto de R™ a la variedad abstracta M. La novedad consiste en introducir
el concepto de vector fijo, interpretarlo como vector velocidad de una curva en
un punto, y utilizar estas ideas para establecer una versién dindmica del con-
cepto clésico de diferencial de una funcién (entre abiertos de espacios euclideos)
en un punto. Asimismo se establece el concepto de funcién diferenciable sobre
subconjuntos de espacios euclideos no necesariamente abiertos.

En la Seccién 3 se da el primer salto conceptual, generalizando la idea de
superficie en el espacio euclideo tridimensional, a la de variedad m-dimensional
sumergida en el espacio euclideo n-dimensional, después se pasa de forma natu-
ral al concepto de variedad abstracta m-dimensional (esto se lo podran saltar
los antiguos alumnos de VDEE). El siguiente objetivo consiste en recuperar en
el 4mbito de las variedades abstractas dos ideas bdsicas del andlisis: Aplicacién
diferenciable, y diferencial de una funcién en un punto, cuya consistencia radica
en una adecuada definicién de espacio tangente en un punto de una variedad.
El final de la seccién se dedica a la descripcion de procedimientos para la cons-
truccién de variedades a partir de otras (subvariedades, variedad producto y
variedad cociente)

La reconversién de la teorfa de integracién de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales autéonomas de primer orden, al ambito de las variedades abstractas,
constituye el objetivo de la Seccién 4. La versién geométrica de una ecuacion
diferencial de este tipo, es un campo de vectores. Un campo de vectores es un
operador que, asigna de manera diferenciable,a cada punto un vector tangente.
Las curvas cuya velocidad define en cada punto el vector del campo son sus cur-
vas integrales. La teorfa de existencia y unicidad de curvas integrales maximales,
y de flujos, se corresponde en su version local con la teoria de integracién y de-
pendencia diferenciable de las soluciones con las condiciones iniciales. Mirado
asi, un campo se denomina también Sistema Dindmico.

Sin embargo, hay otro punto de vista, que nos permite ver un campo, como
un operador de derivacién de funciones diferenciables con valores reales, y que
generaliza la idea cldsica de derivada direccional. Es la denominada derivada de
Lie de una funcién respecto a un campo. El concepto de derivada de Lie admite
una interpretacion dindmica, y una generalizacién que posibilita derivar en una
variedad abstracta, un campo respecto a otro. Se trata del corchete de Lie de
dos campos, cuya interpretacién dindmica guarda una significativa similitud con
la derivacién de Lie de funciones.

Se establece el concepto de distribucién en una variedad diferenciable y de
hoja integral , que en cierto sentido generaliza el concepto de linea integral
de un campo. El Teorema de Frobenius -versién corchete de Lie- proporciona
condiciones necesarias y suficientes para la integrabilidad de una distribucién.

En la Seccién 5 se establece el cdlculo tensorial en variedades, haciendo
primero un estudio especial de las formas lineales y las bilineales, deteniendose
brevemente en las variedades dotadas de estructura Riemanniana, en donde es
posible la operacién tensorial de subida y bajada de indices.

En la Seccién 6 se introduce el concepto general de derivacién tensorial,
deteniendose en particular sobre la derivacion tensorial de Lie. Se introduce el
concepto de conexién lineal en una variedad, y se define el tensor de curvatura
asociado con sus correspondientes contracciones. Se define la derivacion tensorial
covariante inducida. Se particulariza el estudio para la conexién de Levi-Civita
asociada a una métrica riemanniana, en donde se define el tensor de curvatura
de Riemann y la curvatura escalar.
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La Seccién 7 estd dedicada al cilculo exterior de formas diferenciables, y
a los operadores diferenciales clédsicos, culminando con la diferencial exterior y
los grupos de cohomologia. Nuestra atencién se dirige aqui, hacia las formas
exteriores de grado maximo, que permiten establecer los conceptos de elemento
y forma de volumen. En particular se analiza la idea de orientacién.

En la Seccién 8 se culmina el manual del curso con la teoria de integracion,
y el teorema de Stokes. Es necesario previamente reconsiderar la integracién
cldsica de funciones sobre dominios compactos de R™ para transformarla en
una teorfa de integracién de formas ”integrables” con soporte compacto de grado
m, en donde el teorema del cdmbio de variable adquiere una formulacién més
natural mediante el uso del pullback. Esta formulacién permite ser trasladada a
las variedades. Primero a formas integrables cuyo soporte compacto esta incluido
en una carta, y despues, usando particiones diferenciables de la unidad, al caso
general.

Hemos evitado hablar de variedades abstractas con borde, y nos hemos li-
mitado esencialmente a la integracién en dominios regulares sumergidos para
establecer el teorema de Stokes. Pero no hemos evitado reconstruir a partir de
él, sus versiones cldsicas del andlisis vectorial. Se han incluido ademds algunas
aplicaciones mds o menos inmediatas del teorema.

Una de las mas bellas aplicaciones no inmediatas del Teorema de Stokes lo
constituyen los teoremas de Gauss-Bonnet y Poincaré-Hopf pertenecientes a la
geometria global de superficies y a esto se dedica la Seccién 9. Estos teoremas
muestran que la integral de la curvatura de Gauss sobre una superficie compacta
y orientada es un multiplo entero de 27, digamos 27y donde el entero x repre-
senta un invariante topolégico calculable por métodos de topologia algebraica
y de topologia diferencial. Pero lamentablemente este tema ya no cabe en un
curso de un cuatrimestre y queda como lectura opcional de recompensa para
alumnos aventajados.

1.4. Prerrequisitos

Algebra lineal. Calculo diferencial en varias variables reales, incluyendo los teo-
remas de la funcién inversa e implicita. Cédlculo integral en varias variables,
incluyendo el teorema de Fubini, y del cambio de variables.

Una excelente referencia para un repaso rapido y autocontenido de estos
temas, son los tres primeros capitulos del libro [8]

Los teoremas bésicos de existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, incluyendo diferenciabilidad con respecto
a las condiciones iniciales. Cierta soltura resolviendo los tipos estdndar
de ecuaciones diferenciales ordinarias integrables (lineales, variables se-
paradas, homogéneas, etc.). Estos (y otros) temas son bien tratados por
ejemplo en [2].

Curso de Topologia general en donde se estudien las topologias iniciales y
finales, axiomas de separacién y numerabilidad paracompacidad, grupos
de homotopia y espacios recubridores.

Aunque no es indispensable, si es aconsejable haber cursado ya una asignatura
de Curvas y Superficies. En el caso de haber cursado la asignatura VDEE
se podrd pasar rdpidamente por las secciones 8 y 9 pues ya las conocen
en el contexto de las variedades sumergidas.
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2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Esta seccién esta dedicada a reconsiderar algunos aspectos del dlgebra lineal
y el anédlisis desde un punto de vista mds geométrico, estableciendo las notaciones
que usaremos, preparando asi el terreno para establecer el salto de R™ a la
variedad abstracta M.

2.1. ALGEBRA LINEAL
2.1.1. Modbdulos

Sea (%,+) un grupo abeliano, y (§ ,+,.) un anillo con elemento unidad 1 € §.
Se dice que X tiene estructura de médulo sobre § (0 es un F-médulo) si se ha
definido un producto:

IxX3(f,X)—> fXeX

que verifica para todo f,g € § y todo X,Y € X las propiedades:

D(f+9X=[fX+gX

) f(X+Y)=fX+fY

3) (f9)X = f(gX)

4)1.X=X

Cuando § es un cuerpo, entonces X es un espacio vectorial.

En estas notas usualmente § serd un anillo de funciones diferenciables, y
contiene al cuerpo de los reales R (es decir, las funciones constantes) como
subanillo. Asf en particular X también serd espacio vectorial sobre R.

La teoria de §-mdédulos es en muchos aspectos formales muy parecida a la
de espacios vectoriales. Asi las definiciones formales de dependencia e indepen-
dencia lineal, submddulos, ...etc son las mismas que en el caso vectorial. Sin
embargo en otros aspectos fundamentales, relacionados con teoremas de exis-
tencia de bases, dimensién...etc, la analogfa con los espacios vectoriales deja de
funcionar.

2.1.2. Estructura vectorial euclidea de R"

Como es habitual, R representa el cuerpo de los nimero reales. Los elemen-
tos = del conjunto R™ de n-étuplas ordenadas de nimeros reales, pueden ser
considerados como vectores de un espacio afin euclideo, o como puntos de un
espacio afin. Trataremos de precisar aqui este asunto.

El espacio R™ tiene estructura natural de espacio vectorial euclideo. Deno-
tamos por (d1,...,d,) a la base canénica, de forma que se tiene la identidad:

(€',...,&") =) _&") paratodo (¢',...,¢") €R"

k=1

Por otra parte, el producto escalar canénico de R™ serd denotado por:

<&n>=) pfpara= (¢, 6", n="...n") €R"
k=1

La norma de € es | £ |= +v/< &, € >. En el caso particular de R? | hay definido
el producto vectorial denotado por:

o1 by 83\
Exn=det [ & & & |VEFeR’

nt oo
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2.1.3. Aplicaciones Lineales, Matrices y Bases.

A veces conviene representar a los elementos de R™ por columnas. Este es el
caso en la siguiente situacién:
Una matriz A con coeficientes en R del tipo:

1 1
ay an,
a=| s
m m
ap an,
se escribe A = (ay,...,a,), donde a; = (al,...,a™)". Asf a; denota al (vector

columna) i-ésimo de la matriz A . Mantendremos en estas notas el siguiente
criterio:

Los elementos de R™ serdn considerados indistintamente vectores fila o
columna, dependiendo del contexto.

Por razones de comodidad tipografica, nosotros escribiremos en general los
vectores en forma de fila. Por ejemplo, en el contexto siguiente, conviene pensar
més bien en vectores columna:

Una matriz A como la anterior, se interpreta como una aplicacion:

A:R">2 — Az € R™

donde Az denota el producto matricial de A por la matriz columna z € R™.
Observese que A representa la tnica aplicacién lineal de R™ en R™ que trans-
forma la base canénica (01, ...,0,) de R™ en el sistema (ay,...,a,) de vectores
de R™. Asi pues hay un isomorfismo candnico entre el espacio vectorial de las
aplicaciones lineales de e R™ en R™, y el espacio vectorial R de las matrices
de m filas y n columnas con coeficientes reales. Naturalmente, la composicién
de aplicaciones lineales, corresponde al producto de matrices. En el caso par-
ticular n = m, la condicién necesaria y suficiente para que A sea automorfis-
mo de R™ es que (a1,...,a,) sea base, es decir det(A) # 0. Si det(4) > 0

se dice que la base (ai,...,a,) estd positivamente orientada, o también que
A:R" 5 2 — Az € R™ preserva la orientaciéon. La condicién para que
(a1,...,a,) defina una base ortonormal es que AA* = I. En este caso la transfor-

macion (o la matriz) A se dice ortogonal. El conjunto O(n) de transformaciones
ortogonales tiene estructura natural de grupo. La matriz A es ortogonal si y solo
si preserva el producto escalar:

< A& An >=< &,m > paratodo &, n € R"?

Si A€ O(n),es 1 =det(I) = det(AA?) = (det A). Por tanto det A = +1. Si
det A = 1, se dice que A es ortogonal positiva, o también que la base (a1, ..., ay)
es ortonormal positiva. El conjunto SO(n) = {4 € O(n);det A = 1} es un
subgrupo de O(n) cuyos elementos se llaman rotaciones. En el caso de R3,
A € SO(3) si y solo si preserva el producto escalar y el vectorial, es decir:

<AL Ap>=<En >, (A x (An) =& xn Vg n e R

2.1.4. Estructura Afin Euclidea de R"

Los elementos p = (p!,...,p") de R™ | también pueden pensarse como pun-
tos de un espacio afin sobre el préopio espacio vectorial euclideo R™ . Si p =
(p,....,p™), ¢ = (¢*,...,q") € R" definimos el vector

w — (ql _pl’-'.7qn _pn) c Rn
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que es el tnico vector que verifica la identidad ¢ = p 4+ pg . La distancia entre
ambos puntos es d(p,q) =| pg |. Llamaremos o = (0, ...,0) € R® Observese que
sip=(p',...,p") es un punto de R™ entonces op=(p, ...,p") debe considerarse
un vector de R"

2.2. FUNCIONES DIFERENCIABLES ENTRE ABIER-
TOS

Recordamos aqui algunas cuestiones bésicas de anélisis de funciones con va-
rias variables, desde un punto de vista mas geométrico, preparando asf el terreno
para establecer el salto de R™ a la variedad abstracta M. La novedad consiste en
introducir el concepto de vector fijo, interpretarlo como vector velocidad de una
curva en un punto, y utilizar estas ideas para establecer una versién dindmica
del concepto clésico de diferencial de una funcién (entre abiertos de espacios
euclideos) en un punto.

2.2.1. Notaciones

Consideramos en R" las coordenadas (z1,...x™) asociadas al sistema de re-
ferencia canoénico, definidas por

a'(p)==p', ¥p=(p',....p") €R".
Denotaremos por (y!,...y™) las coordenadas andlogas en R™.
Sea U un abierto_ de R™ . Una funcién F' : U — R™ se determina por sus
componentes FI = Y oF : U — R, donde se ha denotado también por gy’ : E™
3 (¢4, ...,q™) — ¢’ € R la proyeccién j-ésima. Decimos entonces que

{y/ = Fi(z', .., 2™) e m

son las ecuaciones de F.

2.2.2. Funciones diferenciables. Matriz Jacobiana

Sea U un abierto de R™. Una funcién f : U — R se dird diferenciable si
posee derivadas parciales continuas de todos los érdenes. Recordemos aqui la
definicién de derivada parcial (de 1er orden) de f con respecto a z* (i = 1,...,n)
en peR” :

9 )= W2 g,

siendo o’ : R — R", t — p + t6".

Una funcién F : U — R™ se dird diferenciable si todas sus componentes
Fi:U—R(j=1,..,m) son diferenciables.

Sea F' : U — R™ una funcién diferenciable. La matriz Jacobiana de F en p
€ U se define por:

OF ozt ... OF!/0a"

DF(p) := (%L-p -

OF™/oxt ... OF™/0x"

T=p

que se identifica con la aplicacién lineal DF(p) : R"— R™, y se denomina
diferencial (clasica) de F en p.
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2.2.3. Espacio vectorial tangente 7,R" en un punto p € R"

Sipe R E € R"™, denotamos por £ = Ep = (p,g ). Geométricamente, £

se representa por el vector E enganchado en el punto p. El espacio T,R", se
denomina espacio tangente en p a R™. T,R" tiene estructura natural de espacio

vectorial euclideo, si se establece que la biyeccién natural R” > § =¢§=¢, €
T,R™ sea una isometrfa lineal, es decir:

Agp + l’[’ﬁp = (Ag + /"”7)17 )VAv /’1/ e R7v§p7 ﬁp 6 TpEn

ademds si n = 3,

— —

fpxﬁp:(é-X'fﬁp

2.2.4. Base canénica de T,R" .

Tomando en R™ coordenadas (z!,...z") , si p € R" , denotamos por 9/9z° =

6" =(0,...,10,...,0), es decir,

(G, (35

es la base canénica (d1,...0,) de R™ | apoyada en p. Naturalmente, constituye
una base de T,R" , que denominamos también candénica. Mas adelante justifi-
caremos la notacién.

2.2.5. La diferencial geométrica

Sea F': U — R™ , una funcién diferenciable definida sobre un abierto U de
R™ . Se llama diferencial (geométrica) de F en p € U, a la aplicacién lineal

—.

dF(p) : T,R" 3 €, — (DF(p)(©)p € Tr(pR™
que hace conmutativo el diagrama:

g SRLICII 8

R’n

DFp) o

es decir, se trata de la aplicacién lineal que tiene por matriz la matriz jaco-
biana de DF(p) respecto a las bases canénicas en T,R"™ y T, R™. Se tiene ast
la siguiente identidad:

dF(p) (68xi)p = ZJ: <88:j>p (%)p@)

En particular, si a : I — R"™ es una curva diferenciable, el vector tangente a «
en t =T , se escribe:

o/ (1) = da(r) (%)T - ; (dc%j)p (%)am
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2.2.6. Curvas por un punto.

Sea o : I — R™ una curva diferenciable, tal que 0 € I, y a(0) = p. Se dice
entonces que « es una curva por el punto p. Observese que no se presupone que
I sea intervalo abierto, ni que 0 sea interior a I. Se denota por C(p;R™) a la
familia de curvas por p en R™.

2.2.7. Vector definido por una Curva.

Si a € C(p;R™) , el vector o/(0) pertenece a T,R™ , y se denomina vector
(velocidad) definido por a (en ¢t = 0). Se verifica la siguiente identidad:

T,R" = {a/(0) : a € C(p ")}

2.2.8. Regla de la cadena
Sean U C R™, V C R™ abiertos y F' y G funciones diferenciables:

vEvER

entonces H = G o F : U — R! es funcién diferenciable, y se verifica para todo
pelU
dH(p) = dG(F(p)) o dF (p)

Esta es exactamente la versién geométrica de la cldsica regla de la cadena que
establece en términos de matrices jacobianas, la identidad:

DH(p) = DG(q)DF(p)

y que en coordenadas se escribe (de forma algo imprecisa pero fécil de recordar):
(5),-= ()., ()
da* P - j Oy’ F(p) O’ P
en donde se han tomado coordenadas (z¢) en R™ , (y/) en R™ y (2*) en R y se
supone que y/ = FI(z',..2"), z¥ = G¥(y',...,y™) representan las ecuaciones

de F'y G respectivamente. En particular, si « : I — U es una curva diferenciable,
y F: U — R™es aplicacion diferenciable, se tiene para todo 7 € I

dF (a(7))(e/ (7)) = (F o a)'(7)

2.2.9. Interpretacién geométrica de la diferencial

Sea F': U — R™ una funcién diferenciable . El vector dF(p)(§) parap € U ,
y £ € T, R" puede determinarse geométricamente usando la siguiente receta:

Témese una curva diferenciable « : I — U por & (es decir «(0) = p, .o/(0) =
£). Entonces dF'(p)(&) es exactamente el vector definido por FFow en t = 0:

dF (p)(§) = (F 0 a)'(0)

Difeomorfismos.

Una aplicacién F' : U — V entre abiertos de R"se llama difeomorfismo, si es
biyectiva, diferenciable, y su inversa F~! :V — U es también diferenciable. Si
F es difeomorfismo, entonces usando la regla de la cadena para cada p € U , se
tiene que dF(p) : T,R™ — Tp,)R™ es isomorfismo lineal, y

dF (p)~! = d(F~")(F(p))

El reciproco tambien es (localmente) cierto:
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2.2.10. Teorema de la funcién inversa.

Sea F': D — R™ wuna funcién diferenciable definida sobre un abierto I de
R™ |y sea p € D. .Supéngase que la matriz (DF)(p) es no singular. Existe
entonces un abierto U , con p € U, de forma que F(U) =V es abierto de R™ |
y F: U — V es difeomorfismo.

Para enunciar el teorema de las funcién implicita necesitamos alguna nota-
cién previa:

Fijados enteros positivos n, r, y m con n = m +r, si x = (z,...,2") € R,
escribamos
r=(%,2) con = (z',...,2™) €R" y & = (2" ... .2") eR" (1)

denotamos por 7: R" 32z — & € R™

2.2.11. Teorema de la funcién implicita.

Supongamos ahora que tenemos una funcién diferenciable, F' : D — R"definida
sobre un abierto I de R” . Tomemos en R coordenadas (x!,...,2"), y un
punto p = (p,p) € D en donde F(p) =0, y

det( A(F',... F7) )(p)#o

@™, ..., a")

se concluye entonces que existen abiertos Q de R™ y Q de R ", de forma que
peN=0xQCD,y existe una funcién diferenciable ¢ : Q — § verificando
la condicién

[xm+1 xn]
¥
[F.
o
[)C1 P ] ]
Nota 2.1 1. Tomando en Q coordenadas u = (ul,...,u™), la aplicacion
P:Q>u— (u,6(u)) € F71(0)NQ C R'tiene por ecuaciones

1 1 m m m+1 _ 1/,1 m
=q¢(u,...,u™),.

r=u,..2"=u" x syt ="t u™)
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y define evidentemente una biyeccion continua cuya aplicacion inversa,
es eractamente la restriccion de la proyeccion w : R" > z—x € R™ a
F=10)N Q. Por tanto P : Q — F~Y0) N Q es homeomorfismo.

2. El teorema de la funcidn implicita, responde a una idea intuitiva que puede
parafrasearse asi: De la ecuacion F(x',...,z") = 0, pueden despejarse
localmente las variables ™1, ... x™ 1 1 m

en funcion de las x* =u*,... 2™ =
u™, alli donde
O(FY,....F")
det - 0
¢ (0(($m+1,...,z”) 7
3. En el supuesto de que

(B

y el menor de orden r distinto de cero corresponda a otras variables
1 . .
(..., zF") naturalmente, puede enunciarse un resultado andlogo.

2.3. APLICACIONES DIFERENCIABLES ENTRE SUB-
CONJUNTOS

La teoria expuesta en el epigrafe2.2 anterior, se generaliza facilmente para
funciones definidas sobres subconjuntos S de R™ no necesariamente abiertos:

2.3.1. Cono tangente a un subconjunto por un punto.

Si S es un subconjunto de R™ , p € S, una curva por p en S es una curva
por p cuya imagen estd contenida en S. Denotamos por C(p; S) a la familia de
dichas curvas.

Se denomina cono tangente por p a .S al conjunto

1,8 ={da'(0) : « € C(p, S)}

Observese que T, coincide con T,U, cuando U es abierto de S en la topologfa
relativa de S, y p € U.

Nétese también que T,R"™ = T,,U , si U es abierto de R™ , y p € U . Natu-
ralmente, 7,5 no tiene porqué ser subespacio vectorial de T,R™ .

2.3.2. Funcién diferenciable entre subconjuntos.

_ Sea S subconjunto de R" , y S subconjunto de R™ . Una funcién F : S —
S se dice diferenciable, si por cada punto p € S, hay un abierto U de R™ , con
p € U, y existe una funcién ® : U — R"™ diferenciable, con ® | UNS =F | U
NS.

2.3.3. La diferencial en un punto

En las condiciones anteriores, si £ € T,S y a € C(p,S), con «/(0) = &,
entonces Foa = ®oa € C(F(p),S), y queda definida sin ambigiiedad, una
aplicacién:

dF(p): 1,8 3 £ =/ (0) — (Foa)(0) € TS

Naturalmente dF'(p) = d®(p) | T,S , por lo que si T,S es subespacio vectorial,
entonces dF(p) es aplicacién lineal , y se denomina diferencial de F en p. .
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2.3.4. Regla de la cadena.

SiF:5—5,G:5 — S” son funciones diferenciables entre subconjuntos
también lo es la funcién G o F:S — S” | y se verifica para cada p € S:

d(G o F)(p) = dG(F(p)) o dF(p)
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3. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Una buena parte de los conceptos y resultados del anédlisis en R™ se puede
extender a espacios més generales M, que denominaremos variedades diferen-
ciables. De esto precisamente se ocupa la Geometria Diferencial. Intuitivamente,
una variedad diferenciable M, es un espacio que localmente es equivalente a R™.
Asi, la geometria diferencial local, es practicamente equivalente al anédlisis.

3.1. VARIEDADES EUCLIDEAS

Introducimos aqui una primera generalizacion del concepto de superficie en
R3, es el concepto de variedad euclidea, o de variedad m-dimensional del espacio
R™.

3.1.1. Parametrizaciones Locales.

Sea M un subconjunto de R™. Una parametrizacion local de M, de dimensién
m es un homeomorfismo P :U —U , donde U es un abierto de R™ , y U es un
abierto de M (en la topologia relativa). Ademds se exige la siguiente propiedad
de regularidad:

P :U — R" es una aplicacién diferenciable, y rg(DP(u)) = m para todo u
eU.

[

3.1.2. Concepto de variedad de R"

Un subconjunto M de R™ se llama variedad (euclidea) de dimensién m , si
para cada punto p € M, existe una parametrizacién local P :U —U de M con
dimensié6n m ,y peld .

Una observacién elemental, aunque importante, es que un abierto A de una
variedad M, es también una variedad. Aplicando el teorema de la funcién im-
plicita (y en particular la observacién 1 de 1) se concluye:

Ejemplo 3.1 La superficies de R? son las variedades bidimensionales de R>.
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Ejemplo 3.2 El conjunto S™ = {(z°,...,2™) : 31", (xl)Q = 1} constitu-
ye una variedad m—dimensional de R™T' denominado esfera. Podemos defi-

nir la parametrizacion P :U —=U, con U={(u,,...,u™) : 31", (ul)2 < 1},
U={(...,2™) eS™:2° >0}, y P tiene por ecuaciones:

20 =/1-3" ) (u)?

! =ul

Z.L'm =y

es facil comprobar que rg(DP(u)) = m en todo punto. La razén por la que P es
homeomorfismo, es que P~1, es la restriccion a U de la proyeccion

7 :R™ s (20, 2™) = (2f,...,2™) €R™
Evidentemente todo S™ puede recubrirse de parametrizaciones de este tipo.

Ejemplo 3.3 La aplicacion diferenciable P : (0,27) > u — (sinwu, sin 2u) € R?
no define una parametrizacion sobre su imagen M = imP (véase figura), pues
aunque dP/du # 0 en todo punto y, P : (0,2m) — M es biyectiva, P no es
homeomorfismo, ya que P ((0,27) — {7/2}) es unconjunto conexo, y (0,2m) —
{7/2} no lo es.

o i 21 04 04

3.1.3. Variedades de R" en implicitas

Sea M = F~1(0), el conjunto de los ceros de una funcién diferenciable F' :
D — R" siendo D un abierto de R™ (n > r). Si rang(DF(p)) = r para todo
p € M, entonces M es una variedad de dimensién m =n —r.

3.1.4. Cartas

Si P :U —U es una parametrizaciéon de M, a la aplicacién ¢ = P~ : i —U,
se denomina carta de M.
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Usualmente se denota ¢ = (u',...u™), y a la carta por (U,p). Sip € U

,a o(p) = (ul(p),...u™(p)) se le denominan coordenadas de p respecto a ¢.
Si en el espacio ambiente R™ se toman coordenadas x = (z',...,z™), entonces

2t =Pi(ut,...u™)i=1,...,n definen las ecuaciones de la parametrizacion.

3.1.5. Teorema

si P :U —U es una parametrizacién de M, entonces ¢ = P~1 : U/ —U es una
aplicacién diferenciable

Demostracién: La idea para probar esto es la siguiente:

Fijado p € U, como rg(DP(p(p)) = m , podemos suponer por ejemplo que

e et 20

y asi en un entorno de ¢(p) (que podemos suponer que es el propio U) la funcién
P= (P,...,P™):U —7(U) admite una inversa P! 7)) — U que es dife-
renciable (siendo 7 : R" 3 x—& € R™ la proyeccién definida en (1)). Resulta
asf que la aplicacién:

Plom:nU) xR > (%,2)— @ (&)eU

es diferenciable, y (f’*l om) | U =p

3.1.6. Cambio de Carta

Si (U, ), (U, ) son dos cartas de M,y P =p~' P=p ! son las respectivas
parametrizaciones, la aplicacién

BoP pUNU) —BUNU) (2)

es un difeomorfismo. A la aplicacién @ oP se le llama ecuacidn del cambio de
carta.
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3.2. VARIEDADES ABSTRACTAS

Una variedad de R™, es un subconjunto M de R™ que puede recubrirse de
cartas (U, ). Es importante observar ahora que en el concepto de carta no inter-
viene de forma explicita el espacio ambiente R™. Esto sugiere una generalizacién
natural del concepto de variedad euclidea.

En lo que sigue, M serd un espacio topolégico abstracto, no necesariamente
subespacio topolégico de R™

3.2.1. Cartas abstractas

Una carta de M modelada en R™, es un par (U, ¢) donde:

= |{ es un abierto de M , y o:ldf —R™ es una aplicacién inyectiva.

s o(U) =TU es un abierto de R™, y ¢:{ —U es homeomorfismo.

Usualmente se denota ¢ = (ul,...u™), y a la carta por (U, ). Sip €U, a

o(p) = (ul(p),...u™(p)) se le denominan coordenadas de p respecto a . Asf
u' : U —R denota la aplicacién coordenada i-ésima.

3.2.2. Compatibilidad de Cartas

Dos cartas (U, p), (U,P) de M modeladas en R™ se dice que son compati-
bles, (y escribimos (U, ) ~ (U, P)) cuando UNU = ) o bien, si UNU # (), se
verifica que la aplicacién Bo o~ : p(UNU) — BUNU) que hace conmutativo el
diagrama:

uni

es difeomorfismo.

3.2.3. Atlas

Un atlas de M modelado en R™ es una familia A = {(Un,¢,) : @ € A} en
donde

s Para cada a € A, (U, ,) es una carta de M modelada en R™
» Sia,fB € A, entonces (Un, p,) ~ (Us, ¢p)
" UaeA Uo = M

Diremos que una carta (U,p) de M es compatible con A, (y escribimos
U, ) ~ A) si (U, ) ~ (Un, p,) Yo € A. Un atlas M de M se dice mazimal, si

se verifica la implicacién:

U,p) m M= U,p) e M
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3.2.4. Estructura diferenciable

Dos atlas A, y B sobre M modelados en R™ se dicen compatibles, (y se
escribe A ~ B) si AU B es un atlas de M.

Proposicién 3.4 La relacion de compatibilidad (~) anterior definida sobre el
conjunto Atlas(M,R™) de atlas de M modelados en R™ es una relacion de equi-
valencia. Cada elemento del cociente Atlas(M,R™)/~ se denomina estructura
diferenciable sobre M.

La tnica propiedad no del todo trivial es la transitiva, que resulta ser inme-
diata a partir del siguiente:

Lema 3.5 Si dos cartas (U, ), y (U, P) son compatibles con un atlas A de M,
entonces son compatibles entre si.

Demostracién: Es necesario probar que la aplicacién Bo o~ : o(UNU) —
BUNU) es diferenciable. Fijado u = ¢(p) € @(UNU), tomemos (U, p) € A con

peU, yseaV=UNUU,V =¢V),V=5(V),V=>p) se tiene entonces
el diagrama

P

TV

)
Qe—t—<

VoV
oy o

que prueba que oy~ es diferenciable en un entorno de u = ¢(p) € (UNU)
|

Por otra parte, y como consecuencia inmediata del lema anterior, se concluye:

Proposicién 3.6 Fijado un atlas A de M, existe un unico atlas maximal M
de M, compatible con A, y viene definido por:

M=A{U,p) carta de M: (U, p) ~ A} (3)

En particular, cada estructura diferenciable en M, tiene un inico atlas mazximal.
Por otra parte, dos atlas mazimales distintos, dan lugar a distintas estructuras
diferenciables. m

Definicién 3.7 Una variedad diferenciable de dimensién m , es un espacio
topoldgico M, dotado de una estructura diferenciable o equivalentemente de un
atlas maximal M modelado en R™ (ver observacion 3.27 mds adelante).

Nota 3.8 As7

1. Dar una variedad diferenciable supone en la practica dar el espacio topo-
l6gico M, junto con un atlas A de M. A partir de A se construye M como
en (8). Usualmente, decir que (U, ) carta de (la variedad diferenciable)
M significard que (U, @) pertenece al atlas mazimal M

2. Teniendo en cuenta que si (U,p) es una carta de M, y V C U es un
abierto, entonces (V, ¢ | V) es también carta de M, se concluye que el
conjunto

B={U:3U,¢) carta de M}

constituye una base para la topologia de M.
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8. Toda variedad euclidea M de R™ es variedad diferenciable, si se le dota
del atlas

A={(U,p=P7") : P es parametrizacion local de M}

Nota 3.9 Podriamos haber introducido el concepto de variedad diferenciable a
partir de un conjunto M sin estructura topoldgica previa. El procedimiento es el
stguiente:

1. a) Sedefine Una carta de M modelada en R™, es un par (U, ) donde: U
es sbeonjunto de M, y p:U —R™ es una aplicacion inyectiva.p(U) =
U abierto de R™

b) Dos cartas (U,), (U, F) de M modeladas en R™ se dice que son
compatibles, (y escribimos (U, ) ~ (U, P)) cuando UNU = ) o bien,
siUNU # D, se verifica que (U NU) y B(UNU) son abiertos, y la
aplicacion o ™ : o(UNU) — BUNU) es difeomorfismo

¢) El resto del desarrollo (definicion de atlas, equivalencia de atlas y de
atlas maximal,...etc) se hace igual que antes en 3.2.3

d) Si A es un atlas, existe en M una tnica topologia T'x que hace a
homeomorfismo para cada (U, @) € A, y viene definida por

Ta={V:pUNYV) es abierto de R™ para todo (U, ) € A}

Ademds A ~ A = Ty=Tjz

e) Finalmente se prueba que la familia B = {U : 3(U, @) carta de M}
constituye una base para la unica topologia en M, que hace homeo-
morfismos a las cartas o:U — o(U)

Ejemplo 3.10 Sea P'(R) la recta proyectiva real, es decir P*(R) = {[2°, 2] :
(20, 21) € R? — {(0,0)}} donde se entiende [z°,z'] = [y°,y'] <= 3IX\ > 0 con
Y0 = X0 y y! = Azl Sea 7w : R?2 — {(0,0)}2(2%,2') — [20,2'] € PY(R).
Podemos dar a P*(R) la topologia final para la proyeccion w. Se consideran
entonces el abierto U = {{[z°, z'] : 2° # 0}, y sea

o:U3 2% 2] wu="€R

se puede probar que ¢ define un homeomorfismo, cuya inversa es
P=p ':Rou—[luclU

se construye de forma andloga la carta (U, P) con U = {{[z°,x'] : 2' # 0} y
PU 2,7 —u==€R

asi A= {(U,©),([U, D)} constituye un atlas de P*(R) las ecuaciones del cambio
de coordenadas son:

R—{0} = ¢ (UNU) 5u v [1,u] 2,

S

=1u € R—{0}
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3.2.5. Propiedades topolégicas de una variedad abstracta.

Como cada punto p de una variedad diferenciable abstracta M, tiene un
entorno homeomorfo a (un abierto de) R™, se concluye que toda variedad dife-
renciable tiene buenas propiedades topoldgicas locales, por ejemplo:

M es primer axioma de numerabilidad
M es localmente compacta.
M es localmente conexa.

M es Ty (es decir, cada punto es un conjunto cerrado)

Sin embargo, una variedad diferenciable abstrata M no tiene porqué tener
buenas propiedades topoldgicas globales, en particular, no tiene porqué ser un
espacio de Hausdorf, ni tiene porqué verificar el 11 axioma de numerabilidad.
Esto puede comprobarse usando los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.11 (EIl cero suplantador) Consideremos el espacio M = R™ U
{0*} (0* ¢ R™) con dos cartas:

U=R", p=id: U - R™
y una sequnda carta U = R™ — {0} U{0*} y @: U — R™ definida por

[ = sizeld—{0}
cp(ac)—{ 0, six=0*

Puede verse facilmente que las ecuaciones del cambio de carta quedan:
Gop L ioUNU) =R™ — {0} BR™ — {0} = o (UNU)

Damos a M la inica topologia que hace homeomorfismo a ¢ y a @ (ver obser-
vacion 8.9). M es asi variedad diferenciable, pero dos entornos arbitrarios de 0
y 0% stempre tienen interseccion no vacia. Por tanto M no es Ts.

Ejemplo 3.12 (El plano por capas) Fijado A € R sea Uy = {(z,\) : = €
R}, y sea
oy:UND (z,N) mzeR

se da M = R? a tnica topologia que hace a cada @, homeomorfismo (ver ob-
servacion 3.9). Como Uy NUy = 0 si X\ # XN, se verifica trivialmente que
A={(Ux,py): A € R} es un atlas que da M estructura de variedad diferencia-
ble. La topologia de M no verifica el II Azioma de numerabilidad, ya que si B es
una base para la topologia, para cada A € R existe By € B, con (0,\) € By C U
y ast la aplicacion

Ro>A—ByeB

es necesariamente inyectiva, y B es un conjunto no numerable.

Ejemplo 3.13 El espacio M = R™ con su topologia usual, tiene una estructura
diferenciable candnica dada por la carta id : M — R™. Sin embargo es facil
dotarlo de otras estructuras diferenciables diferentes. Por ejemplo tomando m =
1, la carta global o : M — R definida por ¢ (t) = u = t3, no es compatible con la
id: M — R, ya que la aplicacion v — t = /u no es diferenciable en el origen.
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3.3. APLICACIONES DIFERENCIABLES ENTRE VA-
RIEDADES.

El concepto de funcién diferenciable entre subconjuntos de espacios euclideos
(ver seccién 2.3) adquiere un significado intrinseco, cuando los subconjuntos son
variedades euclideas. Esto permite generalizar el concepto de funcién diferen-
ciable a las variedades abstractas.

3.3.1. Expresion analitica local de funciones entre variedades.

En lo que sigue, My M van a ser variedades de dimensiones m y m , y sea
F : M — M una aplicacién continua. Entonces, para cada p € M, y cada carta

U, 7 = (t1,...,0m)), con F(p) €U , existe otra (U, p=(u1, ... un)) con p €U

de manera que F(U) C U, y la aplicacién F¥? = GoF o o~ : oU) — BU),
que hace conmutativo el diagrama:

F

N

u

® Y

oU) pU)

F¥e
resulta ser una aplicacién continua entre abiertos de R™ y de R™. Se deno-
mina a F'¥¥ expresion analitica local de F', y a las

3 at = FY(ut, ..., u™)
Fe? ) 4
a™ = F™(ul, . u™) W

se denominan ecuaciones locales de F, en torno a p. Las funciones F* se consi-
deran indistintamente funciones de ¢(U) o de U. y por tanto vale la igualdad
Fiop=F"

Definicién 3.14 Sea F : M — M una aplicacion continua entre variedades.
Entonces se dice que F' es diferenciable si admite una expresion analitica local
diferenciable en torno a cada punto p € M. Ademds, si F es diferenciable,
cualquier expresion analitica local de F lo es

Nota 3.15 1. Naturalmente si F: M — M es una aplicacion diferenciable
entre variedades euclideas segun el epigrafe 2.3.2, también lo es segin la
definicion anterior.

2. La composicion de funciones diferenciables, es diferenciable.

3.3.2. Difeomorfismos.

Una aplicacién entre variedades diferenciables F' : M — M se dice difeomor-
fismo, si es diferenciable, biyectiva, y su inversa es también diferenciable. Si F’
es difeomorfismo, entonces se dice que M y M son difeomorfas. Naturalmente
esta es una relacién de equivalencia que da lugar a un formidable problema de
clasificacién

Nota 3.16 Una carta (U, ) de una variedad M, se ve como una aplicacion
diferenciable ¢ U — U entre variedades, que ademds es difeomorfismo, con
tmversa P : U.— U .
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Ejemplo 3.17 La aplicacion F : S* 5 (2°,2') — [2°,21] € P1(R) (ver ejemplos
3.2, y 8.10) es una aplicacion diferenciable, pero no es difeomorfismo, pues no
es inyectiva.

Ejemplo 3.18 La esfera S' es difeomorfa a su trasladada S = {(z,y) : > +
(y —1)% = 1}. Se considera la aplicacion F :' S — P1(R) definida en la siguiente
figura:

Fiy)

(.

Fi,m

es decir, F(x,y) = [z,y] si (z,y) # (0,0), y F(0,0) = [0,1]. Se prueba que F es
difeomorfismo.

Nota 3.19 Dos atlas A, y B sobre M modelados en R™ definen las correspon-
dientes estructuras diferenciables sobre M digamos (M, A) y (M, B). Diremos
que son difeomorfas si existe un difeomorfismo F : (M, A) — (M, B). Pero esto
no significa que los atlas A, y B sean equivalentes, como se muestra en el ejemplo
3.13, ya que la aplicacion v — t = Ju, (R,p) — (R,id) es un difeomorfismo.

Nos prequntamos si en R™ con la topologia usual, existen estructuras dife-
renciables no difeomorfas a la usual (se denominan estructuras exdticas). La
respuesta sorprendentemente es que no, salvo en el caso m = 4. Donaldson
(1983) probo que en R* existen infinitas estructuras exdticas.

En general podriamos prequntarnos qué variedades euclideas admiten estruc-
turas diferenciables exdticas. En 1956 Milnor descubrié que la esfera S tiene
28 estructuras exdticas, mientras que S™ para m < 7 no.

3.3.3. El anillo de funciones

Aqui centramos la atencién en las funciones diferenciables f de una variedad
abstracta M con valores reales. El conjunto §(M) de dichas funciones, constituye
una anillo (denominado anillo de funciones de M ). En particular se constru-
yen las funciones meseta, (de utilidad inmediata), y el teorema de existencia
de patriciones difererenciables de la unidad, que nos serd 1til méds adelante, e
imprescidible en la formalizacién de la teoria de integracién en variedades.

Si M es una variedad, denotamos por

F(M)={f: M —R: fesdiferenciable}
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El conjunto F(M) tiene estructura natural de anillo respecto a la suma y pro-
ducto habitual de funciones reales. Se denomina a §(M), anillo de funciones de
M.

Nota 3.20 Si f € F(M) y p € M, entonces se entiende que df (p) : T,M — R,
en donde se ha identificado de manera obvia R con Ty,) R = {f(p)}x R.

3.3.4. Funciones meseta
Si f € F(M) se denomina soporte de f a
sop(f) ={z € M : f(z) # 0}

El siguiente resultado serd una buena herramienta en el futuro

Proposicién 3.21 Sea U abierto de M, y p € U. Existe entonces una funcidn
weFM), p>0, con soporte compacto contenido en U que verifica la siguiente
propiedad: Uy = {x € M : p(x) = 1} es un entorno de p. Se denomina a p
funcién meseta en torno a p

Nota 3.22 De esta forma si f € F(U) puede construirse una funcion pf €
F(M) definida asi:

_{ pl@)f(a) siz et
(,uf)(aj)—{ 0 sixz € M — sop(f)
y que coincide con f en el entorno Uy de p.

Demostracién: Se considera la funcién f : R —R (diferenciable pero no

analitica):
0sit<0
1) = { eV sit>0

y a continuacién se construye g : R —R diferenciable:
9(s) = f(2+8)f(-1—3)

se vé que g(s) >0,y g(s) > 0 < —2 < s < —1, asi tomando

h(t) = % / " g(s)ds siendo A = / 7 y(s)ds

—0o0 -2

resulta ser h(t) = 1sit > —1,y h(t) = 0 si t < —2. Finalmente se construye
A : R —R diferenciable, con

[ h(®)sit<0
Alt) = { h(=t)sit >0
ast A(t) =0si|t|>2,y Mt)=1si|t]|< 1.
Construyamos para terminar la funcién meseta p € F(M). Podemos suponer
(47) que U es dominio de una carta (U, ) , con p(p)=0, ¢(U) 2 B*(0,2) (bola
cerrada de centro el origen y radio 2) y definir:

M(@—{ /\(\/Zui(x)Q) sizel
0sizeM— o 1(B*(0,2))

Corolario 3.23 Si K es un compacto de la variedad diferenciable M, y U es
un abierto de M, conU O K, existe entonces A € F(M), A >0, con A | K >0,
y sop(\) CU.
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3.3.5. Paracompacidad

Recordaremos algunas definiciones y resultados béasicos de Topologia general
(ver [6])

Sea M un espacio topolégico, y sean R ={U, :a € A} y S={V,: b€ B}
recubrimientos por abiertos de M

= Se dice que R es localmente finito, si para todo z € M, existe U* entorno
de z, de forma que el conjunto {a € A : U, NU* # (0} es finito.

= Se dice que R es puntualmente finito, si para todo x € M el conjunto
{a € A:z €lU,} es finito.

= Se dice que R es un refinamiento de (o estd subordinado a) S, si para todo
a € A, existe b€ B, con U, C V.

= Se dice que M es un espacio paracompacto, si es T y verifica la propie-
dad de que para todo recubrimiento por abiertos, existe un refinamiento
localmente finito.

Recordemos ahora, algunos resultados bésicos de Topologfa General (S de-
nota en este epigrafe y el siguiente, a la adherencia topolégica de S)

Teorema 3.24 Si M un espacio topoldgico que verifica el ITAN, es Ty y es
localmente compacto, entonces M es paracompacto ™

En particular, si M es variedad diferenciable T3 verificando el ITAN,

Teorema 3.25 Si M es un espacio topoldgico paracompacto, entonces es nor-
mal. A

Recuerdese que un espacio normal, es un espacio que separa cerrados, o de
forma equivalente: VU abierto y VC' C U cerrado, 3V abierto con C C V' y
YV Ccu.

Teorema 3.26 Si M es un espacio topolégico normal, y R ={U, : a € A} es
un recubrimiento por abiertos de M puntualmente finito, existe entonces un
recubrimiento por abiertos S ={V, : a € A} de forma que V, C U, para todo
aEAnN

3.3.6. Particiones diferenciables de la unidad*

Nota 3.27 En adelante, todas las variedades diferenciables que vamos a consi-
derar se supondrdn Ty, y verificando el ITAN . Ast, por el teorema 3.24, todas las
variedades serdn paracompactas. Este es el caso, por supuesto, de las variedades
euclideas.

Una particién diferenciable de la unidad de una variedad diferenciable M,
es una familia P = {(U, p1,) : a € A} donde

1. (Ua)aca es un recubrimiento por abiertos de M, que es localmente finito.

2. Ya€ A, p, €F(M), ty >0,y sop pr, C Uy

4Este epigrafe no es necesario en una primera lectura, pero sera imprescindible en la for-
malizacién de la teoria de integracién en variedades.
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3. Yacata=10)

Se dice que P estd subordinada a (el recubrimiento por abiertos de M)
(Vb)beB Si (Us)aca estéd subordinado a (Vp)pep. El resultado fundamental es el
siguiente:

Teorema 3.28 Si M es variedad diferenciable, entonces para cada (Vy)pep re-
cubrimiento por abiertos de M, existe una particion diferenciable de la unidad
P ={U,,p,) : a € A}, subordinada.

Demostracién: Para cada p € M, existe b € B con p € Vp, y podemos
tomar un abierto W,, con p € W,C V,, siendo W, compacto. Asf (Wp)pEM es
un recubrimiento de M subordinado a (V3 )pe 5. Como M es paracompacta existe
(Ua)aeca un recubrimiento por abiertos localmente finito de M, subordinado a
(Wp),enr ¥ por tanto subordinado a (Vp)vep. Como cada U, estd contenido en

algin W, se concluye que U, C Wp , y asi U, (cerrado contenido en compacto)
es compacto.

La demostracién del teorema, se obtiene ahora de forma inmediata a partir
de la siguiente proposicién, que tiene interés por si misma:

Proposicién 3.29 Sea M es variedad diferenciable, y (U )aca un recubrimien-
to por abiertos localmente finito de M, de forma que para cada a € A, es
U, compacto. Existe entonces una particion diferenciable de la unidad P =

{Uas py) 10 € A}

Demostracién: Como M es paracompacta, (ver observacién 3.27), por el
teorema 3.25 es un espacio normal. Usando ahora dos veces el teorema 3.26 se
concluye que existen recubrimientos por abiertos de M, Wy)aca, ¥ (Va)aca de
forma que Vo, C Wa, vy W, C U,. Va € A. Como V, es un compacto contenido en
el abierto W,, usando ahora el corolario 3.23, se concluye que existe A, € F(M),
Ao > 0,con Ay | Vo > 0,y sop(Ay) C W,. La funcién A\ = Y acAAas €8
simpre positiva, ya que (V_“)aeA recubre M. Se toma entonces u, = Ag/A, ¥y
P = {(Ua, p,) : @ € A} es la particion diferenciable pedida. m

3.4. EL ESPACIO TANGENTE

Para generalizar el concepto de diferencial de una funcién se requiere cons-
truir previamente el espacio tangente en un punto de una variedad abstrac-
ta.Para ello conviene cambiar el chip y mirar los vectores tangentes como ope-
radores que actuan (como derivadas direccionales) en el anillo de funciones.

3.4.1. Espacio tangente en una variedad euclidea.

Sea P :U —U una parametrizacién de la variedad M de dimensién m , de
R™, o=P~!.Entonces para cada p € U , se verifica que

T,M = im(dP(¢(p))

ademds como dP(p(p)) :T;,)R™ — T,R™ es aplicacién lineal de rango m , se
concluye que T,M es un subespacio vectorial de T,R"™ con dimensién m. Se
prueba

5N A . .
°Noétese que en un entorno U* de cada punto z la suma puede considerarse finita, ya que
en él, solo un nimero finito de sumandos es no nulo
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(o)

ey

3.4.2. Expresién analitica de los vectores tangentes.

Sea (U, p) una carta de M,y P =¢~! : U — U la parametrizacién corres-
pondiente. Veamos como describir analiticamente los vectores de T),M , para un
punto p € U en las coordenadas (u',...,u™) de ¢ . Los vectores (9/du"), de
T,M se definen por la condicién:

por tanto
0 ) <8xj ) < 0 )
<8ui » Z out () OxJ »

J
y constituyen una base de T, M. Asi, , el vector > \;(9/0u?), es el vector de
T,M transformado de Y \;(9/0u’), () por medio de dP(¢(p)). Naturalmente
T,M es independiente de la parametrizacién utilizada en torno al punto p. Esto
queda implicitamente probado a continuacién

3.4.3. Cambio de coordenadas.

Si (U, P) es otra carta y p € UNU, se verifica la férmula:

#), % (5).., (%)
<6u1 P ; Out #(p) ous P

donde @ = @/ (u,v) son las ecuaciones del cambio de carta (ver 4 )

3.4.4. Expresion analitica de la diferencial

Sea F' : M — M una aplicacién diferenciable entre variedades euclideas,
p € M , y F%% una expresién analitica local de F' en torno a p, como en 4.
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0 (52),- X (5), (50),

Nota 3.30 P : U.— U Nétese que se tiene ahora la identidad para una carta
U, ) P=p~1 U —U

dﬂﬂM(%ﬁwm=G%l

3.4.5. Derivada direccional de una funcién.

Entonces:

Dado un vector £ € T,M, y una funcién f € F(M) se define la derivada
direccional de f segin el vector &, que denotamos provisionalmente por &(f)

mediante la férmula: 3
§(f) = df (p)(§)

Siae C(p, M) con a/(0) = ¢ , entonces se tiene (ver observacién 3.20):
E(f) = (foa)(0)

Se tiene por tanto una aplicacién % :F(M)—R . Es fécil comprobar que se veri-
fican las siguientes propiedades, para todo f,g € F(M), todo A\, € R | todo
&nel,M:

0) Si foa =goa paraun o € C(p, M) con o (0) = &, entonces £(f) =E(g).
En particular £(f) é( ), cuando f, y g coinciden en un entorno U de p.

1) E(Nf + pg) = A(f) + pé(g)

£(fg) = ()() F(0)é(9)-
) =

2)
8) (N + ) () =NE(S) + pii(f) -
4) Si S = U es abierto de R™ se tiene la identidad:

—_—~—

(5),0- (%),

5) Si (U, p) una carta de M, ¢ = (u',...,u™) , P=p~! la parametrizacién
local asociada, entonces , para p € U

—_~—

<8?ﬂ)p(f) = (%)w(m y se escribe (gj;)p (5)

y ademds se verifica para cada £ € T, M la identidad
=Y éw) (= (©
ou’ »

3.4.6. Espacio tangente en una variedad abstracta.

Fijemos M variedad (abstracta) y un punto p € M trataremos aqui de
establecer una definicién adecuada para el espacio T, M, o espacio tangente en
p de M. La clave la tenemos en la derivada direccional establecida més arriba
para variedades euclideas. La teoria que se establece generaliza la de Seccién
2.2.
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Un vector por un punto p € M es un operador & :§(M)—R que verifica para
todo f,g € F(M), todo A\, u € R las propiedades 1) y 2) del epigrafe 3.4.5, es
decir:

1) ENf + ng) = ME(f) + 1€(9)

2) &(fg) = &(f)g() + f(p)€(9)-

El conjunto M, de vectores por p € M, tiene estructura natural de R-espacio
vectorial.

Nota 3.31 1. Si M es variedad euclidea, p € M, la aplicacion
T,M 3¢ — €€ M, (7a)

es una aplicacion R—lineal. Nuestro objetivo es probar que de hecho es un
isomorfismo, que por ser candnico permitird identificar ambos espacios, y
no hacer distinciones de notacion entre € y &.

2. Inspirandonos en la férmula (5) construimos el siguiente ejemplo: Si (U, )
una carta de M, ¢ = (u',...,u™), para f € F(M) definimos

(aiil = <a(fg“f_1) ) o(p)

y resulta ser una deriwacion por el punto p. De hecho veremos que estas
derivaciones constituyen una base de M,. Ndtese que st M es euclidea, y
P =y ! es una parametrizacion, se tiene la identidad:

(), = (3
ou’ » ou’ )
Lema 3.32 Sea & € M,, y U un entorno de p. Supdngase f,g € F(M) tales

que f|U =g |U. Entonces E(f) = &(g). En particular, € puede considerarse
aplicacion F(U) —R y define una derivacion por p en U.

Proposicién 3.33 Sip € M, existe (U, ) una carta de M, = (u',...,u™),
p €U, p(p) = (0,...,0) de forma que para cada f € F(U), existen funciones
h; € FU) tales que:

f=flp)+ Zuzhz (8)

) = ( 8i> )

En particular para cada § € M, se tiene la identidad:

£=Y ) (52)

y por tanto M, es un R-espacio vectorial de dimensidn m.

con

Demostracién. Tomemos en torno a p una carta (U, ) con p(U) = R™,
o(p) =(0,...,0) =0, sea f € FU) ysea F = fop 1 :R™ — R diferenciable.
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Fijado u = (u!,...,u™) € R™, se tiene la identidad
'd
Fu)—F(0) = / —F (su',...,su™)ds
0 dS

- /j(z(gg)wui>ds_zm
0= (),

Hz-<o>—<zz>o

basta entonces tomar h; = H; o .
Aplicando a ambos miembros de (8) el vector & € M, y teniendo en cuenta
que & (cte) = 0 = u'(p) se obtiene

H =Y 6Wh) => €& W) hilp) = | Y&’ <W>p (f)

donde

y se tiene

]
Pero esta igualdad vale para cualquier carta en torno a p

Corolario 3.34 Si (U, ) una carta de M, ¢ = (u,...,u™), p € U, entonces
para cada § € M, se tiene la identidad:

£=) & (m) 9)

En particular, se verifica que

d d
(2) () 0

constituyen una base de M,, y la aplicacion T,M > § — é € M, considerada en
(7a) define de hecho un isomorfismo lineal (candnico).

Demostracién. Nétese que (10) constituye un sistema linealmente inde-
pendiente de m vectores en un espacio vectorial de dimensién m, y por tanto
forma base, ya que

¢ = Z{Z (31) = para cada j
() = Zs (aw):gf

|
Si M es una variedad euclidea, el isomorfismo canénico (7a), nos permite
identificar los espacios T, M y M, .En adelante, no haremos distincién alguna
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entre £ y 5, y abandonamos definitivamente la notacién E . Escribimos a partir
de ahora (8/du’), en lugar de (9/du?),.

También abandonamos la notacién M,: Si M es variedad abstracta, se denota
por T, M al espacio vectorial de las derivaciones por p, que pasaré a llamarse
ahora espacio tangente a M por el punto p. Un elemento £ € T, M se llamard
vector tangente a M por p.

3.4.7. Los vectores tangentes como vectores velocidad

Sia:I — M es una curva diferenciable en una variedad abstracta M, y
7 € I, se define el vector velocidad o/ (1) € Ty M por la férmula

(1) :FM) > f—(foa)(r) R
Si (U, p) una carta de M, ¢ = (u,...,u™) y a(r) € U se tiene la férmula

; 0
/ _ 7 /
¢ (T) a Z(u ° a) (T) (aui)a(f)
Si como es habitual, denotamos por C(p, M) las curvas por p, se verifica:

T,M ={a/(0): « € C(p, M)}

3.5. LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

Sea F' : M — M una funcién diferenciable entre variedades, p € M. Si
& € T,M, se define:

dF(p)(€) : F(M) > f = &(foF) R

y esto da lugar a una aplicacién R-lineal dF(p) : T, M — TF(p)M. Si suponemos
& =a/(0) para o € C(p, M) se tiene entonces la férmula:

dF (p)(e’(0)) = (F o a)'(0)

Ejercicio 3.35 Probar que si F : M — M es una aplicacion difierenciable
entre variedades tal que dF (p) = 0 para todo p € M y M es coneza, entonces
F' es constante.

Indicacion: Probar primero que F o a es constante para cada curva o en
M.

3.5.1. Expresion local de la diferencial.

Si (U, o=(u',...u™)) (U, = (@,...,u™)), son cartas con con p € U,
FU)CU,y F¥? =poF o=l : p(UU) — B(U), es la expresién analitica de F,
entonces se verifica:

w0 () -2 (%) (&),

Nota 3.36 1. Si (U,p=(u',...u™)) es una carta de M, y p € M, entonces
p:U —p(U) puede considerarse un difeomorfismo, y se tiene la identidad:

do(p) (aii)p - <3ii>¢(p)

2. Si f € F(M), entonces df(p) : T,M — {f(p)} x R=R y se tiene la
tdentidad:

§(f) = df (p) (&) para todo § € T,M
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3.5.2. Regla de la cadena.

SiF:M— M ,G: M — M" son funciones diferenciables entre sub-
conjuntos también lo es la funciéon G o F:M — M" | y se verifica para cada
pe M:

d(G o F)(p) = dG(F(p)) o dF (p)

3.5.3. Teorema de la funcién inversa.

Sea F': M — M una funcién diferenciable entre variedades, p € M. Supén-
gase que la matriz dF(p) es un isomorfismo lineal. Existe entonces un abierto
U ,conpclU,deforma que F(U) = U es abierto de M |,y F: U — V es
difeomorfismo.

Si dF(p) es un isomorfismo lineal para todo p € M, entonces se denomina
a I difeomorfismo local. Nétese que F~!(p) constituye para cada p € M un
conjunto discreto de puntos

3.5.4. Inmersiones y submersiones.

Sea ¢ : M — M una funcién diferenciable entre variedades, p € M. Se dice
que ¢ es una inmersion , en p si d¢ (p). Se dice que ¢ es submersién en p si d¢ (p)
es suprayectiva para todo p € M. Finalmente ¢ es inmersién (submersion), si lo
es en todo punto p € M. Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.37 Sea ¢ : M — M wuna funcién diferenciable entre variedades vy
p € M. Entonces

a) Si ¢ es una inmersion en p, entonces m = dim M > m = dim M y existen
cartas (U, p) de M conp €U, (U,B) de M con ¢ (U) C U donde las ecuaciones
locales de ¢ son de la forma

=l =TT =0, T =0

b) Si ¢ es una submersion en p, entonces M = dimM <m =dmM y
existen cartas (U,¢) de M conp € U, (U, p) de M con ¢ (U) C U donde las
ecuaciones locales de ¢ son de la forma

ut :ul,...,ﬂm:um
en particular ¢ : M — M es una aplicacion abierta.

Demostracién. a) Es la misma demostracién que aparece en el teorema
3.41 siguiente, en donde ahora las P? = 2% 0 ¢! 0 ¢ describen las ecuaciones

locales de la ¢ en las cartas (U, = (ul, . ) (de M en torno a p)y (U, x =
(z1,...,2™)), x(U) = UxU siendo U c R™ y U C R", m = m + r. La carta
v = (ﬂl, e ,ﬂm) es tal que su relacién con (z!,... ,xm) viene dada por las

ecuaciones (11).

(b) SiT = ¢’ (:1:1 ...,&™) 1 <i < son las ecuaciones locales de ¢, en las
cartas (U, x = (z',...,2™) )y (U, o= (u',...,w"™)) y supuesto
o (¢, ¢_) .
o (zt,...,2™) 7
entonces las coordenadas buscadas ¢ = (ul, e ,um) vienen definidas por
u' = ¢ (xl,...,xm) 1<i<m, v =m<j<m



3 VARIEDADES DIFERENCIABLES 35

Corolario 3.38 Sea ¢ : M — M wuna funcion diferenciable entre variedades y
N una variedad. Entonces:

a) Si ¢ es inmersion, para que una aplicacion continua F : N — M sea
diferenciable es suficiente con que lo sea po F : N — M.

b) Si ¢ es submersion, para que una aplicacion F : M — N sea diferenciable
es suficiente con que lo sea Fo¢: M — N.

Una aplicacién ¢ : M — M que sea a la vez inmersién y submersién es
exactamente un difeomorfismo local.

3.6. SUBVARIEDADESS

Un subconjunto de una variedad diferenciable, se llamars subvariedad, si
hereda -en un sentido que se precisard méds adelante- la estructura de variedad
diferenciable. La definicién que establezcamos, deberd ser tal que, si tomamos
como variedad diferenciable de partida R™, las subvariedades sean precisamente
las variedades euclideas de R™. Este apartado generaliza por tanto la seccién 3.1

En lo que sigue, M, es una variedad diferenciable de dimensién 7.

3.6.1. Parametrizaciones Locales.

Sea M un subconjunto de M . Una parametrizacién local de M, de dimensién
m (o m -parametrizacién) es un homeomorfismo P :U —U , donde U es un
abierto de R™, y U es un abierto de M (en la topologia relativa). Ademds se
exige la siguiente propiedad de regularidad:

P :U —M es una aplicacién diferenciable, y rg(dP(u)) = m para todo v € U

3.6.2. Concepto de subvariedad

Un subconjunto no vacio M de M se llama subvariedad de M con dimen-
sién m si para cada punto p € M, existe una carta (ﬁ, @) tal que ¢ (ﬁﬂ M)
es variedad euclidea m dimensional de R™. Obviamente en esta condicién pue-
de sustituirse el existe por un para todo, ya que la propiedad de ser variedad
euclidea se preserva por difeomorfismos. Se tiene el siguiente resultado, cuya
demostracién es inmediata:

Proposicién 3.39 Sea M un subconjunto no vacio de la variedad M. Son equi-
valentes las siguientes afirmaciones:

(1) M subvariedad m-dimensional de M

(2) Para todo p € M existe una m -parametrizacion local P :U —U CM de
M con dimensiocn m , yp e U

Aplicando el teorema de la funcién implicita (y en particular la observacién
1) se concluye:

3.6.3. Subvariedades en implicitas

Sea M = F~1(0), el conjunto de los ceros de una funcién diferenciable F' :
D — R” siendo I un abierto de M (@ > n) Si rang(dF(p)) = n para todo
p € M, entonces M es una subvariedad de M con dimensién m = m — n.

Ms4s general:

6Este epigrafe, no es necesario en una primera lectura.
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Teorema 3.40 F : M — N es una submersion (n = dim N) entonces para

cada x € M, el conjunto F~* (F (z)) es una subvariedad de M con dimension
m=m-—n.

3.6.4. Cartas adaptadas.

Veremos que si M es una subvariedad de M, la estructura diferenciable de
M, queda perfectamente predeterminada por la de M, y la propiedad de ser
subvariedad solo depende por tanto, del subconjunto M.

Teorema 3.41 Si M es una subvariedad de_ﬁ con dimension m =m—r >0,
entonces por cada p € M, hay una carta (U, P) de M con B(U) =UxU , de
forma que U N M) =TU x {0}

Demostraciéon: Fijado p € M sea P :U —U es una m -parametrizaciéon de

M en M conp €U, seald =UNM donde (U, x = (x',...,2™)) es una carta de

M. Asi xoP : U —x(U) C R™ es una aplicacién diferenciable de rango m , ya

que (p =P~ 1) es rg(DP(p(p)) = m . Tomando P? = 2' o P , podemos suponer
por ejemplo que

P ..., P™)

’ A(ul,...,um)

’ (e(p)) #0

admitir sin perdida de generalidad que x(U) = UxU siendo U ¢ R™ y UcCR"
abiertos, y que la funcién P = (P!,...,P™):U —U tiene una inversa ) = P! :
U — U que es diferenciable. La funcién P o : U — UxU tiene ecuaciones del
tipo:

et =™ =™, et =@ E™), e = (@, ET)
Las igualdades
at =gt ..., 0™ =™ (11)
amtt =gt Mt ™), a =2 = (™)

definen un difeomorfismo ,¢ : UxU — U y@=¢ox:U — U, es la carta
buscada. m

Nota 3.42 A la carta (U, ®) que aparece en el teorema de arriba, se le denomina
carta por p adaptada a M.

Nota 3.43 Si P :U —U es una m -parametrizacion de M, y la aplicacion ¢ =
P! :U —U, es carta de M. Si M es subvariedad con dimension m de M, la
familia

A={U,p=P7") : P es m-parametrizacion de M}
constituye un atlas de M. Ast resulta que M tiene estructura natural de variedad
diferenciable de dimension m.

Con la ayuda de cartas adaptadas es fécil probar la siguiente

Proposicién 3.44 Sea F': N — M una aplicacion diferenciable entre varieda-
des, y M una subvariedad de M que contiene a F (N). Entonces F: N — M
es aplicacion diferenciable.
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3.6.5. Estructura diferenciable de una subvariedad

Si M es una subvariedad de M con dimensién m , admite entonces una
estructura de variedad de dimensién m.

En efecto, si p € M, sea (U, ) es una carta por p adaptada a M. Usando
las mismas notaciones que en el enunciado del teorema 3.41, y denotando por
U=UNM,y p=mo(PlU) : U — U, resulta ser (U, ) una carta de M,
donde 7 : UxU— Uesla proyeccién canénica. Nétese que ¢~ = 7~ ! oi siendo
i:U0—Ux {6} es la inclusién candnica, y las aplicaciones 4, y 7 son inversas

la una de la otra Ux{0} = U (véase figura)

)i

=

Ast, si (Us,P,) v (Ua,P5) son dos cartas por p adaptadas a M, usando las
notaciones obvias se tiene:

<P2O<P1_1 :770(52051_1)02'3801 (U NUz) — oy (U NUp)

es diferenciable, y asi (U, 1), (Ua, p,) son cartas compatibles.

3.6.6. Embedings (Incrustamientos).

Una aplicaciéon F : M — M una funcién diferenciable entre variedades se
llama incrustamiento si es una inmersién inyectiva y ademds F' como aplicaciéon
F:M — F(M)C M es un homeomorfismo. Nétese que si M es subvariedad
de M una m -parametrizacién local P :U —U CM de M es un incrustamiento.
Maés general:

Teorema 3.45 (a) Si F : M — M es un incrustamiento entre variedades,
entonces F (M) es una subvariedad de M, y ademds F como aplicacion F :
M — F (M) C M es un difeomorfismo.

(b) Si M es subvariedad de M entonces la inclusion tpy : M — M es un
incrustamiento.

Con ayuda de este teorema y de la proposicién 3.44 es fécil resolver el si-
guiente
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Ejercicio 3.46 Sea F : M — M un incrustamiento y ¢ : N — M, aplicacion
diferenciable. Una aplicacion ¢ : N — M tal que F o ¢ = ¢ es necesariamente
diferenciable.

St solo se impone que F' sea inmersion el resultado sigue siendo cierto cuando
pedimos ademds que ¢ sea continua.

3.7. VARIEDAD PRODUCTO

Probaremos que puede darse estructura de variedad diferenciable (con la
topologfa producto) de dimensién m = my 4+ mgy al producto cartesiano M =
Mix Mj de forma que las proyecciones u, : M 3 p = (p1,p2) — ps € M, sean
submersiones. La variable a tomard siempre los valores 1 y 2.

3.7.1. La Carta Producto

Si (Uayp, = (ul,...,u™)) es una carta de M, , se define la carta pro-
ducto (U, ) en M por la condicién: ¢ : U = Uy xUs D p = (p1,p2) +—
(p1(p1), 2(p2)) € @1 (UL) X y(Us) , de forma que podemos escribir ¢ = p; X
0y = (ul,...,ul" ud,... ,uy'?). Podemos recubrir M de cartas producto, ob-

teniendo asi la estructura diferenciable pedida.

3.7.2. El Espacio Tangente del Producto. La Diferencial.

Sea N variedad diferenciable. Una funcién ® : N —— M se puede descompo-
ner en la forma & = (&1, ®3) con ¢, = u, 0P , asf se tiene que P es diferenciable
si y solo si lo son cada una de sus componentes.

Dos curvas diferenciables a = (aq,9) : [e — My & = (a1, a09) : I — M
con a(0) = @(0) = p = (p1,p2) definen para ¢ = 0 el mismo vector tangente en
T,M siy solosia, y &, definen para t = 0 el mismo vector tangente en T, M.
En particular se tiene que la aplicacién:

T,M > /(0) — (&}(0),a5(0)) € Ty, M x T, M

es un isomorfismo lineal que permite identificar ambos espacios. Este iso-
morfismo candnico es exactamente el definido por (dus(p), duz(p)) : T,M —
Tp, M x Ty, M. Identificando T},, M como subespacio vectorial de T, M pode-
mos escribir T,M = T, M & T,,M y es entonces vélida la descomposicién:
& = duy(§) +dua(§) para todo § € T, M . Asi cuando ® : N — M es aplicacién
diferenciable, se verifica d®(q) = d®1(q) + dP2(q) para todo ¢ € N.

Si suponemos ahora ® : M — N fijado p = (p1,p2) € M y denotando por

O, Mydxo— (prwa) €M, @p,: My 3>z +— (T1p2) €M

se concluye que d®(p)(&) = d®p, (p1)(du1(€)) + d®,, (p2)(duz(§)) 6 simbdli-

camente:
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3.8. VARIEDAD COCIENTE.

Sea p una relacién de equivalencia sobre una variedad M. Se denota al con-
junto cociente M/p, y m : M — M/p denota la proyeccién natural que envia
cada punto de M a su correspondiente clase de equivalencia. Si el conjunto
M = M/p tiene estructura de variedad diferenciable tal que 7 : M — M es una
submersién, se dice que M es variedad cociente de M (por p).

Ejemplo 3.47 Una submersion suprayectiva ¢ : M — M define una relacion
de equivalencia p en M
zpy <= ¢ (z) = ¢ (y)

cuyo conjunto cociente es M /p = {d)_l (%) : T € M} llamado conjunto de fibras
de la submersion. Podemos dar a M/p la estructura de variedad que hace di-
feomorfismo a la biyeccion candnica T — ¢~ (T), M — M/p, y obiamente con
esta estructura M/p es variedad cociente de M por p.

3.8.1. Sobre la topologia del cociente.

Si M es ITAN entonces la variedad cociente M también lo es, ya que 7 :
M — M es una aplicacién continua sobreyectiva y abierta por ser submersion.
Sin embargo, aunque M sea Hausdorf, M no tiene porqué serlo. El ejemplo
3.11 del cero suplantador es un caso no Hausdorff de variedad cociente. En todo
caso M tiene la topologia final de 7 (topologia cociente), en la que un conjunto
U C M es abierto de M siy solo si ="' (i) es abierto de M.

3.8.2. Sobre la estructura diferenciable del cociente.

No siempre M/p admite una estructura de variedad cociente de M.

Ejemplo 3.48 En M = R? se define la relacion

1,2 1,2 * y' = ax!
(@) p o) = B [ 120
el espacio cociente M/p = PL(R)U{{(0,0)}}, y no hay estructura diferenciable
en M/p que haga submersion a w: M — M/p, pues si existiera, todas sus fibras
7~ Y(u) serian variedades unidimensionales (ver Teorema 3.40) pues lo son las
7Y (u) para u # (0,0), y no se puede dar a 7= {(0,0)} = {(0,0)} estructura
de variedad unidimensional.

Sin embargo si hay una estructura de variedad cociente de M para M/p,
ésta es tnica, en el sentido de que todas son difeomorfas.

En efecto, si M1 y Mo son dos estructuras diferenciables cociente en M/p,
entonces como 7 : M — M es submersién, aplicando el Corolario 3.38 (b) se
ve la aplicacion id : ‘M, — M, es diferenciable por serlo m =idomw: M — M.
Anslogamente se ve que id : My — M asi id es un difeomorfismo de M, a
M.

3.8.3. Acciones discontinuas.

Una accién (por la izquierda) de un grupo G, sobre una variedad M viene
definida por una aplicacion

d:GxM-—-M
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tal que:

i) La funcién ¢y : M — M definida para cada g € G dado por p — @ (9,p)
es diferenciable.

i) Si g,h € G, 6,0 h = b

iii) Si e € G es el elemento neutro del grupo entonces ¢, = id

En particular cada ¢, es un difeomorfismo de M, ya que ¢ ¢,-1 = ¢, = id.

La accion se dice efectiva si

iv) e es el tinico elemento del grupo tal que ¢, = id.

En este caso la aplicaciéon g — ¢, induce un homomorfismo inyectivo de
G en el grupo difeo (M) de difeomorfismos de M. Identificamos g con by ¥
escribimos g.p = ¢, (p). Se considera G C difeo (M) grupo de transformaciones.
Solo consideraremos a partir de aqui acciones efectivas.

Dado p € M, el conjunto

Gp,=1{9€G:gp=p}

constituye un subgrupo de G denominado subgrupo de isotropia de p.

La accién es libre si G), = {e} para todo p € M.

Finalmente la accién se llama discontinua si:

v) Para cada p € M, existe U entorno de p en M, tal que (g.U) NU = &
Vg e G, gF#e.

Notese que una accién discontinua es necesariamente libre y por tanto efec-
tiva.

Una accién propiamente discontinua y libre se llama discontinua.

La accién de G induce sobre M una relacién de equivalencia p = G definida
por

pGq<=3dge G, q=g.p

y podemos considerar el espacio cociente M /G, cuyos elementos Gp = {gp : g € G}

se denominan orbitas de la accién

Proposicién 3.49 Si el grupo de transformaciones G actua de forma discon-
tinua en la variedad M, entonces el cociente admite estructura de variedad co-
ciente M = M /G con la misma dimension que M.

Demostracién. Sea m: M — M la proyeccién canénica. Esto significa que
m(z)=m(y)<3Jg € G cony=gx

Fijado p = 7 (p) € M, sea U entorno abierto y conexo de p en M tal que
(gU)NU = D Vg € G, g # e. Entonces U = 7 (U) es abierto conexo de M
que contiene a 7 y la aplicacién m : U —M es inyectiva (va que si z,y € U con
m(x) = 7 (y) entonces 3g € G con y = g.x, y por tanto y € (gU) NU # 2,
asi g = ey x = y). En particular 7 : &/ — U es homeomorfismo. Si U es

dominio de una carta (4, @) de M, entonces (ﬁ,@ = (7T|u)_1 o gp) es carta de

M y claramente si (U,) es otra carta de M entonces
Yo t=rop Tl ipU) =y U)

y por tanto (575), y (U, E) son compatibles. Ademds 7~ (i) se descompone
en unién disjunta de componente conexas abiertas en la forma

@) = U (el
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y sobre cada una de ellas 7 : g./ — U es homeomorfismo. Como 7 o $g =T, 10O

se obtienen nuevas cartas sobre I a partir de cartas en g.U, y la estructura de
variedad cociente ha quedado establecida.

Nota 3.50 Si M es ITAN entonces M/G tambien lo es por ser w: M — M
submersidn. Sin embargo no se puede garantizar que M /G sea Hausdorf, a no
ser que se imponga la condicion

vi) Para todo par de puntos p,q € M en orbitas distintas, existen entornos
U, yV dep eq tales que (gU) NV = & para todo g € G.

3.8.4. Espacios recubridores.

__ Sea M un espacio topoldgico conexo M una variedad diferenciable, y m :
M — M aplicacién continua

Se dice que M es una cubierta (o recubridor) de la variedad M con proyeccién
m, si para cada punto p € M, existe un entorno conexo U de p tal que

T (U) = U, (12)

es unién de componentes conexas abiertas U, y cada restriccién 7 : U, — U es
un homeomorfismo. Se dice entonces que I/ es un entorno admisible. Se denomina,
a 7 aplicacién recubridora.

Observese que Ty = (ﬂuﬁ) om : Uy — Ug define un homeomorfismo

canénico entre cada par de componentes de 7~ (U)

que es el tnico que hace conmutativo el diagrama;:

Nétese que si el grupo G actua de forma discontinua en la variedad M,
entonces m : M — M = M/G es una aplicacién recubridora del cociente (ver
proposicién 3.49.)

Nota 3.51 Se demuestra que para una variedad diferenciable conexa M, existe
un recubridor w : M — M de forma que M es simplemente conexo. Se denomina
recubridor universal, y viene univocamente determinado salvo homeomorfismos
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De hecho el recubridor universal M tiene estructura canénica de variedad
diferenciable. Mds general:

Proposicién 3.52 Si 7 : M — M es aplicacion recubridora, existe una tnica
estructura de variedad diferenciable para M que hace a w: M — M difeomor-
fismo local.

Demostracién. La situacién es andloga a la de la proposicién 3.49 aunque
sutilmente diferente. La idea es que podemos hacer a cada componente conexa
U, en (12) dominio de una carta ¢, a partir de una carta (U, @) de M tomando
0o =@om: Uy — »(U) que es homeomorfismo con inversa ¢! = (ﬂ-|1/{0) Yo
¢~ 1. Todas las cartas en U, asi obtenidas son compatibles, pues para cualquier
otra (U, ) es oot =o' m

Una transformacién de recubrimiento es un homeomorfismo ~ : M — M
tal que m oy = 7 es decir, para cada p € M, la restriccién de v produce
biyecciones v :7 1 (p) — 71 (p). Ademds ~y aplica cada componente conexa
U, de 771 (U) en (12) en otra Us = v (Uy) (ya que v (Uy) C 71 (U) es abierto
conexo 7 (7 (Ua )) U) y necesariamente es

-1
Y =Tag = (W|u3) om : Us — U (13)
que es ahora difeomorfismo. Tenemos en estas condiciones

Proposicién 3.53 El conjunto T' = {v} de todas las tmnsformacwnes recubri-

doras, constituye un grupo de difeomorfismos de M que actia en M de forma
discontinua.

Demostracién. Si p € M sea 7(p) =p € M y U un entorno admisible
de p como en (12), pongamos p = pg € Uy. Si v (Uy) NU, # & para cierto
v € T entonces por (13) 'Y|ua = Taa = td : U, — U,. Con esta idea hay
ahora un sencillo argumento para probar que el conjunto (cerrado) en donde ~y
es la identidad es tambien abierto y por tanto es todo M. Ademés ha quedado
implicitamente probado que m

Lema 3.54 Si dos transformaciones recubridoras coinciden en un punto enton-
ces son iguales. cada p € M.

La proposicién anterior, prueba una parte del siguiente

Teorema 3.55 Si 7 : M — M es un recubridor de la variedad M, entonces
el grupo I' de las aplicaciones recubridoras induce una accién discontinua I' x
M — M vy la proyeccion natural mp M/F — M es aplicacion recubridora.
En particular si para algin punto p € M la accion T x 7=t (p) — 71 (p) es
transitiva, entonces w1 es un difeomorfismo.

Demostracion. Se define sin ambiguedad 1 (I'p) = 7 (p), que hace conmu-

tativo:
M

M/T

1
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asi si T« M — M/F es la canénica y como m = m; o' : M — M es
submersién se concluye que 7y es diferenciable. Ademds si U es un entorno 7-
admisible de M, entonces también es mi-admisible, ya que si 7= (U) = U,
es la descomposicién en CC, entonces 7, (U) = UT' (Uy,) 71 : 72 (Us) — U
es un difeomorfismo pues 7 : U, — U lo es. En el caso de que la accién de I'
sea transitiva en 77! (p), se concluye que 77 ' (p) tiene un tnico punto , y se
concluye la demostracién con el siguiente m

Lema 3.56 Sim: M — M es un recubridor de la variedad M y7 1 (p) es finito
para algin p, entonces 7' (x) es finito para todo x, y #r 1 (p) = #7x 1 (x).
En particular si 71 (p) tiene un tinico punto, entonces 7 es un difeomorfismo.

Demostracién. Nétese que la aplicacién #7 ' : M — N es constante sobre
cada entorno admisible, y es por tanto localmente constante. m

Nota 3.57 Si 7 : M — M es el recubridor universal de M, se prueba que I'
actia transitivamente sobre cada fibra 7= (p), y por tanto M es difeomorfa a
la variedad cociente M /T. Asi cualquier variedad diferenciable se obtiene como
cociente de una simplemente conexa por un grupo discontinuo de transforma-
ciones.

4. CAMPOS DE VECTORES

Un campo de vectores en una variedad diferenciable, es una aplicacidn que
asigna de forma diferenciable a cada punto, un vector apoyado en él, y puede
interpretarse como un operador de derivaciéon de funciones diferenciables con
valores reales que generaliza la idea clasica de derivada direccional. Es la deno-
minada derivada de Lie de una funcién respecto a un campo. Las curvas cuya
velocidad define en cada punto el vector del campo son sus curvas integrales.
La teoria de existencia y unicidad de curvas integrales maximales, y de flujos,
se corresponde en su versién local con la teorfa de integracién y dependencia di-
ferenciable de las soluciones con las condiciones iniciales. Mirado asi, un campo
se denomina también Sistema Dindmico.

4.1. CAMPOS EN VARIEDADES EUCLIDEAS

La lectura de este epigrafe, no es en principio necesaria. Solo sirve para
justificar los conceptos y definiciones que introduciremos més adelante relativos
a campos en variedades abstractas.

4.1.1. Campos de vectores sobre subconjuntos de R"

Un campo de vectores en un subconjunto S de R™ | viene definido por una
aplicacién diferenciable X:5— R™, y hace corresponder a cada punto p € 5, el
vector X (p) = X (p), € T, R™ . De esta forma tomando (z?, ..., 2™) coordenadas
en R™ podemos escribir para todo p € S:

x0) =YX (57)

siendo X las componentes de X. En particular §; = (9 /Ox%) se interpreta como
el campo que hace corresponder a cada p el vector (0/0z"),
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4.1.2. El médulo de los campos de vectores Xg .

El conjunto Xg de los campos de vectores definidos sobre un subconjunto
S de R™, tiene estructura natural de R-espacio vectorial. Ademds es un F(5)-
modulo, donde F(S) es el anillo de las funciones diferenciables f : S — R.

Tomando coordenadas (z!,...,2™) ) en R" | para cada campo X € Xg , hay

funciones X' € F(9)
;0
X = X'—
2o
e}

asf los campos 57 constituyen una base del médulo Xg .

4.1.3. Campos de vectores tangentes.

Un campo de vectores V' € Xg sobre un subconjunto S de R™ | se dice
tangente a S, si para todo p € S se verifica V(p) € T,,S. Se denota por X(S) al
conjunto de los campos tangentes a S. Observese que:

a) Si S = U es un abierto de R™ , entonces X(U) = ¥y . En particular, Xy
es un §(U) médulo.

b) Si S = M es una variedad de R™, entonces X(M) esté estrictamente
contenido en Xg , y constituye un §(M)— submodulo.

c¢) Nétese que si U es abierto de la superficie M,y V € X(M ), entonces V
se puede restringir a U y da lugar a V' € X(U) que denotamos por el mismo
nombre.

4.1.4. Expresion local intrinseca de un campo tangente.

Si (U, ) es una carta de la variedad euclidea M, entonces la asignacién
0/0u’ que hace corresponder a cada p € U, el vector (0/0u'), define un campo
tangente en U, que denominamos campo coordenado. De hecho los campos:

9 9
oul’ " Oum

constituyen una base del F(U) -médulo X(U) , es decir: si V € X(U ) , existen
Vi e FU) de forma que

V= Z; Vi (14)

se denomina expresién analitica intrfseca de V, y las V* son las componentes
intrinsecas de V respecto a la carta .

4.1.5. Expresién analitica local de un campo.

Sea X =), X? 8?”- € Xp; un campo sobre la variedad euclidea M, y sea
(U, ) una carta de M,y P =p~! : U — U la parametrizaciéon correspondiente.
Las funciones X?, pueden considerarse por restriccién funciones diferenciables
U — R . En la préctica, convendremos en establecer el abuso de notacién dado

por X¢(u) = X*(P(u)) para todo u € U, y asf

X(P(u) = ?;:Xi(“) (%L(u)
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Pero si ahora X =V € X(U ) es un campo tangente a M (como en 14 )

escribimos: Ve =Y Vi (%> P()

i=1
Las componentes V* se llaman intrinsecas de V. Las componentes X" se deno-
minan extrinsecas.Existe la siguiente relacién entre las componentes V*, y las

extrisecas X7:
L d
xi =S vl
; out

4.2. CAMPOS TANGENTES EN VARIEDADES ABS-
TRACTAS

Se da aqui la definicién de campo de vectores vdlida para una variedad
abstracta, y que para variedades euclideas coincide con la ya dada. Se introduce
el operador corchete de Lie de dos campos

4.2.1. Definicién

Sea M una variedad abstracta de dimensién m . Un campo (tangente) en
M, es un operador V que asigna a cada punto p € M un vector tangente
V(p) € T, M, verificando la siguiente condicién de diferenciabilidad:

Para todo f € F(M), la aplicacién V(f) : M > p — V(p)(f) € R, es
diferenciable. Se tiene asi una aplicacién V' : F(M) — F(M)que verifica las
siguientes propiedades, para todo f,g € F(M), y todo \,u € R :

D VAf+pg) = AV(f)+ uV(g) (R-linealidad)

2) V(f9) = (V(f))g+ f(V(9)) (Regla de Leibnitz)

Por otra parte, se ve que un operador V : F(M) — F(M) verificando las
propiedades 1) y 2) anteriores define un campo de vectores, que denotamos
también por V por medio de la condicién:

V(p)(f) = V(f)(p) para todo f € §(M) y todo p € M

A la vista de la identificacién (7a), cuando M es variedad euclidea la defini-
cién de campo dada en 4.1.3 coincide con esta definicién.

4.2.2. El §(M)-mdédulo de los campos tangentes

La familia X(M) de campos (tangentes) en M, tiene estructura natural de
F(M)-médulo, y para todo f,g € F(M) todo V,W € X(M) se tienen las identi-
dades

a) (V+W)(f) = V() +W(f)

b) (fV)(g) = fV(9)-

4.2.3. Expresion analitica

Si (U, p) es una carta de M, entonces la asignacién 9/0u’ que hace co-
rresponder a cada p € U, el vector (9/du’), define un campo tangente en U,
que denominamos campo coordenado. Usando (9), se demuestra fécilmente para
cada V € X(U) la identidad:
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Naturalmente, un campo V' € X(M) se restringe de forma natural a un campo
V € X(U) para cada ab_ierto u 'de M . Asi las componentes intrinsecas V¢ que
aparecen en (14) son V* =V (u').

4.2.4. Corchete de Lie de dos campos tangentes

Si V,W € X(M), entonces el operador [V, W] definido por:
[V.W]:8(M) > f— [V.WI(f) = VIW(f)) = W(V([)) € F(M)

verifica las propiedades de la definicién 4.2.1, y define por tanto un campo
tangente en M, que se denomina corchete de Lie de V' y W.

Si (U, ) es una carta de M, y V7, W' son las componentes de V' W respec-
tivamente, se tiene:

[ & W' OV 0
oy Z (Z < ouJ oul )) ou’

i=1 \j=1

4.2.5. El algebra de Lie de los campos tangentes

La aplicacién corchete de Lie X(M) x X(M) > (V,W) — [V, V] € X(M)
verifica las siguientes propiedades YU, V,W € X(M), Vf € F(M)

1) Es R-bilineal, y [U, V] = —[V, U]

2) [U,[V.W]] + [V, W, U]] + W, [U,V]] =0 VU, V,W € X(M)

3) [fV. W] = fIV,W]-W(f)V

0 [V, W] = V(W + fIV. W]

Un R-espacio vectorial X, dotado de un operador corchete X x X > (V,W) —
[V,W] € X que verifique las propiedades 1) y 2), se denomina Algebra de Lie.

La propiedad 2) es conocida con el nombre de identidad de Jacobi.

4.2.6. Derivada de Lie

Un campo V € X(M) induce un operador Ly denominado derivada de Lie
que actua de la siguiente forma:

a) Sobre los campos: Ly : X(M) > W — [V, W] € X(M).

b) Sobre las funciones: Ly : (M) > f — V(f) € F(M)

y se verifican para todo f € F(M) y todo V,W € X(M) las propiedades:

1) Ly es R-lineal y Ly (fW) = Ly (f)W + fLy(W).

2) [Lv, Lw] = L[V,W] (donde [Lv, Lw] = LV o LW - LW o Lv)

4.2.7. Campos relacionados

Sea ¢ : M — ]\7:1 una aplicacién diferenciable entre variedades, y sean V' €
X(M), y Ve X(M). Se dice que V' y V estdn ¢-relacionados (y escribimos
@,V =V) si se verifica:

do(p)(V(p)) = V(¢(p)) Vp € M

Fijados ¢ : M — M diferenciable V € X(M), y V € X(M) son equivalentes las
afirmaciones:

(b) Vf € F(M) = V(fo¢) = V(f) oo, es decir, la conmutatividad del
primer diagrama implica la del segundo:
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M ¢ b, M ¢ B
NN
R = R
Demostracion. ~
(a)==>(b) Sea f = fo¢
V(N@@) = dfe@)(V(om) = df(é(p) o do(p)(V(p)) =
= d(fod)p)(V(p)) =dfp)(V(p) = (V(f))(p) VpE M

(b)==(a) Todas las igualdades anteriores escepto la indicada por =(*estdn
justificadas independientemente de la hipétesis (a). Nétese ahora que la hipétesis
(b) une la cabeza y la cola de la serpiente anterior por un =)

Ejemplo 4.1 Si M es variedad euclidea de R™, la aplicacion inclusion i : M —
R™ es diferenciable, y la condicion necesaria y suficiente para que una campo
V e X(M) esté i-relacionado con V€ X(R™) es que

Vip)=V(p)Vpe M

Nota 4.2 Si ¢ : M — M es una aplicacion diferenciable entre variedades,
y V € X(M), no siempre existe V€ X(M) tal que ¢,V =V, y si existe, no
tiene porqué ser unico. Sin embargo, cuando ¢ es dzfeomorﬁsmo entonces fijado
V € X(M) ewiste un tinico V € X(M), tal que ¢,V =V, y la aplicacion

6, X(M)>V — ¢,V =V € X(M)

resulta ser un isomorfismo R-lineal. Denotaremos ¢* = (¢,)~ 1.
Por otra parte, si ¢, y ¥ son difeomorfismos y existe la composicion 1 o ¢,
entonces se verifica:

(Yo@) =0 09", (Yod) =19, 00,

4.2.8. Corchete de Lie de campos relacionados

Sean V,W € X(M), V,W € X(M) campos ¢-relacionados, siendo ¢ : M -
M una aplicacién diferenciable. Entonces [V, W], estd ¢-relacionado con [V W
fog) =

Demostracién. Basta probar que si f € F(M), entonces [V, W](f
[V, W](f) o ¢, y esto se sigue de

es decir:
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intercambiando los papeles de V' y W se obtiene el diagrama conmutativo:

¢

WV (f)) WV (f))

R

y restando los dos tltimos diagramas se obtiene la igualdad pedida.
|

4.2.9. Campos de Vectores en el Producto .

Continuando con las notaciones dadas en la seccién 3.7, un campo V, en M,
(a = 1,2) se identifica con un campo en M que denotamos por el mismo nombre
V., mediante la sencilla férmula V,(z) = V,(z,) para todo x € M . Asi X(M,).
es subespacio vectorial del dlgebra de Lie X(M) de los campos de vectores de M.

En particular, si tenemos cartas (Uy,op = (ul,...,uM)) en cada M, , entonces

9 .90 9 9
Oul’ T oui dul’ 7 oul

forman una base local de campos, y V, se podrd escribir localmente en la
forma:

0

ou?,

Mg
_E i(,1 m
V:l_ Va(ua7‘-‘7uaa)
i=1

en particular se concluye que [V1,V2] =0,y [V,, W,] € X(M,) para .V,, W
o € X(M,)., y X(M,) es subdlgebra de Lie de X(M). Denotando por V =
WM, Vo)=VieVy , W= (W,Wy) = W; & W, los campos en X(M) correspon-
dientes se tiene: [V, W] = ([Vh, W1], [V, W3]) = [Vi, W1] & [Va, Wa)

4.3. SISTEMAS DINAMICOS

El objetivo es formalizar la reconversién de la teorfa de integracién de un
sistema de ecuaciones diferenciales auténomas de primer orden, al &mbito de las
variedades abstractas:

Dado un campo, las curvas cuya velocidad define en cada punto el vector del
campo son sus curvas integrales. La teorfa de existencia y unicidad de curvas
integrales maximales, y de flujos, se corresponde en su versién local con la teorfa
de integracién y dependencia diferenciable de las soluciones con las condiciones
iniciales. Mirado asi, un campo se denomina también Sistema Dindmico.

4.3.1. Curva integral de un campo tangente.

Una curva integral de un campo V € X(M), es una curva o : I — M
diferenciable que verifica la condicién:

o' (t) = V(a(t)) para todo t € T

si0 eI,y a(0) = p, se dice que « es una curva integral de V' por el punto
peM.
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Nota 4.3 = Supuesto que o : I — M es una curva integral de V- € X(M),
ysit:J>s—t(s) €I esun cambio de pardmetro, la curva & : J 3 s —
a(t(s)) € M, no es en general curva integral de V a no ser que dt/ds = 1,
(y esto sucede solo cuando t(s) = so + s). En efecto, se tiene

d_&
ds

_do
Todt

S

dt

—| = /()1 = V(a(t(s) = V(a(s))

t(s) s
= El conjunto de las curvas integrales de campos de vectores se denomina
Sistema dindmico

4.3.2. Curvas integrales de campos relacionados

Sea V € X(M), V € X(M) campos ¢-relacionados, siendo ¢ : M — M
una aplicacién diferenciable. Si v es curva integral de V' por p € M, entonces
a = ¢ o« es curva integral de V por p = ¢(p). -

Demostracién. &'(t) = (¢ o a)'(t) = do(a'(t)) = dp(V(a(t))) = V(s o
a(t)) =V(a(t)) =

Nota 4.4 En particular si

V:Z;V&Li

es la expresion analitica de un campo V' € X(M) respecto a una carta (U, p= (u*,. ..

, con o(U) = U ,entonces, el campo V € X(U) con identica expresion analiti-
ca.estd p-relacionado con V.

4.3.3. Teoremas de existencia en R™

La observacién anterior, prueba que el problema de existencia y unicidad
(local) de curvas integrales por un punto de un campo definido en una variedad
diferenciable, puede plantearse directamente en un abierto de R™.

Sea X € X(U) un campo de vectores definido sobre un abierto U de R™.

Tomando en R™ coordenadas (ul, ...,u™), si a(t) = (ul(t), ..., u™(t)), y X =
(X1 ..., X™) la condicién necesaria y suficiente para que « sea curva integral de
X es que las funciones u‘(t) verifiquen el sistema de ecuaciones diferenciales

la teorfa general de ecuaciones diferenciales asegura que para cada tg € Ry cada
up = (ud, ..., ul") € U:

1. existe una curva integral de X, a: I — U con tg € I, y a(tg) = u’. Por
otra parte si 8 : J — U verifica la misma condicién, entonces a = (§ en
InJ

2. existe I intervalo con ty € I, V, abierto, con u° € V y una funcién dife-
renciable
I xIxVa(ttu)—u(ttu) €U

de forma que Yu € U la curva I 3 ¢t — 9(t,¢,u) € U es curva integral de
X con ¢(t,t,u) = u.
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4.3.4. Existencia y unicidad de curvas integrales.

Sea V € X(M), y p € M. Existe entonces una curva integral « : I — M,
por p. Por otra parte, si 8 : J — M, es otra curva integral de V' por p, entonces
at)=Bt) Vte InJ.

Demostracién. Tomando (U, ¢) carta de M con p € U y usando la obser-
vacién 4.4 y el anterior epigrafe se deduce la existencia. La segunda parte se
demuestra probando que el conjunto

K={teInJ:alt)=pt)}

es abierto y cerrado. La condicién de ser abierto es también consecuencia de
la observacién 4.4 y el anterior epigrafe. La condicién de ser cerrado usa la
propiedad T de M, ya que:

El conjunto de puntos en donde coinciden dos aplicaciones continuas sobre
un espacio de Haussdorf, es cerrado.

Nota 4.5 De la misma forma se prueba que si o : I — M, 3 :J — M son
curvas integrales de V y a(to) = B(to) para algunty € INJ, entonces a(t) = B(t)
YtelInd.

La curva integral  : I — M de V por p se dice no maximal, si existe
B :J — M curva integral de V por p tal que I C J. Es fécil ya obtener el
siguiente resultado:

Teorema 4.6 Sea V € X(M), y p € M. Euxiste entonces una dnica curva
integral mazimal o, : I, — M, de V por p.

Demostracién. Sea Z(p) = {I intervalo de R: Existe a; : I — M curva
integral de V por p}, y sea I la unién de los intervalos de la familia. Se define
entonces la curva oy, : I, — M por la condicién

Vi e I, es ap(t) =ar(t)sit eI eI(p)

la definicién carece de ambigiiedad y define la curva integral maximal de V' por
p. W

4.3.5. Flujos locales

Proposicion 4.7 Sea V € X(M), y p € M. existe entonces un entorno abierto
U de p, un intervalo abierto , con 0 € J, y una funcion diferenciable ® : JXx
U —M de forma que para cada x € U, la curva

ap:J3t— P(t,x) e M (15)

es una curva integral de V. por x. Se llama a ® : Jx U —M flujo local de V
por p.

Demostracion. El resultado, cuando se toma M = U abierto de R™ es una
caso particular de 4.3.3, para typ = 0 tomando ® : I xV > (t,u) — ¥(¢,0,u) € U.

En el caso general basta tomar (U, ) carta de M con p € U y aplicar el
siguiente Lema m
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Lema 4.8 Sea V € X(M), V € X(M) campos ¢-relacionados, siendo ¢ : M —
M un difeomorfismo. Entonces, si ® : JX U —M es un flujo local de V' por
p € M, entonces

P JxdU) > (t,7)—¢ (B(t, ¢ (T))) € M
es un flujo local de V por p = ¢(p)

Teniendo en cuenta que ®(0,p) = p , por razones de continuidad, podemos
encontrar € > 0, Uy entorno de p, de forma que ®(I.x Uy) C U, y denotando
O, (x) = P(t, x) se tiene:{ Py }rer,

Corolario 4.9 Sea V € X(M), yp € M. existe (Uy,U,e,P) donde
Uy, yU son abiertosp e Uy CU, ye >0
O:I. xU— M es un flujo local de V' por p. y ®(I. x Upy) CU

Se denomina a (Up,U, e, P) caja de flujo de V por p, y a {Ps}ier. grupo
uniparamétrico local de V' en torno a p.

Nota 4.10 En las condiciones anteriores, denotando ®;(x) = ®(t,x) se obtiene
una familia {®4}er. que se denomina grupo uniparamétrico local de V' en torno
a p. Ndtese que para s,t € I, tales que s+t € I, , yx € Uy , por la observacion
4.8, est — az(t+s) = Piyq(x) curva integral de V , por ®s(z) igual que
t — B(t) = D40 Dy(x), por tanto

Dy 0 Py() = Pyps(x) Vo € Uy

Liamando ®,(Uy) = Uy se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
o
Z/[() d ut

Doy 8

utJrs
si s = —t se concluye que o ®_,(x) = x Yo € Uy, y por tanto Oy : Uy — Uy

es un difeomorfismo para cada t € I,

4.3.6. Campos completos.

Un campo V' € X(M) se dice completo si para cada p € M, la curva integral
maximal de V por p estd definida en todo R es decir: o, : [, = R —M.

Proposicién 4.11 Si V € X(M) y M es una variedad compacta, entonces V
es necesariamente completo.

Demostracién. Sea « : I = (a,b) — M curva integral de V. Probaremos
por ejemplo que si b < +00, entonces existe una curva integral de V, & : (a, b) —
Mconb<byal/(ab)=a.

En efecto, por ser M compacta, es posible encontrar una sucesién (t,) C I
con limt, = b,y p, = a(t,) = p € M. Si ®: I. x Uy — U es una caja de flujo
con p € Uy, tomemos N de forma que

b—ty <e, a(ty)= pny €Uy
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la curva o : I(tn) 2t — o(t) = apy(t —tn) = O(t — tny,pn) € M es curva
integral de V' que para valor ¢ = ¢ del pardmetro verifica o(tn) = a,y (0) =
pN = a(ty), asi a y o coinciden en la interseccién de sus dominios, y la curva

a(t):{ a(t)sit € (a,ty)

o(t)sitel.(tn)
es curva integral de V' definida en (a,tny +¢) 2 (a,b) que extiende a o m
Teorema 4.12 SiV € X(M) es un campo completo, entonces la aplicacion:
O :RxM> (t,x)— a,(t) e M
es diferenciable

Nota 4.13 Tenemos ast para un campo completo V' una enorme caja de flujo
(U, U,e,D) = (M, M, 00, P). que se denomina flujo global de V. FEste flujo
global, da lugar a un grupo uniparamétrico global {®;}icr.

La demostracién del teorema depende del siguiente

Lema 4.14 SiV e X(M) ,pe M ya : I — M es una curva integral por p,
entonces para cada t € I, existe ® : J x U —M flujo local de V conp € U, y
teld

Demostracion. Sea K = {t € I : 3 : J x U —M flujo local de V con
p €U, yt e J}, y demostremos que K = I. En efecto, K es evidentemente
abierto, y no vacfo. es mds, sit € K (¢ > 0), entonces [0,¢] C K. Probemos que
K es también cerrado (en I). Si b € I, estd en la adherencia de K, supongamos
por ejemplo b > 0, y demostremos que b € [ :

Sea (t,) C K una sucesién creciente lim ¢, = b. Si ¢(b) = P, entonces por
continuidad c(t,) = p, — P. Tomemos un flujo local (U, I.,®) por P, y sea
N>0talqueb—ty < e,y py €U. Como ty € K, podemos encontrar un
flujo local @ : J xU — M conp e U y ity € J = (a,a'). como o : [ — M,
ya,:J >t — ®p,t) € M, son curvas integrales de X por p , coinciden
en I N J. En particular es ®(p,tn) = a,(tn) = py € U. Por continuidad,

existe entorno U de p, de forma que @y, (?/Nl) C U. Para cada = € Z], sea
0p  I(tN) 2t = Qgp(g,n)(t —tn) = ©(t — tn, P(z,tn)) € M. Como 0,(In) =
O(z,tn) = az(tn) se concluye que 0, (t) = g (t) VE € I (tn)NJ y esto permite

definir sin ambigiiedad para (¢, z) € (a,tny + €)

= | P(t,x) = ag(t) sit € (atn)
(¢, ) = { D(t —ty, ®(z,tn)) = ax(g sitel(tn)

ast @ : J xU—M es flujo local con p € LN{, ybeJ= (a,ty+e). Asity+e € K,
y por como b <.ty + ¢, resultaque b € K. m

Demostracién. (del Teorema)

Nétese que fijado (,p) € R x M, si W : J xU —M es el flujo local de V' por
P, con t € J, entonces usando el teorema 4.6 se concluye que ® | J x U = V. m

4.3.7. Interpretacién dindmica de la derivada de Lie

Sean V,W € X(M), y sea ® : I. x Uy — U caja de flujo local para V. Si
denotamos para f € F(M) ®f(f) = f o §, entonces en Uy se verifica la férmula
i) = f

Ly (f) = V(f) = lim ==&
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Probaremos que también se tiene la férmula:

Ly (W) =[V,W] = lim oW =W

lim " (16)

donde hemos denotado para cada t € I. , por ®; al difeomeorfismo ®; : Uy >
x — ®(t,x) € Uy ,.y se entiende que P (W) significa exactamente O (W) :=
OF (W | Up) € X(Uo).

1) € X(Uo), entonces para cada p € Uy,
t(W(24(p))) € T,M, es una curva en el
(p), y ast la formula (16) significa que:

Nota 4.15 Llamando Wy := &5 (W | U
resulta que I. 3 t — Wy(p) = d®
espacio vectorial T,M, con Wo(p)=

% |

[Va W] (p) = Wt(p)’vp € Uy

t=0

Sl

Demostracién. Fijado p € Uy, y denotando p; = P;(p) se tiene para f €
F(M):

d(f o @ )(W(pt)) = W(f)(p))

d(I)_t(W(p;)) - W(p)] (f) _ ; _ A(t) —l—B(t)
en donde henos denotado:
AW = wo (L2221

W(f)(pe) = W(f)(p)
t

Claramente es lim;_,q B(t)= %‘t W(f)(pe) ={V(W(f)} (p). Probaremos que
lim, o A(t) = —{W{V(f)} (p). En efecto, la funcién ¥ : I, x Uy > (t,z) —
U (t,z) = Ui(x) = foDy(x) — f(x) € R es diferenciable, con ¥ (0,z) = 0 y para
cada t = 7 fijo se tiene

por lo que

tomando ahora,
g: I xUy > (t,z) = gi(x / o (st,x)ds € R

también es diferenciable y verifica:

o) = 5L 0,2) = V(1) (&), W(t,2) = te(o)

asi se tiene
fo®i—f Vi g
t t t gt

y por tanto, A(t) = =W (p:)(g—t), y im0 A(t) = =W (p)(90) = =W (p)(V(f)
| |
Una consecuencia de esto es
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Proposicién 4.16 Sean VW € X(M) campos completos y sean ®, ¥ : R x
M — M sus correspondientes flujos globales. Entonces [V,W] = 0 si y solo si
U,0P;, = P; 0V, para todo s,t € R.

Demostracién. Observese primero que si los flujos conmutan entonces

Dy (B, (5) = @4 (Vs (2)) = Vs (P4 () = Bo, () (5)

y por tanto ®, preserva las curvas integrales de W. Es facil concluir ahora que
se tiene la equivalencia

\Ilso@t:q)to\IISVS,t<:>(@t)*W:WVt

Supongamos primero que los flujos conmutan, entonces para cada p Wy(p) =
(P_t), (W(P¢(p))) = W(p) es constante y

d
0= i . Wi(p) = [V, W]‘p

Reciprocamente [V, W] = 0 probaremos que para cada p es Wi(p) = W(p)
constante, asf resulta que (®;), W(p) = W (D4(p)) y por tanto (o) W =W

Vt.
Y W;(p) es constante porque para cada tg llamando (®;, )" W = W, &, (p) =

p
% t=to W) = % t=0 (Ret,)" W (s, ()
d L~ N
= | @@ @)= VW] =0

ya que como (®_; ), V =V se tiene [V, ﬁ//}

= (@), [V,W],=0. m

p

4.4. DISTRIBUCIONES.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m, y sea n un entero tal que
1<n<m.

4.4.1. Definiciones.

Una distribucién D de dimensién n en M ,consiste en una eleccton de un
subespacio n-dimensional D, de T,M, para cada p € M. Se dice que D es
diferenciable en torno a p, si existe U entorno abierto de p en M, y campos
Vi,...,V, en U que generan D en cada punto de U, es decir

D, = Span{V; (z),...,V, ()} Ve el

La distribucién se dice diferenciable, si es diferenciable en torno a cada punto
de M. En adelante solo se consideraremos distribuciones diferenciables. Una dis-
tribucién D en M, induce de manera obvia una distribucién sobre cada abierto
U de M, que por abuso denotamos por el mismo nombre D.

Un campo V en (un abierto de) M se dice pertenece a D, si V (p) € D, para
todo p.

La distribucién D se dice involutiva si [V, W] € D, cada vez que V,W € D.
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Sea N variedad conexa. Una inmersion ¢ : N — M se llama integral de
la distribucion D, si do (q) (TyN) = Dy(q) para todo ¢ € N. Si ademds ¢ es
incrustamiento, se llama integral reqular.

Una variedad conexa N C M, se llama variedad integral de la distribucion
D si la inclusién ¢ : N < M es una integral de D. Si Ademds N es subvariedad
de M, se llama variedad integral reqular. Notese que si ¢ : N — M es integral
regular de D entonces ¢ (V) es una variedad integral regular. En todo caso, una
integral de D es en un entorno de cada punto una integral regular. Es decir

Lema 4.17 Si ¢ : N — M es una integral de D entonces por cada q € N,
existe N entorno abierto de q de forma que ¢ : N — M es integral reqular.

Sea (U, = (u',...,u™)) una carta de M. Se dice adaptada a D, si ¢ (U) =
(—¢,e)™y las subvariedades en U definidas por las ecuaciones

um™T =cte, 1 <i<n-—-m

son variedades integrales de D (llamadas hojas integrales de U ). Si ademds
@ (p) = 0 se dice por p.

Lema 4.18 Sea (U,cp = (ul, . ,um)) una carta de M y D una distribucion
generada en U por los campos Vi, ..., V,. Entonces (U, ) estd adaptada a D
siysolosiV;(u"t")=0,1<j<n,1<r<m-—n.

Por otra parte st N es una vartedad integral de D contenida en U, entonces
N estd contenida en alguna de las hojas de U

Demostracién. La primera afirmacién es elemental. Respecto a la segunda
afirmacion, nétese que si w: U —R™ ™" es la proyeccién de U sobre las tltimas
m — n coordenadas, entonces los vectores de D se anulan por dm, y por tanto
dr (§) = 0 para todo & € T'N. Asi que por ser N conexa y d(m|y) = 0 es
m: N — R™™™ constante (ver ejercicio 3.35 en pag 33), y N estd en una hoja
deld. m

El siguiente resultado es también elemental:

Proposicién 4.19 Sea D una distribucion con dimension n en la variedad M .
Si por cada punto de M pasa una variedad integral de D entonces D es involu-
tiva.

4.4.2. Teorema de Frobenius.

Este teorema establece entre otras cosas el resultado reciproco de la propo-
sicién anterior. En lo que sigue se supondréd que la dimensién de M es m > 2

Teorema 4.20 Sea D una distribucion n-dimensional involutiva en M. Sea p €
M. Eziste entonces una carta (U, p) adaptada a D por p. Ademds si ¢ : N — M
es una integral de D con ¢ (N) CU entonces ¢ (N) estd contenida en alguna de
las hojas de U.

La demostracién se hace por induccién sobre la dimensién n de la distribu-
cién. Para n = 1, la demostracién viene dada por el siguiente

Lema 4.21 Sea V un campo en M y V (p) # 0. Existe entonces un sistema
de coordenadas (U, = (u',...,u™)) con ¢ (U) = (—¢,e)" centrado en p de
forma que V = 0/0ut.
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Demostracién. Sea N una hipersuperficie que contiene a p, transversal
aV (ie V(z) ¢ T,N Vz € N) supongase x = (z?,...,2™) un sistema de
coordenadas globales N y z* (p) = 0, 2 < i < m. Considerese la aplicacién
o (t,x) =y (t) = P (t,x)

¢:I. xN—->M
siendo @ (¢, z) el flujo de V. Como ¢ : {0} x N — N C M es la identidad
se concluye que do (z)| : T(gz) (Ie x N) ~ {0} x T,N — TN C T, M es la
identidad. Ademds

0 d

d¢ () <8t> T

y se concluye que dé (z) : T(g,z) (e X N) — T, M es no singular.Asf para ¢

suficientemente pequeno ¢ es difeomorfismo sobre su imagen U abierto de M

que contiene a N en su interior. Tomando para cada = € U, u' (z) = pri¢p~* (z),

u' (z) = 2' (pra (x)) 2 < i < m se concluye que (u',...,u™) es un sistema de
coordenadas en U con V = 9/0ut. m

Supdngase el teorema cierto para n — 1, y demostrémoslo para n < m.

Como D es diferenciable existen campos X7i,... X, que generan D en un
entorno de p, y por el lema, es posible tomar un sistema de coordenadas x =
(:El, . ,xm) en centrado en p de forma que X; = 9/dz".

Sean V; = X;— X;(2') (i = 2,...,n en el resto de la demostracién). Entonces
los campos X1, V5 ...V, generan D en dicho entorno. Sea N la subvariedad de
ecuacién ! =0, y sea W; = Vil y que son tangentes a N ya que V; (ml) =0,y
los (W;) generan una distribucién n— 1 dimensional Dy en N que es involutiva,
ya que para cada ¢ € N (usando que D es involutiva)

Vi, Vil (@) = ci; X1 (@) + Y Vi (@)

(Wi, W;] = [V, Vj]|y es tangente a N, es c}le (@) =0,y W;,W;](q) =

[Via V‘] = ZcflfjWk (Q)
Aplicando la hipétesis de induccidn, existe un sistema de coordenadas ¢ =
(v2, .. 7vm) en N adaptado a Dy por p de forma que las variedades

b (t,x)=V(z)¢ T, N
t=0

(v”"'r:cte,lgrgm—n)

son integrales de Dy. Por el lema 4.18 tenemos W; (v 1) = 0
Probaremos que el sistema de coordenadas ¢ = (u',...,u™) definido por
ut = 2!, v’ = v* o, define una carta adaptada a p por D. Para esto, por el

lema 4.18 es suficiente demostrar que
Xi () =0y V; (u")=0,1<r<m-n
pero X; (u™*") = Qu™t" /0xt = OumT" /Oul = 0 ya que

0 0
X1= 50 = dut

Ademiss, como ui|N =iy W, = Vil y es tangente a N
Vi (un—l—r)

= Wi () =0

Asi pues, fijado ug = (u%, e ,u{J") las funciones

7 () = Vi (0" (", o)

K2
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verifican F} (0) = 0 y ademds

dFT
o = X1 (Vi (u"))
va que V; (X1 (u™t7)) = V; (u™" /ou') = 0, pero la involutividad de D implica
que existen funciones Cjj, tales que

|(u1,u0) = [Xl"/Z} (un+7))|(u1,uo)

(X1, Vi] =Ca X1 + Z Cir Vi
k=2

en particular, para cada r fijo, si cix (u') = Cyi, (u*,ug) se tiene por ser X1 (u"") =

0
dFr &
duzl - Z cinFy,
k=1
que satisface para y; = F el sistema lineal de ecuaciones diferenciales
dyi S
7= Z CikYk
du Pt
con una tunica solucién para cada valor predeterminado de las y; (0). Como

F7 (0) =0, se concluye que F = 0.
El resto es inmediato a partir del lema 4.18.

Proposicién 4.22 Sea N una variedad integral de D, p € N, y (Z/{, p= (ul, . u"‘))
cara adaptada por p. Entonces NNU es un abierto N y de la componente conezxa
Ny de N NU que contien a p, es un abierto de la hoja Sy.

Demostracién. Como ¢ : N — M es continua N NU =1~ (U) es abierto
de N y por tanto variedad diferenciable n—dimensional lo mismo que Ny que
sigue siendo variedad integral conexa incluida en Y. Por tanto por el lema 4.18,
estd contenida en una hoja, que no puede ser otra que la Sy en donde esta el
punto p. m

Corolario 4.23 Si N y P son dos variedades integrales entonces N N P es un
abierto de N y de P.

El corolario anterior sirve en particular para demostrar el siguiente resultado
relativo a la unicidad de soluciones:

Corolario 4.24 Sea D una distribucion n-dimensional involutiva en M. Sea
p € M. Eziste entonces una tinica variedad integral N de D que contiene al
punto p y que es maximal en el sentido de que cualquier otra variedad integral
que corte a N, estd necesariamente contenida en N.

Demostracion. Basta tomar N = | J{N, : N, es variedad integral p € N, }
|

Naturalmente no toda variedad integral de D es subvariedad regular de M,
sin embargo mantiene la propiedad caracteristica de las subvariedades dada en
la proposicién 3.44:

Proposicién 4.25 si N es una variedad integral de una distribucion D en M,
entonces F' : P — M wuna aplicacion diferenciable entre variedades y N contiene
a F (P). Entonces F : P — N es aplicacion diferenciable.
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Demostracion. Fijado p € P, sea (U, p= (ul7 e um)) una carta adaptada
a D por F (p). Sea Py la componente conexa de F~! () que contiene al punto
g,y Np la componente conexa de NNU que contiene a F (p). Entonces F' (FPy) C
Ny C Sg y Ny es ya subvariedad regular de M. Apliquese ahora la proposicién
3.44. m

4.4.3. Versién clasica.

Considérese en R3 las coordenadas (z,y,u). Una distribucién bidimensional
D en R3 viene determinada por las funciones

p=p(x,y,u)
q= q(w,y7u) (17)

de forma que D estd generado por los campos

X =0/0z + pd/ou
Y =0/0y + q0/0u

con este esquema se pueden describir todas las distribuciones D que no contie-
nen planos verticales. Por este motivo una variedad integral N puede escribirse
(localmente) como el grafo de una funcién u = u(zx,y) y su plano tangente en
(z,y,u(z,y)) estd generado por

U = 0/0x+ (0u/0x) 0/0u
V =9/0y + (0u/dy) 0/0u

La condicién span(X,Y) =span(U, V') se escribe

3u/8:c|(x7y) =P ($7yau(zay))

du/dyl (., = (@, y,u(z,y)) (18)

Asf pues, dadas las funciones (17) se plantea encontrar una funcién u =
u(z,y) tal que verifique (18). La condicién de integrabilidad [X,Y] € D es
entonces equivalente a la igualdad

dp op  0q

b go- = Fp

%
dy Y90 ~ o

ou

que expresa una condicién para que las soluciones u = u (z,y) del sistema de
ecuaciones en derivadas parciales (18) verifiquen la regla de Swartz

Pu  O%u
0xdy  Oyox

El teorema de Frobenius garantiza que esta condicién es también suficiente
para la existencia de soluciones, es decir:

Fijado zo = (20, Yo, uo) existe una (localmente unica) funcion u,, = u., (z,y)
solucién de la EDP (18) tal que ug = u (o, yo) v la funcién ¢ = ¢ (z,y, o, yo, o) =
Uz, (z,y) es tambien diferenciable

Ejercicio 4.26 Completar los detalles del enunciado y demostracion (usan-
do el teorema 4.20) de la version clasica general que se obtiene tomando en
R™ = R"™ x R? coordenadas (z,u) = (a:i,u"‘) y las funciones pf = p¥ (z,u), que
determinan la EDP

ou® o
8xi =D (ZL',U)
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Indicacion.
Apliquese el teorema 4.20 a la distribucion generada por los campos

) P )
Xi= g T LM @05

a=1

5. CALCULO TENSORIAL.

En esta seccién se introduce el cédlculo tensorial en variedades comenzan-
do con los tensores covariantes. Esto permite entre otras cosas establecer los
cimientos para presentar en capitulos siguientes el cédlculo exterior de formas
diferenciales. Se hace estudio especial de las formas lineales y las bilineales,
deteniendose brevemente en las variedades dotadas de estructura Riemanniana.

Se pasa luego al estudio de tensores generales incluyendo las derivaciones
tensoriales de Lie y la derivacién general covariante inducida por una conexién
lineal. Se construyen los tensores de torsién y curvatura de una conexion lineal
y se estudian en particular los tensores clasicos de curvatura de la conexién de
Levi_ Civita en una variedad riemanniana.

5.1. PARALELIZACIONES

Una paralelizacion de un abierto U una variedad M, es un sistema de campos
(Er,...,Ey) C X(U), con la propiedad de que paracadap € U, (E1(p), - .., Em(p))
sea base de T, M. Si U admite una paralelizacién, se dice que es paralelizable.

Nota 5.1 w Si(U, o= (ul,...u™)) es una carta de M entonces (8/0u’,...,d/0u™)
es una paralelizacion en U, ast pues una variedad es localmente paraleli-
zable.

n Sild es un abierto paralelizable de la variedad M, entonces U no tiene por-
qué ser dominio de una carta. De hecho, S' es paralelizable, y sin embargo
por ser un espacio compacto, no admite una carta global.

= Curiosamente, el hecho de que una variedad sea o no paralelizable, depen-
de mds de su topologta, que de la estructura diferenciable. Hay condiciones
topoldgicas (no orientabilidad, caracteristica de Euler no nula ...) que ga-
rantizan que una variedad M no es paralelizable, y otras ( conexion simple,
contractibilidad ...) que garantizan todo lo contrario.

5.1.1. Paralelizaciones y bases de X(M)

Probaremos que son equivalentes la afirmacién de que una variedad M sea
paralelizable, y la de que X(M) sea F(M)-médulo libre. La razén de esto, es
que es lo mismo una paralelizaciéon de M que una base para el F(M)-médulo
X(M). En efecto, si (En,...,Ey) C X(M) es una paralelizacién de M entonces
dado V' € X(M), para cada p € M existen unos niimeros tnicos, digamos f;(p)
tales que V(p) = > fi(p)Ei(p), ya que (Ei1(p),..., Em(p)) es base de T, M.
Tenemos que demostrar que las funciones f; : M — R son diferenciables. Para
ello probaremos que lo son en el dominio de cualquier carta (Z/{ L= (ul, . um))
En efecto, tenemos,E; = 3 ¢,;0/du’, donde ((éij) es una matriz cuadrada con

entradas diferenciables y con det ((bij) # 0 en cada punto. Por tanto admite
-1

funcién inversa (¢;;) ~ = (¢;;) que también tiene entradas diferenciables y se
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vericfica 9/0u’/ = Y 4;;E;, como V = Y V70/du/, con V;° diferenciables, se
concluye que V =), (ZJ Vf%j) i, v por la unicidad de las funciones f; se

concluye que f; =" j Vj‘pwij que son por tanto diferenciables en U.
Reciprocamente, supongase que (Ei,...,FE,) es base de X(M) siendo M

variedad de dimensién m. Fijado p € M, es claro que (Ey(p),. .., E-(p)) consti-

tuyen un sistema generador, ya que fijado & € T,M, podemos tomar V € X(M)

conVip)=¢& yasi & =V(p) = filp)Ei(p) si V = > fiE;. de esta forma,

necesariamente es r > m. Si r = m, hemos terminado (pueb (E1 (»),..., E.(p))
serfa base de T, M), si r > m, podemos extraer de (E1(p), ..., Eq(p)) m vectores
linealmente mdependlentes pongamos por ejemplo (E7(p ) , B (p)). Es facil
ver (tomando una carta) que por razones de continuidad (El, ..., B, constitu-

yen una paralelizacién de un cierto abierto & de M que contiene a p, de forma
que podemos escribir E,,1 = > 1" fiE; , fi € F(U). Tomando finalmente una
funcién meseta p en torno a p con soporte contenido en U, entonces pu’ € F(M)
(ver observacién ??) y pEmi1 — > (1fi) E; = 0 como g no es identicamente
nulo, se contradice la F(M)-independencia lineal de (Ey, ..., E,).

5.2. FORMAS MULTILINEALES.

En lo que sigue X es un mdédulo sobre un anillo § ,y M serd una varie-
dad diferenciable La teoria de tensores que vamos a establecer aqui se aplicard
fundamentalmente a tres ejemplos de §- mdédulos

a) X =X(M), § =3(M)

b) X = X(U), § = F(U) donde U es un abierto paralelizable de M (por
ejemplo, dominio de una carta)

c) X =T,M espacio tangente a M en un puntop € M,y § =R.

Escribimos X" para denotar el producto cartesiano X" = X x...x X (r veces)

Al F-médulo L (X) se denomina médulo dual de X, y se denota por X*.

Una forma multilineal o tensor (covariante) de érden r es una aplicacién
A : X" — § que es §-lineal respecto a cada componente, es decir, para cada
i=1,...,r,cada (V4,...,V,) € X" cada W; € X, y cada f,g € § se tiene:

A(..,fVi+gW,,..)=FfA(..,Vi,..)+gA(..., W;,...)

El conjunto L"(X) de todos los tensores de érden r constituyen un F-médulo
si se define para BEL"(X), (fA+¢gB) (V1,..., V) = fA(V1, ..., V) +¢B(V1,..., V})
Convenimos en escribir L°(X) = § y

L"(M)=L"(%(M)),para r > 0

Usando la técnica de las funciones meseta, probaremos el siguiente resultado:

5.2.1. Localizacién.

Si A e £'(M), (Vi,...,V.) €e X(M)", (r > 1) p € M, y para cierto i =
1,...,7 es Vi(p) = 0, entonces

AVi,....V)(p) =0

En particular el valor de A(Vy,...,V;.)(p) solo depende de los valores V;(p) de
los campos V; en el punto p.
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Demostracién: Sea (U, p = (u',...,u™)) una carta de M, con p € U, en
donde Vj se escribe:

m

d
Vi= ZAJ-% con A; € FU)

Jj=1

tomemos p € F(M) una funcién meseta con u(p) = 1, y sop(u) C U. Las
funciones pA; pertenecen a (M), y los campos U; = p0/0u’ estén en X(M)

m

PV = (uhy)U; € X(M)

j=1
y se tiene: p?A(...,Vi,...) = A(..,p2V;,...) =
:A(,Z(MAJ)U],) = ZMA] (,U],)
4 =

j=1

particularizando esto en el punto p, como Aj;(p) = 0 (ya que V(p) = 0), y
w(p) =1 queda A(...,V;,...)=0.

Para ver que el valor de A(Vy,...,V,)(p) solo depende de los valores V;(p)
de los campos V; en el punto p, sean V; € X(M) tales que V;(p) = V;(p) para
i=1,...,r. Pongamos para simplificar r = 3. Se tiene:

A—(‘_/lv ‘_/2a ‘_/3) - A(‘/l) V27 ‘/3) =

= A(vvl - Vl,V2, ‘725) + A(‘/la ‘72 - ‘/27 ‘7:5) + A(Vla ‘/2,‘73 - VS)

El segundo miembro evaluado en p es naturalmente nulo. m
El teorema anterior tiene dos importantes consecuencias ya inmediatas:

Corolario 5.2 Cada tensor A € £ (M) asigna a cadap € M un tensor A(p) €
L™(T,M) por la condicidn:

Ap)(&rs---1 &) = A(Vh, .., Vi)(p) con Vi(p) =&,
y la asignacion £ (M) > A — A(p) € L"(T,M) es R—lineal.

Corolario 5.3 Dada A € £ (M) y U abierto de M, existe una tnico tensor
Ay € £7(M) verificando la propiedad para todo Vi,...,V, € X(M)

AWV U,....Vo |U)=AV,..., V) | U
denotaremos usualmente por el mismo nombre a las tensores A y Ay.

Nota 5.4 Un tensor A € £"(M) puede definirse también, como un operador
que asigna a cada p € M un tensor A(p) € L™(T,M) verificando la siguiente
condicion de diferenciabilidad:

Para cada U abierto de M, y campos (V1,..., V) € X(U), la funcion:

AVi,....V.): M >p— Alp)(Vi(p),..., Ve(p) €R

es diferenciable. Naturalmente, es suficiente comprobar la condicion solo para
abiertos U de M que son dominios de cartas.
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5.3. FORMAS LINEALES.

Los elementos de X* son 1-formas y se denominan formas lineales. Escribimos

X*(M) en lugar de X(M)* = £1(M)
5.3.1. Diferencial de una funcién real.
Si f € (M), se define df € X* por la condicién
df (V) = V(f) para todo V € X(M)
Nétese que para p € M se verifica (df)(p) = df (p) : T,M — R

5.3.2. Base dual

Supongamos que X admite una base (F1, ..., Fy,) . Una forma lineal a € X*
queda univocamente determinada por sus valores o; = «(F;). En particular
denotando por €* € X* la 1-forma tal que

; 1,sii=j
g(Ej):‘s”:{ 0,siij

se concluye que (¢, ...,e™) es una base de X* y se denomina dual de (E1, ..., E,,)
. Para cada ¢ € X*, y X € X se tienen las identidades:

X = Zei(X)Ei, a= Za(Ei)ei

Si (U, = (ut,...,u™)) es una carta de M, podemos tomar E; = 9/0u’

1
.como base de X (U) y
(0 oul
d J - - = = 62
v <8u1) ou? ’

(du',...,du™) es base dual de ( o ... 9 )

oul’  ’oum

se por tanto

Nétese que si f € F(M) se tiene la identidad:

df = g{i du’

5.3.3. Pullback

Sea ¢ : M — M aplicacién diferenciable entre variedades, y sea & € X*(M).
Definimos el pullback de &, como el operador ¢*@& que hace corresponder: a
cadap e M, la1l— forma (gb*c_x)p en T, M definida por:

(@), (&) = ap(do(p)(§) V& € T,M

Para todo &, B € X*(M) y todo f, g € (M) se verifica (punto a punto la
identidad:

¢"(fa+gB) = (¢°f) (¢"a) + (¢"9) (¢6°B)
en donde se ha denotado ¢* f = f o ¢ que es el pullback de la funcién f



5 CALCULO TENSORIAL. 63

Para comprobar que @*64 define una 1 — forma en M, es suficiente demos-
trarlo para el caso @ =df con f € § (M), ya que localmente en las coordenadas
@ = (41,...,u™) de una carta (U, ), se escribe:

a=) mdi'y¢'a=) (¢"a;) (¢ du’) (19)

y por tanto ¢*& definirfa una 1 — forma (diferenciable) en el dominio . Se
tiene en estas condiciones el siguiente:

Lema 5.5 Si¢: M — M aplicacion diferenciable entre variedades, y f € §(M)
entonces:

¢"(df) = d(¢"f)

en particular ¢*(df) € X*(M).

Nota 5.6 Continuando entonces con la expresion local de ¢* & iniciada en (19)

si_suponemos ahora que (U, = (u',...,u™)) es una carta en M con ¢pU) C
Uya' = ¢, (ul,...,u™) son las ecuaciones de ¢, siendo ¢, = ¢*u' se concluye
que para

a= E a;(at,...,a™)da’
la expresion analitica de su pullback se obtiene haciendo en la expresion de &
sustitucion formal de u; por ¢;(u,...,u™), es decir

o= ai(gy(u,... u"), .. b (ul, . u™))dg,

Nota 5.7 Naturalmente, si ¢ : M — M, y i : M — N son funciones diferen-
ciables entre variedades, entonces:

(Yog) =¢" o™ : X"(N) — X" (M)

5.4. FORMAS BILINEALES.

El §-médulo L?(X) es el médulo de las formas bilineales de X,. que se denota
por £2(M), cuando X = X(M).

5.4.1. Producto tensorial de formas lineales

Si a, B € X*, se llama producto tensorial de o, y 3 a la forma bilineal

a®B:XxX35V,W - a(V)3(W) €§

Es obvio que la aplicacién X* x X* 3 (o, 8) — a ® B €£(X) es §-bilineal.
5.4.2. Expresiéon analitica de una forma bilineal

Si (Ey,...,Ep) es base de X,y (e},...,e™) es su base dual entonces

{e'®el 1i,j=1,...m}
constituye una base de L?(X) . De hecho, si B € L?(X) se tiene la identidad:
B =) B(E;, E))(c'®e)

a los elementos b;; = B(E;, E}) se denominan componentes de la forma bilineal
B respecto a la base (Eq,..., Ep).
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Supéngase (B, ..., E,,). se tiene que

pun - Pim
(Er,...,En)=(F1,...,Epn) | :
Pm1 - Pmm
con p;; = €'(E;) entonces, si (Z1,...,&m,) es la base dual se tiene

gl = Zei(Ek)Ej = Zpik?k
en particular, si b;; = B(E;, E;) se tiene:
B= Z%‘Ei@Ej = Zpikbijpjh?k®?h = Zl;khék®§h
de donde se tiene la igualdad:
(biz) = (pis)" (big) (pis)

Si (U, = (u',...,u™)) es una carta de M, podemos tomar E; = 9/0u’
.como base de X (U) y &' = du’ de forma que podemos escribir:

donde las componentes b;; = B(9/du’,d/0u’) son funciones diferenciables en

U, asf si (U, p=(u",...,u™)) es otra carta se verifica la identidad:
= ou’ du?
bun = i r g

5.4.3. Pullback.

Sea¢p: M — M aplicacién diferenciable entre variedades, y sea B ¢ £2(M).
Definimos el pullback de B, como el operador ¢*B que hace corresponder: a
cadap € M, la 2 — forma (¢*B)p en T,M definida por:

(¢"B), (&) = Bp(dé(p)(&), dé(p)(n)) V&, n € T, M

Para todo A, B € £2(M) y todo f, g € F(M) se verifica (punto a punto) la

identidad: o ~ ~ ~
¢"(fA+gB) = (¢"[) (6"A) +(¢"9) (¢"B)
Por otra parte, si &, B € X*(M) se verifica:
¢ (@®pB)=(s"a)@(¢°P)

Fijados (U, ¢ = (u',...,u™)) es una carta de M y carta (U, p=(ti1,...,a™))
de M,con ¢(U) C U, si
entonces

¢ B=> ¢"bij(¢"du' @ du’) = (bij 0 ¢)dd;@dg;

siendo ¢; = (;S*ﬁi =a'od las componentes de la expresion analitica de ¢. En
consecuencia ¢*B €£?(M) si B € £2(M).
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5.4.4. Meétricas riemannianas.

Una métrica (6 estructura) Riemanniana sobre una variedad diferenciable
M, es una forma bilineal g € £2(M) que verifica la siguiente propiedad:

Para cada p € M , la forma bilineal g, € L?*(T,M) define en T,M un
producto escalar euclideo

Es decir: g(V,W) =g(W, V) yg(V,V) > 0 para todo V, W € X(M), ademds,

gV,V)(p)=0=V(p)=0

Se dice entonces que (M, g) es una variedad Riemanniana. Cuando en una
variedad M se supone prefijada una estructura Riemanniana g, diremos que M
es riemanniana y se denota genericamente por (V, W) = g(V, W) al producto
escalar de los campos V,W € X(M). Andlogamente si £,n € T,,(M) escribimos
(€,m) en lugar de g, (&, n). Observese que con esta notacién se tiene la identidad:

(V,W) (p) = (V(p), W(p))

Por ejemplo R" tiene una estructura canénica de variedad Riemanniana, si
se define para £, € T,R™ el producto escalar canénico:

<€a77> =< gaﬁ>: kank con E: (é.l’"'vgn)’ ﬁ: (7717--~77n) eR”
k=1

tomando en R" la carta identidad (x!,...2") esta métrica Riemanniana canéni-
ca se escribe:
de' @ da' + -+ da" @ da™

Nota 5.8 FEs facil probar usando las particiones diferenciables de la unidad,
que cualquier variedad abstracta admite al menos una estructura riemanniana,
pero no existe a priori ninguna especialmentre privilegiada. Sin embargo, no es
este el caso de las variedades euclideas.

5.4.5. Estructura riemanniana candénica de una variedad euclidea

Una variedad euclidea M hereda una métrica Riemanniana canénica g del
espacio R™ en el que estd sumergida. En efecto, para cada p € M , y vectores
&,m € T,(M) se define

g(&mn) =(&mn)

siendo (€,n) el producto escalar candnico de los vectores {,n € T,R". Esto
equivale a decir que g =i},g, siendo g la métrica Riemanniana canénica de R",
y iy 0 M — R™ la inclusién candnica.
Si P :U —U es una parametrizacion de M,y (U, p= P~ '=(u',...u™)) es la
correspondiente carta se tiene:
J ozk 0
out p Qut dzk

siendo 7 = x7 o P de manera que

< 0 0 ) oxk OzF
gij = 8 =

Nota 5.9 En general, una subvariedad M de una variedad riemanniana (M, g)
(SN

hereda de M una estructura riemanniana candnica g =i3,8, con iy : M — M
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5.5. APLICACIONES MULTILINEALES Y TENSORES.
5.5.1. Reflexividad.

Recuerdese que X es un médulo sobre un anillo §, y X* denota al médulo
dual. Existe un monomorfismo canénico de X en X** definido por:

X(a)=a(X) VX € X, Va € X*

Se supondra que X es un espacio reflexivo en el sentido de que el monomorfismo
anterior sera por hipétesis isomorfismo. De hecho identificaremos de ésta forma
canénica X y X**

M denotara una variedad diferenciable con dimensién n > 1, siendo X(M) el
dlgebra de Lie de los campos de vectores sobre M que es un médulo sobre el
anillo de funciones F(M) de M.

Ejercicio 5.10 Demostrar que todo mddulo libre es reflexivo. Probar que X (M)
es reflexivo.

Sea Hle X; el producto cartesiano de los §-mdédulos X4, ..., Xg. Cuando
X;=Xparai=1--- =k se denota
k k
[Ix=]]x
i=1 1

5.5.2. Definiciones.

a) Una aplicacion A : [[;_; ¥; — X se dice multilineal, si es F-lineal res-
pecto a cada componente. Denotamos por S(Hf:1 X;, X) al F-médulo de dichas
aplicaciones.

b) Para s > 0 los elementos del F-médulo:

1) = «([[%.8)
1

se denominan tensores de X covariantes de orden s.
Por convenio: T(X) = §
¢) Para r > 0 los elementos del F-mdédulo:

@) = o[ 2.9)

se denominan tensores de X contravariantes de orden s.
d) Parar >0y s > 0, los elementos del §-mdédulo:

T7 (%) = ;:(f[ x* x ﬁx,g)

se denominan tensores de X covariantes de orden s y contravariantes de orden
r.
Por convenio: T9(X) = §

e) Un tensor de T7 (X(M)) se denomina campo tensorial de M covariante de
orden s y contravariante de orden r. Denotamos:

(M) =T (X(M))
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Ejercicio 5.11 Demostrar que fijado U abierto de M y un campo tensorial
A € T5(M), existe un unico campo tensorial restriccion a U, A | U € TE(U)
verificando:

Alat, ... a" Xy,...,X,) | U=

— (A|U)@" | U.....a" | U, X1 | U,..., X, | U)

5.5.3. Identificaciones candnicas.

1) TY(X) =3, y TY(X) = X*, por definicién.
2) Tg(X) = X, ya que X = X**.
3) T}(X) es canénicamente isomorfo a £(T]] X, X).
En particular, T (%) = £(X, X)

Ejercicio 5.12 Probar que TS\ | (X) isomorfo a £(]]; X, X*).

5.5.4. Contracciones.

Supongase ahora que X es médulo libre, o si se quiere, espacio vectorial sobre
R Un tensor A € T} (X) = £(X,X) es un edomorfismo A : X — X y cuya traza
(que es independiente de su representacién matricial) se denomina Contraccion
de A. y escribimos:
traza(A) = €(A) = €1 (A)
La aplicacién €} : T1H(X) — § es F-lineal.

Mas general: Dado un tensor A € T7(X) con r > 0y s > 0, fijados enteros

i,jeconl <i<ryl<j<ssedefine para (a!,...,a" 1 Xy,..., X, 1) €

;_1 X* x i_l X , el tensor A;(al, oo™ H XG0 X ) € TH(X) definido
por:

X'xX 2 (0, X)— Al .., a a, o a" T X, X, X, X)) €T
y asf la aplicacion A’ : T < [ & - THE) es F-multilineal. Se define:
Ci(A) = Cio Aj € T)7)(X)

La aplicacién: € : T (X) — T5~1(X) es F-lineal, y se denomina Operador de
Contraccion en los indices i y j.

Ejercicio 5.13 Probar que si A € T;(M), el operador €(A) estd bien definido
por la condicion (€5(A)) | U = C4(A | U) para todo abierto U paralelizable de
M.

5.6. PRODUCTO TENSORIAL.

Se define el producto tensorial de los tensores A € T (X) y B € T}(X) como
la aplicacion A® B : [[}77 2* x [[79 % — § definida por:

(A@B)(Oél,...7Olr,,61,...7ﬂp,X17...,Xs,}/i,...7yq) =

= A(ah, ..., 0" Xy, X).B(B, ..., B Y1,...,Y,)

En estas condiciones se tiene el siguiente:
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5.6.1. Teorema

A® B e Tf_ﬁg(%). Por otra parte, la aplicacién

®:T7(X) x TP(X) 2 (A, B) — A® B € TL 1P (X)
es §-bilineal, y verifica la propiedad asociativa, es decir:
(AB)@C=A® (B ()

para cualesquiera tres tensores A, B,y C.

5.6.2. Observaciones.

Es facil encontrar un ejemplo para comprobar que el producto tensorial no
verifica la propiedad conmutativa. (Considérese el producto tensorial de dos
formas lineales).

Sin embargo aplicando literalmente la definicién anterior, se observa que por
ejemplo el producto X ® a = a® X cuando X € X y o € X*.

Analicemos como se comportan las contracciones respecto al producto ten-
sorial:

5.6.3. Teorema.

Si(at,...,0% X1,...,X,) € [[] X* x [[] X, entonces fijados enteros 4, j con
1<i<ryl<j < s se tiene:

X1 ®X,®a'® -®a’)=

X)X ® X1 0X11®..0X,)Rd ® - ®@d T ed T @ af)

5.6.4. Expresiones analiticas

Sea (E1,...,E,) una base de X y (g!,...,e") su base dual.
Sean (al,...,a", X1,..., Xs) € [[] X*x]]] X. Entonces se tiene: X; = e"(X;)E,
y o = o' (Ey)ek
Si A € Tr(X) se verifica: A(al,... ;0" Xq,...,X,) =

Al (B )e™, - a (B e, e (X1)Ejy ..., e (Xs)E;,) =
A (Ey) o (B e (Xy) - -9 (Xs)A(e™, ..., e" By, ..., Ej)
Denotando ahora Aﬁ?s = A(en,...,é" E;,...,E;,) se tiene el siguiente
resultado:
5.6.5. Teorema.
Sea (E1,...,E,) una base de X y (¢!,...,e") su base dual, entonces:
(B, @ ®F, " ®...0e :1<i; <n, 1 <j, <n}

constituye una base de T7(X). De hecho,cada tensor A € T7(X) se escribe de
una dnica manera como:
A=A7TE, ® - QFE, @' ®... 0
: Ulyeenyir i i ) )
siendo A; """ = A(e Lo By, LB )
A los escalares A"
J1y--30s

la base (E,...,E,)

i

se denominan componentes del tensor A respecto a
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Ejercicio 5.14 Si A € T(M), probar que para cada p € M existe un tinico
tensor A(p) € T:(T,M) verificando:

Alat,. .. 0", Xq,...,X,)(p) =
= Ap) (@ (p),-..,a" (p), X1 (p), .-, Xs(p))
Para todo (at,...,a", Xy,..., Xs) € [[] X* x [[] X.

Indicacidn: Usese el exercise 2 para localizar primero el tensor A sobre un
abierto U paralelizable. Usar luego la expresién analitica de A(al, ..., a", X1,..., X,)(p)

Ejercicio 5.15 Determinar las componentes de la contraccion de un tensor A
en funcion de las componentes de A

5.6.6. Cambio de coordenadas.

Estudiemos que relaciéon hay entre las componentes A;t;’s de un tensor

A € TI(X) respecto a la base (Fy,...,FE,), y las componentes AZ;,}Z del

mismo tensor A respecto a la base (Ey,. .., E,). B B 4
Sea (a}) la matriz de cambio de base: E; = a’ Ej;. por tanto, E; = (a™')] Ej.
Si(e',...,e"),y ('...,&") son las respectivas bases duales, se tiene: & = a}e’.

Se tiene entonces:

Ahi,..hr _h _h,. T o
Ay = AR, LB B By,) =

h1 i1 Ry Jr —1\J1 . —1\Js .
Aaite", ... a7 (a )klEh,...,(a )kJSE]S>
Por ser A multilineal, se tiene finalmente:

hy _ Ai‘l,.“,i‘r ahl . --a,hr(ail)jl (afl)js

Ahi,...,
Akl,..‘,ks J1seesds 81 iy k1 )

Nota 5.16 Clasicamente un tensor A se identifica con sus componentes A;llzf

respecto a una base (F1,...,E,), y se supone que dichas componentes ¢cam-
bian"segin la férmula indicada arriba al cambiar de base.

Ejercicio 5.17 Probar que un tensor A € T4(M) puede verse como una asig-
nacion A que hace corresponder a cada punto p € M un tensor A(p) € Ty (T, M)
verificando la siguiente propiedad de diferenciabilidad:

Para todo p € M, existe un abierto U entorno de p en M, y una paraleliza-
cion (E1, ..., E,) en U tal que las funciones A7 € §(U) que verifican

A(z) = Alreesin (2)E;, (2) ®@--- Q@ F; ()@ (2) ®...® & (2)

- J15--50s

para todo x € U son diferenciables.

5.7. FUNTORIALIDAD TENSORIAL.

En este epigrafe se discutird la posibilidad de extender tensorialmente ho-
momorfismos.
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5.7.1. Extensiones tensoriales de isomorfismos lineales

Las férmulas de cambio de coordenadas admiten otra interpretacion:

Supongase V' y V espacios vectoriales reales, y ¢ : V +— V un isomor-
fimo lineal. Se pretende extender de forma natural este isomorfismo a otro
@, : TT (V) TT (V). Se denotard o* = (p,) " : T7(V) — TT(V)

Se define: ¢, = id : R = T)(V) — TJ(V) = R, ademsds, ¢, = ¢ : V =
THV) = THV) = V y o - V* = T9(V) 5 a > aogp € TO(V) = V™.
Finalmente, para A € T7 (V) se toma:

(@*A)(&lv - '76/.7)?1) e aXS) = A((p*alﬂ .. '7%0*6/’7@*)?1) .. -’QO*XS)

Teorema 5.18 La aplicacion o, : TT(V) — Tr(V) es un isomorfismo lineal
que verifica:

(1) Para todo par de tensores A y B :p, (A® B) = ¢, (A) ® ¢,(B)

(2) @, conmuta con las contracciones, es decir: C}(p,(A) = ¢, (Ci(A))

Por otra parte, si (Ey,...,E,) es base de V y (Ey,...,E,) es base de V,

siendo ¢(F;) = a}Ej, la relacién entre las componentes A% de un tensor

A € Tr(X) respecto a la base (Fi,...,E,), y las componentes AZ:ZT del

vy

tensor ¢, A respecto a la base (Ey,. .., E,) es:
Thtsenhe _ gitseyir _hi B —1\j1 —1\Js
Ay el = AR ag e (@) s (@)

5.7.2. Extension tensorial de difeomorfismos

Supongase M y M variedades diferenciables, y ¢ : M — M un difeomor-
fismo. Se pretende extender de forma natural este difeomorfismo a biyecciones
¢, : T (M) — T (M). Se denotarsd ¢* = (¢,) " : TH(M) — T(M)

Se define: ¢* : F(M) =T)(M) > f+ fop € IYM) = F(M). ademés,

" X*(M) =39 M) > a— aodp € TY(M) = X*(M). Finalmente tenemos
¢, X(M) =ZLH{(M) — TH(M) = X(M) . Se define entonces para A € T7(M):

(e, A)(@',...,a" X1,... . X,) = A(p*a’,...,¢"a", 6" X1,..., 0" X,)
Teorema 5.19 La aplicacion ¢, : TV (M) — TT(M) es una biyeccion aditiva
que verifica:

(1) Para todo par de tensores A y B, ¢, (A® B) = ¢,(A) ® ¢,.(B)
(2) ¢, conmuta con las contracciones, es decir: Ci(¢,(A) = ¢,(Ci(A))
(8) Si A e Tr(M) entonces para todo p € M se verifica:

(0.A4)(¢(p)) = do(p)«(A(p))

Por otra parte, si (U, p = (ul,...,u™) y (U, = (u',...,u") son cartas de

My M respectivamente, con ¢(U) = U, denotando: @' o ¢ = @' (u',...,u"), y
wog ! = ui(wt, ..., u") y supuesto que
A= At 9 ®--- Rdwr ® - ® duls
= Ajrds Py ouir =Y w
y que
()= A=At Do D g g
* - 1ee05ks é)ﬂ’“ aﬂhr
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se verifica la relacién:

Ahl,,.

he i1yeeyin %hl %hr 8’[}.]1 Bujs
kla"wks

- (¢)*A.717;7s) 8ui1 o 8'U/i7' aﬂkl e %ks

En particular si M = M y ¢ = id (por tanto ¢, = id) las ecuaciones anteriores
expresan la relacién entre las componentes AJ"""" del tensor A en la carta
(U, ¢), y las componentes AZ;ZT del mismo tensor A en la carta (U, ¢).

Finalmente, el operador . es funtorial en el sentido de que si ¢ : M — My
¥ : M — M son difeomorfismos, entonces se verifica:

(Yo @) = (¥.) 0 (0.)

en particular como id, = id se concluye (¢~ ). = (¢,) " = ¢*.

5.7.3. Pull-back inducido por una aplicacién diferenciable

Supongase ahora M y M variedades diferenciables, y ¢ : M + M una
aplicacién diferenciable (no necesariamente difeomorfismo). Se prueba entonces
que ¢ induce de forma natural una aplicacién pullback ¢* : (M) — TUM)
que viene definida por la siguiente condicién:

SiAeTO(M)ype M es

(¢*A)p(vla e ’rU") = A¢(p) (d¢p(vl)7 e adqsp(lun) vrui € TPM

Por otra parte, si (U, p = (ul, ... ,u) y U,p = (ﬁl, ..., u") son cartas de
M y M respectivamente, con ¢(U) = U, denotando: T’ o ¢ = u'(ul,...,u"), y
supuesto que - -
A=Ay, di™ @ - @ du
Yy que B ) ]
A=¢"(A) =4 jdv @ @ du
se verifica la relacién:

Ay = (67 out o
J1seends (¢ kl;uwks) Duit BINE

Por otra parte, si ¢ es difeomorfismo, entonces ¢* coincide con el definido en el
epigrafe anterior.

5.7.4. Subida y bajada de indices

Supongase ahora M dotada de una métrica Riemanniana g. Como es usual
se denota g(X,Y) =< X, Y > para X, Y € M.
La meétrica g induce un operador bajada de indices: X(M) > X —| X € X*(M)
con | X:X(M)>Y —< X,Y >€ §F(M). Este operador es obviamente (M )-
lineal, y como se vera a continuacién es un isomorfismo que admite por tanto
una aplicacién inversa denotada por:

X" (M)>a—TaecX(M)

En una carta (U, = (u',...,u") donde g = g;;du’ @ du’ se verifica |

(5) = gijdu’ de forma que si X = X2 entonces | X = (| X);du’ con
(1 X); = gi; X" 3

Denotando como es habitual g/ = (g7!);; se ve que al menos en X(U) la
aplicacién "|.2dmite inversa "1"que viene localmente definida para o = o;du’

por: T a = (1 @) 5% con (T @)/ = g;ja;.
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Ejercicio 5.20 Probar que existe globalmente 1: X*(M) 5> a —T a € X(M)

Estos operadores de subida y bajada de indices pueden generalizarse a los de
campos tensoriales de manera natural:

Definicién 5.21 a) Parar > 0s > 0 definimos l;: T7(M) — T;_:ll (M) por:
(LAY (et ..o Xy, X)) =

1 i—1 ] -1
:14(04,...,0(Z ,lXj,Oél,...,Otr aX17~--7Xj—1an+17---7Xs+1)

Para todo campo tensorial A € TT (M)
b) Parar > 05> 0 definimos 1%: Ty (M) — TN (M) por:

(A (@', a Xy, X ) =

:A(Oél,...,Ozi_l,Oéi—H,...7ar+1,X1,...7Xj,17T Oéi,Xj,...7XS,1)
Para todo campo tensorial A € TT (M)

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.22 Las aplicaciones |’: Ti (M) — Tr (M) y 15 TH(M) — TN (M)
son F-lineales.
Por otra parte, si A € Tr (M) tiene por componentes respecto a la carta

_ 1 n B1yeenylp .
(U= (u',...,u")), Aj0 entonces:
a i1w~~a7fla71;ia+1w~~air _ - il,.A.,iT
o) a7 = 95 A5
Ademas 4 . o
a AN\ELsesba—150yeenyin i, Gb ALyt
(TbA)jl7--~7jb—17.jb+17---7js =9 Ajlr"vjs

Ejercicio 5.23 Demostrar las formulas anteriores cuando r =3, s = 2, a = 2,
b=1

6. DERIVACIONES TENSORIALES.

Una derivacién tensorial (u operador diferencial) en M es una coleccién
D={Dl:r>0s>0}donde D = D} : I°(M)  T7(M) es una aplicacién
R-lineal que verifica:

D1) D(A® B) = D(A) ® B+ A® D(B) para todo A y B campos tensoriales
de M.
D2) (Da)(X) = D(a(X)) — a(DX) para todo a € X*(M) y todo X € X(M)

Ejercicio 6.1 Probar que una derivacion tensorial D es localizable, es decir:
Para todo abierto U de M existe D | U derivacion tensorial en U de forma
que (D |U)(A|U) = D(A) | U para todo campo tensorial A de M.

Ejercicio 6.2 Demostrar que el conjunto ®(M) de derivaciones tensoriales de
M tiene estructura natural de F(M)-mddulo. Tambien es un dlgebra de Lie si
se define:

[Dl,DQ} = D1 o D2 - D2 o D1 VDl,Dz € Q(M)

Ejercicio 6.3 Demostrar que dos derivaciones tensoriales D y D coinciden si
y solo si existe un recubrimiento (Uy)aca de M tal que D | U, = D | U, para
todo o € A.
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6.1. DETERMINACION DE OPERADORES.

Sea D una derivacién tensorial en M , y o € X*(M) una 1-forma. Para cada
campo X € X(M) se tiene, usando D2):

(DY) (X) = Dy(a(X)) — a(DpX)

Es decir, el operador DY : (M) — TI(M) queda univocamente determinado
por DYy D{.

Por otra parte es claro (usando la condicién D1)) que el conocimiento de
DY, DY, y D} implica conocer como actua D’ sobre tensores que son (sumas
de) cosas del tipo:

(Xh1®- 90X, 0a'®---®a)

Como cualquier tensor es localmente de esta forma, usando el exercise 12 se
obtiene:

6.1.1. Teorema.

Si D y D son derivaciones tensoriales de M tales que DJ = DS, DY = D?
entonces necesariamente D y D coinciden en todos los érdenes.

De hecho se prueba que con datos tipo DY y DY se reconstruye toda la
derivacién D:

6.1.2. Teorema de Wilmore.

Sean ¢' : X(M) — X (M) y 6y : F(M) — F(M) aplicaciones R-lineales
que verifican para todo f,g € F(M) y todo X € X(M) las propiedades: i)
50(£9) = do(£)g + Foo(g), ii) 3" (FX) = do(f)X + f3"(X)

Existe entonces una tnica derivacién tensorial D verificando: D) = §p y D§ = '

Por otra parte, D verifica la condicién:

D(A(a},...,a" X1,...,X,)) = (DA)(a*,...,a", X1,..., X))+

T

+> A(at,....Dal,.an Xy, X+
=1

+> A" X, DX, XL)
j=1

6.1.3. Tensores tipo (}) como Derivaciones Tensoriales.

Si D es una derivacién tensorial en M entonces D puede interpretarse como
un campo de vectores actuando en F(M). Se denomina a Dfj campo asociado
a D. En el caso de que el campo D§ sea identicamente nulo, entonces D} :
X(M) — X(M) es un tensor de T1(M). Usando el teorema de Wilmore se
obtiene el reciproco de esta afirmacion:

Corolario
Un tensor A € T (M) induce una tnica Derivacién Tensorial, que denotamos
también por A, con la condicién:

AQ=0:At=A
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6.2. DERIVADA DE LIE.

Fijado X € X(M), se define la derivacién tensorial derivada de Lie Lx por
las condiciones: Lx(f)=f:VfeF(M)y Lx(Y)=[X,Y]: VY € X(M).
Es facil ver que se verifican las condiciones del teorema de Wilmore, y por tanto
puede definirse Ly (A) para cualquier campo tensorial A. Si D es una derivacién
tensorial arbitraria con campo DJ = X, entonces D — Lx define una derivacién
tensorial con campo asociado nulo, por lo que es un tensor tipo (}), y se tiene:

6.2.1. Teorema.

Toda derivacion tensorial D, puede escribirse una tnica forma como:
D=Lx+A

siendo A un tensor tipo () y X = D§.
Por otra parte la aplicacién L : X(M) — ©(M) define un monomorfismo de
dlgebras de Lie. En particular:

[Lx,Ly]= Lixy

6.2.2. Interpretacién Geomeétrica.

Sea X € X(M), pe My (U,Uy,e,®P) una caja de flujo de X por p. Fijado
un tensor A € T7(M) podemos definir "localmente"en Uy el operador £x

or(A)—A

Ly (A) = lim 24 -4

t—0

(20)
Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 6.4 El operador £x antes definido es una derivacion tensorial
que coincide con la derivacion de Lie Lx sobre §(M) y X(M). Por tanto coin-
ciden todos los drdenes y se tiene:

Br(A) — A

para todo campo tensorial A.
Por otra parte, se verifica para todo tg € I. yp € Up:

d

@, (Ly(4) = =

(@)™ (A(P:(p))

t=to

En particular, la condicion Lx(A) =0 equivale a decir:
Oy (A) =AWVt

para todo flujo 4 de X.

Demostracién. Nétese primero que en virtud de las férmulas (16) en la
pagina (53 es £xf = Lxfy £xV = LxV, para todo f € F(M) y todo V €
X (M) yademdses (£xa) (V)= Lx (a(V)) —a(LxV) para cada a € X* (M).
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En efecto, Denotando p; = ®;p se tiene para cada V € X (M):

Ex @, = lin[{ @GV k) - a0) (V)Y
(exa) ()], = Jim | = {a(p) (2. V () ~a(p)V (p)}]
0 = i | 00 (V ()~ 2 () (@0, V ()]
oV, = lin[ 00 (@07 00) - e (V6]
Por otra parte, fijado el campo tensorial A, y el punto p € M la aplicacién
t— A, (1) = O (A (®p)) € T7 (T,M) (21)
es diferenciable y la férmula (20) se escribe en el punto p
ex()l, = 2O ey

t=0
Ademds punto a punto se verifica: £x(A)® B = £x(4A) @ B+ A)® £x (B)
ya que
P (A®B)-A®B
— OI(A)®®B-A®B=
;(A)@P;B—P;(A)®B
+P;(A)@B—-A®B
En particular
(Ve 8V, 8al e o)
— Lx(f)V1®~-~®VT®Oé1®-~-®aS
+fLx(VM) @0V, 0a' @ - @a+..
@ --@V,0a' @ @ Lx (o)

debe se diferenciable. Como localmente todo campo tensorial A se escribe como
sumas de tensores de este tipo se concluye que £x(A) es un campo tensorial, y
que de hecho £x(A) = Lx(A4).

Demostremos la iltima afirmacién. Para ello denotando

A=} A, p=Typ

y teniendo en cuenta que ®; (LxA) = Lo; x (@7, A) = Lx (g), se tiene

= (@A)
_ % (@) (A, )
_ %#ﬂ@yw@gﬂ@xﬁwm
-4 (@ (A(@n)

= Lxﬁ‘ﬁ =} (LXA\¢t0p> = o (LXA)|p
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En particular si Lx A = 0, entonces se tiene

., (@0 o

y por tanto ((®+*A) (P:(p)) = A(p) o de forma equivalente ®;(A) = A Vi.
Reciprocamente, si esto sucede entonces la curva A, (¢) definida en (21) es cons-
tante igual a p para todo p y por tanto su derivada en cero LXA|p es nula.
|

6.3. DERIVACION TENSORIAL COVARIANTE.

6.3.1. Conexiones lineales.

Una conexion lineal en una variedad diferenciable M viene definida por un
operador
V:iX(M)xX(M)—-FM), (X,Y)—>VxY

verificando las propiedades:
1) Vx (YJr Z) =VxY+VxZT , Vx4vZ =VxZ+VyZ
2) VixY = fVxY
3) VxfY = X ()Y + fVxY

Ejercicio 6.5 Probar que una conexion lineal V sobre la variedad diferenciable
M es localizable. Es decir, sild es abierto de M, existe una inica conexion lineal
(que llamamos por abuso, tambien V) de forma que

(Va¥)ly = V() (Vo) ¥X,Y € Z(M)

En lo que sigue, V es una conexién lineal en M. Para cada campo X € X(M)
se define la derivacion tensorial Vx por las condiciones: Vx(f) = X(f), Vf €
F(M), tomando Vx(Y) su valor natural inducido por la conexién para cada
Y € X(M). Aplicando el teorema de Wilmore se tiene el siguiente:

Teorema 6.6 Una conexion V en la variedad M, induce una aplicacion §(M)-
lineal
X(M)>X+—Vx €M)

De hecho, para cada A € TT (M) podemos definir:
(VA) (o, ...,a" X1,..., X, X) = (VxA)(a!,...,a", X1,..., X,)

y VA resulta ser un tensor de TJ, (M).
La aplicacion VZy (M) — T, (M) se denomina derivada general covariante.

Nota 6.7 En particular, si p € M entonces el tensor (VxA)(p) € TT (T,M)
solo depende (del tensor A y) del valor de X (p) de X en p. Por tanto tiene
sentido referirse a V,A cuando A € TL(M) yv € T,(M).
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6.3.2. Calculos en coordenadas.

Usando el ejercicio 6.5, podemos considerar la restriccién de una conexién li-
neal V en la variedad M aun abierto U de M con coordenadas ¢ = (u',...,u™).
Esta conexién viene determinada por los simbolos de christoffel que son funcio-
nes Ffj en U definidas mediante las igualdades

) L 0
Ve ow L Uoa

Por otra parte, aplicando la propiedad D2) se tiene

d ) Va 9
_ il _Z_ _ J
0= 5o <du <auk>> (Vo du) (a k) + du? (Vo‘ii auk>

de donde
, _—
V% (du?) = T, du
Sea 5 5
A=yt Do 0l owie. ca
Si se denota por A;lllfj a las componentes de (VA) se tiene
, 0 o 0
UL yeensly _ 7 iy _
A = (VA) (du Lo duty S G 8uj)
; .0 0
— 1 r —
= (V%A)(du sy du ’8uj1”"’8ujs)_

: )
- A(... k)f Al v 2.
(Vi) A (Y )
= ZF““AEZ...Z..’. - AL
k
Por ejemplo, si A = A;;du’ ® du?, entonces

Aijik = —TAnj — Ty Ain

6.3.3. Tensor de Curvatura

Lema 6.8 La aplicacion X(M) > X — Vx € D(M) no es en general un ho-
momorfismo de dlgebras de Lie Si X, Y son campos de vectores en M, entonces
Vix,y] ¥ [Vx, Vy] son dos derivaciones tensoriales con el mismo campo [X,Y]
asociado. Por este motivo:

R(X,Y)=Vxy] —[Vx, Vy]
define un tensor tipo T1(M) y se verifica:

R(X,Y) = R(Y, X)

Lema 6.9 La aplicacion R : X(M) x X(M) 3 (X,Y) — R(X,Y) € TH(M) es
S(M)- bilineal.

Al tensor tipo Ta(M) R : X(M) x X(M) x X(M) > (Z,X,Y) — R(X,Y)Z €
X (M), se le denomina Tensor de Curvatura.

Ejercicio 6.10 Determinar en funcion de los simbolos de Christoffel las com-
ponentes del tensor de curvatura respecto a una carta.
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6.3.4. Identidades de Bianchi

Supdngase V simétrica. St R es el tensor de Curvatura, entonces para todo
X, Y, Z campos en M se verifican las propiedades:
a) RIX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (primera identidad de Bianchi)
b) VzR(X,Y)+VxR(Y,Z)+VyR(Z,X) =0 (Segunda identidad de Bianchi).

6.3.5. Tensor de Ricci

El tensor de Curvatura R admite tres contracciones naturales de las cuales
(debido a la primera identidad de Binachi) solo hay dos independientes.
Se define el tensor de Ricci Ricc = €1R es decir, para X, Y campos en M es:

Rice(X,Y) = TRAZA(X(M) 5 V > R(X, V)Y € X(M))
y se verifica la identidad: Ricc(X,Y) — Rice(Y,X) = —(€{R)(X,Y).

6.3.6. La conexién de Levi-Civita.

Sea (M, g) una variedad (Semi-)Riemanniana. Una conexién lineal V en M
se dice compatible con la métrica g, si Vg = 0, o de forma equivalente, para
todo X,Y, Z € X(M) se tiene:

XY, 2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

La condicién en coordenadas locales ¢ = (ul, . um) usando los simbolos de
Christoffel se escribe:

9ijike = —Thignj — Tljgin =0

Las funciones I'y,;; = I‘Zighj se denominan simbolos de Christoffel de primera
especie, y determinan completamente los simbolos de Christoffel Fif”'j originales
hk)

usando la matriz (g"*) inversa de la (g;):

T} = Thijg"™

Se tiene

8gij 0 0 0
ut = o\ Gut g ) = Hh T ki
y teniendo en cuenta ahora que I'y;; = I'yi;, se concluye que

1 (0gik | Ogjr  0gi;\ . .. _ _
=g (G 2 - 34 (k= 1.2); (22)

2
esto prueba que si hay una conexién V compatible con g

6.3.7. Tensor de Curvatura de Riemann

Nota 6.11 Si se supone ahora V conexion de Levi-Civita de una variedad
(Semi-)Riemanniana (M, g) se define el tensor de curvatura de Riemann:

K(X,Y,Z,W) =< R(X,Y)Z,W > VX, Y, Z, W € X(M)
y se verifica VX, Y, Z, W € X(M):
K(X7KZ7W) = 7K(Y7X5Z7W) = 7K(X7Y7WZ) = K(Z,WX’Y)

Nota 6.12 Usando estas simetrias y tomando una base local ortonormal, (Ey, . . .

puede probarse facilmente que €1R = 0 y por tanto que el tensor de Ricci es
simétrico en una variedad (Semi-)Riemanniana.
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6.3.8. Curvatura Escalar

El tensor de Ricci en la variedad (semi-)Riemanniana (M, g), es simétrico y
admite una contraccion natural denominada em Curvatura escalar:

S = ¢i(1 Rice)

6.3.9. Otros Operadores asociados a una métrica

Se supone V conexién de Levi-Civita de una variedad (Semi-)Riemanniana
(M,g). Los siguientes operadores tienen interés matemadtico y fisico:
1.- Operador Divergencia
Para un tensor A € (M) siendo r > 0 es:

div(4) = €24, (V(4))
Si A€ TYM) con s > 0 se toma:
div(A) = div(T1LA)

Ejercicio 6.13 Determinar la expresion analitica, en las coordenadas de una
carta de el operador divergencia actuando sobre campos de vectores, y sobre
tensores 2-Covariantes.

Ejercicio 6.14 La siguiente consecuencia de la seqgunda identidad de Bianchi
es crucial para establecer los fundamentos de la Relatividad General:

dS = 2div(Ricc)
Pruébese.

2.- Operadores Hessiano, Gradiente y Laplaciano.
Si f € §(M) se define el Hessiano Hess(f) = V(df), el gradiente grad(f) = 1df
y el Laplaciano A(f) = div(grad(f).

Ejercicio 6.15 Determinar la expresion analitica de Hess(f), grad(f) y Af
en una carta. probar que Hess(f) es simétrico, y sip € M y df (p) = 0, entonces
Hess(f)(p) no depende de la conexion V ni de la métrica g.

7. CALCULO EXTERIOR

Esta seccion estd dedicada al cdlculo exterior de formas diferenciables, y a
los operadores diferenciales clasicos, culminando con la diferencial exterior y
los grupos de cohomologia. Nuestra atencién se dirige aqui, hacia las formas
exteriores de grado mdximo, que permiten establecer los conceptos de elemento
y forma de volumen. En particular se analiza la idea de orientacién.

7.1. ALGEBRA EXTERIOR

En lo sucesivo, para m € N* denotaremos por &™ al grupo de permutaciones
de m elementos, es decir:

6™ ={o:{l,...m}— {1,...m} oesbiyectiva}
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que tiene m! elementos. El homomorfismo signatura es
6" 30— (—1)7 € {-1,1}
Una permutacién o € &" puede interpretarse como una aplicacién
o:X" 3 (X1,..., X)) = (Xo), - Xo)) €X7

y de esta forma se tiene una actuacién natural por la derecha del grupo &"
sobre el F-médulo L™(X) de los tensores covariantes de érden 7r:

L"(X)x&" 3 (A,0) —»Aoo=A.ceL"(X)

Es facil probar que se verifican las siguientes propiedades, para todo A, B €
L™(%), todo 0,7 € & y todo f € §:

1) (A.0).7 = A.(o7)

2) (A+B)U—AU+B0

3) (fA).c = f(A.0).

7.1.1. El médulo de Formas Exteriores de grado r
Se dice que A € L"(X) es una forma exterior de grado r si:
Aoc=(-1)AVoe&”

Evidentemente, el conjunto Q7(X) de todas las formas diferenciables de grado
r, es un F-submédulo de L"(X). Se denota por Q" (M) al F-médulo A" (X(M))
7.1.2. Operador de Alternacién

Si A € L"(X) se define
- 1
A(A) = D (-1)7A0 ,AA) = —AA)
oeGT ’

No es dificil probar que A(A) € A"™(X), y que si a € A"(X) entonces es A(a)
rla. En particular es A%(A) = r!A y asf el endomorfismo A : L"(X) — L"(X)
verifica A? = A, y es por tanto una proyeccién con imagen im(A) = A"(X).
Llamando N" = Ker(A) se verifica entonces:

L'(%)=A"(X) PN

Lema 7.1 SiAe N" y Be L%(X) entonces se verifica que AQBE N y BQAE
Nr+s

Demostracion. : Se hace, fijada A€ N” por induccién sobre el grado s del
tensor Be€ L*(X). Para s = 0 el resultado es evidente. Para s = 1 se tiene:

(A(A®B)) (X1,...,X,41) = Z (1) A(X5(1), -+ Xo)B(Xorg1)) = (%)
oceGTtl

sacando factor comin B(X;) después B(X3) ... etc la suma anterior se re-
organiza en la forma

r4+1

- ZiB(Xi) (AA) (..., X;,...) =0
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ya que por hipétesis A(A) = 0. (Hemos denotado por (... ,)/(\i, L)lar—1
étupla (X1,...,X,), en la que se ha prescindido de la componente i-ésima.)
Supongamos cierto el resultado para s > 0, y sea B =B,®B; con B, €
L3(X) y By € LY(X), entonces A®B, € N""* por hipétesis, y asi A @ B =
(A®B,)®B; € N"*5+1 pues el resultado es cierto para s = 1. Como cualquier
B € L*t1(X) se obtiene como suma de elementos del tipo B;®B; se concluye
la demostracién.
7.1.3. Producto Exterior

Sia€e A"(X) y B € A*(X) se define el producto exterior:

1
rls!
Propiedades del producto exterior Es facil probar que el producto exte-
rior es una aplicacion
AT(X) x A%(X) 2 (o, 8) = a A B e AT (X)

y ademds es §-bilineal, decir, para todo f,g € F(M) a € A"(X), f € A*(X) v
v € AR (%)

(fa+gB) Ny =Ffany+gBAvy, v ANfatgB)=fyANat+gyAB

.Probemos que es asociativa, es decir,

(aNB)Ay=aA(BAY)
En efecto, como cuestién previa observese que la descomposicion

LT+s(X) = AT+5(%) EBNrJrs

permite escribir, para A € L"(X) y B € L°(X), la igualdad:

A®B=AAB+ AB
donde AAB = A(A® B) € A""%(X) y AOB € N"*4. Asf, usando el LEMA

7.1, se tiene:
Alla®B)®7) = A((@dB+a0p)®y)=A((edB) @7+ (a0B) ®y) =
A((alAB)®7) = A((@AB)Ay + (aAp)0 v )) = A((aAB)Ay)) =

(@AB)Ay = A(a®(B ®@7) = =al(BA )
pero .
1 rls!
alAB=Ala®f) = EA(Q(@B): (r—&—ss)'a/\ﬁ
por tanto
B rls! _rls! (r+ s)k!
et ((Hs)!a””)m_(r+s)!(r+s+K)!(°‘A5)M
rlslk!
= Trsrm @AM

hemos probado por tanto que:

(@AB)ANy=aNn(BAy) = Ala® B ®7)

rlslk!
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Proposicién 7.2 Si a; € A" (X) parai=1,---,s se tiene:

1
A Nag=——— Al @+ @ )
il
Demostracién: Ya se ha probado el resultado para s = 2, y s = 3. Supuesto
cierto para s > 3, probémoslo para s + 1. En efecto,

(7‘1 +... Ts+1)!
(r14...7s)lrsiq!

(et Ao ANag) Aag1 = Allaa A - Nag) @ asyr) =

+... !
Ot ey e o) ® )

il rglrsyq!

Pero
AA1 @ Qo) ®asyr) =

—AAM® - Ba) - @ Das U ® - @) @ Aat1)
=A1® - Q@as® asyr)

de donde se concluye el resultado para s + 1.

7.1.4. Producto exterior de 1-formas

De la proposicién anterior se deduce en particular, que si o; € A'(X) para
¢ =1,---,r se tiene:

(A Aap) Xy, X)) = D (1) (1@ ® o) (X1 s Xo(r)- =
oceGr

—
\
—
S~—
q
Q
=
<
q
=
N2
Q
3
<
2
2
S~—
Il

det(ai(X;)) = det(ai(X;))!

ocB”
E (—1)7 ) (X1) - Qo (X)) = { E (1)) ® ... ® ag(r)} (X1, ...
ceGT oeaT
yqueda: a; A... Ao, = Z (1) a5y ® ... @ ag(y
ocB"
Proposicién 7.3 Sia; € AY(X) parai=1,...,r, y 7 € &" entonces:

(71)7047.(1) N Nary =ar Ao A ay

7.1.5. Una base del espacio de las r—formas exteriores

Sea (E1,...,E,) una base de X, y (¢!,...,e™) su base dual. Si a € A"(X)

podemos escribir
n

o = E ail,.“,’ir‘g“ R...Q¢e"r

i1, yip=1

donde «;, ... ;. = a(E;,,... E;,) con lo que para todo o € G"se tiene:

— T . .
Qi 1yyeniom = (_1) Qi iy
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por tanto, o, .. ;. serd nulo cuando haya dos subindices iguales, asi:

Tr

_ . . fo(1 o (r _
a = E { E Qi (1) i () € MR...Q¢ U}—

1<i1<---<i,.<m \oc€e6”
> Oéu,.um{ > (—1)7e"m ®...®a"’(”}
1<ii <<t <m oeG"

_ i i
= g Oy, i€ ®...QeT

1<iy<-<i, <m
hemos obtenido asi el siguiente

Teorema 7.4 Si (E1,...,Ey,) una base de X, y (e',...,e™) su base dual, en-
tonces ' '
{e"ANAET 1 <d < <dp <m

constituye una base de A"(X). Concretamente, si o € A"(X) podemos escribir
o= Z Oéil"..’ira"il AN Eir
1<ip <<y <n

donde «;, ... ;. = a(E;, ... E;, ). En particular A™(X) = {0} sir > n.

Corolario 7.5 Si M es variedad diferenciable de dimension n, entonces Q" (M) =
0sir>n.

7.1.6. Pullback de formas exteriores por una aplicacién diferencia-
ble.

Como se vi6 en el epigrafe 7.2.6, una aplicacién diferenciable ¢ : M — M
entre variedades induce un pullback ¢*:£7(M) — £7(M), definido para a €
£7(M) por:

(¢ a)(x) (&1, -+, &,) = a(d(@))(de(x)(§1), - -, dp(x)(E1))
para todo x € M, &,,...§, € T,M. Es facil comprobar que ¢* induce una
aplicacién R-lineal
9" QN (M) — Q"(M)

y como ¢* preserva el producto tensorial, se concluye facilmente de la definicién
7.1.3, que ¢* preserva el producto exterior, es decir:

¢"(@np)=(¢"a)A(¢7B)

para todo &, 5, formas exteriores de M.

7.2. OPERADORES DE CARTAN.

El objetivo es estudiar los operadores diferenciales clasicos (derivada de Lie,
producto interior, y diferencial exterior) que actuan sobre el dlgebra de formas
diferenciales de una variedad, y demostrar las férmulas cldsicas que los relacio-
nan entre si.
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7.2.1. Definiciones y resultados basicos.

En los sucesivo M es una variedad diferenciable de dimension m.

Derivaciones y antiderivaciones a) Una derivacion de Cartan de grado k
en M es un operador D que actua para cada v > 0 como aplicacion D:Q" (M) —
QR (M), que es R-lineal y verifica:

D(aNp)=(Da) AN+ anDp

para todo «, B formas exteriores de M.
b) Una antiderivacion de Cartan grado v en M es un operador & que actua
para cada v > 0 como aplicacion 6 :Q" (M) — Q™" M, que es R-lineal y verifica:

anp)=(0a)ANB+ (-1)"aNip

para todo « € Q" (M),y 8 formas exteriores de M

Las derivaciones y antiderivaciones, se denominan Operadores de Cartan.
Se tiene el siguiente resultado preliminar suficiente para nuestras necesidades
posteriores::

Operaciones Sean 6, &' y D operadores de Cartan en la variedad M: § y &'
antiderivaciones de grados 1 y —1, respectivamente, y D derivacién de grado 0.
Entonces:

1. § 06 es derivacién de grado 2
2. [D,§] = Do —§ oD es antiderivacién de grado —1
3. 6 06+ 606 es derivacién de grado cero.

Se tiene el siguiente resultado general:

Teorema de Localizacién a) Toda derivacion (respect. antiderivacion) es
localizable. Es decir, si § es una derivacion (respec. antiderivacion y U es abierto
de M, existe una tunica derivacion (respectivamente, antiderivacion) (6 |U) en
U de forma que para todo o € Q"(M) se verifica:

O [U)(a [U) = (ba) U

b) Sea § : Q" (M) — Q" (M) r > 0 una aplicacion R-lineal. Una condicion
suficiente para que sea derivacion (respect. antiderivacion) es que para todo
ai, ..., o € QY (M) se verifique:

0o Ao ANay) = Bag AL A ay (: (=1 ay A LSag... A ar)

¢) Una derivacion (respect. antiderivacion) § queda univocamente determi-
nada, si se conoce 0(f) y 6(df) para toda funcion f € F(M).
La demostracion es automética, usando la técnica de las funciones meseta.

7.2.2. Dos operadores basicos.

Daremos aqui dos ejemplos relevantes uno de derivaciéon y otro de antideri-
vacién, que nos permitirdn construir en el siguiente epigrafe la derivada exterior.
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La derivacién de Lie. Sea D = Ly la derivada de Lie respecto a un cam-
po V€ M, entonces D aplica Q" (M) en Q"(M),y su restriccion induce una
derivacion de Cartan de grado 0.

Demostracién:

Usaremos que las transposiciones 7;(i = 1,...r — 1) de &" que intercambian
i con ¢ + 1, generan todo el grupo de permutaciones G".

1) Si a € Q" (M), entonces para Vi,...,V,. € X(M) se tiene:

(Da)(Va,...,V;) = D(a((Vi,..., Vi) = Y _al...,DV;,...)
y se observa que dicha expresion se anula si V; = V;; para algin . Esto prueba
que (Da)) o 7; = —Day, y por tanto Da € Q" (M).
Por otra parte, Es facil ver que para todo A € Z(M) y todo o € &", se
verifica D(Aoo) = (DA)oo
ya que la igualdad anterior es cierta cuando de toma o = 7;. En efecto, por
ejemplo para ¢ = 1 se tiene:

{D(Aom)}(V1,..., V) =
=D(Aor)(V1,Va,..., V) — (AoTy)(DVy, Va,..., V;)—
—(AoTy)(V1,DVa,..., V}) —Z —

i>2
=DA(Vo,Va,....V,.)) = A(Va, DVi,...,V;) — A(DVa, V4, ..., V,) — ...

= {(DA) OTl}(Vl, .. .,Vr)

Tenemos asi de forma inmediata que
D(A(A)) = A(DA)
y en consecuencia, para o € 2" (M), 5 € Q°(M) se verifica:

D(aAB) = ——D(A(a® §)) = —— A(D(a® §)) =

rls! rls!
= %A{(Da)w)w@m} = (Da)AB+a DB

Esta derivacion de Cartan de acuerdo con (??) admite la siguiente interpretacién
geomeétrica para o € Q" (M):

Ffa—
Ly(a) :g%%

siendo F; el flujo local del campo V.
Ademass se tiene el siguiente:
Lema. Si Ve X(M), y f € F(M),se tiene Ly (df) = d(Lv(f)).
Demostracién:

Para todo W € X(M) se tiene,
(Lv (df))(W) = V(df (W) — df ([V, W]) =
= V(W) = V. W) =WV () = W(Lv f) = d(Ly () (W).
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El producto interior Un campo V € X(M), define naturalmente una an-
tiderivacién de Cartan de grado —1, iy : Q" (M) — Q"~1(M) de la siguiente
forma: si « € Q"(M) y 7 > 1 es,

(ZVO[>(‘/27,VT>:O[(‘/,‘/27V;‘)V‘/%7V;" Gf(M)

cuando « es 1-forma, iy = (V). Se supone iy f = 0 para todo f € X(M).
Probaremos que iy es una antiderivacién (de grado —1). Por 7.2.1 es suficien-

te probar iy (a1 A ... Aa,) = X(=1)Ttag A iy ... Aoy, para a; € QH(M).
En efecto, si Va,...,V, € X(M) tomando V; = V| se tiene:

{iviea Ao oNap)}(Va, ... Vi) = (an Ao A )(V, Vo, V) = det(aq(V))) =
(=)o, (Vi) Ao Aaigr o) (Va, ., V) =
=3(-D)"iva) Ahar Aoair Ayt o) (Va, .., V) =
={S(-D)"a A A (va) A o) (Va, .., V)

7.2.3. La diferencial exterior.

Demostraremos que hay una antiderivacién d de grado +1, que verifica d f =
df, y d(df) = 0 para toda f € §(M). Denominamos diferencial exterior a esta
antiderivacion.

Si d existe, por 7.2.1 ¢) se concluye que es unica. De hecho, con estos datos

podriamos determinar ya su actuacién analitica local. Por ejemplo:
si « = Adx + Bdy + Cdz, entonces da = dA AN dx + dB A dy + dC N dz=

0A A B
= 8_y(dy Adx) + E(dz ANdzx) + %(dz A dy)+
0B oC oC
+E(dz ANdy) + %(dx ANdz) + 8_y(dy ANdz) =
OB 0A oC  0A oC OB
= <_8a: - _8y> dz A dy + <_8x - _82> dx Ndz + <_8y - —az>dy/\dz

Teorema de existencia Dada M wvariedad diferenciable, existe una (dnica)
antiderivacion d de Cartan de grado 1 tal que: df = df, y d(df) = 0 para todo

fes).
La demostraciéon se hace en dos etapas:
(1) Supongamos M =U dominio de una carta:
Sea ¢ = (ul,...u™) una carta con dominio M = U sea o € Q" (M)

a= E oy dutt AL A dutT
1<iy1 <<t <m
definamos entonces

d,a = > (dai, i) Adu™ Ao A du'

1<iy<--<i, <m

Evidentemente d,,:Q"(M) — Q"1 (M) es una aplicacién R—lineal que veri-
fica dy, f = df, para todo f € §(M). Ademds,

o= Sz | = (L () ) =
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m

Z (Gulﬁ j)du A du

O*f D*f i j_
Z <8ui8uj - 8uj8ui) du” A du’ =0

1<i<j<m

Demostraremos por ultimo que d,(a A B) = (dpa) A B+ (— 1)"a A dy si
ac Q' (M)y B e Q*(M). Creemos suficiente demostrarlo cuando a =fdu™ A
L Adutty B =gdut A ...\ du’s. Se tiene:

do(anB) = d(fg)Adu™ A...Adu'™ Adu?t A ... A du?s
= (gdf + fdg) Ndu™ A ... Adu't Aduit AL A du

= gdf Adu A... Adu' + (1) fdu™ A ... Adutt Adg Adu?t AL

= ([de)NB+(-1)and,p

Como d es unica, no depende de la carta ¢ elegida, y podemos denotar
d, =dy

(2) Caso general:

Si e € Q"(M) se define da, como la unica (r + 1)— forma tal que para cada
U abierto coordenado de M:

da‘u =dy (04|u)

7.2.4. Identidades Notables

Sea M variedad diferenciable y V,W € X(M), se tiene entonces:
a) d(da) = 0 para toda forma « (es decir d?=d od = 0)

b) LV od— dOLV =0

C) iy od + doiy = Ly

d) [Lv,iw] = ivw] -

Demostracion:

Para probar estas cuatro identidades, basta con usar las propiedades 1), 2)

3) de 7.2.1 para los operadores de Cartan, y luego demostrar que el miembro

de la izquierda toma el mismo valor sobre las funciones, y las diferenciales de
las funciones. Se aplica ahora 7.2.1 (3) para demostrar la igualdad.

Probemos por ejemplo d):

Usando 7.2.1 (2) , se ve que [Ly,iw] es una antiderivacién de grado —1 al
igual que iy ). Claramente si f € X(M):

[Lv,iw](f) = Lv(iw f) —iw(Lv f) =0—0=0=idy,w(f)-
ademds
Ly,iw](df) = Ly (iwdf) — iw (Lvdf) = V(W(f)) —iw(d(Lv f)) =

=VW(f) = (dLv /)W) =V(W(f)) = W(V(f) =
= [V, WI(f) = df (V. W] = iv,wy (df)

A du’®
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7.2.5. Expresion analitica global de la diferencial

Grados 1 y 2 Usando la identidad c¢) de 7.2.4 puede obtenerse una expresién
anlitica explicita de la diferencial. Por ejemplo, se puede probar que si a €
QY (M), V,W € X(M) entonces:

da(V, W) = V(a(W)) = W(a(V)) - a([V,W])

yaque da(V, W) = (ivda) (W) = (Lya —d (iva)) (W) = V(a(W))—a ([V, W])—
W(a(V)), y supuesta cierta esta férmula se concluye andlogamente que si « €
O%(M), V,W,U € X(M) se tiene:

da(V, W, U) = V(a(W,U)) = W(a(V.U)) + U(a(V, V)
—a([V, W, U) + a([V, U], W) — a([W, U}, V)

de forma general se tiene:

Caso general Para a € Q"(M),y Vo,V1,..., V.. € X(M) se tiene

r

do(Vo, ..., Vo) = Y (1) Vi(a(..Vi) + > (1) a([Vi, V], .. Vi, Vj, )

) i<j

Demostracion:

La férmula es trivialmente cierta para r = 0., y ya hemos probado la férmula
para r =1 y r = 2. Supuesta cierta la férmula para r — 1, (r > 1) probemosla
para a € Q"(M). Sean V =V, V1,..., V.. € X(M)

da(V,V1,...,V,) = (Lya)(Vi,..., Vi) = d(iva)(Vi, ..., V) =

T

Via(Vi,..., Vi) =Y a(Vi.. [V Vi],... V) -

i=1

7.2.6. Pullback
Sea ¢ : M — M aplicacion diferenciable, y & € Q"(M). Entonces:

d(¢"@) = ¢"(da)
En particular ¢* : Q"(M) — Q" (M) aplica Z"(M) en Z" (M), y B"(M) en
B"(M).
Demostracién:
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Es suficiente comprobarlo para las funciones y diferenciales de funciones.

Pero, ¢"(df) = ¢"(df) = d(¢"f), y d(¢"df) = d(d(¢"f)) = 0 = ¢"(d(df)).
Asf si a € Q" (M) se escribe & = fdf ' A...AdfT,esda=df Ndf* A...ANdf"

d(¢*a) = d{¢"(fdf' A...Adf)} = d{(¢" )" (df) A... A" (df")} =
¢*df Ao (dfY) A AGT(AfT)} = ¢"(da)

7.3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Se supondrd que M es variedad diferenciable abstracta de dimensién n, y d
es la diferencial exterior asociada. Veremos que el operador d nos permite aso-
ciar a cada entero r con 0 < r < n un espacio vectorial real H" (M), denominado
grupo r-ésimo de Cohomologia de De Rham . La dimensién b, de H"(M), se
denomina r-ésimo nimero de Betti de M. Los nimeros de Betti de M, son inva-
riantes no solo diferenciales si no también topolégicos (variedades diferenciables
homeomorfas tienen los mismos nmimeros de Betti). De hecho, los niimeros de
Betti pueden obtenerse usando exclusivamente métodos de topologia algebraica.

7.3.1. Formas cerradas y exactas

Se dird que o € Q" (M) es cerrada si da= 0,y que 8 € Q"(M) es exacta,
si existe A € Q""Y(M) con dX\ = 3.

Tenemos Q" 1(M) — Q" (M) — Q"F1(M)

Se denotard por Z"(M) al conjunto de formas cerradas de Q"(M), y por
B"(M) al de las formas exactas.

Como d es R-lineal y d? = 0 resulta que B"(M) y Z"(M) son subespacios
vectoriales de Q"(M), y B"(M) C Z"(M).

7.3.2. Cohomologia de DeRham

El espacio vectorial cociente H"(M) = Z"(M)/B"(M) para 0 < r < n se
denomina r-ésimo grupo de De Rham de M. A la dimension (real) b, de H" (M)
se denomina r-ésimo nimero de Betti.

7.3.3. Grupo cero de cohomologia

En una variedad M el nimero de Betti by de drden cero, es el nimero de
componentes conexas de M.

Para probar que dos variedades difeomorfas tienen grupos de De Rham iso-
morfos necesitamos usar el resultado de 7.2.6

7.3.4. La cohomologia como invariante diferencial

Dada la aplicacion diferenciable ¢ : M — M, la aplicacion R-lineal ¢* :
Q" (M) — Q" (M) (ver 7.2.6) induce por paso al cociente una aplicacion R-
lineal ¢* : H"(M) — H"(M), de forma que, si ¢:M — M es otra aplicacion
diferenciable, se tiene: (od)* = ¢ op™, ademds, idy, =id : H" (M) — H"(M).

En particular, dos variedades difeomorfas tienen grupos de Cohomologia de
deRham isomorfos.



7 CALCULO EXTERIOR 90

7.3.5. Primer grupo de cohomologia

Analizemos el significado geométrico del primer grupo de Cohomologia.

Sia€e QY M), y~y:I— M es curva diferenciable, entonces y*« es una
1-forma en I, y admite una expresion del tipo (v*a)(t) = f(¢)dt, con f : [ — R
diferenciable,asi tiene sentido la siguiente

La integral de una 1-forma Se llama integral de la 1-forma o € QY(M) a
lo largo de la curva diferenciable «y : [a,b] — M a f,ya = f: Y*a. La definicion
no depende de los cambios (requlares) de pardmetro, y se extiende de forma

natural a curvas v continuas y diferenciables a trozos. En todo caso la aplicacion
. T y y . J—
fv : Q"(M) — R es R-lineal, y verifica: f%v% = f% +f72

Teorema de Green en variedades Sea r € M,y sea o una 1-forma de M.
Entonces:

(a) « es exacta si y solo si fwa = 0 para toda curva 7 : [a,b] — M con
v(a) =~(b) =r.

(b) Si M es simplemente conexa, entonces o cerrada < « exacta, es decir
HY (M) = 0.

(¢) Toda 1-forma cerrada es localmente exacta.

NOTA: El apartado (c) se generaliza para cualquier r-forma cerrada. Se
conoce este resultado por el nombre Lema de Poincaré , que es equivalente al
siguiente enunciado: H"(R™) = 0 para r > 0.

No haremos una demostracién total de estos resultados pero como ilustracién
probaremos que M = R? tiene primer grupo de cohomologfa trivial, es decir
71 (R?) C B' (R?)

Sea ¥ = Pdx+Qdy en una 1—forma de R?  donde P = P(z,y),y Q = Q(z,v)
son funciones diferenciables con valores reales. Supongamos que ¥ es cerrada.
Esto significa que

0Q 0P
or Oy

Probemos que existe una funcién F : R? — R diferenciable tal que dF = 9.
La idea es la siguiente: Si tal F existiera, entonces para cada curva diferenciable
v : [a,b] — R2, con vy(a) = 0 = (0,0), v(b) = p se tendria (ver (?7))

/719 = /WdF:/abv*(dF):/abd(y*F)
b

- /(Fory)/(t)dtzF(O)—F(p)

a

(23)

y por tanto se tendria

F(p):F(O)+/19

independientemente de la curva (diferenciable a trozos) v en R? que una el
origen 0 con el punto p € R%. Asi que podemos proceder de esta manera:
Definimos F(0,0) = 0, y fijado p = (2°,3°) debemos tomar

F(xo,yo):/ﬁ:/ 19—1—/ 9
ol Y1 V2
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donde v = 4 V 75 es la curva diferenciable a trozos que une (0, 0) con (xo, yo),

siendo
0

r=1u 0 r=2 0
: <u< : <ov<
71 {y:O O_U_x772 {y:U O_D_y

(¥ ¥

a8

oy,

y queda entonces

0 0 350 yO
F@"y") = / WI?H/ Y29
0 0

(o]

T y°
/ P(u,0)du +/ Q(2°,v)dv
0 0

0 sea . .
F(w,y):/ P(u,O)du+/ Q(z,v)dv
0 0
por tanto
F z y
ory  _ 4 p(u,o)du+/ Q4
Oz (z,y) dx 0 0 T (z,v)

y usando (23) y la regla de barrow, queda

Yy
f)_F _ P(aj,O)—/ ‘?)—P dv
T .y 0 9Y @)
P(z,0) — [P (z,v)],—5
P(z,y
andlogamente se prueba que
oF
i
Y

En virtud del resultado de 77, toda 1—forma cerrada es exacta en cualquier
espacio difeomorfo a R2. . Con un argumento parecido se demuestra la misma
afirmacién para R™.Teniendo en cuenta que cada punto de una variedad admite

un entorno difeomorfo a R™ se tiene el siguiente resultado
Toda 1-forma cerrada de una superficie M es localmente exacta.

(Una 1—forma 9 € Q (M) se dice localmente exacta, si en un entorno U de

cada punto de M existe una f € F (U) con df =¥ en U.)
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8. TEORIA DE INTEGRACION EN VARIE-
DADES

El resto del libro estd esencialmente dedicado a fabricar los cimientos, que nos
permitan establecer de forma consistente una teoria de integracién de funciones
en variedades que generalize la de Riemann o Riemann-Stieljes o incluso la de
Lebesgue en R™

8.1. ORIENTACION Y FORMAS DE VOLUMEN.

Solo es posible estableceruna teoria de inetgracién de funciones, cuando se
cuenta sobre la variedad con un ingrediente m&s, denominado elemento (infi-
nitesimal) de volumen. Este ingrediente viene canénicamente definido cuando
disponemos de una estructura riemanniana, y en particular, si la variedad esté
sumergida en R™. La posibilidad de poder establecer teoremas de tipo Stokes
requiere ademds de una orientacién en la variedad. Comencemos estableciendo
un concepto de orientacién en espacios vectoriales:

8.1.1. Orientaciéon en espacios vectoriales

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién finita m. El espacio A™ (V)
de las formas exteriores de grado m constituye un espacio vectorial de dimensién
la unidad. Una forma de volumen en V es un elemento no nulo w € A™(V).

Diremos que dos formas de volumen w,w’ € A™(V) — {0} definen la misma
orientacion, y escribimos w ~ w’ cuando existe A > 0 con w’' = Aw.

Esta es una relacién de equivalencia sobre el conjunto A™ (V') —{0} de las for-
mas de volumen con exactamente dos clases: (A"™(V) — {0}/ ~) = {O', 0%} .Sea
Ot : A™(V)—{0} — (A™(V) — {0}/ ~) la proyeccién canénica

Definicién  Una orientacion para V es un elemento O € A™(V) — {0}/ ~

Podemos hacer otro planteamiento equivalente: Si E = (Ey, ..., E,,) es base
de Viy e = (g!,...,e™) es su base dual, entonces wg = ' A ... A g™ constituye
la tnica forma de volumen tal que w.(E,...,E,) = 1. Si B/ = (Ef,...,El)

%) se verifica wp: = (det P)wg es decir,

es otra base con E' = E P,y P = (p]

det P =wg(E").

Las bases E y E’ se dice que definen la misma orientacion, y escribimos
E ~ FE' siwg(FE’) > 0. Esta es una relacién de equivalencia sobre el conjunto £
de las bases de V, e induce sobre £, conjunto de bases de V' una particién con
exactamente dos clases: (£/ ~) = {€',E%}. Sea €T : € — (£/ ~) la proyeccién
candnica

Bases positivas Una orientacion para V puede entenderse también como un
elemento ET € (£/ ~=). Los elementos de ET serdn entonces las bases positivas.

Por otra parte, una forma de volumen w induce sobre el conjunto £ de las
bases de V una particién €& = ET(w) UE™ (w) con: EH(w) ={F € € : w(E) >
0} (w)={E €& :w(F) <0}

Observese que:

(1) Si E € &, entonces £V (wg) = ET(E).

(2) E€ét(w) &= w~wg, yaque w=w(E)wg

(3) ET(w) =EH(w') siy solo siw ~w'.

En consecuencia si F € £t (w), entonces £ (w) = ET(E) es un elemento de

£/ ~.
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Esto permite establecer sin m&s comentarios la equivalencia entre ambas
definiciones de orientacién.
Noétese que existe una biyeccién candnica:

€/ =)= (A"(V) {0}/ =)

en consecuencia, elegir un elemento de £/ ~ equivale a elegirlo en A™(V) —

{0}/ =

8.1.2. Orientacién en variedades.

Sea ahora M una variedad diferenciable real de dimensién finita m .

Definicién a) Una forma de volumen en M, es un elemento w € Q™(M) tal
que w(z) # 0 para todo © € M.

b) Una orientacion en M es una asignacion OF que hace corresponder a
cada punto p € M, una orientacion (’);‘ en el espacio vectorial T, M , verificando
la siguiente condicion de diferenciabilidad:

Para cada p € M, existe un entorno U de p,y una base (Ej,...,Ey,) de
campos para X(U) de forma que (E1(x),..., En(z)) es base positiva de T, M
para todo x € U.

¢) Una variedad se dice orientable, si admite una orientacion.

Evidentemente una forma de volumen w en M induce una orientacion O (w)
en M de forma que O (w), = OF(w(p)) para todo p € M. Ademds si w’ es otra
forma de volumen, se verifica O (w) = OF(w') si y solo si existe f: M — RT
diferenciable y w’ = fw

Reciprocamente, si O es una orientacién para M, es posible encontrar una
particién diferenciable de la unidad {(U;, ;) : @ € I}y formas de volumen w;
en U; que induzcan la misma orientacién que O. Entonces w = Yp,w; es una
forma de volumen que induce la orientacién O7F. Salvo cuestiones de detalle
puede considerarse demostrado el siguiente teorema:

La condicién de orientabilidad Son equivalentes las siguientes afirmacio-
nes:

i) M es orientable.

ii) Existe en M una forma de volumen w.

ii1) Existe un atlas A = {(U;,p;) : 2 € I} de M formado por cartas que
"definen la misma orientacion”

NOTA: Dos cartas ¢ = (u',...,u™),p = (a',...,u™) definen la misma
orientacion cuando en la interseccion de sus dominios se tiene

1 m
det (M) >0

o(al, ... m)

Fijada una orientacién O en M, la carta ¢ se dice positiva si w, = du' A. . .Adu™
define en el dominio de ¢ la orientacién OF.

8.1.3. La forma de volumen riemanniana.

Sea E = (V,<,>) un espacio vectorial euclideo orientado, y sean E =
(Ery.o s Ep),y B/ = (E]...,E},) =E P (con P = (p})) dos bases ortonorma-
les positivas de B. La matriz P es una matriz ortogonal (es decir P*P = I) por
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lo que det P =1. Asi, wg = (det P)wp = wpr. A la forma de volumen w = wg
se le denomina volumen canénico de E.

Si E = (Ei,...,Ey,) = EA es una base cualquiera positiva de E, denotando
por G a la matriz (g;; =< E;, Ej >), se verifica G = A'A, y Vdet G = det A.
Asi:

w=w(E)wg = (det A)wp = VdetGEL A...AEp

Asi para variedades Riemannianas se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 8.1 Sea M una variedad Riemanniana orientada. Eziste entonces
una unica forma de volumen w compatible con la orientacion, tal que en cada
punto p € M, w(p)(e1,....,em) = 1 para toda base ortonormal positiva de T,M .
Por otra parte, si o = (ul,...,u™) es una carta positiva de M,y G = (g;;) es la
matriz de la métrica, entonces:

w=Vdet Gdu' A ... A du™

8.2. TEORIA DE INTEGRACION DE m-FORMAS.

Supondremos ya conocida la teorfa de integracién de Riemann en R™ para
funciones con soporte compacto. Se entiende que una funcién f definida en un
dominio abierto Ude R™ con valores reales se dird integrable si admite integral
finita en cada compacto de C' C U. Es decir, si xo es la funcién carcateristica

de C, debe existir
| 1= [xcer
c

Denotamos por §;,:(U) el anillo de las funciones integrables en U.

Un subconjunto A acotado de R™ se dice medible, si la funcién caracteristica
X 4 €s integrable, y en éste caso para una funcién f : R™ — R integrable se define
la integral de fen A [, f = [em-Xa-

Recordemos el siguiente:

8.2.1. Teorema del cambio de variable en R™

Sea f : R™ DV — R una funcién integrable con soporte compacto contenido
en el abierto U, y sea ¢ : R™ D U — V un difeomorfismo con ecuaciones
vl = ¢, (ul,...,u™). Sea

Si J(¢) > 0 entonces

/W) /= /U(fosb)J(P)

Una funcién f : M — R con soporte compacto se dird integrable, si para
cada p € M es integrable la funcién f o ¢! para cada (alguna) carta ¢ cuyo
dominio contenga a p. Si w es una forma de volumen en M ,la m -forma ¢ = fw
se llamard entonces integrable.

Notese que en el concepto de m -forma integrable, no depende de la forma
de volumen w elegida.
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8.2.2. Integral de una m -forma en una variedad

Sea ¥ una m -forma integrable con soporte compacto en la variedad orien-
table M. Se trata de definir | V- Procedamos por pasos:

1) Supéngase que sop ¥ C U siendo U dominio de una carta positiva . se
define entonces: [,, ¥ = fgp(u)(go_l)*ﬂ. Si P es otra carta positiva con dominio

U D sop ¥, usando el teorema del cambio de variable en R™ se tiene:

/ @Y= @ee @)
pUNU) pUNU)

T
N
%l
L
=
53
I

/ @ poe )= [ (o))
o(UNU) e )

y asi el valor de la integral no depende de la carta positiva elegida, y dentro de
ella son vélidas las propiedades de aditividad de la integral.

2) En el caso general, puede probarse facilmente usando particiones diferen-
ciables de la unidad, el siguiente:

8.2.3. Lema

Sea M wvariedad orientada y K compacto de M. Existe entonces un abierto
U D K una funcion diferenciable con soporte compacto p : M — R tal que
w>0,yu=1enlU. Admds podemos suponer que p = py + ...+ p, siendo
cada py, funcion diferenciable, pu;, > 0, cuyo soporte (compacto) estd incluido en
una carta positiva.

Demostracién:

Sea P = {(Ua, pt,) : @ € A} una particion diferenciable de la unidad, sobor-
dinada a un atlas de la variedad M. Podemos suponer, por tanto que cada U,
es dominio de una carta.Para cada p € K sea UP un entorno abierto de p, tal
que el conjunto A, = {a € A : U, NUP # 0} es finito.Como K es compacto,
podemos suponer K C UPr U ... UUPs . El conjunto B = A, U...UA, es
finito, y verifica la propiedad de que

a¢B=UNU"U...0U"*)=0DUNK = p,|K=0

ast la funcién p =), _ 5y, verifica para cada z € K:

1= " pa(2) = ) = pla)

acA beB

]
Como sop ¢ es compacto, aplicando el lema se tiene la descomposicién
¥ = Y9, y cada ¥; = p,0 tiene soporte contenido en una carta orientada.

Definamos pues:
=3[
L=,

. Es necesario ahora probar que si ¥ = 11 4 ... 4+ ¥, es otra descomposicién de
1 en suma de m -formas con soportes contenidos en cartas positivas, entonces:

;/Mﬁi:;/zwﬂj
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En efecto: Si K es el compacto unién de todos los soportes de 9;, y de {9j,
sean [t = [y + ...+ p, las funcines resultantes de aplicar el lema a K. Las
m -formas p;9;, ,u,ﬁ‘j tienen soporte compacto, contenido en una misma carta
positiva, y son por tanto vélidas las igualdades:

YR R

=1

- 9= al=. =S [ 3

8.3. INTEGRACION DE FUNCIONES EN VARIEDA-
DES .

Supdéngase definida en la variedad M, una forma de volumen w. Si f : M — R
es una funcién integrable con soporte compacto, se define la integral de f en M
como la integral en M de la forma fw, es decir: fM fw.

Si A es un conjunto medible se llama volumen de A,a la integral | u XaWw 5y
se denomina integral de f en A :

/Afw=/Mf-wa

La integral de funciones en M verifica todas las propiedades usuales de adi-
tividad, asf como el siguiente teorema del cambio de variable:

8.3.1. Cambio de variable

Sean M, y N wariedades con volumen wy y wn respectivamente, y sea
¢ : M — N un difeomorfismo. Si f : N — R es una funcién integrable
con soporte compacto, y A es un conjunto medible de M entonces:

/¢(A) fon = /(ngﬁ) det(4) war

siendo det(¢) la funcion de M en R definida por: ¢* (wy) = det(P)ws.

8.4. TEOREMAS DE STOKES EN VARIEDADES.

En lo sucesivo M serd una variedad diferenciable con dimensién finita m +1,
conexa y orientada por una forma de volumen w.

8.4.1. Dominios regulares.

Cartas adaptadas Un dominio regular es un subconjunto D de M que

cerrado con interior D # (), cuya frontera D verifica la siguiente propie-
dad: para todo punto p € 0D existe una carta (U,p) positiva de M, con
o= ...,u™),peU,pUU) = (—a,a) x Uy y tal que o(U N D) = (—a,0] x Uy.
. Se dice entonces que (U, ) es una carta de M adaptada a D. La aplicacién
dp = (ul,...,u™) :UNID — Uy define una carta sobre D, y el conjunto de
dichas cartas proporciona un atlas que da estructura a 0D de hipersuperficie de
M (ver 3.6.5).
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ab | 9F s

Obsérvese que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
@OD) N L1t
dp 2
Uy —J» (—a,a) x Uy

donde j denota las inclusiones canénicas. Esto prueba, que la aplicacion
j : 0D — M, es diferenciable, y dj(p) : T,0D — T,M es aplicacién lineal
inyectiva (canénica), que permite considerar a T,0D como hiperplano vectorial
de T, M.

También se llaman cartas de M adaptadas a D, aquellas cuyo dominio (co-

o
nexo) esté contenido en D (interiores a D) o en el complementario de D (ex-
teriores a D).Por razones de tipo técnico (para la demostracién del teorema
de Stokes), cuando M tiene una orientacién, usaremos solo cartas adaptadas
positivas (U, ¢ = (u°,...,u™)), donde pU) C [-1,1]™T! y si:

» SilU es interior a D se supondrd ¢(U) C [-1,0] x [-1,1]™
s SilU es exterior a D se supondrd ¢(U) C [0,1] x [-1,1]™

Notese que con la definicién que hemos adoptado, se verifica que para cada
p € M, existe (U, ) carta adaptada a D con p € U, y con estos dominios U
puede construirse una base de entornos de p. Es facil probar entonces el siguiente
resultado:

Proposicién 8.2 Si D es un dominio reqular de la variedad diferenciable M,
existe entonces una particion diferenciable de la unidad {(U,, p1,) : a € A}
formada por dominios U, de cartas adaptadas.

Vectores entrantes y salientes. Sip € 9D, entonces T, M — T,0D, tiene
dos componentes conexas. El vector (9/ auo)p de la carta adaptada por p a D,
define una componente que se denomina de vectores salientes. Los vectores de
la otra componente, se denominan entrantes. El concepto de vector entrante o
saliente, no depende de la carta adaptada a D ,y puede establecerse mediante
el siguiente criterio geométrico:
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Un vector £ € T,M — T,0D es saliente si para toda curva diferenciable
v : I — M por p tal que v (0) = £ se verifica que existe € > 0, tal que
v({t) € M — D para 0 <t <e.

Demostracién:

Si¢ =" (B/Bui)p es saliente, entonces §, > 0, de forma que para
v : T — U con v(0) =&, se verifica que (u” o) (0) = &, > 0. Asf por anélisis
elemental, podemos suponer que para cierto e > 0, la funcién u®oy : (—¢,¢) — R
es estrictamente creciente, y u% oy(t) > u% 0oy(0) = 0 (y en particular v(t) ¢ D)
para 0 < ¢t < ¢. Reciprocamente, si £, < 0, entonces para cualquier curva
v : 1 — U con v/(0) = £ no existe tal ¢, (ya que la curva u® oy : (—¢,¢) — R es
estrictamente decreciente a partir de ciertoe > 0) ysi§, = 0,lacurvay: I — U
con v/ (0) =€y (u® oy)(t) = 0 V¢, estd contenida en 0D C D.. m

Hay un resultado andlogo para vectores entrantes.

La orientacién establecida para 0D responde entonces al siguiente criterio:

Siey € T,M —T,0D es un vector saliente, una base (e1,...,ey) de T,0D es
positiva, si (eg,e1,...,en) es base positiva de M. De esta forma un vector v
serd saliente si y solo si w(v,eq,...,em) > 0.

De hecho, usando particiones diferenciables de la unidad, puede probarse
que existe un campo v € X(M) tal que v(p) es vector saliente en cada p € 9D.
La forma de volumen que orienta 0D es entonces, si j : D — M es la inclusién:

J (iuw)

Ejemplos (1) Considerese una funcion F : R™t1 — R, diferenciable con
N = F~Y0) #0, y para cada p € N, dF(p) # 0. Entonces D = {x € R™*! :
F(z) <0} es un dominio regular con frontera 0D = N.

En efecto, 0D 2 N yaquesip € N, como F(p) =0,y dF(p) # 0, se concluye
que p no es extremo local de F', por tanto cada entorno U de p tiene puntos z con
F(z) >0,y otros con F(z) < 0. Asi UND # @ y UN(R™* — D) # 0, con lo que
p € OD. Reciprocamente, si F'(p) # 0, por razones de continuidad, es F'(z) # 0
para todo z de un entorno U de p. Asf o bien U CD o bien U ¢ R™™ — D por
lo que p ¢ OD.

Supéngase p € 0D, y (0F/9a°) (p) # 0, por el teorema de la funcién im-
plicita (ver 2.2.11, y la figura) se concluye que:

a) Existe ¢ > 0, Q abierto conexo de R™ tal que p € Q= (po—¢€,po +¢) X Q

b) Existe una funcién ¢ : Q- (po — &,p0 + €) C R diferenciable tal que

(D) NQ={(¢(z",...a™),a,...a™) : (¢',...2™) € Q}
y 2= ((0D) N Q) tiene exactamente dos componentes conexas:
Q" ={(="...a™) e V:a2"—¢(z*,...2™) <0}

QF ={(2°...2™) e V:2® - ¢(zt,...2™) > 0}

como F(x) # 0 para todo z € Q~UQ™T. Si por ejemplo es F(z) < 0 parax € Q™
restringiendo €2 si fuera necesario podemos suponer que las ecuaciones :

u’ =12 —((zt, .. a™)
1

’LLl:SC
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y definen una carta ¢ = (u°,...u™) : Q— U =(—a, a) x Uy que por construccién
estd adaptada a D.

(2) El ejemplo anterior, puede generalizarse sustituyendo R™*! por una
variedad M de dimensién m + 1:

Si F: M — R, diferenciable con N = F~*(0) # 0, y para cada p € N,
dF(p) # 0. Entonces D = {x € R™"1 : F(x) <0} es un dominio regular con
frontera 0D = N.

En efecto, si p € 9D basta con empezar tomando una carta en torno a p con
imagen R™*1,

8.4.2. Teorema de Stokes

Sea D un dominio regular de M,y ¢ € Q™(M). Si D es compacto o ¥
tiene soporte compacto. Entonces: fD dd = faDj*ﬂ, donde j : 0D — M es la
inclusion. En particular, si 0D o sop(¥) NID es el vacio se tiene: fD dd =0.

Nota 8.3 Si D es compacto, por el lema 8.2.3,podemos construir un abierto
UDD,pedF(M)u>0, p|U=1,ysop i compacto, y es equivalente trabajar
con ud, cuyo soporte es compacto contenido en sop .

Por otra parte, nétese que sop(d) C sop(d), ya que si x ¢ sop(¥), existe un
entorno U* de x, en donde ¥ es identicamente nula, por tanto dd =0 en U*, y

x & sop(di).

Probaremos pues el teorema suponiendo que sop ¥ compacto. Primero ana-
lizaremos algunos particulares

Casol M =R"" D=H"" = {(°...;u™):u’ <0}, sopd C [-1,1]"+L.

[u1,..,u ]

-1

Supéngase para simplificar m = 2, y sea 9 = Jodut Adu? —91du’ Adu? +95du’ A
du', entonces

(00 0V 0V 0 1 9
dﬂ—(auo 8u1+8u2)du ANdu A du

si el soporte de 1 estd contenido en @ = [—1,1]%, entonces sop(dd) C
1

1
sop(¥) C Q y se tiene en particular que para i =0, 1, 2:

1 . .
/ aﬂldul:[ﬁi(uo,ul,uﬂl =0

1 Oui -1
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por tanto:

[ LI
L,
/
/

! oL o 01\ , 9\ 1l 0
—d +/ (w—&-w)du)du]du_

i
N SR
/3

ouv

8190 ) ] 2

(V0(0,u', u?) — do(—1,u', u?)) dul} du?
1

1o
= / / 190(0,u1,u2)du1] du2:/ i
1 LJ=1 oD

va que j*0 = 99(0,ut,u?)du'. Nétese por iltimo que si Sop(d) N IQ = 0,
entonces:

190(0,u1,u2):190(—1,u17u2):0y/d19:0:/ i
D aD

Caso 2: sop (¥) contenido en una carta adaptada (U, ¢ = (u°,...,u™)).

Sabemos que sop ((¢1)*(¥)) C o) C [-1,1]™+
Supongamos que U N ID # (). Como (D NU) = (—a,0] x Uy C H™,
podemos aplicar el caso 1 la la forma (¢~ 1)* (), quedando:

/dﬁ / dﬁ:/ (¢ )" (d9) =
D DU Hm™+1Nep(U)
Hm,+1 6Hm+1
= [ ey = [ (oe) =
OH™M+1 Uo

unobD oD
ya que o j = jodp.

SiUNID = § entonces siUND = () es evidente que [, dd =0 = [, j*9. En

el caso U CD, podemos remitirnos al caso 1, (al final) cuando sop(¢~1)*(9) N
(0Q) = 0 para concluir que ambas integrales son nulas.

Caso 3: (Caso general) Tomemos (U;, 11;)icr una particién diferenciable de
la unidad, tal que cada U; es dominio de una carta de M adaptada a D. Como

sop(¥) es compacto, existe un conjunto finito ' = {1,2,...,m} C I tal que
sop(¥) esté contenido en la unién de los (U;)icr - Si ¥ = ,uzﬂ entonces segin
el epigrafe 8.2.2 teniendo en cuenta que sop(¥;) C U; , i = 1,...,m se tiene:

P=3" 0, dd =" dd;,y

& =" [, do; = /319:
[ =%, >/,
- [ i i
oD = aD
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8.5. LOS TEOREMAS CLASICOS TIPO STOKES.
8.5.1. Integrales de linea

Sea L una subvariedad unidimensional de la variedad riemanniana orientada
M. L es necesariamente difeomorfa a R o a S', por lo que es orientable, y es
posible elegir un campo 7 tangente a L con || = 1, 7 define entonces una
orientacion en L, respecto a la cual 7(u) es base ortonormal positiva para todo
u € L, y la forma dl de L definida por la condicién di(7) = 1, define la forma de
volumen candnica asociada a la variedad riemanniana L orientada por el vector
T.

Supongamos 7 : (a,b) — Uy, =UN L C M un difeomorfismo que preserva la
orientacion. Esto significa que:

V) #0 .y @) =7(y) V), t € (ab).
y se tiene la identidad
Loy =7
Vamos a suponer que 7 se "extiende” a v : [a,b] — L C M de forma
difenciable y que L = v(a,b) o bién L = ~v[a,b]. Si « es una 1-forma de M
entonces jj a es 1-forma de L, y tiene sentido la integral [ j} . Como el soporte
de j7 o estd contenido en una carta orientada Uz, se tiene:

[ dia= [ Gio) = [ (i = / e (24)

Por otra parte se tiene:

V(L) = (1) d (25)
ya que:
vy = (@) (5))ae=ar (o) (7)) =
Al (1)t = dI( (U)r)de = [ (8) b
Por tanto:

/Ldz:/Lv*wl):/Qb () dt

Sea X es un campo de M, se define la circulacion de X a lo largo de L como
fL < X, 7 > dl. Se tiene entonces:

b
/<X,T>dl:/ < X, (t) > dt
L a

ya que usando (25)

b
/ < X,T>dl:/ < X, 7> oy(t)y"(dl) =
L a

b b
= /<X,T>O’7(t)"‘/(t)|dt=/ < X, (t) > dt

a
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8.5.2. Teorema de Green

Sea S un dominio regular de R?, cuya frontera es union de curvas L; =
vi([ai,bi]) @ = 1,...r en donde cada ~y; : [ai,b;] — L; C R? es una curva
diferenciable, v;(a;) = v;(b;),y v; : (a;,b;)) — R? es inmersion inyectiva, y
vi da a L; la orientacion inducida. Si o = P(z,y)dz + Q(z,y)dy € Q' (R?),

entonces:
oQ 0P
f (55 aean=3; [ i

Demostracion:
Es consecuencia del teorema de Stokes, y la identidad (24).

8.5.3. Operador Rotacional

Sea M variedad Riemanniana tridimensional orientada, y sea dv = w?® su
forma de volumen candénica.

Cada campo X € X(M) tiene canénicamente asociada una 2-forma w3 =
ix(dv),y una 1-forma w', que es la métricamente equivalente a X (i.e. w’ (Y) =<
X,Y >para todo Y € X(M)).

Las aplicaciones X(M) 3 X —€ w% € Q*(M), X(M) 2 X — wk € QY(M),
son isomorfismos F(M)- lineales, y permiten escribir de forma compacta la ac-
cién de los operadores diferenciales clasicos. Asi, si f € §(M) , X € X(M) se
tiene:

o‘}.(%11‘adf = df’ dw%( = w?"ot(X)v dw?X' = div(X)w3

8.5.4. Calculo de la circulacién

Sea L una subvariedad unidimensional de la variedad riemanniana orientada
M como en el epigrafe 8.5.1 y parametrizada como alli por 7. Si X es un campo
en M, se tiene la identidad:

/jz(w}():/ <X, 7>dl
L L

Demostracién:
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it = [piehnna = [ek@a= [ <xz>a

8.5.5. Teorema clasico de Stokes.

Sea Y una superficie orientada de una variedad riemanniana tridimensional
M,y S un dominio reqular de ¥ con borde S = L,y SUL compacto. Denotamos
respectivamente por dv, ds , dl, las formas de volumen candnicas asociadas a M,
S,y L. v es el vector normal unitario a S)y T el tangente unitario a L. ambos
compatibles con las orientaciones establecidas. Finalmente sea v : [a,b] — L con
~v(a) = v(b),y v : (a,b) — M parametrizacion positiva de L. Si X es un campo
en M, entonces se verifica:

b
/<rotX,u>ds:/<X,T>dl:/ <X,y >dt
S L

a
Demostracién:
Sean jg, jr, las correspondientes inclusiones de S y Len M,y j: L — S.
Usando la definicién de rotacional, y el Lema de 8.5.5, se tiene:

dj§(wx) = j5(dwX)) = j5(Wrotx) = j5lirotx (dv)] =< rotX,v > ds

Por tanto:

/S < rotX,v > ds = /S djs(w) = /L 53k = [tiseiy k) = [ k)

L

Por una parte se tiene usando el resultado de 8.5.4:

b
/<rotX,1/>ds:/jz(w§():/<X,T>dl:/ < X,y >dt
L a

Flujo de un campo a traves de una superficie Sea S una hipersuperficie
orientada compacta de la variedad riemanniana orientada M, con vector normal
unitario v. Si dv es la forma de volumen canénica en M inducida por la métrica,
es facil probar que la forma de volumen ds en S, estd relacionada con dv por la
igualdad:

75 (i (dv)) = ds

siendo jg : S — M la inclusién candnica.
Se denomina flujo de un campo X sobre S, a la integral:

/<X,V>d8
s

Nota 8.4 Fl teorema clasico de Stokes, puede ahora parafrasearse ast :
El flujo del rotacional de un campo sobre una dominio superficial compacto,
coincide con la circulaciéon del campo a lo largo de su borde
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Lema Con las anteriores hipdtesis se verifica j5(ixdv) =< X,v > ds.

Demostracién:

Para cada u € S se tiene X (u) =< X(u),v(u) > v(u) + Y (u), donde YV es
un campo tangente a S. Fijados Xy, .., X,, € T,.S, como (Y (x), X1,..,X,,) es
linealmente dependiente dv(Y (x), X1, .., X;) = 0 por tanto:

(dv)(X(2), X1,., Xm) = < X(z),v(z) > [(dv)(v(z), X1, .., Xm)]
= < X(x),v(x) > [(t,dv)(X1, .., Xm)]
= < X(x),v@)>ds((X1,.., Xm)

8.5.6. Teorema de la divergencia de Gauss.

Operador Divergencia. Se denomina divergencia de un campo X de M
respecto a una forma de volumen w (en M) a la tnica funcién div X, que
verifica la identidad: Lxw = (div X)w.

Sea (U,Uy, e, F'), un flujo local para X por el punto p de M. Entonces:

d 1
— | =o(vol(Uy)) = lim — (/ F¥(w) f/ w) _
dt t ' =01 Uo ' Uo
Fro—
= / lim ~2 2 / div(X),w

Es fécil ahora probar la siguiente férmula que proporciona una definicién geo-
métrica de divergencia:

. o . vol(Uy) — vol(Uo)
<d“)X)p o vol(llilrs—@ (1111(1) ’UOZ(Z/{Q) '

Teorema de Gauss.
Con las notaciones anteriores, y supuesto que S es el borde de un dominio
reqular D compacto de M, se verifica:

/(divX)dv:/ < X,v>ds
D

S
Demostracién:

(div X)dv = Lx(dv) = (ix.d + d.ix)(dv) = d(i;(dv)) con lo que por el
teorema de Stokes y el lema anterior se tiene:

/D(divX)dv:/Dd(im(dv)):/Sjg(ide):/S<X,V>ds

8.6. APLICACIONES.

El Teorema de Stokes constituye una herramienta fundamental para la ob-
tencién de algunos de los teoremas més profundos de la Geometria. He aqui una
breve lista:

A) El Teorema de los residuos de variable compleja.

B) El teorema de Gauss-Bonnet.

C) El teorema de deRham.

D) El Teorema de dualidad de Poincaré.

E) El teorema del punto fijo de Brauwer ... etc.

Todos estos resultados requieren de cierta elaboracién previa que esta fuera
del alcance de nuestros objetivos. Nuestra pretensiéon aqui, es establecer algunos
resultados geometricamente interesantes, que utilizando el teorema de Stokes no
requieran gran elaboracién. Por ejemplo:
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8.6.1. Sobre el ultimo grupo de cohomologia.

Remitimos al lector a la seccién 7.3 para recordar la definicién del grupo
r-ésimo de Cohomologia de De Rham H" (M) (0 < r < n) de una variedad
diferenciable compacta abstracta M. Se trata realmente de un espacio vectorial
(real) y su dimensién b, (M) < oo se denomina r-ésimo nimero de Betti de M.
La afirmacién b, (M) > 0 indica que hay r-formas o en M que son cerradas
(da = 0) pero no exactas.

Trivialmente se comprueba que by (M) es el nimero de componentes conexas
de M, solo hace falta tener en cuenta que H™ (M) = Z™ (M) y que toda funcién
diferenciable f : M — R con df = 0, es localmente constante y por tanto es
constante sobre cada componente conexa. Asi que si M es conexa, by (M) =1

. Que podemos afirmar del tltimo nimero de Betti b, (M) de una variedad
M compacta y conexa?

Pues que también es igual a la unidad ( b, (M) =1)

Indicaremos cual es la linea de la demostracion de esta afirmacién, en la que
el teorema de Stokes juega un papel fundamental.
Si M es orientable, podemos definir una forma lineal natural I : Z™ (M) =

2" (M) — R con
I(G):/MH

Por el teorema de Stokes se concluye que para o € Q"1 (M)

I(doz):/Mda:/aMoz:/zazo

y asi B" (M) C kerI. Por tanto I induce una aplicacién lineal en el cociente
J:H"(M)=2zZ"(M)/B"(M)—R

J(0+B"):/M0

La demostracion se concluye si se prueba que J es isomorfismo lineal.
Por un lado, la aplicacién J no es idénticamente nula ya que si w es forma
de volumen en M, entonces

J(w—l—B"):/ w
M

pero el volumen de un abierto (en particular el volumen de M) es siempre mayor
que cero. Este argumento prueba que H™ # 0, y que la aplicacién J : H® — R
es epimorfismo.

Para ver que J es inyectiva es necesario y suficiente probar que ker I C B"
es decir

Teorema. Si w es una forma de grado méximo de una variedad M conexa
orientada y compacta, tal que f MW= 0, entonces w es exacta.
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8.6.2. Sobre las funciones armodnicas

Si M es una variedad riemanniana y f es una funcién diferenciable, se llama
Laplaciano de f a la funcién.

Af = div(grad(f))

La funcién f se dice armdnica, si su Laplaciano es cero es nulo.

Teorema

Sea D un dominio reqular con frontera S = 0D de una variedad riemanniana
orientada M,y sea U abierto que contiene a DU Sy f € F(U) una funcion
armdnica con soporte compacto. Entonces, si S = (0, f es necesariamente
constante en D. Si S# 0,y f|S =0, se concluye que f | D = 0.

Demostracién:

Como div(fgrad(f)) = fdiv(grad(f))+(gradf)(f) = fAf+ < gradf, gradf >y

Af =0 se tiene:
div(fgrad(f)) = |gradf|?

Usando el teorema de la divergencia, queda

/ |gradf|? dv :/ div(fgrad(f)) = / [ <gradf,v>ds
D D s

donde dwv, ds, son las formas de volumen candnicas, y v es el campo exterior
normal unitario en S. Si S =0 o f =0 en S, se concluye que

/ \gradf|® dv =0
D

en consecuencia, df = 0,y f es constante en cada componente conexa de D.
En el caso S # 0, se deduce por continuidad, f =0

8.6.3. Teorema del punto fijo de Brauwer

Sea V abierto de R™t! que contiene a la bola

B* = {(°,...,u™): 32 (u1)2 <1}

y sea ¢ : V — R™FL diferenciable, con ¢(B*) = B*. Entonces ¢ tiene necesa-
riamente un punto fijo en B*.

Demostracién:

Si ¢ no tuviera un punto fijo en B*, entonces existe un abierto & de R™*!
que contiene a B*, una funcién diferenciable f : &/ — S C R™*! en donde
S =0B* = {(u°,...,u™): & (uZ)2 =1} tal que f | S = id.

La funcién f se construye de la siguiente forma:

fl@)y={ 4+ 1 —-Ng(z): A>0}NS

y esto es contradictorio, por la siguiente: _
Sean (fo, ..., fm) las componentes de f. Como f | S = id se tiene jiz' = f;
por lo que se verifica la igualdad:

Jis@taat nooonde™ = [Gstdnin-nd)

aplicando a cada miembro el teorema de Stokes, se concluye:



9 TEOREMAS DE POINCARE-HOPF Y DE GAUSS-BONNET. 107

O</dmo/\dxl/\.../\dxm)z/dfo/\dfl/\.../\dfm
D D

Pero esto es contradictorio, ya que dfy A dft A ... Adf,, = 0, pues como
im(f) CS, se tiene df (v) : T,R™H — Tg(,S tiene rango m y (dfo, df1,. .., dfm)
son linealmente dependientes.

9. TEOREMAS DE POINCARE-HOPF Y DE
GAUSS-BONNET.

Estamos ahora en condiciones de comprender el enunciado de algunos bellos
teoremas con nombre propio, que muestran la fuerte relaciéon que existe entre la
curvatura y la topologia de la superficie.

Conocemos el significado y sabemos calcular la integral de funciones sobre
recintos de una superficie M. En el caso de que la superficie sea compacta, es
posible definir la integral de una funcién continua sobre toda la superficie. La
integral de la curvatura de Gauss K : M — R se denomina curvatura integra
der M.

Uno de los resultados més profundos y paradigméticos de la teoria global
intrinseca de superficies lo constituye el teorema de Gauss-Bonnet, que relaciona
la Curvatura Integra de la superficie compacta orientada M con su ”género”
(topolégico) g. El género es un entero que determina de hecho la clase topolégica
de la superficie, y que intuitivamente cuenta el nimero de agujeros: La esfera
tiene genero cero, el toro uno,...etc.

g=0 g=1 9=2

De hecho se puede probar que el género g coincide con la dimensién del
primer grupo de cohomologia de deRham de M.
Se llama caracteristica de Euler de la superficie M al nimero x,, dado por

Xp=2—2g

La caracteristica de Euler de una superficie puede calcularse en la practica por
alguno de los siguientes métodos:

a) Usando una triangulacién cualquiera de la superficie.

b) Calculando su curvatura integra

¢) Determinando la dimensién del primer grupo de Cohomologia de DeRham

d) Usando cualquier campo con ceros aislados.

El método a) es estrictamente topolégico. El género se obtiene por medio de
una funcién determinada que depende del nimero de caras aristas y vértices de
la triangulacién (ver (43))
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El método b) viene avalado por el Teorema de Gauss-Bonnet que establece

M

El método d) constituye la versiéon Poincaré-Hopf del teorema de Gauss-
Bonnet, que es lo que nos proponemos desarrollar en esta seccién. Como refe-
renca general para esta seccién recomendamos [9] Cap 21, y [5] Cap III

9.1. Una revisién de la teoria de superficies’

Se trata en esta primera seccién, de aproximarse rdpidamente al manejo
y comprensién de ciertos conceptos relevantes de la Geometria Diferencial de
Superficies, que intervienen en el resultado y la demostracién del teorema de
Poincaré-Hopf. Nos ha parecido aconsejable hacer esta aproximacion usando el
método de la referencia mévil de Cartan. EI motivo, es que este planteamiento
utiliza al mdximo una supuestamente conocida teoria de formas exteriores y
diferencial exterior en superficies, y por otra parte requiere de minimos recuerdos
del curso de anterior. Ademéds permite obtener rdpidamente la férmula (27) de
la pag 109. Con ella se demuestra el teorema Egregio de Gauss, y serd crucial
en el de Poincaré-Hopf.

En lo que sigue M es una superficie sumergida en R?® y denotamos por
tyr 2 M — R3? la inclusién canénica. En cada punto p € M, el espacio tan-
gente a M en p, T, M, se considera sumergido en T,R3. No obstante en ocasio-
nes T,R*podrd identificarse con R y T),M con un plano vectorial de R* Las
coordenadas candnicas de R? serdn denotadas por (z,y,2) o (z', 2%, 2?) indis-
tintamente, y entonces (9/0z,d/0y,d/0z) representa la base canénica de R? y
(dx, dy, dz) su base dual. Observese que 9/0z° puede interpretarse como campo

constante en R? de forma que ((B/Ox)p ,(9/9y),,, (8/82)p> es base canénica en

T,R3, y (dz(p),dy(p), dz(p)) es su base dual.
Finalmente se denota Q" (M) (r =0, 1,2) al espacio de las formas exteriores
de grado r sobre M, y

F(M)=Q°(M) ={f: M — R, diferenciables}

es el anillo de funciones.

9.1.1. Orientacién y volumen

Recordemos que una superficie M en R? se dice orientable si admite un
campo v con (v,v) =1, y normal a M, es decir, para todo p € M:

T,M = {¢ € T,R® : (v(p),&) = 0}

Se denomina a v campo unitario normal a M, y se determina una orientacién
en M. Recordemos que si M es conexa admite exactamente dos orientaciones
la de v ylade —v.

La forma de volumen canénica Q € Q2 (M) es

Ql, : T,M x T,M — R, (&n) — det (¢,7,v)

"Este seccién no es necesaria para aquellos lectores que tengan reciente un curso cldsico de
Geometria diferencial de curvas y superficies.
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El par de vectores (§,n) de T, M es base , si y solo si Q(&,n) # 0, y si
Q(&,m) > 0 se dice que es positiva, o estd positivamente orientada. De la iden-
tidad de Graham:

aemeen) —a( 59 &) =

se concluye que en efecto, es la tnica forma de volumen en M que toma el valor
1 sobre las bases ortonormales positivas.

9.1.2. Angulo orientado

Si M = (M,v) es superficie orientada y &, n € T, M son vectores no nulos,
por la identidad de Graham (26) se tiene Q(&,7)° = [¢]*|n|* — (&,7)® y por

ko &) Qen)
) QEDN g sing
(a el ) (cosf,sin)

representa un punto de la circunferencia S'y por tanto un dngulo £ (£,7m) €
Z/27Z cuyo valor numeérico 6 estd determinado salvo multiplo de 27. Se denomi-
na, angulo orientado definido por £, 7. Usualmente se tomardn determinaciones
0 del dangulo con —7 < 0 < 7.

9.1.3. Forma de conexién y Curvatura de Gauss.

Sea M una superficie orientada, y € su forma de volumen canénica. Sea U
un abierto paralelizable de M, y E € X (U) un campo tangente a M y uni-
tario (|E| = 1) .Existe entonces un tnico campo FEs € X (U) de forma que
(E = Ej, E») constituye una paralelizacién ortonormal positiva en . Este cam-
po E> necesariamente tinico viene definido por Fy = v X Fy

Versiéon 1. Esta version va dedicada a los lectores que tengan reciente un
curso cldsico de Teorfa de Superficies sumergidas en el espacio euclideo R3.
Se tiene:
a)Hay una tinica 1-forma wg € Q' (), que viene caracterizada por la pro-
piedad
VgEl = WE (f) E2

para cada vector ¢ tangente a M en un punto de Y. La forma de conexién puede
también caracterizarse por verificar®

VvEl = WwWEg (V) EQ
YWwexU
VVEQ = —WEg (V) El ( )
(b) Si K : M — R es la funcién curvatura de Gauss de M entonces se tiene
en U
dwp = —KQ (27)

Demostracién:
(a) Podemos escribir para cada X € X (U):

X =(X,E1) Er + (X, E) E» (28)

8Naturalmente V representa la derivada intrinseca covariante en la superficie.



9 TEOREMAS DE POINCARE-HOPF Y DE GAUSS-BONNET. 110

En particular tomando X = Vy E; tenemos
VvE =(VvE:, E1) E1 + (Vv E1, Es) Ey

pero como (E1,E;) = 1, es 0 = V ((E1, F1)) = 2(VvEy, Ey), por lo que
Vv Ey =(VyE, Ey) Es, y podemos tomar

we(V) =(VvE,, Ey)

y queda
VvEl = WwWEg (V) E2

Por otra parte, como (E1, Fs) = 0, es 0 = V ((Ey, Eq)) = (Vv Ey, E2) +
<E1, VVE2> y asi

VvEy =(VyEs, E1) By = —wp (V) E;
(¢) Recordemos que la curvatura de Gauss, viene definida por K = det L,
siendo £ : X(U) — X (U) la aplicacién de Weingarten. definida por £ (V) =
—Vyv siendo v el vector normal a la superficie compatible con la orientacién.

Tomando en (28) X = L(E;) i = 1,2 queda

L(E1) =(L(E1), Er) B+ (L (E1), E2) B
L(Ey) = (L(E2), Er) Er + (L (E2), Ea) Eo

y por tanto:
K = (L(Ey), Br) (L (E2), Ey) — (L (E)), Ey)”
Por otra parte puede probarse la identidad
Vg, Ve, E1+V e, Ve E1+V g, g)E1 =< LE1,E1 > LE,— < LE>, By > LE .

Se tiene entonces:

d(JJE (ElEg)

By (wg (E2)) — B2 (wg (E1)) — wE ([E1, E2])

= B\ ((Ve,Er, Ey)) — B2 ((Vg, Ev, E2)) — (Vig, 5 1, E2)
= (Vg,Vg,E — Vg, Ve B — Vg g, E, E)

= (B, B (L(B) Bo) — (L(BY) Ea)?)

— _K=-KQ(EE)

En la cuarta igualdad se ha utilizado la identidad:
Vi By — Vi, B = [B1, B

y la regla de derivacién de Leibnitz.

Versién 2. Otra forma de alcanzar la férmula (27), para los lectores que
no familiarizados con la teoria cldsica de superficies es la siguiente. Pongamos
M=U.

En lo sucesivo los indices 1, j, k varfan entre 1, y 2 y los a, b, c entre 1 y 3.
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Los campos (E1, Fa, E5 = v) constituyen lo que se llama una referencia eu-
clidea adaptada a M . Sea (91, 02) C Q' (M) la base dual de 1-formas asociadas
a la (E1, F2) paralelizacién (Eq, E2) de M, es decir se tiene la identidad:

V=0"(V)E, +6° (V) Es

para todo V campo tangente a M. Nétese que 6° (V)= (V,E;) parai=1,2.
Una aplicacién diferenciable V = (V17V2, V3) : M — R3 puede interpre-

tarse como un campo a lo largo de M, en el sentido de que asocia de forma

diferenciable a cada punto p de M el vector V (p) € T,R3 ~ R3 con

Vl
V = (8/0%,0/dy,0/0z) | V?
V3

Asociados a V podemos definir las 1-formas w{, en M, con w{, (§) = (dV (§) , E,)
si &€ T,M

wy = (dV, Eq)
donde se entiende que

, wy
dV = (dV*',dV?,dV?) = Swi E, = (E1, B2, E3) | wir
wy

. En particular tomando wj = w§, podemos escribir

wi wi wi
dE = (dEthg, dE3) = (El, EQ, Eg) w% UJ% wg (29)

wi w3l Wl

0 més brevemente dE = Ew. En estas condiciones se tiene el siguiente

Lema.

1. La matriz de 1-formas (w$) es hemisimétrica es decir w¢ = —w®. En par-
ticular, w? =0 y (29) se transforma en

0 —wp —w
(dEy,dEy,dE3) = (BE1, By, F3) | wg 0 —wj (30)
3 3
Wy wh 0

donde hemos llamado wg = w?.

2. Si P: M — R3 es el campo de posicién P(x) = x para todo z € M,
entonces se tiene
dP = 0'E; + 6°E, (31)

Por otra parte
Las ecuaciones de Maurer-Cartan se obtienen por manipulacién formal de
(29) y (31) al imponer: d?P =0, y d*E; = 0 el resultado es el siguiente:
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Lema. ) . )
do* + Y wi NG =0
di+ S wh Awk =0 (32)

Como (#',0%) es una base de 1-formas en M podemos escribir
3 1
Wy o l11 l12 0
()-(a ) (%) @

para ciertas funciones [;; : § — R diferenciables
La segunda de las ecuaciones (32), da ahora para i =1, j = 2:

w

dwp = —w3 ANwi = —K0' A 6? (34)

donde K = det (l;;) es independiente de la referencia 1-adaptada, y K :
M — R es la llamada curvatura de Gauss que solo depende M.. De hecho
(l;j) es la matriz, de la aplicacién lineal (llamada aplicacién de Weingarten)
—dv|,: T,M —T,M C T,R? en la base (B, B,

En efecto, para £ € T, M, se tiene usando (30)

—dvl,(§) = —dE3(¢) = <E1’E2)|P( ng )g

l11 2 0
= (E17E2)|17( 121 122 ) < 92 )5
p

Observese que un cambio de orientacion de v a —v cambia (l;;) por (—l;;)
pero no afecta al valor de K.

9.2. El Teorema de Poincaré-Hopf

Ya es bastante sorprendente constatar que la integral de la curvatura de
Gauss sobre una superficie compacta cualquiera es necesariamente un miltiplo
entero de 27, digamos 27y. Pero sorprende aiin méds constatar que el entero
x -llamado caracteristica de Euler- depende solamente de la topologia de la
superficie. Es mds, caracteriza su topologia. En este apartado, trataremos de
acercarnos suavemente y con las herramientas de la geometria diferencial a este
fascinante festival Geométrico-Topolégico. jComienza el espectdaculo

9.2.1. Indice de un campo en un cero aislado

Ejemplos previos Intuitivamente el indice de un campo en un cero aislado, es
el nimero (con signo) de vueltas que da el vector del campo, al restringirlo a una
pequena curva simple (recorrida en el sentido positivo) que rodea el punto. Para
despertar nuestra intuicién sobre el concepto de indice, presentaremos algunos
ejemplos significativos en el plano R2.

A) Por ejemplo consideremos el campo V = zd/dz + yd/0y de R?, que
tiene un cero aislado en o = (0,0). Sobre la circunferencia 7, de ecuaciones

x =cost,y =sint, 0 <t <27 el campo V toma wvalores V(v (t)) = (cost,sint)
e

0 <t < 2m. Asi, §(t) =t determina el dngulo que va formando V(v (t)) con el
eje de las z, y se ve por tanto que el campo V' da una sola vuelta (en el mismo
sentido que ) alrededor del origen. Por esto se dice que su indice es igual a +1.
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F 9

-
Debemos observar que el indice no depende de la parametrizacién positiva
~ de la circunferencia, y ni siquiera de la curva v simple elegida que rodee el
origen

B) Variaciones del ejemplo A) pueden obtenerse girando el campo V' del
ejemplo, un dngulo constante o es decir, tomando

0 0 coso —sino x
Vo=|7,= .
Ox’ Oy sinc coso Y
todos ellos tienen indice +1 en el origen. Como caso particular, tenemos Vy /5 =

—y0/0x + x0/0y

C') consideremos ahora el campo

= (aa) (0 5) ()

Una buena forma de visualizar la direccién y el sentido del campo en cada
punto, consiste en dibujar sus curvas integrales. En general, las curvas integrales
de V=AZ2 + Ba% son aquellas v = y(t) tales que

V(y(t)) =+/(t) para todo t
es decir deberédn satisfacer las eucaciones diferenciales v(t) = (z(t), y(t)) :

dx/dt = A(x,y)
dy/dt = B(z,y)
En el caso particular que nos ocupa tenemos
de/dt = x
dy/dt = —y
cuya solucién general, viene dada por
z(t) = 2Vt~
y(t) = yle 710)

cuya ecuacién implicita viene dada por

Ty = cte
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una idea del flujo de curvas integrales es:

El lector deberia ser capaz de explicar ahora porqué el indice en el origen de
este campo es igual a —1.

D) Se pueden dar ejemplos gréficos de campos con indice negativo arbitrario.
Por ejemplo, el campo cuyas curvas integrales se sugieren en el siguiente dibujo:

/

P

deberfa tener indice —2 en torno al origen.
Proponemos al lector la generalizacién de este ejemplo, y la construccién
grafica de campos con indice entero positivo arbitrariamente alto.

Hipdétesis de trabajo M = (M,v) es una superficie orientada, y v : [ =
[a,b] — M una curva diferenciable. U es campo unitario tangente definido en un
entorno de im (), supongase definida en un entorno de im(+) una paralelizacién
ortonormal positiva (E = E7, Es). Por dltimo, wg, wy denotan las formas de
conexion de E'y U definidas en sus correspondientes dominios.

Recordemos que la curva revertida de «y es la curva ~ 7 : [a,b] — M definida
por

(~7) () =A(~t + b+ a)

que tiene la misma imagen recorrida en sentido inverso.

Determinacién diferenciable del angulo (DDA) Sean M, ~, (E = E1, E»),
U, como en 9.2.1

Una determinacion diferenciable del éngulo (DDA) £ (E;,U o) es una apli-
cacién diferenciable 6 : I — R tal que

Uovy=(cos) (Eso07)+ (sinf) (Ez0)
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Si @y 0 son DDA £ (E;,U o) entonces la diferencia § — 0 : I — R es
una funcién continua que toma valores sobre 27Z, y es (ya que I es conexo),
constante de la forma 27k, € k € Z. Esto prueba que todas las DDA se obtienen
sumandole a una dada un multiplo entero de 2.

Probemos que existen DDA. Supongamos I = [a, b], entonces obviamente se
tiene:

1) Para todo ¢p € I, existe une > 0y 0 : (tg —&,to +¢) NI — R que es
DDA.

Por otra parte, usando la compacidad de I, se tiene que

2) Existe una particién a =ty < t; < --- < t, = by funciones 0, : [t;_1,t;] —
R que son DDA.

Finalmente la demostracién se concluye asf

Pongamos 0 : [tg,t;] — R, Oy : [t1,t2] — R entonces O(t;) — 0y (1) = 2n7
para n € Z, y se construye s : [tg,t2] — R, DDA de la forma:

01(t) sit € [to, t]
Hg(t) = { 52(15) — T S(i) t e [tlatQ]

Tenemos asf definida paso a paso 0, : [a,b] — R que es DDA.

La DDA y las formas de conexién Sean M, v, (E = FEy,Es), U, wy, wg,
como en 9.2.1 . Para cualquier DDA 6 : I — R de £ (E,U o) se tiene

0 =wy (v) —we () (35)

Demostracién
Identificando U = U(t) = (U o) (t), Eq = Eu(t) = (Eq 07) (1), se tiene

U = (cosf) Ey + (sin ) Ey (36)
y por tanto
Ut = —(sin0) By + (cos ) Esy (37)
Calculando dU/dt teniendo en cuenta las identidades (??) y (37) queda

L = o () U+ (v =wp () (- () Br + (cos) ) + 0w (38)

donde el primer sumando es tangente a M, y se ha denotado por () v la parte
proporcional a v.
Calculando ahora dU/dt usando(36) queda

C;—ltj = 0 (—(sind) Ey + (cosf) Ex) + (39)
+ (cosO)wg () By — (sin@)we () E1 + v

= —sinf (0 +wp (7)) Er+cosf (0’ +wp (V) B2+ (v

comparando las partes tangentes (38) y (39) se obtiene (35)

Indice (relativo) en torno a un lazo Sean M, v, (E = Ei, E»), U, como
en 9.2.1, suponiendo que v : [a,b] — M es un lazo (es decir, v(a) = (b)) es
claro que 6(b) — 0(a) es un muiltiplo entero de 27, que no depende de la DDA
tomada. Se define indice de U, en torno a +, y relativo a E al entero

Ind (U, B) = 5- (00) — 0(a)
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Usando la igualdad (35) se concluye que

Id(U,B) =5 [ (o () —ws(0)dt= 3= [ o -wp) @0

a

Indice en torno a un lazo elemental Sean M, (E = Ey, E3), U, como en
9.2.1. y v : [a,b] — M un lazo. Supongamos ahora que I = im~ es el borde OR
de un dominio regular compacto y paralelizable R C M; diremos que vy es un
lazo elemental. Si p es un punto que estd en el interior de R, se dice que v es
es un lazo elemental.en torno al punto p.Naturalmente se supone que el sentido
de recorrido de y es el positivo, es decir, ¥ X 7/ es un vector entrante.

En estas circunstancias, el indice Ind (U, ~, E) no depende del campo unitario
E definido en un entorno de R, y se denomina simplemente Ind (U, ), que es
el indice de U en torno a .

En efecto:

Si F' es otro campo tangente unitario definido en un entorno de R, por la
igualdad (27) se concluye que dwp = dwg = —Kd) , por lo que

d(wF—wE):O

Por otra parte, usando la igualdad (40)

Ind(U,v,E) = %L(WU_WE)
= % L(WU—WF)+/7(WF_WE)}
= Ind(U,~,F)

ya que por el teorema de Stokes se tiene

[y(wF—wE>:/GR(WF_WE):/RCZ(WF—WE)ZO

Naturalmente, si U estd definido en un entorno de R entonces:
1
Ind(U,y) = Ind(U,~,U) = o / (wy —wy) =0
¥

Nota 9.1 Nétese que Ind (U,7) no depende de la parametrizacion y podemos
escribir mas propiamente SiT’

Ind(U,T) = Ind (U,~)

Indice de un campo en un cero aislado Supondremos ahora que V €
X (M) es un campo tangente y p € M es un cero aislado de V, es decir, V(p) = 0,
y hay un entorno V de p en M tal que V(z) # 0 para todo = € V.

Denotamos por U al campo unitario definido en U — {p}

Bl

Podemos imaginar un & C V que es la imagen de una parametrizacién local
positiva P = P (u,v), ,con P:U—U, y P(0,0)=p.
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Para cada r > 0 denotamos por D, al disco cerrado de radio r centrado en
(0,0) € R? y C,. = 9D, es la circunferencia borde. Sea R > 0, tal que Dr C U.
Finalmente para 0 < r < R se considera el lazo elemental en torno a p

v, (t) = P (rcos2nt,rsin2nt), 0 <t <1

Realmente la imagen de «, es I', = P(C,) que es el borde del dominio
regular R, = P (D,)

Si I' es un lazo elemental en torno a p, llamamos indice de V' en p respecto
aTl alInd(U,T) es decir:

Ind(V,T) = Ind (U,T)

El resultado fundamental es el siguiente:
Si I y T son lazos elementales en torno al punto p, entonces

Ind(V,T) = Ind (V, f)

Demostracion
Tomemos r > 0 suficientement pequiio para que

R, C (intR)N (zntﬁ)

siendo R y R los correspondientes dominios cuyas fronteras son I' y r.

Demostraremos que
Ind(V,T) = Ind(V,T,) = Ind (v, f)

Probemos la primera igualdad (la segunda se prueba igual). En efecto: fije-
mos F campo tangente unitario en R

S =R —intR,
es un dominio regular con borde orientado
oS =TU(~T,)

asi, usando que dwg = dwy en S, y el teorema de Stokes se tiene:

N I

/F(WU_WE)_/FT(WU_WE):

= Ind(V,T) — Ind(V,T,)
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9.2.2. Curvatura integra y Caracteristica de Euler

Veremos que en una superficie orientada y compacta, la integral de la cur-
vatura de Gauss es un multiplo entero de 2w, digamos 27y, con x € Z. Este
entero y asociado a la superficie , es evidentemente un invariante por isome-
trias. El teorema de Poincaré Hopf demuestra que x es también la suma de los
indices de cualquier campo definido en toda la superficie con ceros aislados. Se
denomina a  caracteristica de Euler-Poincaré y resulta ser también invariante
por difeomorfismos.

Indice total de un campo Supdngase ahora la superficie M = (M, v) orien-
tada y compacta. Sea V un campo tangente en M que tiene todos sus ceros
aislados. Por la compacidad de M, se concluye que el niimero total de ceros es
finito, digamos {p1,...,pm}- Se define el indice total de V como

Ind(V) = Y- Ind(V.p)

Observese que como cada sumando es un nimero entero, entonces Ind(V) es
entero.

El campo unitario U = V/ |V estd definido en M — {p1,...,pm}. Tomando
en torno a cada punto p; parametrizaciones locales positivas, podemos construir
un lazo elemental «; que describe la frontera orientada de un dominio regular
compacto y paralelizable R; que contiene en su interior a p; de forma que

Ind(V,p;) = Ind(U, «;)

Curvatura integra Se llama curvatura integra de la superficie orientada com-
pacta M = (M, v) la la integral
/ KQ
M

donde K es su curvatura de Gauss y € es su forma de volumen canénica.

Si V, U son como en 9.2.2, podemos organizar el cdlculo de la curvatura
integra de la siguiente formas:

Fijemos un campo unitario E definido sobre un abierto que contiene al do-
minio regular

y sea
S=M-R

Noétese que S es también dominio regular, cuya frontera orientada viene
determinada por las curvas «; recorridas en sentido contrario, es decir las ~ «;.

Tenemos asi, la forma conexién wy definida en un entorno de S, y la wg
definida en un entorno de R y se tiene:

dwy =—KQen S
dwgp =—-KQen R

Aplicando en cada region el teorema de Stokes, se tiene:

szQ: —deUJU = _faswU:Z?llfain
fRKQ: _fRdwE:_faRwE = -2 a; B
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de manera que

/KQ /KQ+/KQ:
M s R

i/ai(wU_wE):

= 21 Ind(V,p;) = 2xInd(V)
i=1

Por tanto se tiene:

Teorema de Poincaré-Hopf Sea M es una superficie compacta y orien-
tada con elemento de area () y curvatura de Gauss K, y sea V un campo en M
con ceros aislados. Entonces

1
— KQ=Ind(V 41
5 | K0 = maw) (41)
Es decir,
La curvatura integra fM K de la superficie es de la forma 2wy, donde X,
es un numero entero.asociado a la superficie que verifica la siguiente propiedad
geométrica:

Todos los campos tangentes a M con ceros aislados tienen el mismo indice y
coincide con Xy

Caracteristica de Euler FEl entero x,,; asociado a un superficie compacta
ortentable M se denomina caracteristica de Euler de M, y no depende de la
orientacion. Por otra parte, si M es isométrica a M, entonces X ,; = Xz

Como el célculo de la caracteristica de Euler de la superficie M, se limita
a determinar el indice de algin campo conocido V' con ceros aislados, pare-
ce plausible esperar que la caracteristica de Euler sea también invariante por
difeomorfismos. Todo depende de la validez de la siguiente

Proposicién
Sea ¢ : M — M, un difeomeorfismo entre superficies, y sea V un campo en
M con ceros aislados {p1,...,pm}, entonces ¢,V es un campo en M con ceros

aislados {¢ (p1),-.., 0 (pbm)}, y se verifica para cada i =1,...,m
Ind(V,p;) = Ind($.V, ¢ (pi))

En particular, si M es compacta orientable, M también lo es, y X = Xi1-

Idea de la Demostracién:

Para calcular el indice del campo V' en un cero aislado p, debemos recurrir
a una parametrizacion local P = P (u,v), con P: U —- U y U = V/|V| definido
en U — {p}, P(0,0) = p. Usando la notacién de ??, y suponiendo que D, C U,
C(t) = r (cost,sint), a,.(t) = P (Cy(t)), 0 <t < 2.

Sabemos que

Ind(V,p) = Ind(U, o) = Ind (U, o, E) = % (0 (2m) — 6(0))

donde podemos tomar como campo unitario de referencia

_ 0/0u
~ 0/0u]
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y 0:[0,27] — R una DDA de L (U o -, E)
Digamos que esta operacidn podemos efectuarla en U con la representacion
analitica de V : 9 9

y la métrica (gfb)dada por la primera forma fundamental

g 0
P _ [ —
Gab = <8’UJ0‘7 3ub>

y asf 6(t) indica el (gfb)cr -dngulo que determina Vp (C,(t)) con el eje de

(t)
horizontal de las u. Definamos la familia

gap = (1= 5)gop + 564, 0 < s < 1

donde (d4p) denota la matriz identidad (6 métrica euclidea). Puede probarse
que (g5,) define una .métrica respecto a la cual puede determinarse una DDA
digamos 6° = 6°(t) del (9ap) ¢, (+)-dngulo que determina Vp (Cy(t)) con el eje de
horizontal de las u, de forma que °(t) = 6(t), y la aplicacién (s,t) — 6°(t)
resulta ser continua. Como

1 S s
o (6" (2m) = 67 (0))

toma solo valores enteros, se concluye que es una funcién (de s) constante y asf
1
Ind(V,p) = 5~ (6" (2m) — 0" (0)) (42)

donde 0" : [0, 27] — R representa una DDA del dngulo euclideo £ (Vp o C,.,d/0u)
en el abierto euclideo U.

La demostracién se concluye, teniendo en cuenta que para cada punto p de
M, pueden tomarse parametrizaciones P : U - U, p = po P: U — ¢ (U) con
P (0,0) = p, de forma que la representacién analitica de V' 'y ¢,V definen el
mismo campo Vp en U. La férmula (42) no depende més que de Vp (j y no de
las métricas (g5,) 6 (95,))

9.2.3. Gauss-Bonnet y Poincaré-Hopf

Recordemos que un tridngulo T en una superficie M es, por definicién, la
imagen P(A) C U deun trigngulo (rectilineo) A C U € R?, siendo P:U — U una
parametrizacion de M.

Se llaman lados (respectivamente, vértices) de T a las imdgenes por P de
los lados (respectivamente, vértices) de A. Asi, el borde 9T es la unién de tres
lados y puede parametrizarse por una curva regular a trozos:

v fto,ts] = U

cerrada (en el sentido de que (tg) = y(t3)) y simple, donde se supone que cada
Yi =7 lticrts] (@ = 1,2,3) estd parametrizada por la longitud de arco, con
tg < t1 < ty < t3. Los puntos p; = (t;) (i = 1,2,3) son los vértices y los
segmentos v, ([ti—1,%]) (i =1,2,3; po = p3) los lados de T .

Una triangulacidn de una superficie compacta M es una familia finita 7 =
{T1, ..., Ty} de tridngulos de tal forma que:
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(2) Si T, NT; # 0, entonces, o bien T; N T, es un unico vértice, o bien es
exactamente un lado comun (con sus dos vértices incluidos)

Puede probarse que, en estas condiciones, se verifica ademds la propiedad:

(3) Cada lado de 7 es exactamente interseccién de dos tridngulos distintos de
7.

Si ng m1, y ne = n denotan respectivamente el nimero de vértices lados y
trianfulos de 7, se denomina caracteristica de Euler de la superficie M respecto
de la triangulacion T = {Ty,...,T,,} al entero:

X7 (M) :=ng —n1 + n2 (43)

Puede demostrarse que todas las triangulaciones 7 tienen la misma carac-
teristica (M) = x(M). Se denomina caracteristica de Euler de la superficie.
Pretendemos dar aqui argumentos intuitivos de plausibilidad de este hecho y de
que la caracteristica (M) de M asi definida coincide con la definicién de x,,
dada en 9.2.2.

Para probar esto indicaremos cémo es posible determinar a partir de una
triangulacién 7 = {71, ...,T,,} un campo V € X (M) con ceros aislados, e indice
total x7(M) = ng — ny + na. A este nivel intuitivo, esperamos que al lector le
sea suficiente con el siguiente esquema que muestra el flujo del campo V en un
tridngulo T arbitrario de la triangulacién 7. Nétese que los ceros de V' en en
cada trigngulo 7' son un punto interior del mismo (por ejemplo el baricentro),
un punto en cada lado (por ejemplo el centro), y los vértices, . En cada uno de
los ceros se ha marcado el valor del indice del campo:

segtn esto, el indice total de V es
Ind(V) = —2n9+n1 +ng (44)

Teniendo en cuenta que en una triangulacién, cada lado limita exactamente
a dos caras, se concluye que
2’/11 = 37?,2
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lo que permite escribir sumano y restando ny en (44), y teniendo en cuenta
el teorema de Poincaré-Hopf, (ver (41)) queda:

X

Ind(V)=—-3ng+ng+ny +np =
—2n1 +ng +ny +ng =
—ni+n2+nog =

xr (M)



REFERENCIAS 123

Referencias

[1] R. Abraham and J. Marsden. Foundations of Mechanics Part. I. The
Benjamin/cummings publishing company Inc., 1978.

[2] M. de Guzmén. Ecuaciones diferenciales Ordinarias. Teorta de estabilidad
y control. Ed. Alhambra, 1980.

[3] F.Brickell and R. Clark. A comprensive introduction to differential Geome-
try. (Vol. 1). Van Nostransd Rehinhold Company London., 1970.

[4] N. Hicks. Notes on differential geometry. Van Nostrand Reinholds, 1971.
[5] Hopf. Introduccion al estudio de superficies. Ed. Alhambra, 1980.
[6] J. Munkres. Topology A first course. Prentice-Hall, 1975.

[7] O’Neil. Semi-riemannian Geometry with applications to relativity. Ed.
Alhambra, 1983.

[8] M. Spivak. Differential Geometry. (Vol. one). Publish or Perish, Inc, 1979.
[9] Thorpe. Introduccion al estudio de superficies. Ed. Alhambra, 1980.

[10] F. Warner. Foundations of differentiable manifolds and Lie groups. Springer
Verlag, 1971.



Indice alfabético

Algebra
de Lie, 46
de los campos tangentes, 46

angulo

Determinacion diferenciable, 114

Anillo de funciones, 25
Antiderivacién de Cartan, 84
Aplicacién, véase Funcién
Atlas, 20

Maximal, 20

Base, 10
Canoénica, 12
del espacio de r-formas, 82
dual, 62
Ortonormal, 10
Positiva, 10, 92

Cambio de coordenadas, 19, 29
Campos de vectores
Completos, 51
en el espacio euclideo, 43
en la variedad producto, 48
en variedades abstractas, 45
Relacionados, 46
Tangente en una variedad eu-
clidea, 44
Tangentes en el espacio euclideo,
44
Caracteristica de Euler, 119
Cartas, 18
Abstracta, 20
adaptada a una subvariedad, 36
adaptadas a un dominio regu-
lar, 96
Compatibilidad, 20
Positivas, 93
Producto, 38
que definen la misma orienta-
cién, 93
Circulacién de un campo, 101
Cohomologia de de Rham, 89
Componentes
Extrinsecas de un campo, 45
Intrinsecas de un campo tan-
gente, 45
Coordenadas, 20
Corchete de Lie, 46

124

de campos relacionados, 47
Curvas integrales

de campos relacionados, 49

de un campo, 48
Curvas por un punto, 13
Curvatura

Integra, 118

Derivacién de Cartan, 84
de Lie, 85
Derivada
de Lie
de campos y funciones, 46
Interpretacién dindmica, 52
Direccional, 30
Parcial, 11
Difeomorfismo
entre variedades, 24
Difeomorfismos
En espacios Euclideos, 13
Diferencial
Clasica, 11
de un funcién
entre subconjuntos, 15
de una funcién
entre variedades abstractas,
33
Real, 62
Exterior, 86
Geométrica, 12, 13
Distancia
en un espacio euclideo, 11
Distribucién, 54
Hoja de, 55
Involutiva, 54
Variedad integral de, 55
Dominio regular, 96

Ecuacién
del cambio de carta, 19
Esfera, 18
Espacio
Afin Euclideo, 10
Tangente
en una variedad euclidea, 28
en variedades abstractas, 30
Producto, 38
Tangente en un punto
del espacio Euclideo, 12



INDICE ALFABETICO

Topoldgico
Normal, 27
Paracompacto, 27
Vectorial, 9
Euclideo, 9
Estructura
de variedad diferenciable, 21
Riemanniana, 65
Canénica de una variedad eu-
clidea, 65
Expresién analitica
de la diferencial de una funcién,
29
local de un vector tangente, 28,
29
Expresiéon analitica
de una forma bilineal, 63
global de la diferencial exterior,
88
local de un campo, 44
local de un campo en varieda-
des abstractas, 45
local de un campo tangente, 44
local de una funcién entre va-
riedades, 24

Flujo
Local de un campo, 50
Uniparamétrico
Global, 52
Local, 51
Flujo de un campo, 103
Formas
Bilineales, 63
de volumen, 92
Riemanniana, 93
Exteriores, 80
Cerradas, 89
Exactas, 89
Integrables, 94
Lineales, 60
Multilineal, véase Tensor
Funcién
Armonica, 106
Diferenciable
Entre abiertos euclideos, 11
entre subconjuntos euclideos,
15
entre variedades, 24
Inmersién, 34
Submersién, 34
Integrable, 94

125

lineal, 10
Meseta, 26

Grupo
de cohomologia de de Rham, 89
de permutaciones, 79

Identidad de Jacobi, 46
Incrustamiento, 37
Indice
en torno a un lazo elemental,
116
en un cero aislado, 116
Total de un campo, 118
Integral
de linea, 101
de una forma lineal, 90
de una funcién
en el espacio euclideo, 94
en una variedad con volumen,
96
de una m-forma, 95

Lema de Poincaré, 90

Métrica Riemanniana, 65
Moédulo, 9
de campos de vectores, 44
de campos en variedades abs-
tractas, 45
de las formas exteriores de gra-
dor, 80
de lo tensores de érden r, 60
Matriz, 10
Jacobiana, 11
Ortogonal, 10

Nimeros de Betti, 89

Operadores
de alternacion, 80
de Cartan, 84
de divergencia, 104
Laplaciano, 106
Rotacional, 102
Orientacién
en un espacio vectorial, 92
en una variedad, 93

Paralelizacién, 59

Parametrizacién local, 17, 35

Particion diferenciable de la unidad,
27



INDICE ALFABETICO 126

Producto Euclidea, 17
de cartas, 38 en implicitas, 18
de variedades, 38 Orientable, 93
Escalar, 9, 65 Producto, 38
Exterior, 81 Riemanniana, 65
de formas lineales, 82 Vectores
Interior, 86 entrantes y salientes, 97

Tensorial, 63
Vectorial, 9

Pullback
de una forma, 88
de una forma bilineal, 64
de una forma exterior, 83
de una forma lineal, 62
de una funcién, 62

Recta Proyectiva Real, 22
Recubrimiento
Localmente finito, 27
Puntualmente finito, 27
Subordinado, 27
Regla de la cadena
En espacios euclideos, 13
en variedades, 34

Sistema dindmico, 49
Soporte

de una fucién, 26
Subvariedad, 35

Tensor, 60
Teorema
de existencia y unicidad de cur-
vas integrales, 50
de existencia y unicidad de una
EDO, 49
de Green, 90, 102
de la divergencia de Gauss, 104
de Stokes clésico, 103
de Stokes general, 99
del cambio de variable, 94, 96
del punto fijo de Brauwer, 106
Funcién implicita, 14
Funcién inversa, 14
en variedades, 34
Poincaré-Hopf, 119
Teorema de Frobenius, 55
Triangulacién, 120

Variedad diferenciable
Abstracta, 21
Cociente, 39
Difeomorfa, 24



127

INDICE ALFABETICO



