GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS

EN EL PLANO.

J. Lafuente
Enero de 1998

Indice

1. Introduccién a la teoria de curvas planas

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

Definiciones bésicas . . . . . . . .. .. oo oo
1.1.1. Curvasenelplano . ... ... ... ... .......
1.1.2. Curvas regulares . . . .. ... .. ... ... .....
1.1.3. Ejemplos: . . . .. ... oL
1.1.4. Curvascerradas . . . . . .. . ... ... ... .....
1.1.5. Curvassimples . ... ... ... ... .........
1.1.6. Reparametrizaciones . . . . ... ... ... ......
1.1.7. Trayectorias y trayectorias orientadas. . . .. .. ...
1.1.8. Sobre la geometria de las curvas . . . . . .. ... ...
1.1.9. Curvas regulares a pedazos. . . . . .. .. ... ....
1.1.10. La Cicloide . . . ... ... ... ... .........
1.1.11. Longitud de una Curva. . . . ... ... .. ... ...
1.1.12. Parametrizacién por el arco . . . . ... ... ... ..
1.1.13. Desigualdad isoperimétrica . . . . . . . .. .. .. ...
Curvas en implicitas . . . . . . .. .. .. ... ... ...
1.2.1. Teorema (breve) de la funcién implicita . . . . . . . ..
1.2.2. Puntos singulares y regulares. . . . . . ... ... ...
1.2.3. Direccién normal y la tangente en un punto regular . .
Curvas en coordenadas polares . . . . . .. ... ... .....
1.3.1. Coordenadas polares del plano . . . . . . .. ... ...
1.3.2. Ecuaciones polares de una curva . . . . . ... ... ..
Cénicas . . . . . . e
1.4.1. Definicién focal de las Cénicas . . . . . . .. ... ...
1.4.2. Ecuaciones implicitas reducidas . . . . . .. .. .. ..
1.4.3. Ecuacion polar reducida de las cénicas . . . . .. . ..
Lugares geométricos . . . . . . . ... ..o L.
1.5.1. Ovalos y Lemniscatas . . . . . . . ... .. .......



INDICE

1.5.2.
1.5.3.
1.5.4.
1.5.5.
1.5.6.
1.5.7.
1.5.8.
1.5.9.

Cisoide . . . . . . . . . . . .
Cicloides alargadas y acortadas . . . . ... ... ...
Epicicloides e hipocicloides . . . . . . . ... ... ...
Tractiz . . . . . . . .. L
Caracoles (o limagon) de Pascal . . . .. ... .. ...
Rosaceas . . . . . . .. ... oo
Espirales . . . . . . . ... oo
Curvaspodarias . . . . . . .. ... ... .. ......

2. Envolventes
2.1. Pardbola de seguridad . . . . .. ... ... ...
2.2. Hacesdecurvasplanas . . . . .. ... ... ... .......

2.2.1. Ecuaciones de un haz de curvas . . . . ... ... ...
2.3. Envolventedeunhaz . . .. ... ... ... ..........
2.3.1. Primeros ejemplos . . . .. ... ...
2.3.2. Las cénicas como envolventes de haces de rectas. . . . .
2.4. Determinacion de la envolvente . . . . . . ... ...
2.4.1. Interseccién entre lineas proximas . . . . . . . . .. ..
2.4.2. Linea discriminante . . . . . . . ... .. ... .....
2.4.3. Determinacion analitica local de la envolvente . . . . .
2.5. Haces y envolventes notables . . . . . . ... ... ... ...
2.5.1. Zona de audibilidad de un avién supersénico . . . . . .
2.5.2. La podaria como envolvente de circunferencias . . . . .
2.5.3. El haz tangente de la Astroide . . . . . ... ... ...
3. Evolutas y evolventes
3.1. Evoluta . . .. ... ... .. ...
3.1.1. La evoluta de una Cicloide . . . . . . ... ... ....
3.1.2. Determinacion paramétrica de la evoluta. . . . . . . . .
3.1.3. Determinacién implicita de la evoluta . . . . . . . . ..
3.1.4. Evoluta de algunas curvas famosas . . . ... ... ..
3.1.5. Férmulas de Frenet: Curvatura. . . . .. ... .. ...
3.1.6. Centro y radio de curvatura . . . . . .. .. ... ...
3.2. Evolventes . . . . . . . ..
3.2.1. Célculodeevolventes . . . . . . ... ... ... ....
3.2.2. Significado geométrico de la evolvente . . . . . . . . ..
3.2.3. El péndulo de Huygens . . . . . ... .. .. ... ...

3.2.4.

La tractriz como evolvente de la catenaria . . . . . . .



REFERENCIAS 3

Referencias

[1] T. M. Apostol. Calculus (Vol 1 pags 612-660. Editorial Reverté, 1973.

[2] V. Boltianski. Lecciones populares de matemdticas: La envolvente. Edi-
torial MIR, 1977.

[3] M. de Guzman. Aventuras Matemdticas. Ediciones Pirdmide, 1995.

[4] A. de la Rica A. de la Villa. Geometria diferencial. Editorial CLAGSA,
1997.

[5] J. del Rio Sanchez. Lugares geométricos. Cénicas. Editorial Sintesis,
1996.

[6] A. Markushévich. Lecciones populares de matemdaticas: Curvas Maravi-
llosas. Editorial MIR, 1977.

[7] G. Teixeira. Estudio de curvas ... Editorial, 1949.



1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE CURVAS PLANAS 4

1. Introduccion a la teoria de curvas planas

1.1. Definiciones basicas
1.1.1. Curvas en el plano

Fijados en el plano un sistema de coordenadas cartesianas, podemos iden-
tificar cada punto p con sus coordenadas (x,y) € R?, y escribimos p = (z,y).

Supongamos que nuestro punto p se mueve por el plano, y en cada ins-
tante ¢ ocupa una posiciéon «a(t) = (z(t),y(t)), donde ¢ varia en un cierto
intervalo I C R . Si nuestro punto no tiene propiedades fantasmales des-
cribird sobre el plano una traza continua, es decir, las funciones x(t), y(t),
definidas para t € I, serdn funciones continuas, y se denomina a a : I — R?
curva (parametrizada).

A veces se expresa esta situacién escribiendo

 r=a(t)
a(t): { y =y(t)

son las ecuaciones de « (en las coordenadas cartesianas (z,y))

Definicién: Supdngase I un intervalo abierto de R . Una curva o : I >
t — (z(t),y(t)) € R? se dice diferenciable, si las funciones z(t), y(t), admiten
derivadas de cualquier, orden en todos los puntos t € 1. Si el intervalo I no
es abierto, se dird que o : I — R? es curva diferenciable, si existe una
aplicacion diferenciable & : I — R? donde I D I, es un intervalo abierto de
R, y a(t) =a(t), Vte I

Vector velocidad Si o : I — R? es una curva diferenciable, y ¢y € I, se
llama vector velocidad de « en t; a:

O/(to) _ (l’,(to), y/(to)) _ VI}ZI_I}O Oé(to + vvti — Oé(tg)

y representa de hecho, la velocidad instantdnea de la particula movil «(t) en
t=to

Denotamos Lo/ (tg) = (=4 (to), 2'(to)), que es o/(to) girado +m/2 radia-
nes.

1.1.2. Curvas regulares
Un punto «a(tp) de una curva diferenciable o : I — R? se llama regular,

si o/ (tg) # 0. La curva « se llama regular si todos sus puntos son regulares

Recta tangente y recta normal Por un punto regular a(ty) de una curva
diferenciable «, pueden trazarse dos rectas destacadas:
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= La recta tangente a « en tg, que es la recta T que pasa por a(tg), y
tiene la direccién de o/(tp). Sus ecuaciones son:

x — x(to) _ Y- y(to)
' (to) y'(to)

= La recta normal a « en ¢y, que es la recta N que pasa por «(ty), y tiene
la direccién de La/(tp). Sus ecuaciones son:

z — x(to) _ Y- y(to)
—y'(to) '(to)

1.1.3. Ejemplos:

La pardbola de un proyectil Supongamos situado en el origen de coor-
denadas un cafién que lanza proyectiles a una velocidad (escalar) de salida vy
m/seg. Sea 6 el angulo de inclinacién respecto al suelo (eje z) 0 < 6 < /2.
Supongamos que en el instante ¢ = 0 dispara. Por las leyes de la dindmica
la curva a(t) = (z(t),y(t)) descrita por el proyectil, dbe verificar z”(t) = 0,
y"(t) = —g siendo g = 9,80 m/seg? la aceleracién de la gravedad. Teniendo
en cuenta que se satisfacen las condiciones iniciales:

z(0) = y(0) =0, 2/(0) = vgcosh, y'(0) = vysinf

se concluye que
1, .
x(t) = vt cos B, y(t) = —§gt + vot sin 6

y la trayectoria descrita es la grafica de la funcién:

g

2
9 1
207 p—yid + (tanf)x (1)

y:

que resulta ser una parabola (invertida) que corta al eje x en

2
Vo

Tmax(0) = i sin(20) (2)
con vértice en (0, Ymax(0)) siendo
v2 sin? 0
Ymax(0) = = (3)

29
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Circunferencia La circunferencia de centro el origen de coordenadas, y
radio r > 0 puede parametrizarse por la curva a(t) con

x(t) = rcost
<t<
{y(t):rsint 0<t<2r

ahora t representa el angulo por el vector de posicién de a(t) con el eje de
las x.

Elipse La elipse de semiejes a > 0, b > 0 centrada en el origen admite una
representacion paramétrica «(t) con:

x(t) = acost
<t<
{y(t):bsint Osts<om
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1.1.4. Curvas cerradas

Una curva « : [a,b] — R? se dice cerrada, si empieza y termina en el
mismo punto p, es decir a(a) = a(b) = p. Si « es diferenciable, se dice
diferenciablemente cerrada, si existe una curva diferenciable & : R — R? con
& | [a,b] = a, y de forma que & es periédica con periodo | = b — a, es decir,
a(t) =a(t+1) vVt e R.

La circunferencia y la elipse en la forma paramétrica descrita antes, son
curvas diferenciablemente cerradas.

1.1.5. Curvas simples

Se llaman puntos de autointerseccién de una curva « : [a, b] — R? aquellos
puntos p que verifican p = «a(t1) = a(t2) para ciertos valores ti,ty € (a,b)
con t; # t3. La curva « se dice simple, si no tiene puntos de autointerseccion.
Observese que a una curva simple, « le estd permitido ser cerrada, es decir,
ala) = a(b), si esto sucede, la curva es cerrada y simple.

Teorema de Jorddn Si « : [a,b] — R? es una curva cerrada y simple,
entonces R? — ima se divide exactamente en dos regiones conexas, una de
ellas acotada.

Un ejemplo: La figuradel 8 Lacurvaa : [0,27] 5t — (sint,sin2t) € R?
tiene forma de 8 (tumbado), y es una curva diferenciablemente cerrada, sin
embargo no es simple ya que a(0) = a(mr) = a(27) = (0,0).
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Sin embargo, « | [0, 7] es una curva cerrada y simple, pero no diferencia-
blemente cerrada.

Finalmente o | (0,27) que tiene exactamente la misma imagen que «
es una curva simple, pero no es cerrada. Nétese que R? — ima, tiene tres
componentes.

0.5+

-0.45 0.4

0.8+

1.1.6. Reparametrizaciones

Cuando o : [ — R? esuna curva,y t:J > s — ¢ =1t(s) € esun
difeomorfismo entre intervalos, entonces = a ot es también una curva y se
verifica:

B'(s) =t'(s)a/(t(s)) Vs € J

en particular, si « es regular, 5 también lo es.

1.1.7. Trayectorias y trayectorias orientadas.

La aplicacién t, se denomina funcién de cambio de parametro, que per-
mite pasar de a a . Se dice entonces que las curvas « a 3 definen la misma
trayectoria. Si t preserva la orientacién entonces se dice que ambas curvas
definen la misma trayectoria orientada. Ambas relaciones, son de equivalen-
cia sobre la familia de curvas regulares, y definen por paso al cociente, los
conceptos de trayectoria, y de trayectoria orientada.

1.1.8. Sobre la geometria de las curvas

Intuitivamente, en el caso de curvas regulares, una trayectoria viene defi-
nida por la imagen de una curva regular, y una trayectoria orientada es una
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trayectoria dotada de un sentido de recorrido. Conviene distinguir de entre
las entidades matematicas 6 propiedades asociadas a una curva, aquellas que
dependen solo de la trayectoria (que denominamos geométricas), de las que
dependen de la parametrizacion concreta. Asi por ejemplo el vector velocidad
o/(t) en un punto, no es geométrico, y sin embargo si lo es el vector unitario
tangente o/ (t)/ | /(t) | , o la recta afin tangente a la curva en un punto a(t).

Curvas conguentes Dos curvas a(t) = (z(t),y(t)) y a(t) = (z(t),y(t)),
a, @ : I — R2, se dicen congruentes, si existe un movimiento

AR>S (z,y) — (7,7) R

de forma que
Aa(t) =al(t),Vte I

Cuando la aplicaciéon A se interpreta como las ecuaciones de un cambio
de coordenadas cartesianas:

T=a;+bx+cy
Y = as + bax + 2y

entonces resulta que las ecuaciones

{ T=7Z(t) = a1 + byz(t) + c1y(t)
g =y(t) = ag + bax(t) + cay(?)

representan las ecuaciones de « en las nuevas coordenadas cartesianas (z, 7).

La Geometria intriseca La geometria intrinseca de una curva estudia los
conceptos, propiedades, etc de las curvas, que no dependen de la parametri-
zacion concreta elegida, ni del sistema de coordenadas cartesiano empleado
para escribir sus ecuaciones. Es por esto una buena idea, elegir para esto,
un sistema de coordenadas cartesianas, respecto al cual las ecuaciones de la
curva sean lo mds simples posibles.

1.1.9. Curvas regulares a pedazos.

Una curva « : [a,b] — R? se llama regular a pedazos, si es continua, y
existe una particiéon a =ty < ... < t, = b de forma que a : (t;_1,t;) — R?
para ¢ = 1,...7 es una curva regular. La definicién se mantiene cuando se
toma el intervalo de definicién de la curva semiabierto o abierto.
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1.1.10. La Cicloide

Hay curvas perfectamente diferenciables, que sin embargo presentan ” pi-
cos” en su traza. Este es el caso de la cicloide.

T

Esta curva es la trayectoria descrita por un punto P de un circunferencia
que rueda sin deslizar por un eje. Si > 0 es el radio de la circunferencia,
tomando como eje el de las X ;| y como pardmetro ¢ el &ngulo orientado MCP
(C es el centro de la circunferencia, y M el punto de contacto con ele eje),
la posicién de P para cada t es

r=rt—rsint
o(t) : { y=r—rcost

Se ha supuesto, que en t = 0, P coincide con M, y con el origen de coorde-
nadas.
El vector velocidad se escribe:

/
1. ) ¥ =r—rcost

ol(t) { Yy =rsint (4)
que se anula en t = 0,27, 47, - - etc. Cerca de estos puntos singulares (de-
nominados también puntos de retroceso) se ve a P caer (casi verticalmente)
sobre el eje X y llegando al momento de contacto (P = M) con veloci-
dad nula, elevandose luego (casi verticalmente). La razén de esto es que

limy o, (/(t)/t) = (0,7).
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Esto se puede ver de una forma mas geométrica, es observando que la recta
tangente a la cicloide por un punto P regular cualquiera viene determinada
por los puntos Py M’, siendo M’ el simétrico de M respecto a C.

En efecto, por razones cineméticas la direccion de la velocidad de P en el
intante ¢, es la bisectriz del dngulo SPR , y coincide con la de direccién del
segmento PM’, pues SPM' = M'PR = /2 — CPM

L

_
\m

La cicloide como braquistécrona. Supongamos que tenemos en el pla-
no de la pizarra dos puntos A, B, y los unimos con un alambre de forma
que si ensartamos en A una cuenta de collar, y la dejamos caer, llegue a B.
Segun la forma que le demos al alambre, la cuenta tardard un tiempo distin-
to en el viaje. Que forma debemos dar al alambre para que la cuenta tarde
el minimo tiempo posible?. Curiosamente la forma del alambre no es la del
segmento rectilineo que une A con B, sino la de una cicloide que sale verti-
calmente desde A y pasa por B. Por esta propiedad se dice que la cicloide es
braquistécrona. (ver [3] (pdgs 184-208))

Este problema de la braquistécrona fué propuesto por Johan Bernouilli
en 1696 a todos los matematicos de Europa, y fué resuelto nada menos que
por Newton, L’Hopital, Leibnitz, y Jacob Bernouilli. La solucién de Jacob
Bernouilli contenia el germen de una nueva rama de la matemética: El Célculo
de Variaciones.

La cicloide como tautécrona Si situamos un arco cicloide al revés como
en el dibujo, y dejamos caer simultdneamente dos canicas por ella, situadas en
los puntos M,y N, las dos llegan al punto més bajo P al mismo tiempo. Por
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esto se dice que la cicloide es tautécrona. Esta propiedad de la teutocronia,
fué descubierta por Huygens en 1673, y la utilizé6 para disenar relojes de
péndulo con periodo rigurosamente exacto.

1.1.11. Longitud de una Curva.

Sea a : [ = [a,b] — R? una curva regular. Se llama longitud de « a

L(a) = /ab La/(t) | dt = Lb\/(fl—f>2+ (%)26175

Sit:J — I es un cambio de pardmetro, entonces

L(a) = L(aot)

La longitud es un concepto que pertenece a la geometria intrinseca de la
curva.

Veamos por ejemplo cudl es la longitud de un arco de cicliode. Su vector
velocidad viene dado en (4), por tanto:

2T
L(a) = V2r V1 —costdt =

0

27 t ¢ 27
27"/ sin —dt = 4r | — cos — = &r
0 2 2],

1.1.12. Parametrizacion por el arco

Una curva regular § : J — R2que verifica la condicién | 5'(s) |= 1, se
dice que estd parametrizada respecto a la longitud de arco ya que verifica la
identidad

L(B | [a,b]) =b—aVa,be J a<b

Si o : I — R2%es una curva regular, y ¢y € I , la aplicacién
t

s:IBt—>s:s(t):/ () |dtes (1) =J
to

es un cambio de pardmetro con s'(t) =| o/(t) |.Sit=s"1:J — I, la curva
reparametrizada = « ot estd parametrizada por la longitud de arco.

1.1.13. Desigualdad isoperimétrica

Fijada [ > 0, de todas las curvas planas diferenciables simples y cerradas
de longitud [, la que encierra mayor drea es la circunferencia de longitud .
Este resultado se conoce con el nombre de desigualdad isoperimétrica, y se
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expresa de forma rigurosa en el siguiente teorema, cuya demostracion no es
en absoluto trivial

Teorema. Si o : [ — E? es una curva cerrada simple entonces E? — (1)
tiene exactamente dos componentes conexas, una de ellas acotada, cuya area
S(a) no supera L(c)?/4mw. Ademds, si S(a) = L(a)?/4m entonces a(I) es
una circunferencia.

Observese que la primera parte es consecuencia del teorema de Jordan.

1.2. Curvas en implicitas

Sea D un abierto de R? y F': D — R una funcién. El conjunto de ceros
de F' es el conjunto

C={(z,y) € D: F(z,y) = 0}

se dice entonces que el conjunto C' es (6 viene definido impicitamente por la
ecuacion) F(z,y) = 0.

Aun cuando F' se suponga diferenciable, el conjunto de ceros de F' no
tiene porqué ser una linea. De hecho cualquier subconjunto (cerrado) de R?,
puede obtenerse como conjunto de ceros de una funcién F' diferenciable.

No obstante, ciertas hipétesis adicionales sobre la funcién F, nos permi-
ten garantizar (al menos localmente) la existencia de curvas parametrizadas,
cuyas trayectorias describen el conjunto de los ceros de F.

1.2.1. Teorema (breve) de la funcién implicita

Sea D un abierto de R? y F' : D — R una funcién diferenciable, y C
el conjunto de ceros de F. Sea (xg,70) € C , y supéngase que alguna de
las derivadas parciales (0F/0z),, ..\, (0F/dy), ., es distinta de cero, por
ejemplo (OF/0y) ,, ..y # 0 Existe un entorno U de (zo,yo), y una aplicacién
diferenciable g : (a,b) — R donde (a, b) es intervalo abierto de R (zg € (a, b))
de manera que

{t,9(t) -t € (a,0)} ={(z,y) € U:F(z,y) = 0}

de esta forma la trayectoria de la curva regular o : (a,b) >t — (£, g(t)) € R?
coincide con C NU
Naturalmente hay un resultado andlogo cuando (0F/0y),, ,.) 7# 0

1.2.2. Puntos singulares y regulares.

Cuando F': D — R es una funcién diferenciable, un punto (xg,yo) € C' =
F~1(0) se dice singular si

()™ () =
O (z0,%0) dy (%0,%0)
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Si no es singular, se denomina punto regular. Cuando todos los puntos de C
son regulares, cada componente conexa, puede expresarse como la trayectoria
de una curva regular. Una situacién muy frecuente, es que el conjunto de
puntos singulares de C, sea un conjunto de puntos aislados. En este caso,
cada componente conexa de C' puede espresarse como una trayectoria de una
curva regular a pedazos.

1.2.3. Direcciéon normal y la tangente en un punto regular

Si F': D — R es una funcién diferenciable, (xq,70) € C = F~1(0) es un
punto regular, entonces el vector

oF oF
(g7adF) (0, 40) = ((—) (%) )
Oz (z0,%0) ay (w0,y0)

es distinto de (0,0), y su direccién es normal a la curva en el punto (zo, yo).
Demostracion: Si a : (a,b) 3t — (x(t),y(t)) € R?%es una curva regular
con F(a(t)) = 0V, y F(a(ty)) = (zo,y0) entonces usando la regla de la

cadena:
() ()
t ox (z0.50) dt t dy (20.40) dt

o de forma equivalente, si v.w denota el producto escalar ordinario de v, w €
R? se tiene:

dF o«
dt

to

(gradF)(a(ty)).o/ (to) = 0

y asi (gradF)(«(ty)) es ortogonal al vector velocidad o ().

1.3. Curvas en coordenadas polares
1.3.1. Coordenadas polares del plano

Fijado p > 0y 6 € R, queda determinado un punto P = (z,y) € R%cuyas
coordenadas cartesianas x, y, verifican:

x = pcost
y = psinf

se dice entonces que (p, #) son coordenadas polares para el punto P. El radio
polar p es la distancia de P al origen O de coordenadas, y queda determinado
por la férmula , p = /22 4+ y2.El dngulo polar 0, es la medida en radianes
del angulo determinado por el eje OX y el vector OP , y queda determinado
salvo multiplos entero se 27.

Solo el polo O, carece de coordenadas polares.
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1.3.2. [Ecuaciones polares de una curva

Dada una curva diferenciable o : I 3t — (x(t),y(¢)) € R 2, diremos que
p(t)
6

{55

son ecuaciones polares para «, si p(t), 0(t), son funciones diferenciables tales
que

{ x(t) = p(t) cosO(t)
y(t) = p(t) sin (1)

A veces es posible encontrar unas las ecuaciones polares de « de la forma

Lo=r

diremos entonces que p = p(f) es la ecuacién polar (reducida) de a.

1.4. Conicas
1.4.1. Definicién focal de las Coénicas

Fijados dos puntos F; y F; del plano (que denominamos focos) situados
a una distancia 2c. podemos definir la elipse como el lugar geométrico de los
puntos, cuya suma de distancias d; y ds a los focos F} y F5 es una constante
2a (a > ¢ > 0). Si los focos coinciden la elipse se reduce a una circunferencia.

La hipérbola es el lugar de todos los puntos para los cuales |d; — da| es
constante 2a (0 < a < ¢). Al cociente

e ==
a

se denomina excentricidad de la cénica (0 < e < 1, en la elipse, y e > 1 en
la hipérbola)

Finalmente, la pardbola es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia
a un punto fijo F' (llamado foco), es igual a su distancia a un recta fija D
(llamada directriz).

De tales definiciones, se deducen facilmente las conocidas construcciones
materiales por trazo continuo que se indican en las figuras.([6] pags 11, 17,
20)

Hay un razonamiento muy elegante que prueba que la propiedad focal
de la elipse y la hipérbola es consecuencia de su definicién cldsica como
seccién de un cono por un plano. Esta demostraciéon fué descubierta por un
un matemadtico belga G. P. Dandelin en 1882, y puede verse por ejemplo en
[1] (pdg 611) o también [?] (pdgs 207-215)
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1.4.2. Ecuaciones implicitas reducidas

Ecuacién implicita cartesiana de la elipse e hipérbola Tomemos los
ejes de forma que F; = (—c¢,0), F5 = (¢,0), y un punto P = (x,y) sobre la
cénica. con abcisa x < 0. Llamando d(P, F;) = d;, es claro que d; < dy y
tenemos:
di = (x4 ¢)* + ¢ (5)
Anslogamente, es d3 = (z — ¢)? + y? por lo que se tiene:
d? — d3 = 4dcx
edy +dy = 2a
donde se ha tomado ¢ = sgn(1 — €?), es decir, e = +1 en el caso de la
elipse, y € = —1 en el caso de la hipérbola.
Dividiendo la segunda ecuacién por la primera, se obtiene : ed; —ds = 2ex,
y conocidas suma y diferencia entre ed;, y ds se obtienen facilmente sus
valores:

edy =a+ex
dy =a—ex (6)
elevando al cuadrado ambos miembros de la primera ecuacién y usando
(5), se obtiene:

2 2
a® —c
e y2 — 22
a2
de donde sale la conocida ecuacion:

2 2

x )
—+ =5 =1, coneb’ =a®— ¢ (7)

a eb

/ \i\ h C
] F L4

c 1 v
N

Realmente solo hemos probado que todo punto P = (x,y)de la cénica
(x < 0) verifica la ecuacién (7)

/

Ejercicio 1 Demostrar que si un punto P = (z,y) (x > 0) verifica la ecua-
cion (7) entonces verifica también la condicion edy + dy = 2a, y estd por
tanto en la conica.

Como el eje de las y es evidentemente eje de simetria de la cénica, y la
ecuacion (7) permanece invariante al cambiar x por —z, se concluye que (7)
determina exactamente el conjunto de puntos de la cénica.
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Ecuacién implicita cartesiana de la pardbola: El eje L ortogonal a
la directriz D que pasa por el foco F', se denomina eje de la pardbola, y es
evidentemente eje de simetria. El punto V' interseccién de la pardbola con el
eje, se denomina vértice. Tomando L como eje de las X, y V' como origen de
coordenadas, podemos suponer que F' = (—p/2,0), y que D es la recta de
ecuacion x = p/2, siendo p = dist(F, D).

— 0
|, pi2 il piz |

Sea P = (z,y) un punto de la parébola. Si d = dist(P, F'), entonces la
condicién de equidistancia se escribe:

d=—a+2 (8)
2
elevando al cuadrado y teniendo en cuenta que d*> = (z + p/2)* + y?, se
obtiene:

y* = —2px 9)

Reciprocamente la ecuacién9puede escribirse en la forma:

ety
(”“LQ Ty =T 3

que traduce la condicién de equidistancia

1.4.3. Ecuacion polar reducida de las cénicas

Consideremos una coénica de excentricidad e # 1 (elipse 6 hiperbola)
.Cambiemos ligeramente las notaciones del pardgrafo 1.4.2 Llamamos F_ =
Fy = (—¢,0), el otro foco es Fy = F, = (¢,0). Tomaremos como centro de
las coordenadas polares (p, ) el foco F., que denominamos foco principal de
la conica. Entonces p = ds, en el caso de la elipse (¢ = 1),y p = d; en el caso
de la hipérbola (¢ = —1).
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P .

5 \ \\F'
F B x = F”/\Il
PCOSH 0 0 I_':_I pCOSE

En ambos casos se tiene para un punto P = (z,y) de la cénica (z < 0 si
es hipérbola):

pcost =x —ec
p=¢ca—ex

donde la segunda identidad es consecuencia de (6) . Multiplicando por e la
primera ecuacién, y sumandola a la segunda queda

p(1+ecosf) =e(a— ec)

pero
22y 2
8(&—66):7€(a C):_:p
a a

ya que por (7) b* = €(a® — ¢?).Se denomina a p = b*/a pardmetro de la
cénica. Su ecuacién polar reducida es por tanto:
p

=" 10

P (14 ecosf) (10)

Curiosamente, esta ecuacién es también valida para la pardbola de pa-

rdametro p, cuando se toma e = 1. En efecto, se tiene en este caso p = d, y
sando la expresion de d en (8) se concluye

pcost =+ L
p=-—x+5

sumando ambas ecuaciones queda

P
(14 cosf)

esto justifica el asignar a la pardbola una excentricidad e = 1. Asi el signo

e = sign(1 — €*) de una pardbola es necesariamente & = 0.

Observacion 1 La excentricidad e, y el parametro p, determinan completa-
mente la conica salvo movimientos. De hecho podemos calcular a partir de
ellos los semiejes y distancia focal. En efecto, sabemos que ¢ = c/a, p = V*/a,

luego (sie #1)
2 2 b2
a a a
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Por tanto,
p ep p

= ‘T li—el ’ VIT=€?|

Por otra parte, dos conicas son semejantes si y solo si tienen la misma ex-
centricidad e,. Asi resulta que e determina la forma de la conica, mientras
que p determina su tamano. Por iltimo, la condicidn necesaria y suficiente
para que dos conicas sean afinmente equivalentes, es que tengan el mismo
signo .

El hecho de que todas las pardbolas tengan la misma excentricidad e = 1,
demuestra que todas ellas tienen eractamente la misma forma.

Ejercicio 2 Demostrar que si e > 1, la ecuacion (10) describe solo una de
las ramas de la hipérbola. La otra rama viene descrita por la ecuacion (en
las mismas coordenadas polares)

P

(—1+ecosh)

Ejercicio 3 Se considera una cénica C con pardmetro p > 0 y excentricidad
e > 0 sea F su foco principal. Llamamos directriz D a la recta ortogonal al
eje de la conica (que contiene a F), y situado a una distancia

gD

e
Usando la ecuacion polar de C (10) demostrar que C es el lugar geométrico
de los puntos P cuyo cociente de distancias al foco F' y a la directriz D es
constante igual a e.

Demostrar que (por razones de simetria) si e # 1, la conica C posee otra
directriz asociada al otro foco.

elipse
hipérbola
gar geométrico de los puntos equidistantes de una circunferencia (la focal) y
mterior }

Ejercicio 4 Demostrar que una { puede obtenerse como el lu-

de un punto { exterior

Ejercicio 5 Demostrar que una el.zp :96 } puede obtenerse como el lu-
hipérbola
gar geométrico de los centros de las circunferencias tangentes a una fija, y
to fii interior
que pasan por un punto fijo caterior

Por otra parte, una pardbola se puede ver como el lugar geométrico de los
centros de las circunferencias tangentes a una recta fija, que pasan por un
punto exterior.
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1.5. Lugares geométricos
1.5.1. Ovalos y Lemniscatas

Estudiemos el lugar geométrico de los puntos del plano tales que el pro-
ducto de sus distancias a dos fijos F1, y Fy (llamados focos), es una constante
b2

Si la distancia entre Fy y F» es 2a, entonces tomando F; = (—a,0),
F, = (a,0), obtenemos como ecuaciones implicitas del lugar denominado
ovalo de Cassini:

(z+a)+v?) ((z—a)* +y°) =b*
o de forma equivalente
(22 + 12 + a2)? = bt + daa?

En las figuras que siguen aparecen distintos 6valos, para diferentes valores
de a y b.
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Cuando a = b, el origen es un punto del 6valo, que adquiere forma de
ocho. Se denomina entonces Lemniscata.

Una generalizacién, consiste en estudiar el lugar geométrico de los puntos
cuyo producto de distancias a otros r > 2 distintos F}, ... F;. es constante. De
esta forma, pueden conseguirse dvalos generalizados de formas arbitrarias.

[6] (pags 1-34) ver también [7] [205]

1.5.2. Cisoide

Para construir una cisoide necesitamos una circunferencia C , y una recta
L tangente a ella. Sea S es el punto de tangencia, y A es el punto diametral-
mente opuesto, se define la cisoide de la siguiente manera:

St R es un punto movil a lo largo de L, y Q) es la interseccion de C con el

segmento AR, ls cisoide es el lugar geométrico de los puntos P en AR tales
que d(A, P) = d(Q, R).

¥

tomando un sistema de coordenadas, en donde la circunferencia C estd cen-
trada en (a,0). Sean (z,y) las coordenadas de un punto P sobre la cisoide.
Entonces 2a = d(A, S) y por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo AQS se
tiene:

d(Q, 8)" = d(A, 8)° — d(AQ)* =4a® — (d(A, R) — d(Q,R))*  (11)
pero por la definicién de cisoide, es:
d(Q, R) = d(A, P) = \/a? +y°

y por la semejanza de los tridngulos AT P y ASR se concluye
2
d(A, R) = “2d(A, P)
x
por lo que de (11) se concluye

2a
T

d(Q,S)? = 4a* — ( - 1)2 (z® + %) (12)
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Por otra parte, aplicando a SQ R el teorema de Pitdgoras, y nuevamente
la semejanza de los tridngulos AT P y ASRse ve que:

§Q. 57 = (5P~ QR = (%) @ ah) (3)

comparando los miembros de la derecha de (12) y (13) se obtiene:
3+ zy? — 2ay® =0
Ejercicio 6 Demostrar que unas ecuaciones paramétricas para la cisoide
son:
(1) = 2at?  2at?
AWE\1re1re

Los griegos usaron la cisoide al tratar de resolver problemas de duplicaciéon
del cubo y de triseccién del angulo.

1.5.3. Cicloides alargadas y acortadas

Una cicloide acortada, es la curva engendrada por un punto P en el in-
terior de un circulo que rueda sin deslizar por una recta L. Si el punto P es
exterior al circulo mévil, se denomina cicloide alargada. Si a es la distancia
del punto P al centro del circula mévil de radio r, las ecuaciones de la cicloide
(acortada si a < r, y alargada si a > r), son

r=1t—asint
Yy=1—acost

en donde se ha tomado como recta L el eje de las x, y como t, el dngulo
PCM.
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1.5.4. Epicicloides e hipocicloides

La curva engendrada por un punto P de una circunferencia (de radio r
que rueda sin deslizar por otra circunferencia fija (de radio R > r) se llama
hipocicloide, si ambas circunferencias estdn al mismo lado de la tangente
comtn, y epicicloide si estdn a distinto.
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g
D)”“Z\

Las ecuaciones paramétricas de estas curvas son:

x = (R+er)cost — ercos (£t
: . (Rter (14)
y = (R+er)sint — rsin (1)
donde € = +1 en las epicicloides, y ¢ = —1 en las hipocicloides. El origen de

coordenadas es el centro de la circunferencia fija, y t es el dngulo que forma
OM con el eje de las z. Ver [7] [552]

Ejercicio 7 Probar que la recta tangente por un punto P de la epicicloi-
de, pasa por el punto M’ simétrico del M (punto de tangencia entre ambas
circunferencias) respecto al centro de la circunferencia que rueda

Ejercicio 8 Las ecuaciones (14) cuando € = —1 representan una hipocicloi-
de cuando R > r, sin embargo, cuando R < r representan una epicicloide.
Demostrar este hecho, y dar una explicacion geométrica.

Observacion 2 FEsta propiedad de la doble generacion de las epicicliodes,
fué inicialmente descubierta por La Hire, y despues redescubierta por Nicolas
Bernowilli en 1725, y Fuler en 1781

Si el punto P es interior (exterior) al circulo mévil, entonces describe una
curva que se llama (hipo-epi)cicloide acortada(alargada). Si a es la distancia
del punto P al centro del circulo mévil, las ecuaciones son:

{ x = (R+er)cost — eacos (££=t) (15)

y = (R+er)sint — asin (££t)
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Figura 1:

Ejemplos de epicicloides

Nefroide (R = 2r)
Tiene por ecuaciones:

x = 3rcost — rcos (3t)

y = 3rsint — rsin (3t)
La nefroide, fué estudiada por Huygens en su Tratado de a luz (1690)
como solucién del problema de determinacién de la envolvente de los rayos

reflejados por un circulo a partir de un haz de rayos paralelos. Ver [7] [566-
568

Cardioide (R =)
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|

Tiene por ecuaciones:

x = 2rcost — rcos (2t)
y = 2rsint — rsin (2t)

Las numerosas propiedades de la cardioide (algunas de las cuales veremos
en estas notas) ha sido objeto de numerosos trabajos a partir de 1707 que
estdn reunidas por M. Archival en una disertacién publicada en 1900 con
titulo: The cardioide and some of its related curves. [7] [232-239)

Ejercicio 9 Probar que las tangentes a la cardioide por los extremos de una
cuerda cualquiera que pasa por el punto de retroceso, son ortogonales.

Epicicloides alargada y acortada [7] [594-603]
Ejemplos de hipocicloides

Astroide (R = 4r) [7] [345] Tiene por ecuaciones

x = 3rcost + rcos (3t) o x=4rcos®t
y = 3rsint — rsin (3t) y = drsin’® ¢t
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Ejercicio 10 Probar que la astroide puede describirse implicitamente por la
ecuacion:

23 4?3 =123 con | = (47")2/3

y tiene la siguiente propiedad geométrica: Los segmentos que determinan las
tangentes con los ejes de coordenadas (que son los ejes de simetria que pasan
por los puntos de retroceso), tienen longitud constante.

La astroide fué inicialmente reconocida por la propiedad del ejercicio an-
terior, y fué estudiada por Jean Bernouilli y D’Alambert. ver [2]

Deltoide (R = 3r)
[7] [569] Tiene por ecuaciones

x = 2rcost + rcos (2t)
y = 2rsint — rsin (2t)

Ha sido llamada la hipocicloide tricispide o de Steiner, y fué la curva
solucién al siguiente problema de reflexién de rayos de luz propuesto en 1745
y resuelto por Euler:

Determinar la curva tal que los rayos luminosos que parten de un foco, vuel-
van a él despues de dos reflexiones.
Mss tarde en 1857 esta curva fué estudiada por Steiner

Ejercicio 11 Demostrar que en una deltoide, el producto de las distancias
de los puntos de retroceso a una tangente cualquiera, es iqual al cubo de la
distancia del centro (de simetria) de la curva, a la misma tangente
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Figura 2:
La elipse como hipocicloide acortada (R = 2r) Sustituyendo en
(15) para R = 2r, y a < r se obtiene

xr =1rcost+ acost
y=rsint —asint

que determina las ecuaciones paramétricas de una elipse de semiejes r + a,
r — a. ver [5] pag 34 [7] [600]

-
N
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1.5.5. Tractiz

La determinacién de otros muchos lugares geométricos, requieren del uso
de una técnica méas avanzada. Por ejemplo:

Se plantea el problema de determinar una curva tal que los segmentos de
tangentes comprendidos entre los puntos de contacto y una recta fija, sean
iguales a una constante ¢ > 0. Este lugar geométrico fué llamado por Leibnitz
tractoria,y en castellano se conoce por el nombre de tractriz.

Tomando como eje de las y la recta fija, y supuesto que pasa por el punto
C' = (¢,0) en donde tiene tangente horizontal, la funcién y(z) cuya grafo es
la tractriz debe verificar la ecuacién diferencial
d 2 —x?
&_ ve— ¥ ,0<z<c
dx x
Una parametrizacion posible es:

T = csint
y = c(cost + log(tan(t/2)))

Ver [7] [419] [?] (pag 73)

1.5.6. Caracoles (o limagon) de Pascal

Fijemos en una circunferencia de centro C', un punto O, y tomemos sobre
cada una de las cuerdas OM que pasan por O, dos segmentos M P y M@
de longitud un nimero fijo h > 0. El lugar geométrico de los puntos P y Q)
se denomina caracol de Pascal. Estas curvas fueron llamadas por Roberval
limagon de Pascal que las estudié hacia 1730). Ver [7][213]
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Tomando el eje OC referencia de las coordenadas polares (p, #) y llamando
a al didmetro del circulo su ecuacién polar queda:

p=acosf+h

Ejercicio 12 Demostrar que los caracoles de Pascal, son un caso particular
de epicicloides alargadas y acortadas en los que los radios de las circunferen-
cias fija y rodante coinciden (R =r).

La Cardiode como caracol de pascal [7][565] La cardioide tiene por
ecuaciones cartesianas

X = 2rcost — rcos (2t)
Y = 2rsint — rsin (2t)
transportar el origen al punto (r,0) significa hacer el cambio de coordenadas

xr=X—r,y=Y y pasando luego a polares x = pcos#, y = psinf

x = pcost = 2r(1 — cost)cost
y = psinf = 2rsint — rsin (2¢)
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lo que proporciona las relaciones tan # = tant, y por tanto
p=2r(1—cosf)

que es el simétrico de un caracol de pascal para h = a respecto al eje y.

Este desarrolo analitico, prueba en particular que 6 = t, y recordando el
significado geométrico de ambos parametros, se obtiene:

La recta que pasa por los centros del circulo fijo y del movil, es paralela a
la que pasa por punto de retroceso y el punto del circulo movil que describe
la cardioide.

La coincidencia de la cardioide con un tipo especial de caracol de Pascal,

fué obtenida por La Hire en 1708.[7][232]
1.5.7. Rosaceas

[7] [604] Haciendo en la ecuacién de las epicicloides alargadas a = R+,
y pasando a las coordenadas polares x = pcosf, y = psinf, se obtiene:

p:2(R—|—r)sinR+2r0

es decir: p = csinmf. La forma de cada rosdcea depende del valor de m
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-0.2 -0, 4.-02 0.z & 08

Ejercicio 13 Probar la afirmacion anterior,y determinar, la relacion entre
los pardmetros t y 0

1.5.8. Espirales
[7] (Tomo II pag 59 Cap VIII)

Espiral de Arquimides [7] [459] Consideremos una recta OM que gira
alrededor de un punto fijo O y sobre esta recta un punto M que se desplaza
por ella. Supongamos que las velocidades de los movimientos es constante y
que el punto movil parte del origen O. El lugar descrito por M es la curva
llamada espiral de Arquimides, y tiene por ecuacién polar:

p=ab

-324881012

F
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-
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Figura 3:

Ejercicio 14 Probar que la longitud de la espiral de arquimides entre el ori-
gen O y un punto a distancia p coincide con la longitud de la pardbola de
ecuacion y* = 2ax entre su vértice, y el punto x = p

Espiral hiperbélica [7] [472-473] También es llamada inversa de la de
Arquimides.

Bernouilli ha demostrado que esta espiral es una de las curvas que pue-
de describir un punto atraido hacia un centro por una fuerza inversamente
proporcional al cubo de la distancia.

Tiene por ecuacién:

pd =m

Espiral logaritmica [7] [476- ..] Se sabe que el d4ngulo 7 formado por el

radio vector de un punto, «(t) de una curva con la tangente en dicho punto

a la curva, es constante. Entonces, la curva a se llama espiral logarftmica.
En coordenadas polares, la condicién se expresa:

pib _

1
dp «a

lo que da p = Ce®.
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R
e

Esta curva fué inicialmente estudiada por Descartes (1638) y posterior-
mente por Torricelli y Wallis, pero quizéds quien més ha analizado esta curva
es Jacques Bernouilli, quien descubrié entre otras muchas la siguiente pro-
piedad notable:

Ejercicio 15 Demostrar que la espiral logaritmica permanece invariante por
homotecias de centro el polo.

1.5.9. Curvas podarias

La curva podaria de una curva plana « : I — R2? respecto a un punto
M del plano, es el lugar geométrico de los puntos P que son pié de las
perpendiculares trazadas desde el punto M a las rectas tangentes a a.

Sia(t) = (x(t),y(t), y M = (a,b), entonces las ecuaciones de () se
escribe como:

Mal(t). (L o/(¢))

B(t) = M+ proyww <Ma(t)> =M+ () o (1)
es decir
B(t) _ (CL, b) + (x(t) _ a7y<t) _ b)'(_y/(t>7 l’/(t)) (—y'(t), $/(t))

2'(t)? +y/(t)?
Podarias de la circunferencia

Ejercicio 16 [7] [218] ..]La podaria de una circunferencia respecto a un pun-
to M distinto de su centro, es un caracol de Pascal, que se transforma en
una cardioide, cuando M estd sobre la circunferencia.



1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE CURVAS PLANAS 35

Podaria de la espiral logaritmica

Ejercicio 17 [7] [218] (pdg 80) La podaria de una espiral logaritmica res-
pecto a su polo es otra espiral logaritmica

Podaria de un epicicloide

Ejercicio 18 [7] [558] La podaria de un epicicloide respecto al punto O es
una rosacea
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2. Envolventes

2.1. Pardbola de seguridad

Supongamos situado en el origen de coordenadas un canén que lanza
proyectiles a una velocidad (escalar) de salida vy m/seg que supondremos una
caracteristica (constante) del arma. Sea 6 el 4ngulo de inclinacién respecto al
suelo (eje ) 0 < 6 < 7/2. Supongamos que en el instante ¢ = 0 dispara. Como
vimos en el epigrafe 1.1.3 la familia de trayectorias descritas por el proyectil,
para los diferentes dngulos f de lanzamiento son las pardbolas invertidas
dadas en (1 )que podemos escribir en la forma

9

5 5(1 4 tan®0)2* + (tanf)z , 0 < 6 < /2
Yo

y =
Nuestro problema ahora es determinar cual es la zona del cuadrante posi-
tivo del plano en la que nos podamos sentir seguros de no ser alcanzados
por los proyectiles. Esta zona, veremos que estd limitada por una parabola
denominada parabola de seguridad.

1.5 2

En (2) y (3) ddbamos el alcance y altura maxima de un lanzamiento en
funcién del éngulo 6 de lanzamiento. El absurdo lanzamiento vertical es el
que consigue la méxima altura de todos que vale

h=1
29

El méximo alcance se obtiene para § = 7/4 y vale exactamente 2h.

haciendo A = tan# la familia (P,)de pardbolas viene ahora por descrita
por:
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1+ \?
4h
Proponemos como pardbola P de seguridad, una pardbola invertida con
vértice en (0, h) pasando por (2h,0), es decir:

2+, 0< A< +oo (16)

Yy=-

L
Yy TR +h,0<xz<2h (17)

debe observarse ahora que nuestra eleccién ha sido adecuada, ya que para
cada valor concreto de A, la ecuacién :

1+X , 1,
— A\ = —— h
m "+ AT 4hx +
admite solucién (doble) tnica x = 2h/\., es decir, las pardbolas Py con
0 < XA <1, no atraviesan P y para 1 < A se tiene:
2h A — 1>

PyNP ={T\} con T) ()\,h )\

asi por razones intuitivo-topoldgicas, se concluye que P, no puede atravesar
al otro lado de la frontera P pues en ese caso P, deberfa cortar mds tarde
otra vez a P. Se tiene asi:

La pardbola de sequridad P es tangente a cada Py , 1 < A en un punto
T)\,y P:{T/\ 1< )\}

[2] pdg 7- 19 [4] pag 113-114.

2.2. Haces de curvas planas

Un haz de curvas planas, es una familia {C,} de curvas, donde el pardme-
tro A\ varfa en un intervalo I C R y la curva C, varfa diferenciablemente con
A. Cada curva Cy, se supone que es (i.e. admite una parametrizacién) regular
a pedazos. Los puntos donde Cy no admite tangente tnica, se denominan
puntos singulares del haz.

La familia (Py)1<n de las trayectorias parabdlicas de tiro del epigrafe
anterior, es un ejemplo de haz sin puntos singulares.

2.2.1. Ecuaciones de un haz de curvas

Una forma de dar un haz de curvas planas, consiste en dar una funcién
diferenciable
Dx A3 (z,y,A) — f(z,y,A) €R

de forma que A es un intervalo de R y para cada A € A la curva C, viene
implicitamente definida por la ecuacién

f(@,y,A) =0 (18)
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La ecuacién anterior se le llama ecuacién implicita del haz.
Otra forma de dar un haz de curvas, consiste en dar paramétricamente

cada C, : )
r=uz(t,\
{ Y= y(t7 )‘) (19)

donde z(t, \), y(t, \) son funciones diferenciables.
A veces la ecuacién del haz, puede venir dado de la forma:

i 0

en donde se supone que es posible despejar localmente A o p de la segunda
ecuacién para sustituirla en la primera.
Pongamos algunos ejemplos elementales

Haz de tangentes a una curva regular Dada una curva regular a: I >
t — (z(t),y(t)) € R? la familia de rectas tangentes a o constituye un haz,
(de pardmetro t) con ecuacién implicita:

Y (t)(x —x(t) — 2 (t)(y — y(t) =0

Haz de normales a una curva regular Andlogamente, para la curva
regular anterior, el haz de rectas normales, viene definido por

2'(t)(x —2(t)) + ¢/ (1) (y —y(t)) = 0

2.3. Envolvente de un haz

Recordemos que dos curvas a : I — R2? 3 : J — R? se dice que se
cortan tangencialmente en un punto 7' si para ciertos tg € I, s € J,
T = aty) = B(so) es punto regular para « y (3, y los vectores o(ty) y
f3'(s0) son proporcionales. Es claro que este concepto no depende de las pa-
rametrizaciones regulares concretas dadas a las curvas o y

Dado un haz {Cy : A € A} una curva € (que admite una parametrizacion)
reqular, se dice envolvente del haz, si corta tangencialmente a cada curva del
haz. Ademds, todos los puntos de € son puntos de tangencia, y en particular
son puntos no singulares del haz.

Hay una parametrizacién especial de la envolvente £ adaptada a su haz
{C\ : X € A} que usa el pardmetro A € A. Esladada por A 2 X\ — £()\) € R?
de manera que () es el punto de tangencia de £ y Cy V A € A
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2.3.1. Primeros ejemplos

1. El segmento de pardbola P dado en (17) es envolvente del haz {P, :
1 < A} de los segmentos parabdlicos Py dados en (16)

2. Cada curva regular, es envolvente de su propio haz tangente. La en-
volvente del haz normal, se denomina evoluta. Dedicaremos a ella la
dltima parte del curso.

3. Considérese la familia de circunferencias de radio r con centros sobre
una circunferencia de radio R, R > r >0

La ecuacién de la familia puede ser:
(x — ReosA\)? + (y — Rsin\)> =72 | 0< A <27

y obviamente su envolvente estd formada por las circunferencias de radios
R+ryR—r.

1. La familia de todas las rectas cuya distancia al origen es igual a R tiene
como ecuacién (por ejemplo):

Mz =) +p(z—p) =0
Np2=1

su envolvente, es evidentemente la circunferencia de radio R.

2.3.2. Las cénicas como envolventes de haces de rectas.

Consideremos una circunferencia A de centro F', y radio 2a, y un punto
I’ a distancia 2¢ de F. Para cada A € A se considera la mediatriz R, del
segmento definido por F’, y .
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Caso de la elipse Si el punto F” estd dentro del circulo definido por A (es
decir ¢ < a) entonces:
La elipse con focos F' y F' y eje 2a, es la envolvente del haz {Ry : A € A}

R, N

=
gu!

En efecto, tal elipse tiene a A por circunferencia focal, y se obtiene como
el lugar geométrico de los puntos P, que son centro de una circunferencia
que pasa por I’ y es tangente a A, de manera que fijado A € A, el punto T)
interseccién de R, con la recta F’) estd en la cénica. Si en R, hubiera otro
punto Ty de la cénica (N € A) se tiene:

d(Ty,\) = d(Ty, F") = d(Ty, \)

como la circunferencia centrada en Ty que pasa por X\ es tangente a A, se
concluye que X' = \. Asf resulta que R, es tangente a la elipse en T}

El resultado anterior nos proporciona ademds un procedimiento para de-
terminar la recta tangente L en un punto P a una elipse deﬂle se conocen

los focos F''y F': L es la bisectriz del éngulo adyacente a F'PF’

Caso de la hipérbola Si el punto F” estd fuera del circulo definido por A
(es decir ¢ > a) entonces:

La hipérbola con focos F y F' y eje 2a, es la envolvente del haz {R, :
Ae A}
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El resultado anterior nos proporciona ademés un procedimiento geométri-
co para determinar la recta tangente L en un punto P a una elipse de la que

se conocen los focos F'y F’: L es la bisectriz del dngulo FPF

Ejercicio 19 Probar las afirmaciones anteriores.

Caso de la pardbola En este caso, A se transforma en una recta, y F” ¢ A.
Definiendo .R, como antes, se tiene
La pardbola con foco F' y directriz A, es la envolvente del haz {Ry : X €

A}

M

3
5%

En efecto, fijado A € A, el punto T en la interseccién de la mediatriz R
y la perpendicular a A por A es el tinico punto de R, que estd en la pardbola,
asi, R, es tangente a la pardabola en T.

Ademis esto proporciona un procedimiento geométrico para determinar
la linea tangente por un punto P a una parabola de la que se conoce el foco
y la directriz.

Propiedades de reflexién de las cénicas. Una inspeccién atenta a las
figuras anteriores nos permite afirmar
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1. Si colocamos en uno de los focos de la elipse una fuente puntiforme
de luz,resulta ser que cada rayo al reflejarse en la elipse llegard al otro
foco.

2. Los rayos paralelos al eje de una pardbola, al reflejarse en ella, se reunen
en el foco.

3. Hay también una propiedad de reflexion pasra la hipérbola.

2.4. Determinacion de la envolvente

Vamos a describir aquf técnicas de tipo mas bien analitico para determinar
las ecuaciones de la envolvente de un haz de curvas planas. Las referencias
para este apartado son [2] (pdgs 50- ) y [4] (Cap 7)

2.4.1. Interseccién entre lineas préximas

Dado un haz de curvas planas f(z,y,A) = 0 como en (18), y un punto
P e C,, , para cierto \g € A, se dice que P es un punto de aproximacion del
haz, si hay una aplicacién:

(M—&g,X+¢€)dA— P, €l

de forma que cada Py € Cy y limy_, P\ = P.
Se supone que las coordenadas (z,y) de Los puntos Py son solucién del

sistema:
{ f(l';:%)\(l) =0
f(@,y,A) =0

o equivalentemente:

f(xay>/\> - f(xaya >\0)

X — o =0

f(xayv)‘()) - 07

cuando A — )¢ P, tiende P, por tanto sus coordenadas (xg, o) satisfacen,

por paso al limite:
f (0,40, Ao) =0
Ia(zo, 9o, Ao) =0

donde f\ denota la derivada parcial de f respecto a A

2.4.2. Linea discriminante

Es natural pensar que la envolvente £ de la familia, f(x,y, A\) = 0 como en
(18),esté formada por los puntos de aproximacién que no son singulares.Por
esto los puntos de la envolvente deben verificar las ecuaciones
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flz,y,\) =0
{ ey ) = 0 (21)

Los puntos que verifican las ecuaciones anteriores, constituyen la linea D
discriminante, que necesariamente contiene a la envolvente.£ .

2.4.3. Determinacién analitica local de la envolvente

Analicemos el sistema de ecuaciones (21) en torno a una solucion Py =
(%0, Yo, Ao) en donde

of/ox  0f/oy
et 5fLfo ofiion ) oo

usando el teorema de la funcién impicita, se concluye que existe un intervalo
Ay abierto de A con \g € Ay C A, y una curva regular € : Ay 3 A —
(z(\),y(N\)) € R? tal que A € VA, se verifica

{ f@(X),y(N),A) =0
@A), y(A),A) =0

en estas condiciones resulta que ¢ es envolvente del (sub)haz {Cy : A € Ay},
y viene dada por la parametrizaciéon adaptada. En efecto, derivando respecto
a A, la primera ecuacién, y usando luego la segunda para un valor cualquiera
de A, se obtiene:

ofde  0f dy _

dxd\  Odyd\
lo que indica que fijado A € Ay, € es tangente a f(x,y,\) = 0 en e(\).

Ejercicio 20 Supongamos que nuestro haz de curvas {Cy : X € A} viene
dada paramétricamente por ecuaciones del tipo 20, es decir:

flz,y, A\ p) =0
g\ p) =0

entonces, la envolvente del haz satisface (localmente) la ecuacion en las co-
ordenadas x,y que se obtiene al eliminar los pardmetros\ y i en el sistema:

flz,y, A\, ) =0
g(A,uli;;g 01/

A B\ _
det ( dg/ON g/ ) =0
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Ejercicio 21 Supongamos que nuestro haz de curvas {Cy : A € A} wviene
dada paramétricamente por ecuaciones del tipo 19 es decir

{ r=x(t,\)

Yy = y(tu )‘)

entonces, la envolvente del haz satisface (localmente) la ecuacion en las co-
ordenadas x,y que se obtiene al eliminar los pardmetros t, A en el sistema:

x=xz(t,\)
Y= y(t7 )‘)

dx /0t Ox/ON '\ _
det ( Dy/ot Do > =0

Ejercicio 22 Demostrar analiticamente que la elipse (6 la hiperbola) es la
envolvente del haz de {R, : X\ € A} descrito en el epigrafe 2.5.2.

Ejercicio 23 Demostrar analiticamente que la pardbola es la envolvente del
haz de {Ry : A € A} descrito en el epigrafe 2.3.2

2.5. Haces y envolventes notables
2.5.1. Zona de audibilidad de un avién supersénico

Un avién vuela a una altura constante h sobre la superficie terrestre a
la velocidad supersénica v. jCual es en un determinado momento la region
de la superficie terrestre en cuyos puntos ya se ha oido o se estd oyendo el
sonido del avién.?. Veremos que este es un problema geométrico que se puede
resolver determinando la envolvente de cierta familia de circunferencias.

Para establecer el planteamiento geométrico del problema vamos a supo-
ner, que la superficie sobre la que vuela el avién es plana, y que su velocidad
es constante v. Cada instante el avién se proyecta verticalmente en el plano
de la tierra sobre un punto (digamos su sombra) que se mueve a velocidad v
describiendo una linea recta L paralela a la trayectoria del avién. Denotemos
por u la velocidad escalar del sonido en el aire.
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Admitamos que en el instante de tiempo en el que estamos interesados en
determinar la zona de audibilidad, el avién se encuentra en el origen O de un
sistema de coordenadas donde el eje de las = coincide con L. Hace ¢ segundos,
la sombra se encontraba en el punto A a la derecha del O a una distancia
|OA| = vt. El avién estaba entonces en B y produjo un ruido que comenzé a
propagarse desde B en todas las direcciones. Transcurridos ¢ segundos, este
sonido llega a todos los puntos de la bola de radio ut centrada en B. Si el
radio ut es mayor que h el sonido ha tenido tiempo de llegar hasta la tierra,
concretamente a todos al circulo intersecciéon del plano de la tierra con la
esfera anterior, es decir al circulo centrado en A y con radio v/u?t? — h?,
cuya circunferencia contorno, tiene por ecuacion:

f(z,y,t) = (x —vt)* +9y* + h* —u** =0 (22)

Consideremos entonces el haz de circunferencias dado por (22) para t > 0.
La zona de audibilidad se obtiene entonces como envolvente de dicha familia,
es decir drivando respecto a t queda:

fi(z,y,t) = —2v(z — vt) — 2u’t = 0

de esta relacién se obtiene
VT

t =

V2

— 2

y sustituyendo en (22) queda como envolvente la rama derecha de la hipér-
bola:

x2 y2 _
(2—u2)2 ﬁ -
)

Un argumento que no usa la técnica de la envolvente puede verse en [2]
pag 26-31
2.5.2. La podaria como envolvente de circunferencias

Sea o : I — R? una curva regular. La podaria respecto a un punto O
(que supondremos que es el origen de coordenadas, es decir O = (0,0)) es
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L)

Figura 4:

como sabemos la curva 3 : I — R? tal que 3(t) es el pie de la perpendicular
trazada desde O a la recta tangente a v por «(t). Asi §(t) viene determinado
en funcién de «a(t) por las ecuaciones:

{ p(t) éﬁ/(t); (1)) =0 (23)

demostraremos que:

La podaria  de « es la envolvente del haz de circunferencias {C; : t € I}
donde C; es la circunferencia con didmetro Oa(t). Ademds la parametrizacion
de 3 estd adaptada al haz.

En la figura se ve que el punto () estd en la interseccién de C; con la
tangente a o en «(t). De hecho 3'(t) es tangente a C;. Sin embargo, esto no
es facil de ver geométricamente. Veamos analiticamente que de hecho f es la
envolvente de {C; : t € I'}. En efecto, la circunferencia C; tiene por ecuacién
(implicita)

f(l’,y,t) = (Iay) ’ (Iay) - (m,y).a(t) =0

asi la envolvente, verifica las ecuaciones: f(x,y,t) = 0, f/(z,y,t) = 0, es

decir:
{ (z,y) - (( ()) =0
(z,y) - o/( )
que las verifica también 5(t) = (z(t), ( ).

Los caracoles de Pascal como envolventes de circunferencias. Un
tipo interesante de problema puede ser el siguiente: [5] pag 174

Dada una curva C y un punto P determinar la envolvente del haz de
circunferencias que pasan por P,y con centro en todos los puntos de C.

Las curvas obtenidas por este procedimiento cuando C es una circunfe-
rencia, son los caracoles de Pascal:
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En efecto, sabemos que un caracol de Pascal, P es la podaria respecto
a cierto punto P de una circunferencia A. Por el epigrafe anterior, P es la
envolvente de la familia {C, : A € A} donde C, es la circunferencia con
didmetro P asi que el centro de C, recorre la circunferencia C obtenida de
A por medio de una homotecia centrada en P,y de razén 1/2

Ejercicio 24 Probar que cuando se toma C una pardbola, y P su vértice, se
obtiene una cisoide.

Ejercicio 25 5i C es una hiperbola y Pes su centro, probar que la curva
obtenida es una Lemmniscata.

2.5.3. El haz tangente de la Astroide

Se trata de probar que la astroide de ecuacion
223 23— 23

es la envolvente de la familia de segmentos méviles de longitud constante [
que cuyos extremos se apoyan en los ejes de coordenadas. Daremos aqui un

argumento analitico.ver [4] (Pdg 117) para un argumento geométrico ver
2] pag 42-46.

Haremos los céculos en el primer cuadrante, extendiendo luego por sime-
tria, el resultado a los demds cuadrantes. Como el segmento tiene longitud [
pasa por los puntos (I cos A, 0) y (0,/sin \) asi la familia de rectas se escribe

f(z,y,A\) =y+aztan A —[sin A =0 (24)

1

—5T —acosA =0y

derivando respecto a A e igualando a cero se obtiene
por tanto
x = lcos® \

sustituyendo en (24) se obtiene
y = [sin® A

estas dos 1ltimas ecuaciones determinan las paramétricas de la astriode.
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Ejercicio 26 Determinar la envolvente de un lado de un dngulo recto, cuyo
vértice recorre una recta, y el otro lado estd obligado a pasar por un punto

fijo P.

Ejercicio 27 Demostrar que si un haz de rayos paralelos incide en una se-
micircunferencia, perpendicularmente al didmetro, la curva envolvente de los
rayos reflejados (caustica de reflexion) es una nefroide.

3. Evolutas y evolventes

3.1. Evoluta

[4] pdgl14-117 . Recordemos que dada una curva «(t) = (z(t),y(t)), t € I,
y A € I un punto regular de «, la recta normal a «a en ), que es la recta N,
que pasa por a(A), y tiene la direccién de La/()). Sus ecuaciones son:

r—a(N) _y -y
EISYRION

La familia {N, : A € I} constituye un haz de rectas, y su envolvente se
denomina evoluta de o

(25)

3.1.1. La evoluta de una Cicloide

[2] pag 46-49 Un bonito ejemplo de determinacién geométrica de la evo-
luta, lo constituye el caso de la cicloide:

D

LI

o ]

Examinemos las dos cicloides de la figura. Probaremos que la cicloide
inferior es la evoluta de la superior, es decir, cualquier normal a la cicloide
superior es tangente a la inferior. En efecto:

Consideremos la cicloide superior obtenida por la traza del punto P al
girar la circunferencia C' por la recta L. Examinemos cierta posicién del
circulo de rodadura C' , y construyamos el circulo C’ simétrico de C' respecto
al punto M. Se denotan por D’, P’ simétricos correspondientes a D y P. Lo
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unico que debemos justificar, es que al moverse P por la cicloide superior,
P’ describe la cicloide inferior, ya que probado esto, por lo que se vi6 en el
epigrafe 1.1.10 se deduce que PD (respec. MP’) es tangente a la cicloide
superior (respec. inferior), y asf la recta PP’ es normal a la superior (en P)
y tangente a la inferior (en P’).

Probemos pues que la longitud del arco D' P" coincide con la del segmento
D'Q. En efecto, el segmento OM tiene la misma longitud que el arco M P
y el segmento OR longitud 7r , por consiguiente, el segment(ﬂ/[\R (igual al

D'Q) tiene la misma longitud que el arco PD (igual a la del D'P")

3.1.2. Determinacién paramétrica de la evoluta.

Las ecuaciones de la familia {N, : A € I} de las rectas normales a la
curva a(A) = (z(A),y(N)), A € I puede escribirse en la forma:

f@,y,A) = (z = z(A)2' (M) + (y —y(A)y'(A) =0 (26)
asf que la envolvente de la familia se obtiene anadiendo a esta ecuacion
fi(z,y,A) =0, que equivale a

(z —2(N)2"(N) + (y = y(N))y"(A) = 2/ (V) + ' (V)? (27)

Podemos pensar que (26) y (27) determinan un sistema de ecuaciones
lineales en las incognitas (z — z()\)), (y —y(\)) y supuesto que o/(\), y o’ ()
son linealmente independientes, y aplicando la regla de Cramer, se obtiene:

‘ 0 Y 0
(1.1)2 + (y/)2 y// l‘” <$/)2 + (y/)2
x—z(\) = — —y(\) = 7

r y r y

I” y// .I” yll

asi las ecuaciones paramétricas de la evoluta quedan:
' (N)? +y'(N)? )
= A) — A
¢ = T Iy =y Y
' (N)? 4y (N)? ,
= A A
v o= Y IRy — eyt Y
Naturalmente estas féormulas tienen sentido solo alli donde los denomina-
dores no se anulen.

(28)

3.1.3. Determinacién implicita de la evoluta

Supongamos dada nuestra curva en forma implicita g(A, 1) = 0., en las
coordenadas (A, p1), y fijado un punto arbitrario (A, x) con g(A, ) = 0, la
ecuacion (en coordenadas (z,y)) de la recta normal por (A, u) es:

fl@,y, A p) = —gu(A p)(@ = A) + (A, p)(y —p) =0 (29)
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que junto con la ecuacion:
g\, 1) =0 (30)

nos proporciona la ecuacién del haz de rectas. Usando ahora el Ejercicio 20
la envolvente de la familia se obtiene anadiendo a las ecuaciones (29) y (30)

la
f)\ fu
9x Gu
que en este caso se escribe asf:
Gux  9x A 9 9 _ 2 2
— —A)+ —AN)=g;+ 31
'gw 0 ) ‘w 0 (y—A) =95 +g, (31)

De (29) y (31) deberia poderse despejar A = p(z,y), p = ¥(z,y) y
sustituyendo ahora en (31) quedarfa:

g<30<x7 y)v "/}(xﬂ y)) =0

que serfa una ecuacién implicita (local) para la evoluta.

3.1.4. Evoluta de algunas curvas famosas

Evoluta de la elipse

Ejercicio 28 Probar que la evoluta de la elipse

1.2 y2

2 et

es una astroide de afinmente deformada:

(ax)2/3 + (by)2/3 — <a2 . b2)2/3

Evoluta de la astroide

Ejercicio 29 Probar que la evoluta de una astroide, es otra astroide homo-
tética (de razon 2) girada 7/2 radianes respecto al centro de simetria.

Evoluta de la espiral logaritmica

Ejercicio 30 Probar que la evoluta de la espiral logaritmica, es otra espiral
logaritmica.

Evoluta de la cardioide

Ejercicio 31 Probar que la evoluta de una cardiotde es otra cardioide
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Caréacter geométrico de la evoluta Observese que:

Ejercicio 32 La trayectoria de la evoluta § de una curva regular o solo
depende de la trayectoria de «

3.1.5. Fdérmulas de Frenet: Curvatura.

Supongamos que la curva a : J 3 s — (z(s),y(s)) € R? estd parame-
trizada respecto al arco. Entonces resulta que |o/(s)| = 1. Se denomina a
T(s) = a/(s) vector tangente unitario a o en s € J. Al vector

N(s) = (=y/(s),2'(s))
se le denomina vector normal unitario. Nétese que para todo s € .J se verifica
T(s).T(s)=1, N(s).N(s) =1, T(s).N(s) =0

y asf (T(s), N(s)) determinan una base ortonormal de R? de forma que para
cualquier vector X (s) de R? se tiene la identidad:

X(s) = (X(s).T(5))T(s) + (X(5)-N(5))N(s) (32)

aplicando lo anterior a los vectores derivados 7"(s) y N'(s) obtendremos las
férmulas de Frenet:

Derivando (respecto a s) ambos miembros de la expresién 7.7 = 1 se
obtiene 7".T" = 0. Aplicando a X(s) = T"(s) la férmula (32) se concluye
que T"(s) es proporcional a N(s) y la constante de proporcionalidad es un
numero k(s) que se escribe como

k(s) =T'(s).N(s) = =a"(s)y/ (s) + y"(s)a' (s) (33a)
y se denomina curvatura de « en s. Se tiene ast:
T'(s) = k(s)N(s) (34)

Andlogamente se ve que N'(s) es proporcional a T'(s), y la constante de
proporcionalidad es

N'(s).T(s) = —N(s).T'(s) = —k(s)

la igualdad anterior se obtiene derivando ambos miembros de N.T' = 0. asf
se obtiene la férmula

N'(s) = —k(s)T'(s) (35)
Las férmulas (34) y (35) se pueden agrupar:
T =kN
{ N' = —kT (36)

que constituyen las llamadas férmulas de Frenet.
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3.1.6. Centro y radio de curvatura

Se denomina centro de curvatura de la curva anterior, a : J 3> s —
(z(s),y(s)) € R? en un punto a(s) en donde la curvatura k(s) es no nula al
punto

1
c(s) = a(s) + %N(s) (37)
y se denomina radio de curvatura a la distancia p(s) de ¢(s) a a(s), es decir
' 1
pls) =
[k (s)]

Observacioén 3 Si bien el valor absoluto de la curvatura |k(s)| depende de
la trayectoria, el signo de la curvatura depende del sentido de recorrido (tra-
yectoria oriantada). Por ejemplo una circunferencia de radio R recorrida en
sentido contrario a las agujas del reloj, tiene curvatura constante, k = 1/R, y
recorrida en el otro sentido, su curvatura es k = —1/R. Sin embargo el centro
de curvatura ¢(s) no depende de la orientacion. De hecho la circunferencia
de centro c(s) y radio p(s) recorrida en el mismo sentido de la curva a(s)
tiene curvatura igual a k(s). Por esto se llama circunferencia osculatriz de
aens.

La evoluta como lugar de los centros de curvatura La evoluta de la
curva anterior, @ : J 3 s — (2(s),y(s)) € R? puede calcularse por medio
de las férmulas (28) teniendo en cuenta que ahora s hace el papel de A, la
expresion de la curvatura (33a) y 2/(s)?+¢/(s)* = 1, y se concluye fécilmente
que coincide con la curva ¢ : J 3 s — ¢(s) € R? definida en (37) por los
centros de curvatura.

Significado geométrico del centro y radio de curvatura Considere-
mos una curva regular «(A), A € I como en el epigrafe 3.1.2 (no necesaria-
mente parametrizada) por el arco, y sea c(A), A € I la evoluta descrita por
las ecuaciones (28). De esta forma c(\) representa el punto en el que la recta
normal N, tiene contacto tangente con la evoluta c.

Por otra parte, fijado A € I , es ¢(A\) un punto de aproximacién del haz
{N,} por tanto si P, es el punto definido por:

{P\} = Nan ANy

se concluye que :

) = lim P
¢(A) = lim P,

y esto proporciona una definiciéon geométrica intrinseca de c¢(\) que tiene
ahora todos los derechos a denominarse centro de curvatura de la curva a en

el punto a(\)
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Naturalmente el radio y el valor absoluto de la curvatura vienen definido

por
1
p(A) = dist(a(N),c(N)), |[E(N)| = ——=
() = dist{a(A), o), K| =~
el signo de la curvatura k(\) depende del signo del determinante det(o/, o)
Con estas definiciones, la expresion de la evoluta queda:

c(A) =a(A) + ? !

Moy )

y comparando con (28) se obtiene la siguiente férmula explicita para el cdlculo
de la curvatura:

Observacion 4 De hecho la férmula anterior no depende del cambio de pa-
rdmetro t = t(s), con dt/ds > 0 , sin embargo, como ya indicabamos en la
observacion 3 la curvatura cambia el signo, si dt/ds < 0.

Ejercicio 33 Sea a : J > s — (2(s),y(s)) € R? una curva parametrizada
por el arco, Si denotamos por C(sy, S2,83) la circunferencia que pasa por los
puntos «(s1), a(sse), a(ss) para tres puntos ti,ta,t3 € J, s1 < sa < s3. Sea
so € J en donde la curvatura k(sg) # 0.Demostrar que la circunferencia
osculatriz C de o en sy se obtiene como

C = lim C(sy, s2,53)
S;—80

Indicacion: Sea f(s) = |a(s) — p(sy, s2,53)|” siendo p(s1, s2,53) €l centro de
la circunferencia C(s1, S, 83). Dertvese dos veces f, y apliquese dos veces el
teorema de Rolle.

Ejercicio 34 Determinar la féormula que permite calcular la curvatura de
una curva dada por su ecuacion polar p = p(0).
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Ejercicio 35 Sea o : I — R? una curva. Un punto a(ty) de a se llama
vértice de una curva si ty estd en el interior del intervalo I, y es extremo
local para la funcion de curvatura k(t). Demostrar que los vértices (en el
sentido cldsico) de una conica son los vértices de la curva definida por la
conica.

Observacion 5 Se demuestra que una curva diferenciablemente cerrada y
simple tiene como poco cuatro vértices.

Ejercicio 36 Averigiiar el valor de la curvatura mdxima de una cénica de
excentricidad e > 0, y parametro p > 0.

Ecuacién intrinseca de una curva. La geometria intrinseca de una curva
plana viene univocamente determinada por el valor de la curvatura en cada
uno de sus puntos. El significado preciso de esta afirmacién es el siguiente:

Supongamos dada una aplicacién diferenciable k& : J = [0,L] > s —
k(s) € R. Existe entonces una curva o : J 2 s — a(s) € R? parametrizada
por el arco, que admite a k por funcién de curvatura. Ademsds la curva « estd
determinada salvo movimientos.

En efecto, supongamos que o : J 3 s — a(s) € R? es una solucién a
nuestro problema. Como 7'(s) es un vector unitario puede escribirse en la
forma T'(s) = (cos6(s),sinf(s)) donde 6 : J — R es aplicacién diferenciable.
Asi el vector normal se escribird: N(s) = (—sinf(s),cosf(s)) y por tanto:

T'(s) = 0'(s)(—sinf(s),cosb(s)) = 0'(s)N(s)

comparando con la férmula de Frenet (34) se concluye que k(s) = 6'(s), por
lo que

0(s) = 0 + / k(0)do (38)

y asf nuestra curva «(s) = (z(s),y(s)) tendré que satisfacer x'(s) = cos(s),
y'(s) = sinf(s) con lo que:

x(s) = o+ /08 cosf(o)do, y(s) = yo + /OS siné(o)do (39)

las igualdades (38) y (39) permiten construir una tdnica solucién « cada
vez que elijamos condiciones iniciales

a(0) = (x0,yo0), @' (0) = (cos Oy, sin )
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3.2. Evolventes

La operacién de determinar evolventes de una curva se puede considerar
como la inversa de la operacion de célculo de la evoluta, en el mismo sentido
que la integral indefinida lo es a la derivada. Asf al igual que sucede con la
integral indefinida, la determinacién de la evolvente incluye una constante
arbitraria.

Se dice que la curva a es evolvente de la curva ¢ si ¢ es la evoluta de «

La referencia para este apartado es [2] pdg 84-86 y [?] pdg 106-111

3.2.1. Calculo de evolventes

Dada la curva ¢ : I 2 s — c¢(s) € R? parametrizada por el arco, una
evolvente @ : I 3 s — a(s) € R? deberd verificar para cada s las dos
propiedades siguientes:

1) a(s) estd sobre la recta tangente a ¢ en s, es decir, existe h(s) con

a(s) = c(s) + h(s)d(s) (40)
2) El vector tangente a « en s, o/(s) es ortogonal a (s), es decir:
a'(s).d(s) =0 (41)
Derivando (40) es o/ = ¢ + h'¢’ + h¢” y aplicando (41) queda
h'=-1

ya que derivando ¢.¢/ = 1 se obtiene ¢’.¢’ = 0. Asi se tiene h(s) = o — s para
ciertoo € R, y
a(s) = c(s) + (o — s)d(s) (42)

Supongamos ahora que ¢ : I > t — c(t) € R? no estd parametrizada
por el arco, y pretendemos determinar las ecuaciones de su evolvente «(t) a
partir del punto ¢(7), 7 € I. Se hace el cAmbio de pardmetro:

I5t—s(t) :/ 1 (€) dé € J

y aplicando la férmula (42) a ¢(s) = c¢(t(s)) se obtiene despues de deshacer
el cambio:

a(t) = c(t) — s(t)-. (43)
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3.2.2. Significado geométrico de la evolvente

Una evolvente a(s) = ¢(s)+ (0 —s)d(s) delacurvac: I 3 s — c(s) € R?
verifica la siguiente propiedad:

Para cada s < o, el arco de evolvente « | [s, o] se obtiene al desenvolver
una cuerda tirante que ha sido envuelta alrededor de ¢ entre a(s) y a(c)
dejando fijo el extremo «(s)

C4(5)

£
En efecto, se verifica a(s) —c(s) = (6 —s)(s) y como |¢/(s)| = 1 se tiene:
|a(s) — c(s)| = 0 — s = Long(a | [s,0])

Ejercicio 37 Dada la curva c : I > s — c¢(s) € R? parametrizada por el
arco, y sea o : I 3 s — a(s) € R? la evolvente dada en (42). Demostrar que
la curvatura k. de o viene dada por la formula:

sign(ke(s))
o — s

ko(s) =

3.2.3. El péndulo de Huygens

Huygens habfa estudiado a fondo los relojes de péndulo, y observé que
cuando un reloj tiene una variacién en la amplitud de oscilacién del péndulo,
entonces deja de medir correctament el tiempo. Pero si la lenteja del péndulo
se moviera por una cicloide invertida por su propiedad de trautoconfa , aun-
que la amplitud de oscilacién fuera mayor o menor el periodo seguirfa siendo

el mismo. ;
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Huygens se las ingenié para construir este péndulo colgandolo de un punto
P, con una cuerda de longitud 4r y colocando a ambos lados dos arcos de
cicloide PH y PK como topes, segin se indica en la figura. El punto N
describe entonces un arco de cicliode en virtud del resultado de los epigrafes
3.1.1y 3.2.2.

3.2.4. La tractriz como evolvente de la catenaria

La catenaria es la curva que se obtiene cuando una cadena perfectamente
flexible e inextensible, con densidad uniforme, cuelga de dos soportes, sus
ecuaciones son

c(t) = (t,cosh(t)) t e R

Calcularemos la evolvente de la catenaria a partir del punto t = 0 ,
aplicando la férmula (43). Se tiene:

s(t) = /0 t \/1 4 sinh?(¢)d¢ = /0 t cosh(&)d¢ = sinh(t)

asi que:

: ‘ 1
cosh(1) (1,sinh(t)) = (t — tanh(?), cosh(t))

1/
III.QE
III.E!E
0.7f

il 0.1 cljcz 03 0.4

Ejercicio 38 Demostrar que la curva « anterior es una tractriz (con eje de
referencia el eje de las )



