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1 INTRODUCCION 4

1. Introduccion

En las Notas de La Manivela, hemos puesto en funcionamiento una maquinar-
ia ideada por Cartan y Vicensini para resolver problemas de clasificacién de cur-
vas (o mas bien trayectorias de curvas) en diversas geometrias del plano. Nuestro
trabajo se ha limitado a dar vueltas a la manivela que mueve esa maquinaria.

Las reflexiones que ahora vamos a hacer, intentan establecer de forma general
el problema de la clasificacién geométrica de curvas en una geometria de Klein,
asi como las técnicas generales para su resolucién.

Después de tantas vueltas de manivela, es hora de sacar conclusiones.

1.1. Vectores tangentes de 6rden superior

Dos curvas A = A(t), B = B(t) de una variedad diferenciable E, se dice
que definen el mismo r—jet en ¢t = 0, si A(0) = B(0) = C y en algun sistema

de coordenadas locales (X1,...,X,) en torno a C, se verifica para todo k con
1<k<r:
dk (XZ (¢] A) _ dk (Xz (e] B)
dt* =0 dt* t=0

Se demuestra que esta propiedad, no depende del sistema local de coordenadas
utilizado. La relacién anterior es de equivalencia, y denotamos por jjA(t) o
mejor por A(") (0) la clase de equivalencia definida por la curva A, y se denomina
r—jet de A ent = 0, o también vector tangente de érden r en C. Se denota por
TS E al conjuntode todos ellos. La unién 7" E constituye el fibrado r-tangente.
El r — jet de A en ty, o derivada r-ésima de A en t = ¢y o el vector tangente de
orden r definido por A en t =ty es:

A (tg) = jEA(t + to) € Tag)M

T(") E es una variedad diferenciable. De hecho, a partir del sistema de coorde-
nada locales (X1, ..., X,) = (X;) se puede construir un sistema de coordenadas

para T E, (X;, Xi(l), . .Xi(r)) , en donde se entiende que

X (Am(O)) T

1.2. Trayectorias infinitesimales.

Dos curvas A = A(t), t € I, A= fl(s), s € I se dice que definen la misma
trayectoria, si existe un cambio de pardmetro ¢t = t(s) tal que A = A(t(s)). Se
entiende que la funcién cambio de pardmetro t : I — I es un difeomorfismo.

Dos curvas A = A(t), B = B(s) de una variedad diferenciable E, se dice
que definen la mismo r — TTIN (el termino TIN se refiere a Trayectoria INfin-
itesimal) en t,s = 0, si existe un cambio de pardmetro ¢t = t(s) con 0 = t(0)
de forma que A = A(t(s)) define en s = 0 el mismo r — jet que B = B(s). La
relacién anterior es de equivalencia. Denotamos por T([)T]A = Al'(0) la clase de
equivalencia definida por la curva A, y se denomina r — tin de A ent = 0, o
también trayectoria infinitesimal de érden r en C' = A(0). Se denota por Tg 'E
al conjuntode todos ellos. El » — tin de A en tg es:

AV (ko) = 751 At + to) € T, (M
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Notese que si A = A(t) es una curva entonces

r NOE t = t(s) es cambio de pardametro
A= {]‘g A A= A(K()). (dt/d(s()o) £0, 4(0) = 0 y}

Eescribiremos también [w] para referirnos al TIN definida por el r-vector w €
Tg)E , v denotamos

e S THE | w=AM(0) - Al(0) = [w]

1.3. Actuacién de un grupo sobre un conjunto

Un grupo G actua (por la izquierda) sobre un conjunto €2, si hay definida
una aplicacién
Gx053(g,w) = gw e

verificando las propiedades habituales (g¢')(w) = g(¢'w), ew = w, para todo
9,9 € Gy todo w € Q. La actuacién se dice efectiva si el elemento neutro
e € G, es el tnico elemento del grupo que deja fijos todos los elementos de €.
Fijado w € Q llamamos a Gw = {gw : g € G} drbita de w. Denotamos por
G\Q al espacio de las érbitas.
Diremos que la actuacion es simple, si la aplicacion G 3 g — gw € Gw es
inyectiva para cada w €

1.4. Geometrias y Grupos de transformaciones

Una Geometria de Klein en F, viene definida por un grupo de Lie G que ac-
tua diferenciablemente sobre E de forma efectiva. Es decir, podemos identificar
G con un subgrupo del grupo Difeo(M) de difeomorfismos de M.

La actuacién de G sobre FE, puede inducir de forma natural actuaciones
G x Q3 (g,w) — gw € Q sobre determinadas familias {2 de objetos deducidas
del espacio F o de eventuales estructuras (métricas, conformes,...) sobre E. La
propiedad que define a los objetos de €2 es conservada por el grupo G y se denom-
ina propiedad (G—)geométrica. Segun Klein, el estudio de la (G—)geometria,
consiste en el andlisis de las propiedades y conceptos relativos a E que per-
manecen invariantes por la accién del grupo G. Cada vez que tenemos una tal
familia €2, queda planteado un problema de clasificacién:

Dos objetos w, @ €  se dicen equivalentes (w ~g @), si estdn en la misma
Orbita, es decir, si existe g € G, tal que gw = @. Un invariante, es una aplicacién
¢ : Q2 — ® con la propiedad de que ¢(w) = ¢(@) cada vez que w ~g @.

Se dice que un invariante ¢ depende de un sistema de invariantes {¢y, ..., }
si, ¢(w) = ¢p(@) cada vez que ¢;(w) = ¢;(@) i =1,...r. El sistema {¢;,...¢,}
se dice independiente, si ¢, no depende de {¢,...¢,.} —{#;}i=1,...,r. Se dice
completo, si se verifica la implicacion:

p,w)=¢;@)i=1,..r=wgw

Resolver un problema de clasificacién, consiste esencialmente en determinar
un sistema completo independiente (y computable ') de invariantes. Nétese que
tal sistema induce una biyeccién

G\ 3 Guw — (¢ (w), ... 9. (w)) € ime, X -+ X ima,

! Entendemos por tal un invariante, que admite un algoritmo computable para su célculo
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Observacion: Si el espacio cociente (de las 6rbitas) G\ admite una estruc-
tura de variedad diferenciable, entonces hay un sistema de invariantes locales
en torno a cada punto de G\Q

1.5. Geometrias Homogeneas.

Una Geometria de Klein G sobre E (ver epigrafe 1.4) se dice homogenea, si
G actua transitivamente sobre F, es decir, para todo =,y € E, existe g € G, tal
que g(z) = y. Denotamos

Gey={9€G:g(x) =y}

Llamamos grupo de isotropia de un punto x € E , al subgrupo H, de las
transformaciones de G' que dejan fijo el punto z, es decir:

H, =Gy ={h € G: h(z) ==z}

Nétese que si g € G, es tal que g(z) = y entonces H, = gH,g~'. Asf fijado
un punto o € E, todos los grupos de isotropia H, de los puntos de E son
conjugados con H = Hj. Claramente H es un subgrupo cerrado de G, y por
tanto G/H tiene una tnica estructura de variedad diferenciable de dimensién
dim G — dim H, que hace a la proyeccién canénica 7 : G — G/H submersion.
Hay ademds un difeomorfismo candnico (fijado o € E):

7o:G/H > gH — g(o) € E

que permite identificar ambos espacios (E = G/H). Asi 7 : G — G/H se
identifica con
m:G—E,g— g(o)

En estas condiciones, F resulta ser un espacio homogéneo en el sentido cldsico.
El grupo G, actua de forma natural sobre los vectores tangentes de orden r:

a x T(T)E - T(r)E7 (g’A(r) (0)) — (gA)(T) (O) (1)

y da lugar a una geometria de Klein sobre 7" E que no tiene porqué ser homo-
genea.

1.6. Invariantes diferenciales

La familia de curvas diferenciables (C*°), A = A(t) sobre E parametrizadas
sobre cierto intervalo I real, pueden ser objeto de clasificacién en cualquier
geometria GG sobre FE. Para este tipo de problema, solo vamos a considerar de
invariantes ¢, que asocian a cada curva A = A(t) una funcién diferenciable
definida en I, ¢4 = ¢ 4(t) con valores en cierta variedad diferenciable ®, y con
la propiedad de invariancia:

¢4 = ¢g4 para todo g € G

El invariante ¢ se dira diferencial, si viene determinado por una aplicacion
diferenciable (que denotamos por el mismo nombre) ¢ : TME — & con la

condicién
64(t) =9 (A0 ()
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Si r es el minimo entero positivo que verifica la propiedad
P 4(t) = ¢ (t) cuando A (t) = B(™ (t)

se dice que ¢ es invariante de orden r. Noétese que tal invariante induce una
aplicacién natural (ver(1))

¢:G\T"E — @

1.7. Invariantes Intrinsecos

Un invariante diferencial ¢ (de orden r) se dird intrinseco si ¢ ;3 = ¢ 5(t(s))
cuando A se obtenga de A por un cambio de parametro ¢t = t(s). Los invariantes
intrinsecos dependen en este sentido solo de la trayectoria de la curva. Nétese
que ¢ : T E — & verifica la condicién:

4(t) = ¢p(t) cuando A (1) = BU (1)

1.8. Elementos invariantes de arco.

Supongamos que tenemos un operador dl que asocia a cada curva A = A(t)
una 1-forma dls = (4(t)dt, donde ( : T®E — R es un invariante diferencial,
que verifica para cada cambio de pardmetro ¢t = t(s) la condicién:

dt .
Cp(8) = Calt(s))5-ds si B(s) = A(t(s)) (2)
se dice que dl es elemento (invariante) de arco, y escribimos:
dl = {dt (3)

Si A= A(t), t € I =[a,b] se llama longitud de A respecto a dl a:

b
1(4) = / dla (1) (4)

y lalongitud £ es intrinseca, ya que si B = A(t(s)) s € J = [¢,d] (donde t = t(s)
es un cambio de pardametro) se tiene por el teorema del cambio de variable:

d d b
15) = [ cpleras = [ catelsnGoas = [ caw

Noétese que la condicién (2) equivale a decir que dip = t*dl4, es decir dip se
obtiene por sustitucién formal de ¢ por t(s) en la expresién dig = (4 (t)dt.

Por supuesto, si ¢ es un invariante intrinseco, entonces el operador dl = ¢'dt
que actua sobre cada curva A = A(t) como dls = ¢'4(t)dt define un elemento
invariante de arco. Nétese, que respecto a ella se tiene en este caso (usando (75))

L(A) = ¢4(b) — dala).
1.9. El pardametro longitud de arco

Un paso decisivo para resolver el problema de clasificacién de curvas en una
geometria homogenea G sobre E, es determinar un elemento invariante de arco
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dl = (dt. Supuesto que el invariante diferencial ¢ es del 6rden k, un vector
weTME | r >k se dice di-regular si (w) # 0. Se denota

RO)(dl) = {w eTOE: ((w) # 0} , RO(dl) = R (dl) n T E

Diremos entonces que dl es un elemento regular de arco (para la geometria
G)
ng) (dl) = {w € To(k)E (C(w) # O} es abierto denso en T(gk)E (5)

Noétese que la condicién (5) se verifica autométicamente para érden k > 7.

Cada subconjunto R{"” (dl), x € E, es un abierto denso de T{" B, y el espacio
R (dl) unién de todos ellos, es un abierto denso de T E, y sus elementos se
llaman r-vectores (dl—)-regulares.

Una curva A = A(t) se dice di-regular si A7) (t) es di-regular para todo t.
Fijado un valor inicial ¢ = a , podemos considerar la funcién:

La(t) = / Calt)dt

como (4(t) # 0 Vt, entonces | = 14(¢) define un cambio de pardmetro, y la
nueva curva resultante B = B(l) con A(t) = B(l4(t)) se dice parametrizada
por el arco (brevemente PPA). Nétese que el parametro longitud de arco ! esta
determinado salvo traslaciones.

En esta situacién, uno deberia contentarse con clasificar familia € de las
curvas requlares. Llamaremos curvas totalmente singulares a las que verifican
C4(t) =0 Vi.

La condicién de ser dl-regular, es intrinseca, es decir, si una curva es di-
regular, también lo es cualquier reparametrizaciéon suya. Tiene pues sentido,
hablar de trayectorias y trayectorias infinitesimales dl-regulares y llamar Rg] (dl)
{[w] TwE Rg)(dl)}, y R:(ET) [dl] = {A(T) (0) €: A estd PPA}. Observese que hay
una biyeccién canénica:

RIN(dl) = R [di

que se corresponde con una seccién de la proyeccion 711 1 R()(dl) — RII(dl),
y no haremos por tanto distincién entre los elmentos de ambos conjuntos.

1.10. Geometrias regulares.

Una geometria homogenea G sobre E se dice regular de orden r si existe un
elemento regular de arco dl = (dt de 6rden k < r de forma que:
(1) La actuacién natural inducida de G x T E — T E (ver (1)).

H x R(()T) [dl] — R(()T) [dl] es simple (6)

es decir, dado w € Rér) [dl] si hw =w (h € H) entonces h = e.
(2) La actuacién de H sobre R(()T) [dl] da lugar al espacio cociente H \R((]r) [dl]
que tiene estructura de variedad diferenciable tal que la proyeccién candnica

R(()T) [dl] — H\R((]T) [dl] es submersion.
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1.11. Sistemas de referencia

Dada una geometria homogenea G regular de orden r sobre el espacio £ con
punto base o € E. Se llama sistema de referencia a una seccién diferenciable

R: H\R((f) [dl] — R(()T) [dl]. Denotamos por
R [dl] = imR

Los elementos de R(()T) [dl] se denominan r-vectores del sistema.

1.12. Referencias y referencias méviles

Dada la geometria homogenea G sobre F con punto base o € F, la proyeccién
m:G 3 g— go € E, induce en G estructura natural de fibrado principal (con
base E y grupo H), y lo podemos considerar como un fibrado de referencias en
el siguiente sentido:

Una referencia en un punto « € F, es un elemento g € G, tal que g(o) = z.
Ast G, = 7 1(x) es el conjunto de las referencias en el punto z. El grupo G se
ve asi como el conjunto de todas las referencias.

Sigr € Gowy, ¥y g € G transforma x1 en g(z1) = 2, entonces se entiende que
¢ transforma la referencia g1 € Goyz, en la gg1 = g2 € Goq,. Reciprocamente si
91 € Gogy s g2 € Goy, existe una tinica transformacién g = g7 ! g2 que transforma
la referencia g; en la go.

Una referencia mévil (local) en torno a un punto p € E, es una aplicacién
diferenciable o : Y — G donde U es un entorno de p en E, y o(x) € G, para
todo = € U. De hecho, E admite referencias méviles ¢ en torno a cada punto p
con un valor predeterminado o(p) = g € G,. ?

Si A = A(t) es una curva parametrizada en E, una referencia movil a lo
largo de A viene definida por una aplicacién diferenciable o = o(t) donde o (t)
es una referencia en A(t) para todo t.

Existen referencias méviles a lo largo de toda curva A. De hecho, fijado
un origen tg en el intervalo del pardmetro ¢, y una referencia go en A(tg) hay
referencias moviles o = o(t) con o(tg) = go.

1.13. Referencia movil de Frenet

Supongase ahora que nuestra geometria es homogenea y regular de éden
r, con elemento de arco dl, y sobre el punto base o € E, supongase fijado un
sistema de referencia R : H \R(()r) [dl] — R(()T) [dl].

Dada la curva regular A = A(l) PPA vamos a construir una referencia movil
candnica p, = p4(1) a lo largo de A que denominamos referencia movil de
Frenet. Para ello construyamos una referencia movil auxiliar ¢ = g(I). Como
R (g()~AM(1) y g(1)"L A (1) son H-equivalentes, la condicién (6) asegura
que existe un tnico h(l) € H verificando la condicién:

a() (R (9071 AV W)) = o) AD()

1 resulta ser el tinico elemento

y definimos ¢ 4 (1) = g(1)h(l) de forma que @ 4 (1)~
de G tal que transforma el r-vector A (I) en un r-vector del sistema R(()T) [d]]
es decir:

o()TA (1) e R [dl) Wi

2Esto es esencialmente lo mismo que decir que 7 : G — FE es fibrado principal de grupo H.
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Hay una propiedad que conviene destacar:
Si A= A(l), B = gA(l) son G-equivalentes, entonces pg = g4

1.14. Matriz de Curvaturas.

Dada la curva regular A = A(l) sea ¢4 = w4(I) su referencia de Frenet
entonces si wg es la forma de Cartan del grupo de Lie, se define la matriz de
curvaturas de A ala curva ¢, = ¢ 4(1) en el dlgebra de Lie g de G definida por:

$a(l) = we (¢a() = (Ly,0)-1), (£a(D)

simbdlicamente podrfamos escribir ¢4 = v 4(1)71¢/4(l) 0 mejor atin (abusando
ostensiblemente de la notacién):

@fA =paba (7)

y se puede llamar identidad de Frenet
Notese que si A = A(l) y B = B(l) son curvas PPA G-equivalentes entonces

ba=9¢p

1.15. Un Teorema de Existencia y Unicidad

Supongamos que partimos de una curva ¢ = ¢(t) en el dlgebra de Lie g de G
y nos planteamos el problema de determinar las curvas en G, ¢ = ¢(t) solucion
de la ecuacion diferencial tipo Frenet ¢’ = p¢ es decir:

la teoria dice que hay una unica solucion ¢, = ¢ (t) con ¢, (0) = e, y todas
las demds, se obienen de ¢, por traslaciones de pardmetro, o traslaciones a la
izquierda en el grupo. En particular, fijado g € G, existe una tnica solucion
Pg = gpe(t) con ¢, (0) = g.

Supongamos ahora que ¢ = ¢, para cierta curva regular A = A(t) en E,
entonces fijado x € E, y g € G,, referencia en z, existe una unica curva B =
B(t) con B(0) =z, ¢5(0) =g,y ¢5 = ¢. Ademds A y B son G-equivalentes.

Como consecuencia se obtiene

Corolario

Dos curvas PPA A = A(l), B = B(l) de E son G-equivalentes, si y solo si
tienen la misma matriz de curvatura (¢4 = dp)

1.16. Ecuaciones de Frenet.

La cuestion que nos planteamos es la siguiente:
Dada una ecuacién en G de la forma

¢ = o (8)

del tipo (7) donde ¢ = ¢(l) es una curva diferenciable en el dlgebra de Lie g de
G, jexiste una curva A = A(l) PPA tal que ¢, = ¢?

Por el epigrafe anterior si existe tal curva, se concluye, que fijada una refer-
encia g € G, en el punto z = go, existe una tnica curva X = X(I) PPA tal
que X (0) = z, y su referencia movil de frenet ¢ = ¢y verifica la ecuacién (80)
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Sin embargo, obviamente en general, no existe tal curva. La condicién nece-
saria y suficiente para que exista, es que ¢ = ¢(I) esté dibujada sobre cierto
subespacio € de g que determinamos de la siguiente manera:

t={¢,(0): A= A(l) es curva PPA con A(0) =0}
de hecho, la aplicacién canénica:
®: R [dl] 3 AT (0) — ¢ ,4(0) €
estd bien definida, e induce biyeccién
& : H\R) [dl] — ¢

Podriamos admitir por definicién, que una geometria regular debe verificar
la condicién adicional de que H \Ry) [dl] y € sean variedades diferenciables (de
dimensién d), y ® sea un difeomorfismo.

En la practica, g es un espacio de matrices, y ¢ es un subespacio vectorial de
matrices de g cuyos elementos dependen (linealmente) de d—étuplas (', ..., k%)
que representan d curvaturas independientes. En el caso general, esta dependen-
cia serfa local, y no lineal, y el teorema 1.16 de mds abajo tendria también un
caracter local.

En estas condiciones, la curvatura k% (lp) de una curva A = A(l) en | = Iy

serfa Ki (o) = ki {@ ((szl (lo) Al + lo))(r) (0))}

y se tendria el siguiente

Teorema:

Dadas funciones k* = k(I) diferenciables, un punto x € E, y una referencia
g € Goy, existe una tnica curva X = X (), PPA de forma que k% = k; para
i=1,...d.

Idea de la demostracion:

Se supone que las funciones k* = k?(I) determinan una curva ¢ = ¢(l) en €.
Hay (;por tanto?) una curva A = A(l), con ¢, = ¢, A(0) = o, ¢ 4(0) = e (es
decir, A1 (0) € R((JT) [dl]). La solucién es X (1) = gA(l).

1.17. Apendice
1.17.1. Parametrizaciones invariantes preferidas

Sea I" un pseudogrupo de transformaciones actuando sobre R.
Una I'— Parametrizacion preferida (brevemente I'—PP), es un operador F
que asigna a cada curva A = A(t), t € I, una clase Fy = {yo f:~v €T} con
f=f@), t € I difeomorfismo verificando las propiedades:
1) F es invariante, es decir, Fiy = Fp cuando las curvas Ay B son (G—)equivalentes.
2) F es intrinseco en el sentido de que cada vez que tengamos dos curvas
A= A(t), t € I, B= A(t(s)) (donde t = t(s) es un cambio de pardmetro) se
tiene
fa=fa(t) € Fa < fp = fa(t(s)) € Fp (9)

Noétese que si I' = {idr } entonces F' es un invariante intrinseco.
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1.17.2. Construccién de un elemento invariante de arco

La pretensién de encontrar un elemento invariante de arco invariante nos
conducird frecuentemente a la siguiente situacién:

Supongamos que disponemos de una I'—PP, digamos F', y un invariante
diferencial ¢. Dada una curva A = A(t), t € I, para cada f € Fa, podemos
considerar el cambio de pardmetro ¢t = f(t), y la curva reparametrizada Ay =
Ap(t) = A(f~1(?)). Imaginemos que la funcién

Calt) = 6., OV D 1)

no depende del f € F4 elegido. Entonces el operador dl = (dt que asocia a cada
curva A = A(t), la 1-forma dl4 = { 4(¢)dt define un elemento invariante de arco.
En efecto:

Si B = B(s),s € J=]|cd], se obtiene por reparametrizacién arbitraria t =
t(s) de A = A(t), fijamos f € F4,entonces por (9) es g = f(t(s)) € Fp y usando
el pardmetro comuin ¢ = f(t) = f(t(s)) =g(s) se concluye que By(t) = As(t) y
65,(9(5)) = 6., (F(£(s)). por tanto:

Cals) = 0, (o) G2 s)ds = 6.1, (4(5)) G b(6) s = Ca(4(5) G
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2. Clasificacién de las curvas en el plano proyec-
tivo.

2.1. Curvas vectoriales.

Las componentes de una curva A = A(t) = (X (¢),Y (¢), Z(¢)) diferenciable
de R? verifican tautolégicamente una ecuacién diferencial de tercer érden dada
por /11 /! /

g(/// g(// g('l g(
Y/// Y// Y/ Y
Z/// Z// Z/ Z

=0

que llamamos FEcuacion Diferencial Tautoldgica (EDT)podemos escribir de la
forma:

0" +pd" + q0' + 70 =0 (10)
siendo:
| _det (AT ANA) | det(A AT A) L det(A AN A
T et (A7, AL A) 1T det (A7, A, A) 0 T T T det (A7, A7, A)

excluyendo los puntos de inflexion en donde |A”, A", A| = 0. Como cada com-
ponente de A satisface (10), podemos escribir

A" +pA” +qA +rA=0
Trabajaremos solo con curvas proyectivamente alabeadas, es decir, sin puntos de

inflexién.
Por otra parte, si A = A(¢) satisface una EDT de la forma

A" +pA" +GA +TFA=0
entonces necesariamente p =p, ¢ =¢, r =r.

2.2. Invariantes.

Un invariante (sobre las curvas), es una asignacién ¢, que asocia a cada curva
A = A(t), un operador ¢4, = ¢4(t) (puede ser una funcién una forma,...etc.)
que depende diferenciablemente de t.

1. Se dice que ¢ es invariante lineal, si ¢ 4(t) = ¢ ;(t) Vt cuando A = A(t), y
A = A(t) son curvas linealmente equivalentes, es decir, existen a;, b;, ¢; € R

con:
{Z(t) aq bl C1 X(t) aq bl C1
}f(ﬁ) = ag bQ (6] Y(t) 5 det ag bg Co 75 0
Z(t) az by c3 Z(t) az by c3

2. Se dice que ¢ es invariante proyectivo, si ¢ ,(t) = ¢ ;(t) Vt cuando A =
A(t), y A = A(t) son curvas proyectivamente equivalentes, (p.e.) es decir,

existe A = A(t) funcién diferenciable (A(t) # 0 Vt) tal que B(t) = A(t)A
es linealmente equivalente a A.
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2.3. Invariantes lineales p,q,r

Como el conjunto de soluciones de (10) constituye un espacio vectorial de
dimensién 3, se concluye que si A = A(t) linealmente equivalente a A, entonces
A satisface la misma EDT (10), por tanto, los coeficientes p, ¢, y r definidos en
(11) son invariantes lineales para las curvas de R3.

2.4. Ecuacion diferencial reducida.

Sin embargo, los coeficientes p, ¢, y r no son invariantes intrinsecos, ni proyec-
tivos, es decir varfan frente a cambios de parametro ¢ = f(t), y transformaciones
A = A(t)A. De hecho, si se elige f(t) satisfaciendo la ecuacién diferencial

1

1 1
- = 12
= —g5r 77 + 74 (12
donde 1 f/l/ 3 f/12
{f}t 2 f/ - Z f/Q (13)
y A = A(t) verificando
)\/ fl/
S ? —|— = (14)
se obtiene que A = A(f) verifica una EDT de la forma:
d3[1
siendo
F—i r—l +3 s 1y +1 +1 (16)
E 319(] 27]9 2(] 3]9]3 6]9

2.5. La Ecuacién normalizada.

La ecuacién A = A(#) para la cual se verifica una EDT como la (15), se
denomina ecuacién normalizada de A. Obsérvese que una vez determinado ¢ =
f(t), la ecuacién normalizada queda determinada univocamente salvo constantes
multiplicativas, por la curva proyectiva [A] = [4] (t) = [A(t)].

2.6. Ecuaciéon Schwartziana.

Si f = f(t) es una funcién diferenciable a la funcién { f}, de (13) se denomina
derivada Schwartziana respecto a t.
Se demuestra que una ecuacién diferencial [Schwartziana] de la forma:

{0}, =F(t)

donde F' = F(t) es una funcién diferenciable conocida, admite una solucién
f = f(t), definida para todo t, y cualquier otra solucién f = f(t) se obtiene a
partir de f de la forma:

- af+b

a b
f:cf+d

oo

con

siendo a, b, ¢, y d constantes reales. Asi pues la solucién estd determinada salvo
homografias.
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2.7. Parametro proyectivo.

Por tanto hay un pardmetro especial llamado pardmetro proyectivo, ¢ = f(¢)
determinado salvo homografias, (verificando la ecuacién (12)) para la curva
A = A(t) que permite definir por ejemplo, el concepto de razén doble de cuatro
puntos sobre la curva :

(A, [A(t2)); [AEs)], [AG)]) = [f (1), f(t2); f(t3), f(ta)] (17)

independientemente del pardmetro proyectivo ¢ = f(t) elegido. Por otra parte,
se ve que un parametro ¢ = f(t) es proyectivo para la curva A = A(%) si y solo
si verifica la propiedad (17) anterior para todos los ;.

2.8. Invariantes geométricos 7y t = f(t)

El pardmetro proyectivo es invariante geométrico: Sea ¢ = t(f) un cambio
de pardmetro en la curva A = A(t) y A = A(t(t)). Pues bien, si t = f(t) es

pardmetro proyectivo para A = A(t), entonces t=f(t@) = [f(t) es pardmetro
proyectivo para A = A(t) ya que si t; = t(t;), t; = f(t:) = f(t:), queda

Ademds, ala vista de (15) se concluye que fijado el pardmetro proyectivo ¢ = f(t)
también es invariante geométrico 7 = 7(¢) dado en la ecuacién normal de A.

2.9. El invariante proyectivo H.
Elegido ¢ = f(t) pardmetro proyectivo para A = A(t), se obtiene 7 por medio
de la férmula (16). Esta formula muestra que la funcién H = H(t) definida por

. 1 2., 1, 1 1
H=rf%=r—gpq+o=p’ = 5d + 3o’ + =" (18)

no depende del pardmetro proyectivo elegido, y es de hecho un invariante proyec-
tivo:
Demostracién:

En efecto, si A = A(t), y A = A(t) son proyectivamente equivalentes, existe
una funcién p = p(t) de forma que B = u(t)A es linealmente equivalente a
A= A(t). Asi A, y B verifican la misma EDT

0" +p0" +q0 +1r0=0

y podemos tomar ¢ = f(¢) pardmetro proyectivo comtn para A y B (verifi-
cando la ecuacién (12)). Debemos hacer notar ahora, que ¢ = f(t), también es

pardmetro proyectivo para A ya que como [A(t_)] = [B(%)], se tiene

[A@)] [A@)]: [Ad@)] . [A@)]] = (B [BE); 1B, B
= [t1,t2:3,14]
Pongamos B = A(f)(B(f) la ecuacién normalizada de B, se tiene asf:
B

ﬁ‘F?’BZO
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Como [B(t)] = [A(E)} se concluye por 2.5 que B = B(#) es también ecuacién

normalizada de A(%) asi que 7(t) = 7(f(t)) es el 7 comtin a A = A(t), B = B(t),
y A = A(t), y por tanto también es comuin H(t) = #(t)f"®, como querfamos
demostrar.

2.10. Elemento de arco proyectivo.

Ya que /7 = {/7(t) y el parametro proyectivo £ = f(t) estan en las condi-
ciones del epigrafe 1.17.2 A = A(¢), la 1-forma

do = Vrdf = SFf (t)dt = VHdt (19)

que resulta ser elemento invariante de arco, (pues H es invariante proyectivo).
Se denomina a do, elemento de arco proyectivo. Si A = A(t), estd definida para
a <t <b el arco proyectivo de A es

L(A) = / bda: / ’ VHdt (20)

y define un invariante geométrico proyectivo (escalar) (véase epigrafe 1.8), es

decir L(A) no depende de la parametrizacién, y £(A) = L(A) si Ay A son
proyectivamente equivalentes.

2.11. Parametrizacién por el arco proyectivo.

Fijado un origen a en el intervalo del pardmetro ¢ de la curva A = A(t), y
supuesto que H (t) # 0 Vt, la igualdad

a—a(t)—/atdor

define un cambio de parametro. De hecho si A = A(t) es ecuacién normalizada
verificando BA

entonces .
o=o0(t) = / Irdt, % =7r(t) #0, Vt

el pardmetro arco proyectivo o = o(t) es asf un invariante geométrico proyectivo,
univocamente determinado salvo constantes aditivas.
Si A = A(t) esta parametrizada por el arco proyectivo, t = o, y por la identidad
(19) do = V/Hadt, el invariante proyectivo H = 1.

Observacion

La condicién H(t) # 0 V¢t es invariante geémetrico y proyectivo. De hecho,
debemos fijar nuestra atencién a partir de ahora, solo en las curvas que verifican
esta condicién, que son las tnicas que se dejan parametrizar respecto al arco.
En particular, quedan excluidas de nuestro estudio las cénicas:
Una cénica (no degenerada) se escribe respecto de un adecuado sistema de refer-
encia (Cy, C1, C) de la forma C(t) = Cy+tCy +t2Cy, y se verifica identicamente
d3C/dt? = 0, asf resulta que t es pardmetro proyectivo para la cénica, sin em-
bargo, por ser H = 0 resulta do = 0, y no hay propiamente arco proyectivo.
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2.12. Curvatura proyectiva.

Tomemos la curva B = B(o) parametrizada por el arco proyectivo. Multipli-
cando B por una funcién A = (o), (determinada salvo constante multiplicativa)
podemos conseguir A = A\(0)B satisfaga una EDT de la forma

d3A dA
— +2k—+hA=0
do3 + do +
en donde hemos hecho desaparecer el sumando que corresponde a d*A/do?.
Como H = 1, sustituyendo en la igualdad (18) p = 0, ¢ = 2k, r = h, se concluye
que h = k' + 1, y queda
d3A dA
— +2k—+ (K +1)A=0 21
75 T2k T (K +1) (21)
La funcién k = k(o) es un invariante (geométrico) proyectivo que se denomina
curvatura proyectiva. Si t = t(c) es el pardmetro proyectivo, entonces habra de
verificar una ecuacién diferencial como la (12) que en este caso queda:

2{PJ’J =k
la expresion explicita de k en una parametrizaciéon A = A(t) arbitraria es:
1 1 1 1 1H" 7 H”?
k=—ooas —=p =P+ == =— + —— 22
3H2<2p g T3¢ 3H+18H2> (22)
2.13. La referencia movil proyectiva de Frenet.

Supuesto la curva A = A(o) parametrizada por el arco proyectivo, probare-
mos que existe una tnica referencia movil a lo largo de la curva (A, A A(2))
determinada salvo una constante multiplicativa de forma que A(®) = AA(c) con
A = A(o) funcién diferenciable, y verifican las siguientes ecuaciones (de Frenet):

0
d‘;l( ) = A1
dAl
= kA £ A (23)
dilf(T?)
s —A©) _ gD
ag

la referencia es tnica, si se impone la condicién adicional:
det (A(0)7A(1),A(2)) =1

Si esto es cierto, la funcién k = k(o), es necesariamente la curvatura proyec-
tiva, ya que de la primera y segunda ecuacién se obtiene:

2 A(0
a@ - 4 A + kA©)
do?

derivando ambos miembros y sustituyendo en la tercera se obtiene exactamente

la 3 4(0) (0)
PAO L dA

K +1)A4A0 = 24
= 7o + (k' +1) 0 (24)
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que se corresponde con la (21). Asf pues, si existe la refencia mévil de Frenet,
entonces necesariamente A(®) = AA(c) es la (tinica, salvo constante multiplicati-
va) representacion vectorial de la curva proyectiva [A(0)] que verifica la ecuacién
(24)

Reciprocamente, fijada [A(o)] parametrizada por el arco proyectivo, tomamos
A©) = \A(0) verificando (24), definimos:

A0 oy _ A0

A —
do o

+ kA (25)

y automaticamente la referencia (A(O), A, A(Q)) verifica las ecuaciones (23).
Finalmente, si .(B(O), B, B(2)) es otra referencia de Frenet, entonces veri-

fica (24), y podemos suponer por B(®) = A(®) (salvo constante multiplicativa),

pero entonces la eleccién de B, B®) | ya viene determinada por A, a través
de las férmulas (100)

2.14. Clasificacién proyectiva de las curvas planas.

Si A= A(t), es una curva en R? la funcién k4 = ka(t) denota su curvatura
proyectiva. Esta funcién k4 solo depende de la curva proyectiva [A], y mds
exactamente, de la clase proyectiva de la curva, segin se vié en el apartado
2.12. Es decir, si A = A(t), y B = B(t) son proyectivamente equivalentes,
entonces k4 (t) = kp(t) Vt. Asf la funcién curvatura proyectiva, es un invariante
geomeétrico proyectivo de las curvas planas (jcon curvatura proyectival). Se trata
de ver que este invariante es completo, es decir:

Teorema

Dada una funcién diferenciable arbitraria k& = k(o), una base (Cp; C1, Ca)
con det (Cp; C1,C2) = 1, y un valor concreto del pardmetro 7 = a, existe una
curva A = A(c) P.P.A.P con curvatura k4 = k, y cuyo diedro de Frenet A(%),
AM |y A@) verifica:

A9 (a) = Cy, AW (a) = C1,y AP (a) = O,y

En particular, si A = A(o), B = B(o) son curvas parametrizadas por el ar-
co proyectivo (P.P.A.P) que tienen la misma funcién de curvatura proyectiva
k(o) = ka(o) = kp(o) entonces definen curvas proyectivamente equivalentes

Demostracion:

Si k=k(0) 0 <o < L es una funcién diferenciable, planteamos la bisqueda
de A=A AM v A®) verificando las ecuaciones de Frenet (23). Escribiendo
estas ecuaciones tomando A = A0 = (A1, Ay, A3), AV = (A4, A5, Ag), A®) =
(A7, Ag, Ag), queda un sistema de la forma:

dAy/do P11 0 P19 Ay
= : s (26)
dAg/do $o1 7 Pog Ay

donde ¢;; = ¢;;(0) son funciones diferenciables. Por tanto, fijadas condiciones
iniciales en 0 = a, A(()O)7A(()1), y A(()2) queda determinada una tnica solucién
Alo) = A(a)(a) con A®(a) = A(()a) a = 0,1,2. que verifica las ecuaciones de
Frenet (23). Asf A = A©)(g) verifica (24) y tiene curvatura proyectiva la funcién
k = k(o) dada.

Supéngase ahora que A = A(c), B = B(o) son curvas P.P.A.P que tienen
la misma funcién de curvatura proyectiva k(o) = ka(o) = kp(o) 0 < o < L.
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Podemos suponer que A = A B = B son los primeros vectores de las corre-
spondientes referencias de Frenet. Apliquemos a A = A(0) la transformacion lin-
eal que lleva la referencia (A(©)(0), A (0), A®)(0)) a (B (0), BN (0), B3 (0)).
Se obtiene asi una curva A = A(0) proyectivamente equivalente con (A (0), A (0), A®)(0)) =
(B©(0), BM(0), B®)(0)) satisfaciendo identicas ecuaciones de Frenet. Por el
teorema de unicidad de soluciones para un sistema como (26) se concluye que
A=B , que es proyectivamente equivalente a A.
Corolario
Si dos curvas A = A(t), B = B(t) tienen la misma curvatura proyectiva
k = k(t), (ver férmula (22)), entonces son proyectivamente equivalentes, si y

solo si se verifica:
do 4 dop

dt — dt
donde 0 4, y o son los parametros arco proyectivo correspondientes. Esta igual-
dad, equivale (ver apartado 2.9) a

H, = Hg

2.15. Geodésicas proyectivas

Las curvas A = A(o) parametrizadas poe el arco proyectivo, con curvatura
proyectiva k = 0, se denominan geodésicas de la ecuacién (21) se concluye que
vienen caracterizadas por satisfacer la ecuacion diferencial:

d3A

= +A=0
esta ecuacion es del tipo (15), por lo que en este caso, el pardmetro arco proyec-
tivo, es también pardmetro proyectivo. Asi, fijada una base (A(0), A’(0), A”(0))
base podemos encontrar una tnica curva vectorial A = A(c), consistente con la
notacién, que explicitamente se escribe:

Alo) = 3 (A(0) = A(0) + A”(0)) exp(—1) +

(24(0) + A’(0) — A”(0)) exp (%) cos (?t) +
% (A(0) + A”(0)) V3 exp (%) sin (?t)

En concreto para condiciones iniciales A(0) = (0,0,1), A’(0) = (0,1,0), y
A”(0) = (1,0,0) se obtiene X(¢),Y (o), Z(c) y cortando por Z = 1, podemos
dibujar (usando Maple) la curva z(0) = X (0)/Z(0), y(o) =Y (o )/Z( ):

donde el eje horizontal es el eje y.

., Que propiedades geométricas interesantes tienen estas curvas, sensiblemente
parecidas a las cénicas?

De todo esto se deduce que por cada vector tangente w de orden 2 en el
plano proyectivo, hay una tnica geodésica que define a w en o = 0.

Wl Wl
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3. Clasificacion de las curvas en el plano equiafin.

3.1. Curvas afines.

Las componentes de una curva A = A(t) = (X(t),Y (t)) diferenciable de R?
verifican tautolégicamente una ecuacién diferencial de tercer érden dada por

9/// 9// 9/
X//l X// Xl
Y/I/ Y/I Y/

que podemos escribir de la forma:
0" +p9// + q@l -0 (27)

siendo:
_ det (A A" det (4", AY)
P= " qet (47, A7 17 “det (A7, A))
excluyendo los puntos de inflexion en donde det (A”, A’) = 0. Como cada com-
ponente de A satisface (27), podemos escribir

(28)

A/// _|_pA// _|_ qA/ — O (29)

Trabajaremos solo con curvas afinmente alabeadas, es decir, sin puntos de in-
flexién.
Por otra parte, si A = A(t) satisface una ecuacién diferencial de la forma

Al//+ﬁA//+qAI:O

entonces necesariamente p = p, ¢ = q.

Observacién

Los invariantes p y ¢ (r = 0) son los que corresponden con la curva proyectiva
A(t) = (X(t),Y(t),1) que en adelante identificaremos con la curva afin A =
A(t) = (X(2),Y(1)).

3.2. Invariantes (equi) afines.

Dos curvas planas A = A(t), y A= fl(t) son curvas afinmente equivalentes,
es decir, existen a;, b;,c; € R con:

):((t) aq b1 C1 X(t) a b
Y(t) = as by co Y(t) , det ( al bl ) =~v#0
1 0 0 1 1 z

Si v =1, se dice que las curvas son equiafinmente equivalentes.

Un invariante (equi)afin, es una asignacién ¢, que asocia a cada curva afin
A = A(t), un operador ¢, = ¢4(t) (puede ser una funcién una forma,...etc.)
que depende diferenciablemente de t, y que verifica la condicién:

da(t) = ¢ ;(t) Vt cuando A, y A y son (equi)afinmente equivalentes.

Notese que los invariantes lineales y proyectivos de las curvas, son en partic-
ular invariantes afines, y los equiafines son necesariamente afines. En particular,
p y q son invariantes afines (y equiafines). Por otra parte, es facil de compro-
bar que también son ahora invariantes equiafines las funciones det (A4’, A”) .,
det (A", A", ...etc
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3.3. Ecuacion afin normalizada

Sin embargo, los coeficientes p, ¢, no son invariantes geométricos, es decir
varfan frente a cambios de pardmetro ¢ = f(¢). De hecho, podemos conseguir
anular el coeficiente p eligiendo adecuadamente f.

En efecto, sea A = A(t) curva afin, £ = f(¢) un cambio de pardmetro, y sea
A= A(t) = A(f~1(t)) se tiene entonces A = A(f(t)), y

A/ — f/A/
A// — f//A/ + fIQAN (30)
A/// — f///A/ + 3f/f//A// + f/SA///

sustituyendo en (29) queda:
f/3A/II + (Sflf/l +pf/2)A// + (f/l/ +pf// + qf/)A/ =0

y podemos elegir f tal que 3f'f" + pf’? =0, es decir:

)

Podemos determinar explicitamente las soluciones de (31): Si P = P(¢) es una
primitiva cualquiera de p entonces es f' = aexp(—P/3), donde « es constante
positiva, y fijado un origen a,

ft)=F+a / exp(—P/3)dt (32)

La ecuacién A = A(t) se denomina ecuacion normalizada afin de la curva, y
estd caracterizada por satisfacer una ecuacién diferencial de la forma:

A" +gA" =0 (33)

en donde f"3G = f" + pf" + qf' y sustituyendo f' = aexp(—P/3), etc..queda:

_ 1 2P o 2p?
= — _— - = 4
q aQGXp< 3)<q T o (34)

3.4. Parametro afin

Por tanto para una curva afin A = A(¢) hay un pardmetro especial llamado
parametro afin t = f(t) (verificando la ecuacién (32)) univocamente determi-
nado, salvo afinidades. Ademds el pardmetro afin es invariante afin, pues solo
depende de p (que es invariante lineal).

Se puede definir por ejemplo el concepto de razén simple de tres puntos sobre
la curva:

f(t2) = f(t1)
fts) = f(t1)
independientemente del parametro afin ¢ = f(¢) elegido.

Por otra parte, se ve que el pardmetro ¢ = f(t) es afin para la curva A = A(¢)
si y solo si se verifica la propiedad (35) anterior para todos los ;.

(A(t1); A(t2); A(ts)) = (f(t1); f(t2); f(t3)) = (35)
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3.5. Parametro equiafin y arco equiafin

Elijamos un pardmetro afin de A = A(t), t = f(t), ysea A = A(f~1(%)), y f
verifica la ecuacién (32). Podemos elegir la constante multiplicativa a de forma
que det (A’, A”) = 1. En efecto, de las ecuaciones (30) se obtiene:

det (A', A") = det (f'A", f" A"+ f?A") = [ det (A', A”)
asf que si queremos que f3 = (aexp(—P/3))® = det (A’, A”) es necesario que
o® = exp(P) det (4’, A”) (36)

De hecho la funcién ® = exp(P)det (A’, A”) es una funcién constante, ya que
como

det (A', A”) = det (A", A") + det (A, A”") = —pdet (A’, A")

es @ = exp(P) (pdet (A’, A”) + det (4', A”)") = 0.
Con esta eleccién de f, se denomina a 7 = f(t), pardmetro equiafin de
A = A(t) y es un invariante geométrico.
A la ecuacién A = A(7) = A(f (7)) se denomina ecuacién normalizada de
A.
Observese que:
dr = /det (A7, A7)dt (37)

es un elemento invariante de arco. Se denomina a dr, elemento de arco equiafin.
Si A = A(t), estd definida para a <t < b el arco equiafin de A es

Log(A) = / iy = / A A At (38)

y define un invariante geométrico equiafin (escalar) (véase epigrafe 1.8), es decir

Leq(A) no depende de la parametrizacion, y Loq(A) = Leq(A) si Ay A son
equiafinmente equivalentes.

3.6. Curvatura equiafin

La curva A = A(7) estd parametrizada por el arco equiafin, si y solo si
verifica una ecuacién diferencial de la forma:

d3A dA
a3 ME (39)
y la condicién:
det (4, A") =1 (40)

La funcién g = p(7) se llama funcién de curvatura afin, cuya expresion explicita
en el pardmetro inicial ¢ es (usando (36) y (34):

1 I 2p? -K
() @
O/ det (A7, A7) o/det (A7, A7)

y resulta ser un invariante geométrico equiafin. La férmula con pardmetro equiafin

es
P4 22
p=de dr3’ dr?
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3.7. Relaciones entre los invariantes equiafines y proyec-
tivos.

Los invariantes diferencial de arco y curvatura, proyectivas y equiafines, de
una curva plana estén ligados por las relaciones:

do _ o [id
dr — V 2dr

k= 1 p 1dPpjdr? +1 <d2u/d72>2
<3 i&)z 2 3 pu 18 \ dp/dr

dr
Para probar esto, basta tomar la curva A = A(7) parametrizada por el arco
equiafin, determinar H por medio de la férmula (18) tomando p = 0, ¢ = —p,
r = 0, obteniendo

[

1dp
H=-—
2dr

la primera férmula se deduce entonces por sustitucién en (19) y la segunda en
(22).

3.8. La referencia movil afin de Frenet.

Supuesto la curva A = A(7) parametrizada por el arco equiafin, probaremos
que existe una unica referencia movil a lo largo de la curva (A;, A2) de forma
que A; = A’ que verifican las siguientes ecuaciones (de Frenet):

dAl/dT = A2

dAg/dT = [LAl (42)

con la condicién adicional:
det (Al, AQ) =1 (43)

Si esto es cierto, la funcién p = u(7), es necesariamente la curvatura afin, ya
que de la primera y segunda ecuacién se obtiene (39). Reciprocamente, fijada
A = A(7) parametrizada por el arco afin, verifica la ecuacién (39) y la (40)
tomamos Ay = A’, A = A” : y autométicamente la referencia (A4, As) verifica
las ecuaciones (42).y (43)

La unicidad es evidente.

3.9. Clasificaciéon equiafin de las curvas planas.

Si A = A(t), es una curva afin la funcién g, = p4(t) denota su curvatura
equiafin. Esta funcién p4 solo depende de la clase equiafin de la curva, segin
se vi6 en el apartado 41. Es decir, si A = A(t), y B = B(t) son proyectivamente
equivalentes, entonces p4(t) = pp(t) Vi. Ast la funcién curvatura afn, es un
invariante geométrico equiafin de las curvas planas. Se trata de ver que este
invariante es completo, es decir:

Teorema

Dada una funcién diferenciable arbitraria p = p(7), un sistema de referencia
equiafin, (Cp; C1,Cy) y un valor concreto del pardmetro T = a, existe una tinica
curva A = A(7) P.P.A.E con curvatura métrica p14 = i, y cuyo diedro de Frenet

Ay = A, A, verifica:
A(a) = C(), Al(a) = Cl, AQ(@) = CQ



3 CLASIFICACION DE LAS CURVAS EN EL PLANO EQUIAFIN. 24

En particular, si A = A(r), B = B(7) son curvas P.P.A.E.que tienen la misma
funcién de curvatura equiafin pu(7) = py(7) = pp(7) entonces definen curvas
equiafinmente equivalentes.

Demostracién:

Sip=p(r) 0 <7 < L esuna funcién diferenciable, planteamos la bisqueda
de A;, As verificando las ecuaciones de Frenet (42). y (43). Escribiendo (42)
tomando A; = (A, A?) y Ay = (43, A?) queda:

A fdr 00 10\ /Al
dA2)dr 00 0 1 A2
dAs/ar | = w0 0 0 A3 (44)
dA*/dr 0 p 0 0)\ A

que es un sistema lineal. Fijado por tanto C7, Cy vectores con det (Cq,Cy) = 1,
existe una unica solucién A; = A;(7), con A;(a) = C; para i = 1,2, que verifica
las ecuaciones (42). Veamos que verifica la (43). En efecto, det (41(a), Az(a)) =
det (Cl,CQ) = 1, y

det (A1, As)" = det (A}, Ay) + det (A1, A)) =
= det (AQ, AQ) + det (Al,MA1) =0

finalmente fijado el origen Cj construimos:
A(r)=Co + / Ay (r)dr (45)

Noétese que la curva A = A(7) construida es la inica que tiene curvatura equiafin
1Ly = i, y en T = a, su referencia equiafin de Frenet es (Cy; Cy, C3).

De esta forma si A = A(7), y B = B(7), son curvas P.P.A.E. que tienen
la misma cuvatura equiafin p = p4 = up, podemos considerar la transforma-
cién (equi)-afin ® que manda el sistema de referencia (A(0); A1(0), A2(0)) al
(B(0); B1(0), B2(0)) siendo (A;, As) (Bi, Bs) las correspondientes referencias
de Frenet. Las curvas ®(A) y B son soluciones del sistema (44) con las mis-
mas condiciones iniciales para 7 = 0. Por tanto ®(4) = B. Asi A y B son
equiafinmente equivalentes.

Corolario

Dos curvas equiafines A = A(t), y B = B(t), que tienen la misma curvatura
equiafin pu = p(t), son equiafinmente equivalentes si y solo si se verifica:

dra _ die
dt  dt
Esta igualdad equivale (ver (38)) a:

det (A', A”) = det (B', B")

3.10. Geodésicas equiafines

Las curvas A = A(t) de curvatura equiafin p = 0, y con pardmetro afin ¢,
se denominan geodésicas equiafines. Del sistema (42) para p = 0, se deduce que
las geodésicas equiafines son las soluciones de :

d*A

a2
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y se concluye que fijada (Cy, Cy, Cs) sistema de referencia afin, existe una tinica
geodésica (pardbola) A = A(t) = Cy 4 tCy + (¢2/2) C3 con A(0) = Cp, A'(0) =
Cy, A7(0) = Cs.

De todo esto se deduce que por cada vector tangente w de orden 2 en el
plano afin, hay una tnica geodésica equiafin que define a w en t = 0.

3.11. Curvas de curvatura equiafin constante

Fijadas la referencia equiafin inicial (Cop, C1,Cs) con det (C1,Ca) = 1, existe
una tnica curva A = A(7) P.P.A.A, con curvatura constante p = m que defina
en 7 = 0 la referencia de Frenet (Cy, Cq, Cs).

Se trata de integrar el sistema (42)

dAl/dT = A2
dAQ/dT = mA1

con las condiciones iniciales dadas, y luego determinar A = A(7) por la férmula
(45). El caso m = 0, ya se ha estudiado. Si m # 0, distinguimos dos casos:

a) Si m > 0, se tiene d2A;/dr? = (/m)> Ay , dA;/dr = A,, de donde
teniendo en cuenta las condiciones iniciales queda:

Ay = (cosh/m7) Cy + <%) Cy

Ay =vm (sinh \/ET) Ci+ (cosh \/ET) Co
y usando (45) queda

Alr) = Co + (%) o+ (”#W) C

1
que resulta ser una hipérbola. En Efecto, si O = Cy — —C5, en las coordenadas
m

X,Y del sistema de referencia equiafin (O, C1, Cs) la curva tiene por ecuaciéon

y? X?

=1
1/vm)*  (1/m)?

b) Si m < 0, se tiene d24, /dr? = — (y=m)® Ay , dA, /dr = As, de donde
teniendo en cuenta las condiciones iniciales queda:

sin/—mr
A = — C — | C
1 = (cosv/=m1) Cy + ( — ) 2
Ao =+/—m (sin \/—mr) C1 + (cos \/—mT) Cy
y usando (45) queda

A(r) = Co + (%) Cr+ <_1++““’_¢_W> C

1
que resulta ser una elipse. En Efecto, si O = Cy — —C5, en las coordenadas
m

X,Y del sistema de referencia equiafin (O, Cy,Cs) la curva tiene por ecuacién
Y? X?

5+
(1/v/m)

- =1
(1/m)
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4. Clasificacién de las curvas en el plano afin

4.1. La direccién normal afin de una curva.

Elegido T pardmetro equiafin para la curva A = A(1), si t = f(7) es otro
parametro afin se verifica que f” =0 y por las férmulas (30) se concluye que

£A_ (a2
dr2  \dr dt?

y por tanto la direccién de d?A/dt? no depende del pardmetro afin ¢ elegido, y
es por tanto invariante geométrico afin.

4.2. Elemento de arco afin

Elegido t = f(t) pardmetro afin para A = A(t), la curva A = A(f~1(¢))
verifica (33), y ¢ se obtiene por medio de la férmula (34). Estas dos férmulas
muestran que la funcién K = K(t) definida por K = f’2g, puede escribirse en
la forma:

K=f2=q-% -2 (46)

y es un invariante afin, por serlo p, y q.

Supuesto que K (t) # 0 Vt, entonces K tiene signo constante ¢ € {+1,—1}
que es invariante afin (geométrico) que denominamos signo. Nétese que el par
(f,q) estd en las condiciones del epigrafe 1.17.2 y la 1-forma:

d¢ = \/eqdf = \/2qf'(t)dt = VeKdt (47)

y d§ define un elemento de arco afin.
En particular, si partimos de A = A(7) parametrizada por el arco equiafin,
se verifica

£ ar_
s Mo T
y sustituyendo en (46) p =0, ¢ = —pu, queda K = K(7) = —pu(7) con lo que
g = /|u(r)|dr = \/—ep(r)dt (48)

4.3. Parametrizacién por el arco afin.

Si A = A(t) estd definida para a <t < b, el arco afin de A es:
b b
Lag(A) = / d¢é = / VeKdt (49)

y define un invariante geométrico afin (escalar) (véase epigrafe 1.8), es decir
Lar(A) no depende de la parametrizacion, y Lat(A) = La(A) si A y A son
afinmente equivalentes.

Fijado un origen a en el intervalo del pardmetro ¢ de la curva A = A(t), de
signo ¢, la igualdad

§=£<t>=/atds

define un cambio de pardmetro. De hecho si 7 es arco equiafin, A = A(7)entonces

e=¢n- [ e (50)



4 CLASIFICACION DE LAS CURVAS EN EL PLANO AFIN 27

el pardmetro arco afin £ = £(¢) es asf un invariante geométrico afin, univoca-
mente determinado salvo constantes aditivas.

Observacion

Quedan excluidas de nuestro estudio, las curvas A = A(t), en donde K (t) =0
para algun ¢, y en particular quedan excluidas las que verifican la ecuacién
A" = 0 que son exactamente las pardbolas.

4.4. Ecuaciones de Frenet: Curvatura afin

Pongamos A = A(7) P.P.A.E, y denotemos por A = A(¢) a la misma curva
parametrizada por el arco afin (P.P.A.A.), y sea A; = Ay(7), Ay = Az(7) su
diedro equiafin de Frenet. Se define:

_dd _drdd 1
W= ~dfdr  J—en

Ay

que es el primer vector del diedro afin de Frenet. El segundo vector se toma como
la componente normal de dA(yy/d€, es decir, usando las ecuaciones equiafines
de Frenet (42) queda

dAg) _ 4 (L), L drdd
e~ A \=en) ' " /epd dr
d 1 1
= JV—ep—=|— 4 —A
w%(fﬁJ m+ g
Asi pues, debemos tomar

1
A(Q) = _751[14 A2

derivando ahora A, respecto a &, y usando (42) queda

dApy  d (1
=p— =) A —cA
e = g () 4 = ey

Llamando curvatura afin

_Lod 1\ _ ldwdf d ([ dr
”‘W%Q>‘2/¢‘%O%J 1

quedan las siguientes férmulas de Frenet (donde todas las derivadas estén tomadas
respecto a §):
Ay = #Aq) + A

La expresién explicita de la curvatura afin sc en un pardmetro inicial ¢ arbi-
trario se obtiene de la siguiente forma:
Si 7 = f(¢) es el pardmetro afin y £ = £(¢) es el arco afin dado en (50), se

tiene:
_ 4 dmy oy dry A dt
Tae\Mae ) Tae \Mar ) Tae \Mae

Usando (31) y (50), se ve que

d( d\ d ., 1  p1
d?(lnE)_dt(lnf)dg/dt_ 3VeK
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respecto al segundo sumando podemos escribir
d(dy ded (1N d (1) 1 ek
d¢ d¢)  dtde \d¢/dt)  dt \\VeK) 2 (k)

y sumando queda finalmente:

= \/% (—]—3) + %) (53)

4.5. Clasificacion afin de las curvas planas.

Establecemos, ya sin demostracion, el siguiente:

Teorema

Dada una funcién diferenciable s = (&), un signo ¢ € {—1, 1}, y un sistema
de referencia afin, (Cp; Cy,Cs) y un valor concreto del pardmetro £ = a, existe
una tnica curva A = A(¢) P.P.A.A con curvatura afin 4 = > y signo .4 = ¢
, y cuyo diedro de Frenet A; = A’, Ay verifica:

A(a) = C(), Al(a) = Cl, AQ(@) = CQ

En particular, A = A(€), B = B(§) son curvas parametrizadas por el arco afin
(P.P.A.A) que tienen la misma funcién de curvatura afin s(&) = 54 (&) = »#p ()
y mismo signo € = €4 = e, entonces definen curvas afinmente equivalentes.
Corolario
Dos curvas afines A = A(t), y B = B(t), que tienen la misma curvatura afin
2 = 5(t) y el mismo signo ¢, son affnmente equivalentes si y solo si se verifica:

&y _ dé
dt dt
Esta igualdad equivale (ver (50)) a:
Ky =Kp

4.6. Geodésicas afines

Las curvas A = A(§) de curvatura afins = 0 con pardmetro arco afin &, se

denominan geodésicas equiafines. Usando las ecuaciones (52), y Ay = dA/d§
se ve que la curva A = A(€) P.P.A.A verifica la diferencial de tercer orden :
d3A d*A dA
— —3x—m + (e —# +2:) — =0 (54)
de d¢ 3

Haciendo ahora en (54) 3 = 0, se concluye que el pardmetro & arco afin, es
también pardmetro afin, y las geodésicas afines son exactamente las soluciones

de
@4, da

+e—
ae? d¢
Por tanto, fijado (Cy, C1,Cs) sistema de referencia afin, existen exactamente
dos geodésicas con (Cy, C1,Cs) = (A(0), A’(0), A”(0)):
A(&) = A(0) + A”(0) — A”(0) cos € + A'(0) sin&, parae =1
A(€) = A(0) + A”(0) — A”(0) cosh & + A’(0) sinh &, para e = —1
De todo esto se deduce que por cada vector tangente w de orden 2 en el

plano proyectivo, hay exactamente dos geodésicas afines (hipérbola y elipse)
que definen a w en £ = 0.

=0
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4.7. Curvas afines de curvatura constante

Para determinar las curvas de curvatura afin constantess = r, distinguimos
los siguientes casos:

a) Si r = 0, entonces por (51) se deduce que p = p(§) = m es constante, y
de el apartado 3.11 se concluye que si ¢ = 41 (es decir m < 0) es una elipse, y
si € = —1 es hipérbola

Si r # 0 hay que resolver la ecuacién diferencial

dzA(l)/d§2 - 37“dA(1)/d§ + (27“2 + E) A(l) =0
cuya ecuacién caracterfstica A2 — (3r) A + (2r? + €) = 0 tiene discriminante
A=r—4e

por lo que habra que distinguir los siguientes casos:
b)e=-1
c)e=1,|r] >2

dye=1,|r|=2

e)e=1,|r|<2
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5. Clasificacion de las curvas en el plano de Moe-
bius.
5.1. El plano de Moebius, la recta proyectiva compleja y
la esfera de Riemann

El cuerpo C de los nimeros complejos, se identifica con el plano real R2.
Basta para ello identificar la pareja (X, X1) de niimeros reales con el nimero
complejo X = Xy + iX;. La recta proyectiva compleja P, es una superficie
definida por las parametrizaciones locales

Go:C=R*3Y - (1:Y)eP—-{(0:1)} =P,
j1:C=R*3X - (X:1)eP-{(0:1)} =P,
las ecuaciones del cambio de coordenadas son

c—{O}BXHYZ%ec—{O}

que define una, transformacién conforme en R? con su estructura euclidea nat-
ural. Es por esto que en P hay una estructura conforme natural. La recta proyec-
tiva P (con su estructura conforme), puede verse geométricamente a través de
Jj1, como un plano C (con su estructura euclidea conforme) ampliado con un
punto del infinito, co = (1,0) cuando identificamos:

(X:Y):;,siendo%:oo:(ls()) (55)

También puede verse P =C como la esfera S = {(x,y,2) : 22 +y2+22 = 1} (con
su estructura conforme candénica), cuando identificamos:

(rcvy,Z):( - ) (0,0,1) = o0

1—-2"1-2

Se denomina a S esfera de Riemann.

5.2. Transformaciones de Moebius positivas

Las aplicaciones P 3(X : V) — (X : Y) € P tales que

(é)_(z Z)(é)a,b,c,dEC,det(? Z)#O (56)

forman el grupo de las homografias de la recta proyectiva compleja, y respetan
la estructura conforme (ver observacion 5.2. Se denominan Transformaciones de
Moebius positivas (Moebius™).
En el plano ampliado C las transformaciones Moebius™ (56) se describen
por:
aZ +0b
_
cZ+d

, con ad — be # 0 (57)

Observacion
Una transformacién Moebius™ como (57) siempre puede escribirse como
composicién de transformaciones del tipo:

Z —aZ+bcona#0 (58)
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y del tipo
Z—1/Z (59)

Las transformaciones del tipo (58) describen el grupo de semejanzas del plano
afin C = R? que daba lugar al problema de clasificacién de la seccién anterior.
La transformacién (59) es composicién de

Z —1/7 (60)

y de .
Z =7 (61)

La transformacién (60) es una inversién de centro el origen, y potencia igual
a la unidad, y como es sabido, conserva los dngulos (en la estructura euclidea
de C = R?). La transformacién (61) es una simetrfa ortogonal respecto al eje
real. Esto prueba que la transformacién (59) es transformacién conforme, y en
consecuencia lo son las transformaciones Moebius™. Por otra parte, las transfor-
maciones de Moebius™ forman el grupo total de las transformaciones conformes
de P =C =S, que preservan la orientacién.

5.3. Las transformaciones de Moebius

Se concluye entonces que el conjunto de transformaciones

4
Z—>a_+b,conad—bc;«é0
cZ +d

describe las transformaciones conformes que cambian la orientacién, que deno-
tamos por Moeb™ y viene descrito de otra forma por el conjunto de transfor-
maciones P3(X :Y) — (X :Y) € P con

(é)—(ﬁ Z)(g)a,b,c,de(&det<z Z);&o (62)

La unién de este conjunto con el grupo de Moebius™ constituye el grupo total de
transformaciones conformes de P, también llamado grupo de transformaciones

de Moebius.

5.4. Curvas en el plano de Moebius

Una curva sobre el plano de Moebius P :(E, viene representada por una curva
C2%-plana A = A(t) = (X (t),Y(t)), es decir, las funciones X = X (t), Y = Y (¢)
son de variable real ¢ con valores complejos, y satisfacen tautolégicamente una
ecuacion diferencial del tipo

0" o 0
det | X" X' X | =0
Y Y'Y

que podemos escribir de la forma:
0" +pb +qf =0 (63)

siendo:

g et A det (A7, A)
P=pot il = qa Ty d = o+ ol = e
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excluyendo los puntos singulares en donde det (A’, A) = 0. Como cada compo-
nente de A satisface (63), podemos escribir

A" +pA +qA=0

Trabajaremos solo con curvas regulares, es decir, sin puntos de singulares.
Por otra parte, si A = A(t) satisface una ecuacién diferencial de la forma

A"+ pA' +GA=0

entonces necesariamente p =p , ¢ =
Observacion
Una curva C%-plana A = A(t) = (X(¢),Y(t)) , define una curva [A] = (X (¢) :
Y(t)) en P = C y la curva plana (en R? = C)

2

4]0 = (X0 Y(0) = 37

segun la identificacién (55) Nétese que como la curva es regular, aunque puede
pasar eventualmente por el infinito, no puede permanecer alli tiempo alguno.

5.5. Invariantes

Dos curvas C2-planas A = A(t) = (X(1),Y (1)), y A = A(t) = (X(¢),Y(t))
se dicen linealmente equivalentes, si sus componentes estdn relacionadas por au-
tomorfismos lineales de C? del tipo (62) o (56). En este 1ltimo caso, se dicen
que son C-linealmente equivalentes. Los invariantes (de las curvas C2-planas)
frente a estas equivalencias, se llaman invariantes lineales o C-lineales respec-
tivamente. Asi, los invariantes po, p1, qo, ¢1 definidos en (64) son invariantes
C-lineales, pero solo pg, ¥y qo son lineales, ya que p — p, y ¢ — ¢ cuando se
aplica a la curva una transformacion del tipo (62), por tanto po — po, o — qo,
b1 —= =P, yq — —q1 5 B

Las curvas C?-planas A = A(t), y A = A(t) se dicen Moebius™ -equivalentes
(respectiv. Moebius-equivalentes) si existe una funcién de valores complejos,
A = A(t) diferenciable (A(t) # 0 Vt) tal que B(t) = A(t)A es C-linealmente
equivalente a A. (respectiv. linealmente equivalente a A).

Un invariante se llama de Moebius (6 Moebius') si toma el mismo valor
sobre curvas Moebius (6 Moebius™) equivalentes.

Observacién

Un invariante que permanece impasible cuando transformamos la curva A =
A(t) en A = AA(t), con A = A(t) diferenciable (A(t) # 0 Vt) se dice que es proyec-
tivo. Asi los invariantes lineales y proyectivos son exactamente los invariantes
de Moebius.

5.6. Reduccién de la ecuacion diferencial

Sin embargo, los invariantes pg, p1, qo, ¢1 definidos en (64) no son invariantes
geomeétricos ni proyectivos de A = A(t), es decir, varfan frente a cambios de
pardmetro ¢ = f(t), y transformaciones A = AA(t), con A = A(t) diferenciable
(A(t) # 0 Vt). De hecho se tiene:
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5.6.1. Cambio de parametro

Sea A = A(t) curva C2-plana, t = f(t) cambio de pardmetro y A= A(f) tal

que A(t) = A(f(t)), entonces:

~ f/l p
= =m Tty
o 260" [T (65)
q= F

donde se supone que A” +pA'+qA =0y A+ pA + GA = 0 son las ecuaciones
diferenciales correspondientes a A y A.

5.6.2. Cambio de representante

A partir de A = A(£) diferenciable (A(£) # 0 Vi) sea A = AA(#), entonces:

N A
o p:*QX
o A=NA L
(P, 4) "~ (P, 4) : O\ % i (66)
(=2{7] —y—3Pta

en donde hemos denotado por ¢ a la derivada de ¢ respecto a £

5.6.3. Reduccién de la EDT, fijado el cambio de parametro.
De la primera férmula de (66) y de la identidad:

DN
di — dtdi [

se concluye, que fijado £ = f(t) cambio de pardmetro en A = A(t) podemos
elegir A = A(t) de forma que:

N1y

=17 +) o

para conseguir p = 0, ademéds A\ = A(¢) queda asi univocamente determinada
por f salvo constantes multiplicativas.

5.6.4. Reduccion
Con la eleccién A = \(t) dada en (67) queda A + GA = 0, con § = Go + Gui.
Se plantea buscar el cambio de pardmetro £ = f(t) que haga §o = 0. Para ello

debemos determinar la ¢ dada en la férmula (66.2) en funcién de f , p, y ¢
usando (67) y el valor de ¢ en (65.1). El resultado es

fPa=a{fy, +p"+20' —4q (68)
de forma que tomando ¢ = f(t) que satisface:
1
{f}, =7 Re (—p® — 2p' +4q) (69)
se obtiene ¢y = 0, y llamando r = ¢, A verifica la ecuacion:

Avird=0 (70)
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donde 1

se denomina a (70) ecuacién normalizada de A = A(¢).

5.7. Parametro de Moebius.

Nétese que la ecuacién diferencial (69) solo depende de la clase de Moebius
de la curva. Hacemos ahora referencia al apartado 2.6 para concluir que hay un
pardmetro especial llamado pardmetro de Moebius, ¢ = f (t) determinado salvo
homograffas, (verificando la ecuacién (69) para la clase de Moebius de A = A(t)
que permite definir por ejemplo, el concepto de razén doble de cuatro puntos
sobre la curva :

(A, [A(t2)); [AEs)], [AG)]) = [f(£2), f(t2); f(t3), f(ta)] (72)

independientemente del pardametro de Moebius ¢ = f (t) elegido, y de la clase de
Moebius de A = A(t). Por otra parte, se ve que un pardmetro £ = f(t) es de
Moebius para la curva A = A(t) si y solo si verifica la propiedad (72) anterior
para todos los t;.

Observacién

Es importante observar ahora que partiendo de la curva C2-plana A = A(t),
y fijado un pardmetro de Moebius ¢ = f (t) queda determinada salvo constante

multiplicativa, una funcién A = A(t), de manera que la curva A resultante
verifica la ecuacién normalizada (70).
Observacion

El pardmetro ¢ de las curvas A = A(t) que verifican la ecuacién diferencial
A" =0, es pardmetro de Moebius, y son todas de la forma A(t) = (at+b, ct+d)
con a,b,c,d € C. Poniendo [A](0) = oo, podemos suponer d = 0, quedando de
la forma

A0 = 2(t) = 0+ 2
es decir:
Z() = Qp + &
Z1=ao1+ 71

que es la recta que pasa (para t = 0o) por (ag, 1) y tiene direccién la del vector
(By, B1)- Nétese que la imagen de [A] se identifica con una recta proyectiva, A
en donde [A] : R — A es una homograffa. Por otra parte, la recta Z(t) = 1+ i,
se transforma por la homografia Z — 1/Z, en la curva:

1
Zo= ——
0 1+tt2
Z =
Ty

que es la circunferencia (Zo — 1/2)° + Z2 = (1/2)*. Quedan pues excluidas las
rectas y las circunferencias. Como el grupo conforme total, se el generado por
las semejanzas lineales y la transformacién Z — 1/Z, se concluye que rectas
y circunferencias constituyen una unica clase de Moebius caracterizada por la
propiedad H; = 0.
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5.8. Un invariante de Moebius.

Elegido ¢ = f(t) parametro de Moebius para A = A(t), se obtiene 7 por
medio de la férmula (71). Esta férmula muestra que la funciéon Hy = Hy(t)
definida por

H, = f?r=1Im (p2 +2p — 4q) = 2pop1 + 2p} — 4q1 (73)

no depende del pardmetro de Moebius elegido, y es de hecho un invariante
Moebius™:

Demostracién:

En efecto, si A = A(t), y C = C(t) son proyectivamente equivalentes, existe
una funcién p = p(t) de forma que B = p(t)C es C-linealmente equivalente a
A= A(t). Asi A, y B verifican la misma ecuacién diferencial

0" +p8 +¢8=0

y podemos tomar ¢ = f(t) parametro proyectivo comtn para A y B (verifi-
cando la ecuacién (69)). Debemos hacer notar ahora, que £ = f(t), también es
pardmetro proyectivo para C' ya que como [C(f)] = [B(f)], se tiene

[Cn)].[CE2)]: [Chs)] . [CE)]] = [[B()].[B(E)];[B(s)]. [B(i)]]

= [51752;53754]

Pongamos B = A(£)(B({) la ecuacién normalizada de B, se tiene asf:

B .
ﬁ+TB:0

Como [B(f)} = [C(#)] se concluye por la observacién 5.7 que B = B(f) es

también ecuacién normalizada de C(t) asi que r(t) = r(f(t)) es el v’ comtin a
A= A(t), B= B(t),y C = C(t), y por tanto también es comtin Hi (t) = r(t) f’?,
como queriamos demostrar.

Observacion

Se excluyen a partir de ahora de nuestro estudio, las curvas cuyo invariante
H; se anula en algtin punto. Asi H; = H; (t) tiene signo constante que denotamos
por € = %1, y lo denominamos invariante Moebius™ de signo.
Por otra parte el valor absoluto |H;| = eH; es un invariante de Moebius, ya que
cuando se aplica a la curva una transformacién Moebius™ (62) H; — —H;.

Observacion

Las curvas con H; = 0, son exactamente las rectas (ver observacién 5.7)
y las obtenidas a partir de ellas por transformaciones del tipo (56), que son
circunferencias.

5.9. Elemento de arco de Moebius.

Ya que 7 = r(t) y el pardmetro de Moebius £ = f(t) estan en las condiciones
del epigrafe 1.17.2 la 1-forma

d¢ = /Irldf = \/Ir|f'(t)dt = \/eHydt (74)

que resulta ser elemento de arco invariante de Moebius, por serlo eH;. Se de-
nomina a do, elemento de arco de Moebius. Si A = A(t), estd definida para
a <t <bel arco de Moebius de A es

Lon(A) = / e = / " JeHds (75)
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y define un invariante geométrico de Moebius (escalar) (véase epigrafe 1.8), es
decir £L.(A) no depende de la parametrizacion, y L,,,(A4) = L,,(B) si Ay B son
Moebius equivalentes.

5.10. Parametrizacién por el arco de Moebius.

Fijado un origen a en el intervalo del pardmetro ¢ de la curva A = A(t), y
supuesto que Hi(t) # 0 V¢, la igualdad

c—c<t)—/atd<

define un cambio de pardmetro. De hecho si A = A(t) es ecuacién normalizada

verificando 2A

entonces t es pardmetro de Moebius, y

¢ =) =/tﬁdt, L ey 0w

el pardmetro arco de Moebius ¢ = ((¢) es asi un invariante geométrico de Moe-
bius, univocamente determinado salvo constantes aditivas.

Si A = A(t) estd parametrizada por el arco de Moebius (PPAM), t = (, y
por la identidad (74) d¢ = v/eH;dt, el invariante H; de Moebius™ vale H; = ¢.

5.11. Curvatura de Moebius.

Elegido ¢ = ¢(t) = f(f d¢ el parametro longitud de arco de Moebius para
A = A(t), podemos tomar ahora A = A(t), verificando la ecuacién (67)

)\/71 C”
715 +)

para conseguir que A = A(() satisfaga una ecuacién diferencial de la forma:

d>A
— —pA=0 76
iZ (76)
como en estas circunstancias es H; = ¢, particularizando la férmula (73) con
p=0, ¢ =p, queda H; =Im(4p) = e, y llamando
v =eRe(p)

queda
1
p=c¢ (l/ + Zz) (77)

La funcién v = v(¢) es un invariante (geométrico) proyectivo que se denom-
ina curvatura de Moebius, y solo depende de la clase de Moebius de la curva. Si
t = 1(¢) es el pardmetro de Moebius, entonces habra de verificar una ecuacién
diferencial como la (69) que en este caso queda:

{the=ev
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la expresion explicita de v en una parametrizaciéon A = A(t) arbitraria es:

e (Hy 5HP? HI
S (U 78
v (H1 A I (78)

donde
H=p?>+2p —4g=Hy+iH, (79)

5.12. El Invariante Fundamental H

La funcién H definida arriba constituye un invariante C- de Moebius de
A = A(t), ya que asi es para la componente imaginaria Hq = Im(H) (en virtud
del apartado 5.8) y para la curvatura v. Asi, la parte real Hy se despeja de (78)
tambien es invariante de Moebius. Observese que

H=¢(4v+1i) si A= A(() estd PPAC

5.13. La referencia movil de Moebius-Frenet.

Supuesto la curva A = A(() curva C2-plana parametrizada por el arco
de Moebius, hay por tanto una tunica referencia movil a lo largo de la cur-
va, (Ag, A1, As) determinada salvo una constante multiplicativa de forma que
Ap = AA(C¢) con A = A((¢) funcién diferenciable, y verifican las siguientes ecua-
ciones (de Frenet):

dA,

A

— =4 (80)
d¢

A i
d_C = £ (V + 4> AO
5.14. Clasificacion de Moebius de las curvas.

Si A = A(t), es una curva C%-plana, la funciéon v4 = v4(t) denota su cur-
vatura de Moebius. Esta funcién v 4 solo depende de la curva proyectiva [A],
y mds exactamente, de la clase de Moebius de la curva, segin se vi6é en el
apartado 5.11. Es decir, si A = A(¢), y B = B(t) son Moeebius equivalentes,
entonces v4(t) = vp(t) Vt. Asi la funcién curvatura de Moebius, es un invari-
ante geométrico proyectivo de las curvas planas. Se trata de ver que este es un
invariante completo, es decir:

Teorema

Dada una funcién diferenciable arbitraria ¥ = v({), un signo ¢ = %1, una
referencia (Cp; C1,Cs), y un valor concreto del pardmetro ¢ = a, existe una
curva C2-plana (determinada salvo constante multiplicativa) A = A(¢) P.P.A.C
con curvatura v4 = v, y signo g, cuya referencia de Frenet Ay, A1, y Ay verifica:

Ap(a) = Cy, Ai(a) =Ci,y As(a) = Cs

En particular, si A = A(¢), B = B(() son curvas parametrizadas por el arco

de Moebius (P.P.A.C) que tienen la misma funcién de curvatura proyectiva

v(¢) =va(¢) = vp(¢) entonces definen curvas Moebius equivalentes.
Corolario
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Dos curvas C?-planas A = A(t), B = B(t) tienen la misma curvatura de
Moebius v = v(t), (ver férmula (78)), entonces son Moebius equivalentes, si y
solo si se verifica:

dy _des
dt dt
donde (4, y (5 son los parametros arco de Moebius correspondientes. Esta
igualdad, equivale (ver (74)) a
|(Ha),| = [(Hp),|

En virtud de las férmulas (78) y (74) se concluye entonces
Dos curvas C?-planas A = A(t), B = B(t) son son Moeebius equivalentes si

y solo si L
Hjs=Hpg 6 bien Hy = Hp

en el primer caso, son Moeb™-equivalentes.

5.15. Geodésicas

Una geodésica es una curva A = (X (¢), Y ({)) parametrizada por el arco de
Moebius, con curvatura de Moebius v = 0. Usando (76) y (77) se concluye que
las geodésicas verifican una ecuacién diferencial de la forma:

2 .
%=€<1>Acon5:il
d¢ 4

la solucién general es

A(¢) = A(0) cosh (m¢) +

sinh (m¢) con m = (14 ¢9)

A'(0)

=%

En particular, tomando

X
£ = 1X(() = sinh(m(), ¥ () = cosh(m(), Z =
la curva (Zo(¢), Z1(C)) tiene el siguiente aspecto (para e = —1, la curva seria la

simétrica respecto al eje Z7)
cada vector tangente w determina exactamente dos geodésicas A y B con
A'(0) = B'(0) = w.
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6. Clasificacion de las curvas en el plano eu-
clideo

6.1. El plano euclideo

El cuerpo C de los niimeros complejos, mirado como R-plano afin, se iden-
tifica con el plano real R%. Basta para ello identificar la pareja (Xo, X;) de
nimeros reales con el nimero complejo X = Xy +1¢X;. La estructura algebraica
de C permite establecer la estructura euclidea usual del plano, cuya norma viene
definida por el médulo:

IX[* = XX = (Xo +iX;) (Xo — X)) = X2 + X?
y que procede del producto escalar ordinario que viene dado por:

(X,Y) = Real (XY)

Por otra parte, C puede verse como subconjunto del plano ampliado C =
CU{o}={X=(X:1): X €e CtU{(1:0)}, y la estructura euclidea ordinaria
de C es compatible con la conforme de C (ver epigrafe 5.1). Asi, las transfor-
maciones de Moebius que dejan fijo el punto del infinito co constituye el grupo
de las transformaciones conformes de C, que son aplicaciones R—lineales que
pueden escribirse en la forma (ver (56) y (62)) C 35X — X € C tal que

({():<8’i><f>ae<c,a7éo (81)

para las que conservan la orientacién y

({():<8l{)<1y)ae(c,a7é0 (82)

para las que la cambian. La razén de semejanza es |a|, por lo que si |a] = 1 se
obtienen los movimientos del plano.

Una curva plana viene dada ahora por una aplicacién diferenciable de un
intervalo de R en C

X(t) = (X(t) : 1) = Xo(t) +iX1(t) = (Xo(t), X1(t))

también denotamos por

A= A(t) = (X(8),1)

la correspondiente curva C2-plana. Se verifica tautolégicamente una ecuacién
diferencial de segundo 6rden dada por

9// 9/
‘ X" X' =0
que podemos escribir de la forma:
9" + p@l -0
siendo:
1
pP=——5 =Dpo+ip (83)

XI
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excluyendo los puntos singulares en donde X’ = 0. También podemos escribir
X"+pX' =0 (84)

Trabajaremos solo con curvas regulares, es decir, sin puntos singulares.
Por otra parte, si X = X (¢) satisface una ecuacién diferencial de la forma

X" 4+pX' =0

entonces necesariamente p = p.
Observacién
El invariante p (¢ =
C2-plana A(t) = (X (1),
A=X(t).

0) corresponde con el definido en (64) para la curva
1) que en adelante identificaremos con la curva plana

6.2. Invariantes conformes y métricos.

Dos curvas planas A = (X(t),1), y A = (X(t),1) se dicen conformente
equivalentes, (C-equivalentes) si sus componentes estén relacionadas por au-
tomorfismos lineales de C? del tipo (81) o (82). En el primer caso se dicen
C ™ -equivalentes. Cuando se trata de movimientos (Ja] = 1) se dice que son
métricamente equivalentes.(M-equivalentes o M *-equivalentes) Los invariantes
(de las curvas planas) frente a estas equivalencias, se llaman invariantes con-
formes o métricos o conformes™ o métricos™(C,M,CT ,M™T) respectivamente.
Asi, el invariante pg = Re(p) definido en (83) por ser invariante lineal, es con-
forme y por tanto métrico. Sin embargo cuando se aplica una transformacién
tipo (82), p — P, por tanto , p; — —p1. En todo caso |p1| es también invariante
lineal, métrico y conforme, y p; lo es C* y MT. Podemos determinar explicita-
mente pg y p1 mediante las férmulas:

. SNYCE) )
_ det (X', X")
P = _W (86)

6.3. Parametro conforme, y arco métrico.

Sin embargo, los invariantes pg, p; definidos en (83) no son invariantes ge-
omeétricos de A = X (t), es decir, varfan frente a cambios de pardmetro t = f(¢).
i=f(t)

) =

De hecho, usando las férmulas de transformacion (65) (p, 0 P, 0) podemos

ajustar f para que pg = 0 imponiendo

f// d ,

I (Zn - _

7 7 f Po
usando (85) se concluye que una solucién general de la ecuacién anterior es,
tomando un origen

¢
f(t):a/ | X'|dt+ B cona>0, BER

se denomina a t = f(t) pardmetro conforme, que es invariante conforme, pues
solo depende de pg, y queda univocamente determinado, salvo transformaciones
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afines de pardmetro. Observese que usando nuevamente las férmulas de trans-
formacién (65) y (86) queda:

. D’ D1 det (X', X")
P1= & -

T alX ) g xP?

(87)
Tomando la constante a@ = 1, se denomina a s = f(¢) pardmetro arco métrico
de A= A(t) y es invariante métrico y geométrico. Se denomina a

ds = | X'|dt (88)

elemento de arco métrico Si A = A(t), estd definida para a < t < b el arco
métrico 6 longitud de A es

b b
/:m(A):/ ds:/ IX7| dt

y define un invariante geométrico métrico (escalar) (véase epigrafe 1.8), es decir
L, (A) no depende de la parametrizacion, y L£,,(A4) = L£,(A4) si Ay A son
M-equivalentes.

6.4. Curvatura métrica

La curva X = X(s) tiene parametro conforme, si y solo si verifica una
ecuacién diferencial de la forma:
d*X dX
— = i— ) ,p1 €R 89
dsz Pt (z ds ) b1 (89)

y el pardmetro es arco métrico, si y solo si, ademads se verifica:
!
X =1 (90)

en este caso, la funcién p; = B = R(s) se llama funcién de curvatura métrica
orientada y es invariante por movimientos directos. La funciéon x = |K| se de-
nomina curvatura métrica La expresion explicita de £ en el pardmetro inicial ¢
es (usando (86)

det (X', X'
= — a5 (91)

| X7|

La curvatura métrica x resulta ser un invariante métrico geométrico. La

férmula con pardametro arco métrico es

&

k=1X"|
Observacién
2 . — —/ /! . .
Notese que si k > 0, entonces k = Ky k' = R , Kk = K, mientras que si k <
— 12 —/ 17 =/ 14
0, entonces Kk = —K y k' = —K , ¥ = K. Por otra parte, usando la observacién

(6.2) se ve que si A = X(t) = Xo(t) +iX1(t), y A = X(t) = Xo(t) — iX1(¢)
entonces K5 = —KA.
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6.5. Los invariantes de Moebius en funcion de los métri-
cos.

Los invariantes diferencial de arco y curvatura, de Moebius y métricos, de
una curva plana estén ligados por las relaciones:

¢ _
ds

1( K2 5 k" 1"
i\ TR Tae
basta para probar esto, tomar la curva A = X (s) parametrizada por el arco

métrico, y determinar H por la férmula (79) y teniendo en cuenta que ahora se
verifica la ecuacién reducida (89) podemos tomar g = 0, p = —ik quedando

dr
9|2
ds

H=—k?>—-2/i=Hy+iH

Apliquese luego las formulas (74) y (78), teniendo en cuenta que € = —signo(x’)
y la observacién 6.4.

6.6. Ecuaciones métricas de Frenet

Supuesto X = X(s) PPAM, definimos el diedro de Frenet A; = X'(s) ,
As = iA; de (89) se deduce que se verifican las ecuaciones:

Al = RA
Ay = —FA, (92)
que son las ecuaciones métricas de Frenet.

Dada la curva A = X (t), llamamos determinacion diferenciable del angulo
(D.D.A.) a una funcién diferenciable 8 = 6(t), tal que

X'(t) = |X' (1) exp(i(6(2)) (93)

se puede probar que las D.D.A existen, y estdn determinadas salvo multiplos
enteros de 2m. Nétese que 6(t) representa el dngulo determinado entre A’(t) y
el eje real, por lo que, es un invariante geométrico. Si el pardmetro t = s es el
arco métrico, entonces el vector tangente A; = X’ es unitario y

Ay (s) = exp(i(0(s))
Noétese que A} (s) = 0'(s)iexp(i(0(s)) = 0 (s)Az(s) y por la primera férmula

(92) se tiene
R(s) = 0'(s) y r(s) = [0'(s)] (94)

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema

Dada una funcién diferenciable arbitraria £ = £(s), un sistema de referencia
ortonormal, (Cy; Cq,Ce = iC1) y un valor concreto del pardmetro s = a, existe
una tnica curva A = (X (s),1) P.P.A.M con curvatura métrica k4 = K, y cuyo
diedro de Frenet A; = A’, Ay = ¢A; verifica:

A(CL) = Co, Al(a) = Cl, AQ(CL) = CQ
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En particular, si A = A(s), B = B(s) son curvas parametrizadas por el arco
métrico (P.P.A.M) que tienen la misma funcién de curvatura métrica orientada
R(s) = Ra(s) = Kp(s) entonces definen curvas MT-equivalentes

La demostracién puede iniciarse ahora de manera algo diferente:

Pongamos C} = exp(if3), entonces Cy = iexp(if). Busquemos una funcién
0 = [k, verificando 0(a) = 8 y definamos:

Ay = exp(i)

la curva buscada es A = (X (s),1) es unica, y se obtiene la férmula
X(s) =Cy +/ cos0(s)ds —|—i/ sin 0(s)ds (95)

el resto del teorema tiene demostracién estandar.

Corolario

Dos curvas A = (X(¢),1) B = (Y(t),1) son MT-equivalentes, si y solo si,
tienen la misma funcién de curvatura métrica orientada, y la misma diferencial
de arco métrico, es decir:
R . dsa dsp
Ralt) = Ra(t), T2 =

Corolario

Dos curvas A, B son M-equivalentes, si y solo si, tienen la misma funcién de
curvatura métrica, y la misma diferencial de arco métrico, es decir:

dSA dSB

ka(t) =kpB(t), =— = —

alt) = rp(t), —= = —
Demostracién: Si K4 = Kp por el corolario 6.6 son M equivalentes. Si
K4 = —Rp, entonces por la observaciéon 6.4 es K5 = —Kp = kK4 vy asi Ay B son

métricamente ™ -equivalentes, por tanto A y B son métricamente equivalentes.

6.7. Geodésicas métricas

Las curvas de curvatura métrica x = 0 parametrizadas por el arco métrico

verifican en virtud de (89) la condicién

NED¢ ,

Iz 0, | X'|=1
eliminando la segunda condicién, se obtienen las geodésicas métricas, que son
las curvas con pardmetro conforme y curvatura mérica nula, y son todas de la
forma

X(t)=X(0)+¢X'(0)

que son rectas afines.

6.8. Curvas de curvatura métrica constante.

Supuesto k > 0, constante, y fijado el punto Cy podemos construir explici-
tamente la curva de curvatura constante X(s), con X(0) = Cj, utilizando la
formula (95) para 8 = ks + 0y, y llamando r = 1/k :

X(s) = Co+ / cos (ks + 6p) ds + z/ sin (ks + 6p) ds (96)
0 0
= Co+r(sin(ks + 0g) —sinfy + i (cos by — cos (ks + 6p)))

que es una circunferencia de radio r PPAM con condiciones iniciales X (0) = Cy,
y X'(0) = (cos f, sinfy)
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6.9. Los invariantes equiafines en funcién de los métricos.

Debemos cambiar ahora la notacién, para adaptarnos a la de las curvas
equiafines. El significado de p y g es el que aparece en el epigrafe 51, y nuestra
curva A(s) = (X(s),1) PPAM, se identifica ahora con A(s) = (Xo(s), X1(s)),
de forma que el diedro de Frenet asociado es

Ay (s) = Al(s) = (X5(5), X1(s)), Aa(s) = (=X1(s), X(s))

usando ahora las ecuaciones (92) y derivando la primera de ellas, se deduce
facilmente que A verifica la EDT

d®A ,d*A o dA
— + (Ink) T

PR 0

asf teniendo en cuenta que por (91) det(A’, A”) = k, podemos aplicar la férmula
(41) para p = — (Ink)’, ¢ = K2 para obtener

1 ,  (Ink)” 2(nk)?
”_52/3<“+ 3 9

por otra parte, de (37) se deduce

dr = V/kds

7. Clasificacién de las curvas en el plano con-
forme

7.1. Arco conforme

Partimos de una curva A = (X(t),
Elegido un parametro conforme ¢ = f
una EDT de la forma (ver(87))

1) y su EDT asociada X" + pX' = 0.
(t), la curva X () = X(f~'(f)) verifica

22X dX det (X, X"
+p1— =0con p; = — ( )—E

dt? dt al X' P2 F

~

lo cual indica que la funcién |py f/| = |p1(¢)| es un invariante conforme. Por otra
parte el par (f,|p1])estd en las condiciones del epigrafe 1.17.2 y la 1-forma

d¥ = |p| f'(t)dt = || df (97)

que resulta ser un elemento de arco conforme. Si A = A(t), estd definida para
a <t <bel arco conforme de A es

mm=fw=[mmw=f

y define un invariante geométrico conforme (escalar) (véase 1.8), es decir L.(A)
no depende de la parametrizacion, y L.(A) = L:(A) si Ay A son conformemente
equivalentes.

det (X', X"

o | (98)
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7.2. Arco conforme y curvatura métrica

En el supuesto que la curva inicial A = (X (s), 1) esté PPAM, entonces s es
parametro conforme, y usando (89) se concluye que

¥ = |p1(s)| ds = kds (99)
asi si @ = 0(s) es una DDA (ver(93)), usando las igualdades (94) se concluye
que:

=[do],y Lc(A d19 0(b) — 0(a)l

7.3. Ecuaciones de Frenet: Curvatura conforme

Pongamos A = (X (s),1) P.P.A.M. Supongamos & = & (es decir & > 0; si

no fuera asf, sustituiriamos A por su conjugada A = (X ,1). Denotemos por
A= (X(9),1) ala misma curva parametrizada por el arco conforme (P.P.A.C),
y sea Ay = Aq(s), Ay = Aa(s) = tA1(s) su diedro métrico de Frenet. Se tiene
por (99):
dX dXds 1
A9 ds dY k
que es el primer vector del diedro confrme de Frenet. El segundo vector se toma
ya obligadamente, como:

Ay = 1

) 1
A(g) = ’LA(l) = EAQ (100)
derivando ahora A(1) y A(2) respecto a 9, por medio de la regla la cadena

4 _dds _14d
d  dsd?d  rkds
y aplicando las férmulas métricas de Frenet (92) se obtiene:

Ay == (/) Aqy + Agz)

Alyy = —An) — (5'/K) Apz)

en donde todas las derivadas estdn tomadas respecto a ¢. La funcién

K d 1
e K dﬁn,‘{ (101)

es pues un invariante conforme que denominamos curvatura conforme-lineal. Su
expresion cuando A = A(s) estd parametrizada por el arco métrico es:

K X7 d (1
=L =2 (= 102
e K2 |x"[>  ds \w (102)

y usando una parametrizacién arbitraria A = A(t), queda:

v a( XY
0= X w (det (X’,X”)) (103)

Las ecuaciones conformes de Frenet quedan de la forma:

104
A(2 :—A )—QA (104)
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Establecemos, ya sin demostracion, el siguiente

Teorema

Dada una funcién diferenciable arbitraria ¢ = o(¢), un sistema de referencia
conforme, (Cp;Cy,Cy = iC) y un valor concreto del pardmetro ¢ = a, existe
una tunica curva A = A(¢) P.P.A.C con curvatura conforme o, = o, y cuyo
diedro de Frenet Ay = A, Ay) = iA(y) verifica:

A(a) = Co, Apy(a) =C1, Ap)(a) = Cy

En particular, si A = A(¢), B = B(¥) son curvas P.P.A.C. que tienen la misma
funcién de curvatura métrica o(9) = 04(9¥) = op(Y¥) entonces definen curvas
conformemente equivalentes.

Corolario

Dos curvas A = A(t), B = B(t) son conformemente equivalentes, si y solo si,
tienen la misma funcién de curvatura conforme, y la misma diferencial de arco
conforme, es decir:

dd ddp
t = t _—
04(t) = 05(t), T2 = =
7.4. Invariantes de Moebius en funcién de los conformes.

Supégase A = (X (9),1) PPAC. Usando (104) se ve que satisface una EDT
de la forma 2x
Sl o
a T em g
calculando el invariante H de (79) en este caso particular (p = o+ 4, ¢ = 0)
queda H = (—p —i)® — 20/, es decir:

Hy=0>—-20—1,H =20

de donde por (74) se concluye

¢ = \/2]o|dv

ademds de (78) se obtiene
1 (0?20 -1 502 10"
vV = — —_—m— — —_———
4 20| 8 \Q\3 2 02

7.5. invariantes afines en funcién de los conformes

Debemos cambiar ahora la notacién, para adaptarnos a la de las curvas
afines. El significado de p y q es el que aparece en el epigrafe 51, y nuestra curva

A(9) = (X(9),1) PPAM, se identifica ahora con A(d¥) = (Xo(9), X1(«9)), de
forma que el diedro de Frenet asociado es
Ay () = A'(9) = (X5(9), X1(9)), A2(¥) = (= X1 (), X5(0))
Derivando la primera ecuacién (104) y usando la segunda se obtiene:

d>A d>A dA

— 20— 2 1) = = 1
FrE Qdﬁ2+(g o' +1) 25 =0 (105)
Sustituyendo en (46) para p = —29, ¢ = (¢*> — ¢’ + 1) queda:

K:%(QZ—BQ'—FQ)
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y con este valor de K se obtiene por sustitucién en (53) y en (47) supuesto

K >0: .
d¢ = g\/QQ — 30"+ 9dv

L8 (e d
= Zamw (s Faat (@ 3 9)

7.6. Geodésicas conformes

Son las curvas A = X () PPAC, que tienen curvatura conforme o = 0.
Usando (105) se concluye que satisface

@4, dA

a "

que es la ecuacion diferencial de las geodésicas afines con € = 1 (ver epigrafe 4.6
en pag 28), es decir, elipses. Pero no todas las elipses son geodésicas conformes:
Usando las ecuaciones de conformes de Frenet (104) junto con (100) se con-
cluye que
d’°X  dX
W
y por (89) se concluye que en este caso el arco conforme ¢ también es pardmetro
conforme, y como por (101) es

=0

d, 1
o=—In—=0
dy kK
se concluye que las geodésicas conformes, son exactamente las curvas de cur-
vatura meétrica k constante, parametrizadas por el arco conforme. Usando la
expresion explicita (96) reparametrizada por el arco conforme ( s = r) queda:

X ()

Co+/Mcos(ﬁ+90)ds+i/rﬂsin(19—|—00)ds

= Co+ Si(;l (rd + 6g) —sin by + io(cos 0o — cos (rd + 0p))
que es la unica geodésica con condiciones iniciales
X(0)=Cp ,y X'(0) =r(cosbp + isinbp)

De todo esto se deduce que por cada vector tangente w en el plano proyectivo,
hay una unica geodésica (circunferencia) que define a w en ¥ = 0.
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8. Clasificacion de las curvas en el Plano Hiper-
bdlico
8.1. Transformaciones hiperbdlicas

_ Llamamos transformacion (lineal) hiperbolica a una aplicacién C*3(X,Y) —
(X,Y) € C? de la forma :

(§>:<Z Z)(?)a,b,qdé]&det(? Z)>o (106)

La transformacion de Moebius inducida P 3(X : Y) — (X : Y) € P se denomina
tranformacién (proyectiva) hiperbdlica.

En el plano ampliado C las transformaciones hiperbélicas se describen por:

aZ +b

X:Y)=2
(X:Y)=2Z— 70

con a,b,c,d € R ad —bc=1 (107)

y estdn caracterizadas por la propiedad de dejar invariante el semiplano de los
nimeros complejos con parte real positiva:

HZ{Z:ZQ+i211ZO>O} (108)

este semiplano dotado de la geometria de las transformaciones hiperbdlicas (107)
se denomina semi-plano Hiperbdlico 6 de Poincaré.

8.2. Referencias hiperbélicas

Es bien conocido que dar una base (A, B) de C? equivale a dar a un Sistema
de Referencia Proyectivo (SRP) S = ([4], [B], [C]) (con C = A+ B) en la recta
proyectiva compleja P. Por otra parte, cualquier otra base de C? que de lugar
al SRP S es de la forma (AA, AB) para cierto A € C — {0}.

Fijados dos (SRP) existe una tinica homograffa (como (56)) que lleva una a
otra. La homograffa S que lleva el SRP § ala canénica (00,0,1) = ((1:0),(0: 1)
se denomina coordenadas respecto a S, de forma que las coordenadas S ([P]) de
un punto [P] € P son S ([P]) = (A : ) equivale a decir que pP = AA + uB para
ciero p € C. Recordemos también que S(P) representa la razén doble:

y el conjunto de puntos con coordenada real, se representa en el plano C como
el conjunto de puntos de la circunferencia determinada por A, By C.

Si A= (X,Y)con (X :Y) € H, denotando A = (X,Y’) su vector conjugado,
resulta ser (A, fl) una base? de C? que denominamos base hiperbélica y el SRP
a que da lugar Sy = ([4],[B],[C]) (con C = A+ A) se denomina Sistema de
Referencia Hiperbdlico (SRH).

Observacién

Como det (A, fl) = det (fl, A) = —det (fl, A) se concluye que det (A, fl) es
imaginario puro y se tiene la igualdad:

H = {[A] : Im (det (4, 4)) > 0}

3Nétese que (A, A) deja de ser base, solo cuando [A] = (X : Y) € RU{oco}
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Ya que la funcién: C2 3 A — Im (det (A7 f_l)) € R, toma valor cero, exactamente,
cuando [A] € RU{oo}.

Noétese que si (A, f_l) es base hiperbdlica, también lo es ()\A, )\fl) para A € R* y
Sa=8x

Observacion

Obsérvese que los concepto SRH y SRP son preservados por las transfor-
maciones hiperbdlicas. En el plano complejo C una referencia hiperbdlica se
representa en la forma:

Geométricamente Sy viene determinada por un punto [A] € H, y una cir-
cunferencia centrada en el eje real que contiene al punto [A] y representa el
conjunto de puntos con coordenada homogénea real respecto a S 4.

Es muy fécil comprobar que el grupo de transformaciones hiperbdlicas, actia
transitivamente sobre el conjunto de las referencias hiperbdlicas. Es decir:

Proposicién

La transformaciones hiperbdlicas transforman un SRH en un SRH. Ademds
fijados S4, y Sp dos SRH, existe una inica transformacién hiperbélica que lleva
uno al otro.

En efecto si M = ( Z Z ) esreal (a,b,c,d € R),det M > 0, A = Ag+i4,

con A; = ( 5)& ) € R?, entonces
J

MA = M (Ag —iAr) = M (Ag) —iM (A1) = M (A)

asf la BaseH (A, A) se transforma en la base hiperbolica (M (A), M (A))

Reciprocamente pongamos (A, f_l) y (B,B) dos bases. Entonces (Ag, A1) de-
termina una base de R? ya que en otro caso serfa A = (1+ Xi) 49 (A € R)
y [A] ¢ H (pues [A] = Xo/Yy € R). Hay por tanto una tnica transformacion
lineal M de R?tal que MAy = By, MA; = B;. Por tanto M (A,fl) = (B, B).
Ademis por la observacion 8.2

0>1Im (det (B,B)) =Im (det (A,fl)) det M =>det M >0

y M induce la unica transformacién ( hiperbélica que lleva S4 a Sp =

8.3. Invariantes de las curvas hiperbdlicas

Una curva C2-hiperbdlica, es una curva
C2%-plana A = A(t) que define una curva [A] en el plano hiperbélico H, es
decir

m(@%MWZ®»>ow

Dos curvas C2-hiperbdlicas A = A(t) = (X (1), Y (t)),y A = A(t) = (X (1), Y (t))
se dicen R—Ilinealmente equivalentes, si sus componentes estdn relacionadas
por automorfismos lineales hiperbélicos en C? del tipo (106). Los invariantes
(de las curvas CZ-planas) frente a estas equivalencias, se llaman invariantes
R—lineales. En particular, los invariantes C—lineales (ver epigrafe 5.5 en pag
32) son R—lineales.

Las curvas C2-hiperbdlicas A = A(t), y A = A(t) son hiperbélicamente
equivalentes .si existe una funcién de valores complejos, A = A(t) diferenciable
(A(t) # 0 V1) tal que B(t) = A(t)A es R-linealmente equivalente a A.

Un invariante se llama hiperbélico si toma el mismo valor sobre curvas hiper-
boélicamente equivalentes.
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8.4. Invariantes lineales m y n

Como para cada t , (A(t), A(t)) es una base de C? se concluye que existen

funciones m = m(t), n = n(t) con valores en C de manera que

A =mA+nA
Es facil ver que las funciones m, y n son invariantes R-lineales.
Observacién
Los puntos A(t) en los que n(t) = 0, se dicen puntos singulares. Observese
que una curva con todos los puntos singulares verifica A’ = mA, y asf X =

X(t)=ae™, Y (t)=pBe™ y(X:Y)=a/f = cte.
Trataremos solo con curvas regulares (es decir, con curvas sin puntos singulares).

8.5. Arco hiperbdlico

Los invariantes R-lineales m y n, varian frente a cambios de pardametro, y
transformaciones B = A(t) A. De hecho se obtiene inmediatamente:

N A = _
B = (K —|—m>B—|—XnB:mBB+nBB (109)
y se ve que asf que |n| = |np| es invariante con cardcter proyectivo, y la 1—forma
dl = |n|dt (110)

es elemento de arco hiperbdélico. Si A = A(t), estd definida para a < t < b el
arco hiperbdlico de A es

L‘H(A):/abda:/ab|ndt (1)

y define un invariante geométrico hiperbdlico (escalar) (véase (1.8)), es decir
L (A) no depende de la parametrizacion, y Lg(A) = Lyg(A) si Ay A son
hiperbélicamente equivalentes.
Haciendo un cambio de pardmetro [ = f(t), con f'(t) = |n(t)] > 0 se tiene
B = B(l) con A(t) = B(i(t)) y
, dB dAdt 1dA m n - _

y ahora se tiene |np| = 1.

8.6. Curvatura hiperbdlica

Pongamos A = A(l) parametrizada por el arco hiperbdlico, es decir
A'=mA+nAcon |n|=1

Supuesto n = €2, podemos tomar en (109) la funcién A = A({) de la forma
A= ey girar n para conseguir
.do Ldn/dl

np(l) =1, mp =M —iop =m= o
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. Este valor de np(l) =1, no queda alterado si multiplicamos ahora B por una
funcién p = p(l) con valores reales, C' = p(I)B y se tiene:

/
C'= <%+m3>c+c_mcc+c

y podemos elegir p = p(l) de forma que m¢ sea imaginario puro, y podemos
escribir mg = —hi = Im(mp)i .Se denomina a h curvatura hiperbslica. Tenemos
asf la expresién reducida:

C'=—-hiC+C (112)

Por su propia construccién la curvatura hiperbdlica h, es invariante hiperbdlico

que se escribe:.
dn/dl
h=—Im (m— ’;{l ) (113)

Célculo con pardmetro arbitrario. Partiendo de A = A(t), con A" =
mA+nA, cambiando al arco hiperbélico [ = f(t), con f' = |n| se tiene B = B(I)
con A(t) = B(I(t)) y

m n
mp =17, B = 77
| In

y teniendo en cuenta que

dng _dnp 1 n'|n|—n|n/

dl— dt |n] In|®
por (113) se tiene

he— L1 s (114)
[n| 2n

8.7. Invariantes de Moebius e hiperbdélicos.
Si A = A(t) es una curva hiperbélica con A’ = mA+nA, es facil probar que
A" = (m? +m' +nn) A+ (mn+nm+n') A
por otra parte, si A verifica la EDT A” + pA’ + qA = 0, queda
A" = (—pm —q) A+ (—pn) A

de ambas ecuaciones se concluye:

en particular si m = —hi, n = 1 queda p = 0, ¢ = h®> + h'i y usando (79)
H=1p*>+2p' —4q = —4h® — 4h'i = Hy + iH,
Naturalmente para que A sea curva regular de Moebius necesitamos que H; =

—4h' no se anule nunca. pongamos € = sign(—h’). Se concluye por (78) que la
curvatura v de Moebius, se escribe en funcién de la curvatura hiperbdlica h :

€ h2 5 h/l2 1hlll
”:_(W_EW_ZW) (115)
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por otra parte, teniendo en cuenta (74) la relacién entre el arco de Moebius (,
y el arco hiperbélico [ es

%% PNy (116)

8.8. Clasificaciéon de Hiperbdlica de las curvas.

Si A = A(t), es una curva C%-plana, la funcién ha = h4(t) denota su cur-
vatura hiperbdlica. Esta funcién h4 solo depende de la curva proyectiva [A], y
mé&s exactamente, de la clase hiperbdlica de la curva. Es decir, si A = A(t), y
B = B(t) son hiperbdlicamente equivalentes, entonces h4(t) = hp(t) Vt. Asf la
funcién curvatura hiperbdlica, es un invariante geométrico hiperbdélico. Se trata
de ver que este es un invariante completo, es decir:

Teorema

Dada una funcién diferenciable arbitraria h = h(l), una base hiperbdlica

(C, C'), y un valor concreto del pardmetro | = a, existe una curva hiperbdlica
(determinada salvo constante multiplicativa) A = A(l) P.P.A.H con curvatura
ha = h, que verifica: A(a) = C.
En particular (usando la proposicién 8.2), si A = A(l), B = B(l) son curvas
hiperbdlicas parametrizadas PPAH que tienen la misma funcién de curvatu-
ra proyectiva h(l) = ha(l) = hp(l) entonces definen curvas hiperbélicamente
equivalentes

Corolario

Dos curvas hiperbdlicas A = A(t), B = B(t) que tienen la misma curvatu-
ra hiperbdlica h = h(t), (ver férmula (114)), entonces son hiperbélicamente
equivalentes, si y solo si se verifica:

diy _ di
dt — dt

donde l4, y I son los parametros arco hiperbdlico correspondientes. Esta igual-
dad, equivale (ver (110)) a
[nal = Inp]

8.9. Geodésicas.

Las curvas hiperbdlicas de curvatura hiperbdlica cero, se llaman geodésicas.
Asf si [A] = [A()] es una curva en H, parametrizada por el arco hiperbdlico,
podemos elegir el representante A = A(l) verificando la ecuacién reducida (ver
(112)) A’ = —hiA + A , de forma que es geodésica si y solo si A’ = A. Esto
significa que:

(A+A) =A+A
(A-A)=4-4

pero una curva C = C(I), con ¢’ = C es necesariamente de la forma C(I) =
(ae!, Bel), a, B € C,y [C] es constante. Por tanto, [A(l) + A(l)] = o, [A(l) — A(l)] =
B € R, son puntos fijos (reales) del plano complejo. Por la observacién 8.2 se
concluye que los puntos ([A(l)] , [fl(l)] ,Q, B) estdn todos situados en una cir-
cunferencia centrada en el eje real con didmetro |5 — «|. Naturalmente, [A(1)]
recorre la zona de la circunferencia que estd en el plano hiperbdlico H.

Esto es asf, siempre que no sea @ = (3, pues en este caso, [A(l)] recorre la
semirrecta ortogonal al eje real,que parte de a.
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9. Apéndice

9.1. Ordenacién de las geometrias del plano.

Las distintas geometrias, estdn ordenadas por el siguiente grafo, donde la
flecha — indica contenido.

Moebius «+ Hiperbdlico

1
Conforme — Afin
T T N
Métrico — Equiafin —  Proyectivo

9.2. Tabla esquemadtica

La siguiente tabla recuerda los sfmbolos que representan los arcos y las cur-
vaturas en las distintas geometrias, y contiene otros datos de interés. Por ejem-
plo, ¢ [§7] (n) indica que el invariante ¢, es de 6rden r (ver epigrafe 1.1). Adem4s,
su férmula explicita respecto a un pardmetro arbitrario viene referenciada en el
texto por (n).

Las geodésicas de una geometria plana son las curvas de curvatura geométri-
ca nula, parametrizadas por el arco geométrico. En todos los casos, el arco ge-
omeétrico, resulta ser también pardametro geométrico. Para el caso equiafin y
métrico, también se consideran geodésicas, las curvas de curvatura nula con
pardmetro geométrico. Esta definiciéon se adapta a la exigencia de que en la
geometria haya un entero caracteristico r con la siguiente propiedad:

fijado un r-vector w en un punto C, existe una unica geodésica (J quizds
dos) A = A(t) tal que A (0) = w. En la fila geodésicas aparece indicado este
entero para cada geometria.

dim Arco Curvatura | Geodésicas T. Sing.

Proyectivo 8 |ol°l 19) | £[57] (22) [5%] Cénicas
Afin 6 | &[] (47) | 5 |5°] (53) | Cénicas* [4] Parsab.
Equiafin 5 [ 7721 37 | [ (41) | Pardb. [57] Rectas
Conforme 4 952 (99) | o[43] (103) | Circunf. [;'] Rectas
Métrico 3 [ s[5t 88) | w[4%] (91) Rectas (j') Puntos

Moebius 6 ¢33 (74) | v[5°] (78) 5] Circ/Rect
Hiperbdlico | 3 L][;'1(110) | n[4*](114) | Circ/Rect [5'] Puntos

Obsérvese que el orden del invariante curvatura es en todos los casos una
unidad inferior a la dimensién del grupo, y el 6rden del elemento de arco dos
unidades menos.



