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1. INTRODUCCION.

Como bien indica el titulo este es un curso de 45 sesiones, es decir, 15 se-
manas a 3 sesiones semanales de 50 minutos cada una. Es lo que corresponde
a esta asignatura en el nuevo plan de Grado de la Facultad de Ciencias
Matematicas de la UCM.

Y esto es un manual de clase que contiene los temas de geometria difer-
encial elemental de curvas y superficies que me parecen mds apropiados para
caminar en 45 sesiones! desde la nada hasta las puertas de la Geometria
Diferencial con mayusculas. Ni m&s ni menos.

Se puede elegir otro itinerario pero no més contenido, (;0 quizds menos?)
a no ser que estemos dispuestos a perder en la aventura a mas del 80 % de
nuestro alumnado. Que nadie espere ver aqui ningin problema propuesto,
ni la mas minima distraccién respecto nuestro objetivo final. No hay tiempo
que perder.

Son en total 5 sesiones semanales, pero dos se dedican a problemas, es
decir colecciones de ejercicios que se entregan a los alumnos en forma de hojas
semanales a lo largo del curso, y que insisto no estdn incluidos en el manual.
Porque tanto el manual, como las hojas de problemas, son seres vivos que
evolucionan con el tiempo gracias a no estar encarcelados en el papel de un
libro editado.

Mi curso es un pequeno cuento, que empieza hablando de carreteras y
curvas, de que lo importante en geometria es la carretera en si y no el coche
que la recorre, y de como la curvatura de una curva se puede medir por lo
torcido que lleva uno el volante, y que la torsién mide los cambios de ras-
ante. Tambien se habla de alambres retorcidos, y de como se puede describir
analiticamente el fenémeno de que dos alambres retorcidos tengan la mis-
ma forma. Habla de la geometria euclidea de curvas en el mds puro sentido
Kleiniano. Para los que no entiendan esta frase diré que la Geometria segiin
la idea de Klein (expresada en su programa Erlangen) consiste esencialmente
en el estudio de las propiedades y magnitudes que permanecen invariantes
bajo la accién de un grupo.

En gran parte de la teorfa de superficies los protagonistas principales son
unas hormigas planas que viven sobre la superficie de un planeta rigido que
flota en el espacio, pero son seres bidimensionales que no pueden levantar la
cabeza, y que solo son capaces de medir con sus pasitos longitudes de caminos.
Su espacio es bidimensional y es la propia superficie. La geometria del planeta
es la que se ve desde fuera con ojos tridimensionales. La geometria intrinseca
es la que perciben las hormigas.

El circulo se cierra diciendo que las hormigas tambien podrian tener car-
reteras y coches, en su universo bidimensional y que podrfan medir la cur-

IEst manual no estd dividido en sesiones, pero aproximadamente cada sesién corre-
sponde a una pdgina y media.
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vatura por lo torcido del volante que la recorre. Asi las lineas recorridas con
el volante derecho serfan sus rectas intrinsecas (geodésicas) aunque nosotros
desde fuera las veamos alabeadas. Si son inteligentes podrian establecer su
propia teorfa de curvas, y pueden estudiar sus tridngulos.

No quiero estropear aquf esta historia, simplemente diré que las hormigas
con su pobre geometria son capaces de saber mds de lo que parece. Por
ejemplo pueden saber usando su propia trigonometria si su entorno tiene
forma de cdscara de huevo o quizas de silla de montar (consecuencia del
Teorema Egregio, y el de rotacién de las tangentes del grandisimo Gauss).
Y diré también que la geometria intrinseca de superficies, es la clave para
comprender el significado de la Geometria Riemanniana.

No puedo evitar comentar a mis alumnos a final de curso, que nosotros
tambien somos hormigas de un espacio cuadridimensional, aunque con una
extrana métrica Lorentziana que nos permite medir extranos intervalos. Y nos
tenemos que conformar con nuestra geometria para averiguar cosas de nuestro
mundo cuadrimensional, algunas que quizds aparentemente sélo puedan ser
percibidas por ojos de dimensién superior... pero esto ya es ciencia ficcién.

Esta historia podria haber sido mucho ma&s bella si hubieramos tenido
ocasion de escapar de la geometria local, y tratar la geometria global. No
deja de llamar la atencién el hecho de que nuestras hormigas bidimensionales
no sélo pueden adivinar a grosso modo la forma de su entorno, sino también
a grosso modo (y siempre que esten dispuestas a viajar) el tipo de planeta
en el que viven, y saber si tiene pinta de balon, de flotador, de flotador para
gemelos o quizéds de banda de Mobius.

Nota.

Se anade al manual un apéndice final, dedicado a los pocos alumnos que
sientan deseos de seguir avanzando ahora en geometria global, por el simple
placer de comprender el final de nuestra historia.
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2. TEORIA DE CURVAS

Advertencia inicial:
En todo lo que sigue los vectores de R™ serdn considerados fila o columna
(sin aviso explicito), segun se desprenda del contexto.

2.1. CURVAS PLANAS

Fijados en el plano un sistema de coordenadas cartesianas, podemos iden-
tificar cada punto p con sus coordenadas (z,y) € R?, y escribimos p = (x,y).

Supongamos que nuestro punto p se mueve por el plano, y en cada in-
stante ¢t ocupa una posicién a(t) = (x(t),y(t)), donde ¢ varfa en un cierto
intervalo I C R . Si nuestro punto no tiene propiedades fantasmales de-
scribird sobre el plano una traza continua, es decir, las funciones z(t), y(t),
definidas para t € I, serdn funciones continuas, y se denomina a a : I — R?
curva (parametrizada).

A veces se expresa esta situacién escribiendo

L r=a(t)
“@'{yzyw

son las ecuaciones de a (en las coordenadas cartesianas (z,y))

Definicion: Supongase I un intervalo abierto de R . Una curva o : I >
t — (x(t),y(t)) € R? se dice diferenciable, si las funciones z(t), y(t), admiten
derivadas de cualquier, orden en todos los puntos t € I. Si el intervalo I no
es abierto, se dird que o : I — R? es curva diferenciable, si existe una
aplicacion diferenciable & : I — R? donde I D I, es un intervalo abierto de
R, y a(t) =a(t), Vte I

2.1.1. Vector velocidad

Si o : I — R? es una curva diferenciable, y t, € I, se llama vector
velocidad de « en ¢ a:
do a(ty + At) — a(ty)

o . = (to) = (2'(t0), y'(t0)) = vl}ffo At

y representa de hecho, la velocidad instantdnea de la particula movil «(t) en
t = to.

Denotamos Lo/ (tg) = (—=y'(to), 2’ (to)), que es o/(ty) girado +m/2 radi-
anes.

2.1.2. Curvas regulares

Un punto «a(tp) de una curva diferenciable o : I — R? se llama regular,
si o/(tg) # 0. La curva « se llama regular si todos sus puntos son regulares
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2.1.3. Recta tangente y recta normal

Por un punto regular «(ty) de una curva diferenciable «, pueden trazarse
dos rectas destacadas:

= La recta tangente a « en ty, que es la recta que pasa por a(ty), y tiene
la direccién de o/ (tp). Sus ecuaciones son:

x — x(to) _ Y- y(to)
' (to) y'(to)

= La recta normal a « en ty, que es la recta que pasa por «(tp), y tiene
la direccién de Lo/(ty). Sus ecuaciones son:

x — x(ty) _Yy- y(to)
—v/'(to) ' (to)

2.1.4. Reparametrizaciones

Cuando o : [ — R* esuna curva, y t:J 3 s — ¢ =1t(s) € esun
difeomorfismo entre intervalos, entonces = a0t es también una curva y se
verifica por la regla de la cadena:

dg| _ de
dss_dt

dt

Vse J
6(s) ds

s

en particular, si « es regular, 5 también lo es.

y at) =B(slt) s

o
>

2.1.5. Trayectorias y trayectorias orientadas.

La aplicacién t, se denomina funcién de cambio de pardametro, que per-
mite pasar de o a 3. Se dice entonces que las curvas « a 3 definen la misma
trayectoria. Si t preserva la orientacién entonces se dice que ambas curvas
definen la misma trayectoria orientada. Ambas relaciones, son de equivalen-
cia sobre la familia de curvas regulares, y definen por paso al cociente, los
conceptos de trayectoria, y de trayectoria orientada.
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2.1.6. Sobre la geometria de las curvas y de las carreteras.

Intuitivamente, en el caso de curvas regulares, una trayectoria viene defini-
da por la imagen de una curva regular, y una trayectoria orientada es una
trayectoria dotada de un sentido de recorrido. Conviene distinguir de entre
las entidades matematicas 6 propiedades asociadas a una curva, aquellas que
dependen solo de la trayectoria (que denominamos geométricas), de las que
dependen de la parametrizaciéon concreta. Asi por ejemplo el vector velocidad
a/(t) en un punto, no es geométrico, y sin embargo si lo es el vector unitario
tangente o/(t)/ |o/(t)| , o la recta afin tangente a la curva en un punto «(t).

Podriamos pensar que una curva es como una carretera por ejemplo au-
topista A6 de Madrid a La Corufia. Un coche que viaja (sin pararse a meren-
dar) de Madrid a La Corufia describe una parametrizacién de la carretera
en donde el pardmetro es el tiempo transcurrido en segundos del reloj del
conductor desde el principio del viaje hasta el punto en cuestiéon. Otro coche
viajando en el mismo sentido definird otra parametrizacién distinta. Pero en
geometria lo que interesa es la carretera (la curva) no los coches que por ella
circulan (parametrizaciones).

2.1.7. Curvas conguentes

Dos curvas a(t) = (x(t),y(t)) v a(t) = (z(t),9(t)), a, & : I — R? se
dicen congruentes, si existe una congruencia (o movimiento directo)

wa(5)-(3)4(2)+(5)

coOSw —sinw ) . .
es una matriz de giro. Las ecuaciones de

< R

donde A = )
sinw cosw

Aa(t) = a(t) son

{ F=a+ (cosw)z(t)+ (—sinw)y (¢)
g=0b+ (sinw)z(t) + (cosw) y (t)

También podemos interpretar que las ecuaciones anteriores son las de la
misma curva « en las coordenadas cartesianas (Z,¢) respecto al sistema de
cosw —sinw
sinw cosw

Recuerdese que las matrices de giro vienen caracterizadas por las condi-
ciones AA' =1, det A =1.

referencia con origen en (a,b) y base A = (a1, as) =

2.1.8. La Geometria intriseca

La geometria intrinseca de una curva estudia los conceptos, propiedades,
etc de las curvas, que no dependen de la parametrizacién concreta elegida, ni
del sistema de coordenadas cartesiano empleado para escribir sus ecuaciones.
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Es por esto una buena idea, elegir para esto, un sistema de coordenadas
cartesianas, respecto al cual las ecuaciones de la curva sean lo mds simples
posibles.

2.1.9. Curvas en implicitas

Las trayectorias de las curvas también podrian describirse de forma im-
plicita.

Sea D) un abierto de R? y F': D — R una funcién. El conjunto de ceros
de F' es el conjunto

C={(z,y) e D: F(z,y) =0}

se dice entonces que el conjunto C' es (6 viene definido impicitamente por la
ecuacion) F(z,y) = 0.

Aun cuando F' se suponga diferenciable, el conjunto de ceros de F' no
tiene porqué ser una linea. De hecho cualquier subconjunto (cerrado) de R?,
puede obtenerse como conjunto de ceros de una funcién F' diferenciable.

No obstante, ciertas hipétesis adicionales sobre la funcién F', nos permiten
garantizar (al menos localmente) la existencia de curvas parametrizadas,
cuyas trayectorias describen el conjunto de los ceros de F.

Teorema (breve) de la funcién implicita Sea D) un abierto de R? y F':

D — R una funcién diferenciable, y C' el conjunto de ceros de F. Sea (xg, yo) €

C', y supéngase que alguna de las derivadas parciales (0F/0x) (20.40) (OF/ ay)(myo)
es distinta de cero, por ejemplo (OF/0y),, .., # 0 Existe un entorno U/ de

(%0, Yo), y una aplicacién diferenciable g : (a,b) — R donde (a,b) es intervalo
abierto de R (x¢ € (a,b)) de manera que

{(t,g(t)) :t € (a,b)} ={(x,y) e U:F(z,y) =0}
de esta forma la trayectoria de la curva regular o : (a,b) >t — (£, g(t)) € R?

coincide con C NU
Naturalmente hay un resultado andlogo cuando (9F/0z),, .., # 0

Puntos singulares y regulares. Cuando F': ) — R es una funcién difer-
enciable, un punto (zg,y0) € C' = F~1(0) se dice singular si

<8F ) <8F >
- = — =0
O (z0,%0) dy (0,90)

Si no es singular, se denomina punto regular. Cuando todos los puntos de C'
son regulares, cada componente conexa, puede expresarse como la trayectoria
de una curva regular. Una situacion muy frecuente, es que el conjunto de
puntos singulares de C, sea un conjunto de puntos aislados. En este caso,
cada componente conexa de C' puede espresarse como una trayectoria de una
curva regular a pedazos.
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Direccién normal y la tangente en un punto regular Si F': D — R
es una funcién diferenciable, (zg,19) € C = F~!(0) es un punto regular,
entonces el vector

oF oF
(gradF) (w0, 10) = ((—) (%) )
Ox (z0,%0) Iy (z0,y0)

es distinto de (0,0), y su direccién es normal a la curva en el punto (zo, yo)-
Demostracion: Si a : (a,b) 3t — (x(t),y(t)) € R%es una curva regular
con F(a(t)) = 0 Vt, y F(a(ty)) = (z0,y0) entonces usando la regla de la

cadena:
_(@F) (@) s
to O (z0,y0) dt to Iy (w0,y0) dt to

o de forma equivalente, si v.w denota el producto escalar ordinario de v, w €
R? se tiene:

dF o«
dt

(gradF)(a(ty)).o(tg) =0
y asi (gradF)(«(to)) es ortogonal al vector velocidad o ().

2.1.10. Longitud de una Curva.

Sea a : [ = [a,b] — R? una curva regular. Se llama longitud de « a

W= [ 1= /\/ )dt )

Justificacién del concepto de longitud. La longitud de una curva «
se debe definir inicialmente de la siguiente forma:
Consideremos la familia de todas la particiones a = tg < ... < t, = b del
intervalo [a, b], entonces

hmZ‘ a(t; + At;)

At—0

donde se entiende que At; = ;11 —t;, y At = max{At; :i=1,...7}.
Supongamos para simplificar que la curva « es la gréfica de una funcién
,y=f(x), f:]a,b] — R, es decir,

aft) = (z(t),y(t) = (&, f(1))

llamando , Axy = tgy1 — t, Ayp = f(ter1) — f(tx), por el teorema del valor
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medio podemos tomar &, € (tx, tg1) con Ayg/Azy = f/(£,), y se tiene:

L) = lim Z\/ Az)® + (Ayi)®

At—0
- A
= lim 1+ ( yk) Axy,
At—0 £— Axy,

— Ah;rfo,zoj V14 ()2 Az
b
= / (1+ /(1)) dt

Sit:J — I es un cambio de pardmetro, entonces usando la férmula (1)
se tiene, tomando ¢ = t(a), d = t(b):

L(a) = / /(1)) dt

_ / /(¢ |—ds—L(aot)

La longitud es pues un concepto que pertenece a la geometria de la curva.
Probemos que pertenece a la geometria intrinseca:
En efecto si Aa(t) = a(t), donde A : R? — R? es el movimiento dado
en el pardgrafo 2.1.7 entonces &'(t) = Ad/(t). Como el giro A : R? — R?
x

y
[Ac’(t)] = |a(t)] y

— A ay: preserva el producto escalar, se concluye que ‘&'(t)} =

:/abmf(t)|dt=/ab|’d’(t)|dt=L(&>

2.1.11. Parametrizacién por el arco

Una curva regular 3 : J — R? que verifica la condicién |5'(s)| = 1, se dice
que estd parametrizada respecto a la longitud de arco (en lo sucesivo PPA)
ya que verifica la identidad

L(B | |a,b])=b—aVa,be J a<b
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Si o : I — R2%es una curva regular, y ty € I , la aplicacién
t

s:IBt—>s:s(t):/ ()| dt €s (I) = J
to

es un cambio de pardmetro con s'(t) =|/(t) |. Sit =s"':J — I, la curva
reparametrizada § = « o t estd parametrizada por la longitud de arco.
2.1.12. Diedro de Frenet

Si a : I — R? un curva regular se denomina al vector tangente unitario a

) 1 S8 of
T Tw] = Vrmrraae - V)

el vector normal unitario es:

Loy 1 i

N(t)
Notese que si la curva estd PPA entonces T'= o/, y N =1 o/(t).

2.1.13. Determinacién diferenciable del angulo.

Sea o : I — R? un curva. Una determinacién diferenciable del dngulo
es una aplicacién diferenciable 6 : I — R tal que
DDA licacion dif iable # : I — R tal

T(t) = (cos@(t),sinfd(t)) Vt € I

Se puede probar que siempre existe una DDA, (que queda univocamente
determinada salvo muiltiplos enteros de 27), en tres pasos. Supongamos [ =
[a, b]

1) Para todo ty € I, existe une >0y 0 : (to —e,to +¢) NI — R que es
DDA.

2) Existe una particiéon a = ty < t; < -+ < t, = by funciones 0, :
[ti_1,t;] — R que son DDA.

3) Pongamos 0; : [to,t1] — R, 0 : [t1,t5] — R entonces Oy(t;) — 01(t1) =
2nm para n € Z, y se construye 65 : [to, t2] — R, DDA de la forma:

01(t) sit € [to, t1]
9%0::{ 05(t) — 2nm sit € [ty 1y

Tenemos asi definida paso a paso 6, : [a,b] — R que es DDA.
Observese que si # es una DDA entonces también se tiene:

N(t) = (—sinf(t),cos0(t)) Vt € I
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2.1.14. Curvatura

Si o : I — R? es curva regular, se define la curvatura de o en un punto
a(ty) como:

0 (to + At) — 0 (o)

to) = i 2

lto) = Jim, L (o [to, to + At]) @)

donde 6 es una DDA. Parece claro que la definicién dada de curvatura es
intrinseca. De hecho, si « es curva PPA, entonces se tiene:

(so) = Jim 103 2D Z0ED) _ g )

2.1.15. Foérmulas de Frenet

Sia: I — R?escurva PPA, fijada 0 : I — R una DDA, entonces el diedro
de Frenet de v es T'(s) = (cosf(s),sinf(s)), N(s) = (—sinb(s),cosf(s)) y se
verifica T'(s) = ' (s) (—sind(s),cos0(s)),y N'(s) = €' (s) (— cos0(s), —sin H(s))
se tienen asf las férmulas:

(3)

T = kN
N' = —kT

que se denominan férmulas de Frenet.

2.1.16. Caracter intrinseco de la curvatura

Observese que si a : [ — R? es curva PPA tenemos por (3)
romN o
(Oé,Oz)—(T,N)(O /i)

k =det (o, ") = £ |

Esta férmula permite probar que la curvatura es intrinseca ya que si Aa(t) =
a(t) para un movimiento 4 entonces

A(d(t),"(t)) = (@(1), 0" (1))

y como det A = 1, se concluye k = det (o/, ") = det Adet (&/,a") = 1.%.

El estudio de la geometria intrinseca de una curva, no depende del sistema
cartesiano utilizado. En particular si tomamos una referencia cartesiana con
origen el punto « (0) = (0, 0) y con base ortonormal la dada por (7°(0), N(0)),
la curva tiene unas coordenadas « (s) = (z (s),y (s)) cuyo desarrollo en serie
de Taylor en s = 0 resulta determinado, en este caso, por los valores de la
curvatura y sus sucesivas derivadas en el 0. En efecto, teniendo en cuenta
que T'(s) = (2' (s),y' (s)) y N(s) = (= (s),2' (s)) a partir de las férmulas
(3), podemos expresar las derivadas de cualquier orden de 7" en funcién de
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la base (T, N) , con unos coeficientes que resultan ser combinaciones de las
sucesivas derivadas de la curvatura. El proceso comienza asi:

T'= kN

d
T”:d_(/ﬂN)=m’N+nN’=—H2T+%’N,
. s
T — (—I-i2 _ K,K,/)T+ <_53 —|—/<,’)N , etc. ;

y finalmente obtenemos desarrollando por Taylor:

x(s):s—%m2(0)53+%(—/€2(0)—/{(O)/{’(O))S4+...
'3 |

1 1
y(s) = 5"5<0) s + 5'1' (0)s® + o (—x3(0) + K (0)) st + ...
Se desprenden de aqui muchas propiedades geométricas interesantes. Por

2
ejemplo, se ve que k(0) = limg g @, lo cual se puede reformular en
S

términos intrinsecos de la siguiente forma: denotando por d (s) la distancia
entre el punto a(s) y la recta afin que pasa por a(0) y tiene por direccién
T(0) , la curvatura en 0 estd dada por el limite

2d (s)
K (0)] = lfm ——22
o s—=0 L(ar |jo,4))*

2.1.17. Teorema Fundamental (versién plana)

Sia: ] — R*escurva PPA;y A : R? 3 (z,y) — (z,7) € R? es
un movimiento entonces @ = A o « es una curva PPA, y las funciones de
curvatura k,, kg coinciden si A preserva la orientacién.

Por otra parte, dada una aplicacién diferenciable  : J = [0,L] 2 s —
k(s) € R. Existe entonces una curva o : J 3 s — «a(s) € R? parametrizada
por el arco, que admite a x por funcién de curvatura. Ademsds la curva « estd
determinada salvo movimientos.

Demostracion: Si @ = A o «, ya hemos probado en el paragrafo 2.1.16
que Ko = Kg.

Supongamos ahora dada k : J = [0,L] 3 s — k(s) E Ry que a: J >
s — a(s) € R? es una solucién a nuestro problema. Sea 6 = 6(s) una DDA.
Asi k(s) = 0'(s) y por tanto se tiene:

0(s) = 0 + /0 " w(0)do (4)

como T'(s) = (cosf(s),sinf(s)) se concluye que nuestra curva a(s) = (x(s), y(s))
tendra que satisfacer 2’'(s) = cos0(s), y'(s) = sinf(s) con lo que:

x(s) = xo + /OS cosf(o)do, y(s) = yo + /OS siné(o)do (5)
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las igualdades (4) y (5) permiten construir una tnica solucién « cada vez
que elijamos condiciones iniciales

a(0) = (xo, yo), @' (0) = (cos Oy, sin )

Finalmente si , 3 : [0, L] — R? son dos curvas birregulares con r, =
kg, entonces el movimiento A que lleva a (0) a 5(0) y (7,(0),N,(0)) a
(15(0), N3(0)) transforma a en una curva & = A« que con las mismas condi-
ciones iniciales que [ y tiene la misma curvatura. Asi & = 5.

2.1.18. Calculos con parametro arbitrario

Sea o : I — R? una curva regular, § : I — R una DDA, y s = s(t) =
f |/ (t)] dt. Por la férmula (2) de la curvatura se tiene:

Ot + At) — 0(t)

Ao s(t+ At) —s(t)
O(t + At) — 0(t)

k()

_ At AON
At s(t+ At) —s(t) (1)
At

como T'(t) = (cosf(t),sinf(t)), N(t) = (—sind(t),cos6(t)), es T'(t) =
O'(t)N(t), y N'(t) = —0'(t)T(t), se tiene:

T = |o/| KN
N' = — || KT
que son las férmulas generales de Frenet. Se tiene:

{ o= ||T

o = || T +|o/fPkN !
en particular det(o/, o) = |o/)* & , por lo que se tiene la formula:
det(a/, ")
h=—— (6)
2.1.19. Centro de curvatura.

Se denomina centro de curvatura de una curva regular, o : [ > t —
(z(t),y(t)) € R? en un punto «(t) en donde su curvatura de Frenet x(t) es
no nula al punto

B(t) = a(t) + ——N(1) (7)
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y se denomina radio de curvatura a la distancia p(t) de 5(t) a a(t), es decir :

1
pt) =
k(1)
Veamos cudl es su significado geométrico:
En primer lugar obsérvese que lacurvatura en cualquier punto de una
circunferencia de radio R > 0 recorrida en sentido positivo es 1/ R, ya que si

a:{x:xoqLRcost LeR

y = yo + Rsint
entonces por (6)

_ det(a/,a")

KRa (t) =

1
|O/’3 = ﬁdet

—Rsint —Rcost _i
Rcost —Rsint R

y su radio de curvatura es por tanto igual a R, vector normal es N (t) =
(—cost,—sint)) y centro de curvatura en todo punto es su centro.

_( wo+ Rcost —cost \ [ xo

Bt = ( yo + Rsint ) +R< —sint ]\ =z
La circunferencia que mds se ajusta (o se parece) a una curva « en un
punto « (t) es la que tiene su centro en su centro de curvatura (3 (t) y por

radio el radio de curvatura. Se denomina circunferencia osculatriz de o en
(el instante) ¢.

Imaginemos que « () es la posiciéon de un coche que circula por la car-
retera C' = im («), y en el instante ¢ se le gripa el volante y se queda fijo en
las posicién correspondiente a « (t). Entonces el coche, en lugar de recorrer
la carretera C' recorreria su circunferencia osculatriz . La inversa del radio
de la circunferencia osculatriz serfa entonces en valor absoluto la curvatura
en «(t). Por esto decimos que a mas (valor absoluto de la) curvatura, mas
pronunciado es giro del volante. Por otro lado si el volante esta girado hacia
la derecha la curvatura es negativa, y hacia la izquierda positiva.

.Es que nunca se ha fijado nadie que todos los coches que circulan por
un punto kilométrico cualquiera de la carretera en el mismo sentido llevan el
volante igual de torcido?
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2.1.20. Evoluta

Se denomina a la curva 3 de (7) evoluta de la curva «.

T(t)

“X(t)

N({t)
B(t)

Estos conceptos son intrinsecos, es decir, no dependen de la parametrizacién
ni de la referencia afin euclidea tomada para describir las ecuaciones de la
curva. También es intrinseca por tanto, la siguiente propiedad:
La curva « corta ortogonalmente a las rectas tangentes a su evoluta (5.
En efecto, supuesto o PPA, tenemos que

/
go= a’+<l) N+1N’

por tanto N (t) = — (k (1) )6’ (t) y asf N (t) y B'(t) son propor-
cionales y (a () t)/> ( (&) /& () (T (), N () = 0y a(t) =

B(t) + (k(t )? /K (t )) B’ (t) estéd en la recta tangente a 8 en j3(t) que cor-
ta ortogonalmente a v en « ().

2.1.21. Evolvente.

Dada una curva regular $ una evolvente de [ es una curva a que corta
ortogonalmente a las rectas tangentes a (5.

Por tanto, si S es evoluta de a entonces « es evolvente de [3.

Reciprocamente, dada «, su evoluta 3 es la tinica curva de la cual « es
evolvente.

En efecto, dado o« = «a (s) PPA si « es evovente de 5 = [ (s) entonces
para cierta funcién p = pu (s) se tiene

B (s) = a(s) + p(s) Na(s)

ast ' = T, + ' Ny + uN!, = (1 — ko) Ty + p/ N, . Imponiendo (o', 3") = 0
se deduce 1 — k,u = 0 y se recupera para [ la férmula (7).
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2.1.22. Construccion de evolventes.

Pongamos ahora 8 = 3 (s) PPA. Una evolvente suya debe ser de la forma

a(s) = B(s) + A(s) Ty (5) y (o, B) =0

como o = Tz + NTz + Xy = (14 X)Ts — ArgNg, la condicion (o, 3) =
0 implica 1 + X' = 0, de donde se concluye que A\ = —s + C. Por tanto
necesariamente es

a(s)=p(s)+(C—s)B(s)
y para cada valor real de C' tendremos una evolvente distinta.

Para una curva 5 = () no necesariamente PPA sus evolventes son de
la forma

a<t)=ﬁ(t)—/ 8 dt

2.2. CURVAS EN EL ESPACIO

Una curva en el espacio viene definida por una aplicacién o : I —
R? a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), donde z(t), y(t) ,z(t) son funciones diferencia-
bles. Su velocidad es o/(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)), y su aceleracién o'(t) =
(2"(t),y"(t), 2"(t)). Se dice que « es regular si o/(t) # 0 para todo t € I. Se
dice que es birregular, si {/(t),a”(t)} son linealmente independientes para
todo t € I.

Los conceptos de curva regular o birregular son intrinsecos, en el sentido
de que son independientes de la parametrizacién tomada. Es decir: sit: J >
s — t =1t(s) € I es un difeomorfismo entre intervalos, entonces f = a ot es
también una curva y se verifica:

B da dt
) = () L) Vs e d

asi, si « es regular, 5 también lo es. Por otra parte como:
?f dPadt N do d*t
ds  dt?ds dt ds?
se concluye que
tl t//
@)= (o) ®)

y [ es birregular si « lo es.
Igual que en las curvas planas se define la longitud de una curva « : [ =
[a, b] — R3como

L(a) :/ab]a’(tﬂdt:/ab\/(fl—fy—k (%): (%)zdt
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Si o : I — R3es una curva regular, y ¢ty € I , la aplicacién
t

s:]9t—>s:s(t)=/ /()| dt €s (I)=J
to

es un cambio de pardmetro con s'(t) = [@/(t)|. Sit =s"1: J — I, la curva
reparametrizada f = « o t estd parametrizada por la longitud de arco (es
decir |5'(s)| =1 Vs)

2.2.1. Triedro de Frenet

Supongamos que « : I — R3es una curva parametrizada por la longitud
de arco (PPA). Llamamos vector tangente unitario a o a T'(s) = o/(s). Si «
es birregular entonces Span (o/(s),a”(s)) tiene dimensién 2, y se denomina
plano osculador de la curva a en s. Como (o/, ') = 1, se tiene

0= 4 (o, a) =2(a,a")
ds Y Y
y « es birregular si y solo si @”(s) # 0 Vs. Se denomina vector normal unitario
de o en s a curvatura de a en s a

N(s) = %a”(s) con k(s) = |o(s)]

y a Kk = k(s) se la denomina funcién de curvatura. Finalmente se define el
vector binormal de « en s:

B(s) =T(s) x N(s) (9)

Se denomina a (7', N, B) triedro (mévil) de Frenet para la curva o.

2.2.2. Foérmulas de Frenet

Supongamos que « : I — R? es una curva PPA, y sea (T, N, B) su triedro
de Frenet. Como (7'(s), N(s), B(s)) constituyen una base ortonormal, para
cada funcién vectorial X = X (s) s € I se tiene la identidad:

X =(X, )T+ (X,N)N + (X,B)B

En particular 7" = (T",T) T + (T', N) N + (T", B) B pero como (T, T) =
l,es 0 = (T,T)Y = 2(T",T) y T' = & es proporcional a N por lo que
(T", B) = 0. Finalmente (7", N) = («’’, N) = k, por lo que queda:

T = kN (10)

Nos proponemos calcular ahora N’ en funcién de (7', N, B). Tenemos N' =
(N',T)T+(N',N) N+(N', B) B. Como antes, (N', N) =0, y al ser (T, N) =
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0, se concluye (N',T) = —(T",N) = —k, y llamando a 7 = (N’, B) torsién
de «, queda:
N =—xkT+ 1B (11)

Finalmente B’ = (I'xN)' = T"x N +T x N' = kN x N + T x
(—=kT +71B) = —TN, es decir

B'= —1N (12)

Las férmulas (10), (11) y (12) constituyen las férmulas de Frenet que
pueden escribirse todas juntas:

T = kN
N' = —kT +7B (13)
B = —TN

2.2.3. Cailculo de la curvatura y la torsién

Sea v : I — R3 una curva birregular y tal que |o/| = 1. Se tiene entonces:
o = T
o = kN :
"= —k’T +K'N +k7B

que podemos escribir en forma matricial:

1 0 —k?
(o, a")y=(T,N,B)| 0 k K
0 0 &kt

tomando determinantes, y teniendo en cuenta que det (7, N, B) = 1 se con-

cluye
det(o/, a//’ a///)
KR = |O//| , T = |O[”|2 (]‘4)

donde la primera igualdad se obtiene tomando normas en o” = kN.

2.2.4. Curvas congruentes. Caracter intrinseco

Un movimiento en A : R® — R? viene definido por

T T a
y | =Aly |+ 0 (15)
z z

donde
aix G122 A4z
A= (ah a2, CL3) = G21 Q22 (32
31 (23 (33
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es una matriz ortogonal (A*A = TI) con det A = 1. Las ecuaciones (15) se
pueden interpretarse como las de un cambio de coordenadas, al sistema de
referencia cartesiano con origen en (a,b,c) y base (a1, as,ag). Por supuesto
aqui, (T,7,Z) representan las coordenadas en el sistema de referencia canéni-
co.

Si es una curva o : I — R3, la curva @ = Aca se llama congruente con .
Se tiene entonces

a = Aa+(a,bc)=
= (a/7 62//, a///) — A (O/, O//7 Oé”/)

en particular, como A : R? — R? preserva el producto escalar, se tiene:

1) Si @ es PPA entonces 1 = |o/| = |Ad/| = |&" y @ es PPA

2) Como & = Aa” es ko = || = |@"| = ka

3) Como det (&', a’, &"') = det Adet (¢/, ", ") = det (a/,a”,a") de
(14) se concluye que 7, = 75

Por tanto, la curvatura y la torsién asi como el pardmetro arco son in-
trinsecos a la curva.

De forma andloga a como se hizo en el caso de las curvas planas, se puede
calcular el desarrollo de Taylor (en el pardmetro) de la curva, expresada ésta
en la referencia cartesiana con origen el punto « (0) y con base ortonormal
la dada por (7°(0), N(0), B(0)) . Los primeros términos de dicho desarrollo,
cuando « estd parametrizada por la longitud de arco (es decir, cuando | o |=

1), son

x(s):s—%n2(0)33—|—...

1 1
y(s):%n(0)$2+6/€’(0)s3+...
z(s)zaﬁ(0)7(0)$3+...

Nuevamente se deducen de forma fécil propiedades sobre la geometria de
la curva. Por ejemplo, como la ecuacién del plano afin que pasa por «(0) y
tiene por direccién Span(T'(0), N(0)) (el llamado plano afin osculador, ver
2.2.6) es, en esta referencia, z = 0 y como es inmediato que la curva satisface
esta ecuacién hasta el segundo orden, resulta evidente que en el plano oscu-
lador hay tres puntos de la curva ”infinitesimalmente préximos” (es decir,
que la solucién s = 0 es, al menos, triple).

Noétese ((s) = (z(s),y(s)) es la proyeccién de « sobre el plano afin
osculador. Usando la férmula (6) se concluye que su curvatura plana rz(0)
coincide con la curvatura x(0) de o en s = 0.
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2.2.5. Cadélculos con parametro arbitrario

Sea o : I — R? una curva birregular a € I, s: [ — J, s(t) = [
el pardmetro arco y 3 : J — R3 la curva reparametrizada, es deci
a(t). Se tiene por definicién T, (t) = Tp(s(t)), Na(t) = Ns(s(?)
Bs(s(t)), ka (t) = kg (s(t)), Ta (t) = 75 (s (t)). Entonces:

dr., dT ds / /
e RO
= [/ (0)] ma (5 () Nils(8)) = [ (1) e (1) Na(t)

Se pueden determinar de forma andloga las derivadas N, y B, en funcién
de T, N,, B, (que llamamos ahora simplemente 7', N, B, obteniendose:

~—
™

Q

—~
~

~—
I

To()

S

T = /| KN
N = —|d|kT +|d/| 7B (16)
B = — || TN

que son las férmulas de Frenet con pardmetro arbitrario.

Como no siempre es fécil reparametrizar la curva « por el arco, nos pro-
ponemos dar algoritmos explicitos para el célculo de la curvatura r(t) la
torsién 7(t) y el triedro de Frenet T'(t), N(t), B(t) en cada t.

En primer lugar obsérvese que

da dp ds
"t) = —| = — —| =T3s(s(t "] =o' ()] T(¢
0= G| = T, |, =D W OI= O
si continuamos derivando, y aplicamos 16 obtenemos :
o = ||T
o = || T +|)kN , (17)
"= AT + foN +|o)P k7B

donde f7 y f2 son funciones I — R diferenciables donde f; y f2 son funciones
I — R diferenciables. En particular:

X a//’ det(a/7 O//7 a/l/)
K = 73 s T =

2
la/ x o]
Como vimos, el vector tangente unitario es

1
T=—d
||

Ademés usando (8) se concluye que Span (o/,a")ot = Span (', 5") (que
es el plano osculador) y

d 3
9 1By = x5 = (F) (@ xa”) o
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Como dt/ds > 0, ' x 8"y (a/ x @”) apuntan en el mismo sentido y se
concluye:
/ % "
la/ x o

2.2.6. Los planos y rectas del triedro de Frenet

Sea o : [ — R3 una curva birregular y (T', N , B) el triedro de Frenet.
Para cada t € I , los planos coordenados del triedro tienen los siguiente
nombres:

Span(T'(t), N(t)) es el plano osculador a v en t
Span(N(t), B(t)) es el plano normal a « en t
Span(T(t), B(t)) es el plano rectificante a o en t

Obsérvese que, para cada t € I, estos planos estdn en T, a(t)R:”. Se llama
plano vectorial osculador a « en t a Span(T(t) ,N(t)), que es un plano
vectorial de R3. El plano afin osculador a o« en t es el plano afin de R3
que pasa por «(t) y tiene por direccién Span(T'(t) , N(t)). Anslogamente se
definen los planos (vectoriales o afines) normal y rectificante a « en t.

Las rectas afines que pasan por «(t) y tienen por direcciones T'(t) , N(t) 6
B(t) se denominan, respectivamente, recta tangente, recta normal principal
o recta binormal a o en t.

Intuitivamente, la curvatura mide cuanto se desvia la imagen de la curva
de estar contenida en su recta (afin) tangente y la torsién mide cudnto se

desvia de estar contenida en su plano afin osculador.

2.2.7. Teorema Fundamental (versién tridimensional)

Dadas k(s), 7(s), s € [0, L] funciones diferenciables, con x > 0,y (T, Ny, By)
base ortonormal positiva de R3, existe entonces una tinica curva a(s) s €
[0, L] parametrizada por el arco que tiene a x(s), y 7(s) por curvatura y tor-
sién, y su triedro de Frenet en s = 0 es 7'(0) = Ty, N(0) = Ny, y B(0) = By.
En particular la curvatura y la torsién determinan la curva salvo movimientos
(directos).

Demostracion:

Si existe tal curva. Tomando:

T = (Ila x27'r3)
N == (QL‘4,$5,ZC6)
B - <I77'I87'r9>
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las férmulas de Frenet (13)dan lugar un sistema lineal de ecuaciones de la
forma

dxy/ds T
f =Al
dxg/ds T
donde los coeficientes de la matriz matriz A = A(s) dependen diferenciable-

mente de la variable s € [0, L] y es conocida a partir de las funciones x(s), y
de 7(s). Usando el teorema 2.2.8 de méds abajo, se concluye que fijado

€: (T07N0’B0) - (517527"'a£9) € Rg

existe un tnico ¢, € ® espacio de soluciones con ¢.(0) = &, lo que significa
que existe una unica solucién 7' = T'(s), N = N(s), B = B(s) que verifican
las ecuaciones de Frenet (13) y

(T'(0), N(0), B(0)) = (To, No, Bo)

Veamos que (7', N, B) constituyen un sistema de referencia ortonormal.
Para ello consideramos las derivadas de los productos escalares, que usando
nuevamente (13) verifican

(£ (T,T) =2x(T,N)
d
& (T)N)=r(N,N)—r(T,T)+7(T, B)
ds <T7B> = /{<T>B> _7—<T7N>
% (N,N) = —2x (T, N) + 27 (N, B)
& (N,B) =—k(T,By+7(B,B) —7(N,N)
| (B, B) =—-27(N,B)
lo que da lugar sustituyendo (T',T) =y, ..., (B, B) = yg a un nuevo sistema
lineal de ecuaciones diferenciales de la forma
dy/ds U1
.. -l ...
dye/ds Ys
que es automdticamente satisfecho por (T,7T) = ¢,,...,(B,B) = ¢4 , con

valores iniciales

(01(0), 92(0), ¢3(0), $4(0), ¢5(0), ¢5(0)) = (1,0,0,1,0,1)

y también por las funciones constantes ¢ = (¢y,...,%s) = (1,0,0,1,0,1)
por tanto (¢y,...,0s) = (1,0,0,1,0,1) y el sistema (7, N, B) es ortonormal.
Una vez determinado T' = T'(s) = (T1(s), T»x(s), T5(s)) Nos queda integrar

dx dy dz

E = T1<5)7 % = T2(3)7 % = T3(8)
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que dé lugar a una unica solucién por a(s) = (z(s), y(s), z(s)) tal que a(0) =
P = (20, Yo, 20)-

Finalmente si o, : [0,L] — R3 son dos curvas birregulares con k, =
Kg, Y Ta = Tp entonces el movimiento A que lleva (7,(0), N,(0), B,(0)) a
(15(0), N35(0), B3(0)) transforma a en una curva & = A« que con las mismas
condiciones iniciales que [ tiene la misma curvatura y torsién. Asi & = 3.
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2.2.8. Apéndice: Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales

Supongamos A = (a;;(s)) una matriz cuadrada cuyas entradas a;;(s)
s € [0,L] son funciones diferenciables con valores reales. Se considera el
sistema de ecuaciones:
dl’l/dt I
Al --- (18)
dx,,/dt T,

ysea ® = {¢ : [0, L] diferenciables: ¢ = (¢, . .. ¢,) satisfacen (18)}. Entonces
® es un espacio vectorial sobre R, y para cada £ € R” existe un tinico qbg ed

con ¢§(O) = E . Por otra parte, la aplicacion:
59 R" — gbg ed

resulta ser un isomorfismo lineal.
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3. SUPERFICIES: CONCEPTOS BASICOS

Intuitivamente hablando, una superficie es un subconjunto de R? liso, que
tiene dimension dos (juna sabana flotando?). Otra aproximacién intuitiva
estd ligada al hecho de admitir que cada punto de la superficie, tenga un
plano tangente bien definido. Piense el lector en cada uno de los ejemplos
graficos que se dan a continuacién. ;Son superficies?, ;porqué si? ;porqué
no?

@@@ﬁm
S s e

3.1. Preliminar: Funciones diferenciables

Sea U abierto de R". Una F' = (Fi,...,F,) : U — R™ se dice difer-
enciable, si cada componente F; : U — R es de clase C*°, es decir, admite
derivadas parciales de todos los érdenes.

Sean S C R", y T C R™ una funcién F' : S — T se dice diferenciable si,
para cada punto p € S, existen un abierto U de R" que contiene a p y una
funcién diferenciable F': U — R™ tales que F' | UNS = F | U NS. Se dice
que F : S — T es difeomorfismos, si es diferenciable, biyectiva, y su inversa
F~1:T — S es también diferenciable

Resulta inmediato que la composicién de aplicaciones diferenciables entre
subconjuntos es también diferenciable, y la composicién de difeomorfismos,
es difeomorfismo.

Por otra parte el conjunto F (S) : {f:S — R : f diferenciable} tiene
estructura natural de anillo, denominado anillo de funciones de S.

3.2. Aproximacion al concepto de superficie.

Estableceremos aqui algunas sugerencias como definicién formal de su-
perficie. Despues decidiremos cual es la mejor.
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3.2.1. Grafica de una funcién

Sea z = ((z,y), ¢ : © — R (2 abierto de R?) una funcién diferenciable.
Se llama grafo de f al conjunto

M ={(x,y,2) € R3: (x,y) € Q, z=((z,y)}

Nuestra definicién se superficie, deberia contener a los grafos de las funciones
diferenciables como caso particular.

3.2.2. Ceros de una funcién

Sin embargo, no todas las superficies dberfan poder describirse global-
mente asi. Por ejemplo, la superficie de una esfera

$* ={(2,y,2) 1 a? +y* + 27 =1}

deberia ser considerada superficie, pero no es el grafo de ninguna funcién.
Sin embargo, si lo es localmente, ya que el grafo de la funcién z = /22 + 32
definida en Q = {(z,y) : 2? + y* < 1} describe el hemisferio norte:

S ={(z,y,2) €S*: 2 > 0}

De forma maés general

3.2.3. Teorema (simplificado) de la funcién implicita

Sea F' : D — R una funcién diferenciable definida sobre un abierto D
de R3. Tomemos en R coordenadas (z,y, z). Supongamos que existe un
punto p = (a,b,c) € D en el que F(p) =0y (0F/0z) (p) # 0. Denotemos la
proyeccién por

m:R® 3 (z,9,2)—(z,y) € R?.

Entonces existen: un abierto 2 de R? con (a,b) € €, un intervalo abierto .J
con ¢ € J y una funcién diferenciable ¢ : 2 — J verificando las siguientes
condiciones:

{ QxJcCD y ademas
{(z,y,2) € QX J [ Flz,y,2) =0} ={(z,y,((z,y) | (z,y) € 2}

Naturalmente el teorema admite un enunciado andlogo si se supone por
ejemplo que (0F/0x) (p) #0 .

En particular, si M = F~1(0) es el conjunto constituido por los ceros de
una funcién diferenciable F' : D — R | tal que DF(p) es de rango 1 , para
todo p € M, entonces M se ve localmente como la grifica de una funcién y
deberia ser considerada superficie.
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3.2.4. Superficies parametrizadas.

Otra idea es pensar una superficie como una curva bidimensional:

x = x(u,v)
P:U—R P:{ y=y(uv)
z = z(u,v)

donde U es un abierto R?. Para evitar autointersecciones y colapsos se exige,
que P sea:

1. Inyectiva,es decir si P (uy,v1) = P (ug,v2) entonces necesariamente es
Uy = Uz, V1 = V2

2. Regular. Esto significa que, P diferenciable y que

dz/Ou Ox/ov
rg(DP)=rg | Oy/Ou 0y/dv | =2 para todo (u,v) € U
0z/0u 0z/0v

La superficie M seré la imagen de P.

La inyectividad es necesaria, pues si no podriamos tomar la "superfi-
cie"que es imagen M de la aplicacién regular (jcompruébese!)

P(u,v) = (sinu,sin2u,v), — % <u< %, —0<v <0
se trata de un cilindro, cuya base tiene la forma de la letra «, como se ve en
la figura
A esta M no deberia llamarsele superficie. Lo que sucede es que P no es
inyectiva, ya que P(0,v) = P(m,v).
Sin embargo, las propiedades 1 y 2 no garantizan ain la ausencia de
situaciones patoldgicas. En efecto, tomando ahora

P(u,v) = (sinu,sin2u,v), 0 < u < 2w, —o00 < v < 00

puede probarse que P es inyectiva, y su imagen M es un cilindro cuya base
tiene la forma del sfmbolo oco.
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z
Y
x -
Figura 1:
i
¥
x -

Esto tampoco deberia ser considerado superficie. Lo que sucede ahora es
algo mas sutil: la aplicacién P~ : M — U no induce homeomorfismo sobre
su imagen.

Asi que anadimos a las dos anteriores, una tercera y molesta propiedad:

3. Para todo (ug,v) € U existe A abierto de R3, con P (ug,v9) € A y una
aplicacién continua ¢ : A — U tal que ¢ (P (u,v)) = (u,v) para todo
(u,v) tal que P (u,v) € A

3.3. SUPERFICIES

Establecemos aqui una definicién formal de superficie, y analizamos su
relacién con las ideas sugeridas en el epigrafe anterior.
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3.3.1. Coordenadas

En adelante mantendremos una doble notacién para las coordenadas. Asi,
si tomamos coordenadas (x,y, z) en R3 | implicitamente las estaremos iden-
tificando con (x1, 29, x3) segun la sencilla regla © = 1 , y = x5 , 2 = 23 .
Coordenadas (u,v) en R? se identificardn con (uy, u) segin u = uy, v = us.

3.3.2. Concepto de superficie (regular)

Un subconjunto M de R?® se llama superficie (regular) si cada punto
p € M, tiene un entorno abierto U en M que es superficie parametrizada
P:U —U. Se dice entonces que P es una parametrizacion local de M.

Una observacién elemental, aunque importante, es que un abierto A de
una superficie M es también una superficie.

Observese que el grafo M = {(x,y,2) € R® : (z,y) € Q, z = ((z,y)}
de una funcién diferenciable ¢ : Q@ — R (Q abierto de R?) es una superfi-
cie, ya que la aplicaciéon P : Q@ — M con P(u,v) = (u,v,((u,v)) es una
parametrizacién global. Nétese que P~ =7 : M > (z,y,2) — (z,y) € Q.

3.3.3. Anadlisis local de una parametrizacion.

Consideremos una parametrizacién local de una superficie M:

7U)

)

a(
y(
2(

y supongase que en cierto punto wy = (ug,v9) € U, y sea p = P(wg) =

(a,b,c). Se verifica
det(@(m) )7&0

0 (u,v)
y sea m : R® — R? la proyeccién 7(z,y,2) = (z,y). Entonces

~ {xzx(u,v)

I~

P:U—R3P:

e

Y

S
I
2=
<

b

P=moyp:
7 v =y(u,0)

define por el teorema de la funcién inversa, un difeomorfismo P: Uy — Q de
un entorno Uy de wy en un abierto € de R? que contiene a p = 7(p).
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Asi Uy = P(Uyp) es un abierto de M que podemos suponer de la forma:
Uy = (Q X J) NnM

siendo J un intervalo abierto de R que contiene a la tercera componente ¢
de p. Tenemos asf el diagrama:

Uy —F Uy

(0

A}

Q

La aplicacién ¢ = PoP':Q — U verifica mo ( = 7w o <Po]3*1) =

Po P! = idg es decir:

C(x,y) = ($7y>C3($7y)) V(x,y) € Q

y se verifica

Uy = P(Ug) = (P o P7)(Q) = () = {(@,y, Cal. ) (w) € Q)
por tanto:

Conclusién 1:

En un entorno del punto del punto p, la superficie se ve como la grifica
de una funcion.
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Por otra parte, la aplicacién ¢ : Q x J — Uy tal que ¢(z,y, z) = P~ (z,y)
es diferenciable, y verifica la propiedad:

Gy, 2) = PN (x,y,2) V(z,y,2) €Uy = (Qx J)N M

ya que ¥(u,v) € Up es ¢ (P (u,v)) = P~ (7o P (u,v)) = (u,v). Por tanto

Conclusién 2:

Una parametrizacion P : U —U, es un difeomorfismo (segin la definicion
dada en 3.1) de un abierto U de R?* en un abierto U de M.

Finalmente usando la conclusién 1, se obtiene la

Conclusién 3:

Si se sabe que M es superficie, y P : U — R?® es una aplicacion diferen-
ciable definida sobre un abierto U de R?, que verifica 1) im (P) C M; 2) P
es inyectiva; 3) rangoDP = 2, entonces se prueba que U = im (P) es abierto
de M,y P : U — U es continua. Por tanto, P es parametrizacion local
de M.

En efecto, por la Conclusién 1, podemos suponer sin pérdida de gener-
alidad, que M es el grafo M = {(z,y,2) € R®: (z,y) € Q, z = ((x,y)} de
una funcién diferenciable ¢ : 2 — R (Q abierto de R?). Tenemos entonces

r=ux
P:U—=RP:{ y=y
z2=2z
con z(u,v) = ((z (u,v),y (u,v)), usando la regla de la cadena queda
0z/0u \ _ OC ( O0x/0u n ¢ ( dy/ou
0z/ov ) Oz \ Ox/0v oy \ O0y/ov
y como ranDP = 2, se concluye que det (%) # 0 en todo punto, y asf

P = mo P es difeomorfismo sobre su imagen P (U) = 7 (i) que es abierto de
R2.Como 7 : M — § es homeomorfismo es U = 7! (]3 (U)) abierto de M,

y P~ = P~Lor es continua. Asf P es parametrizacién local.

Si se suprime a priori a P la condicién de inyectividad, atin podria afir-
marse que P es localmente inyectiva y por tanto define una parametrizacion
local en torno a cada uno de sus puntos.

3.3.4. Definiciones equivalentes de superficie.

De todo lo dicho se desprende que las definiciones que siguen son equiv-
alentes:

Una superficie es un subconjunto no vacio M de R3, con la propiedad de
que cada uno de sus puntos tiene un entorno que es, alguna de las tres cosas
que siguen:
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A. Una superficie parametrizada.
B. La gréfica de una funcién.diferenciable.

C. Difeomorfo a un abierto de R?

Solo la tdltima posibilidad requiere de alguna explicacién, pues serfa nece-
sario demostrar, que si P : U —U es difeomorfismo y ¢ : R3 Dy A — U es
tal que ¢ (P (u,v)) = (u,v) para todo (u,v), entonces rg (DP) = 2, lo cual
se deduce de la regla de la cadena.

3.3.5. Cartas

Si P : U —U es una parametrizacién (local) de una superficie M y de-
notamos por P~! = ¢ = (u,v) : U —U la aplicacién inversa, se denomina
carta de M al par (U, ). Si p € U denotamos

que se denominan coordenadas del punto p.

3.3.6. Compatibilidad de cartas

Si (U, p=P71), U, @zﬁ_l) son dos cartas de una superficie M, con U N U
no vacio, es facil probar (usando la conclusién 2 del epigrafe 3.3.3) que la
aplicacion cambio de carta

BoPpUNU) —B(UNU)

es un difeomorfismo. Las correspondientes ecuaciones: 4 = (uogoP) (u,v), v =
(vo®o P) (u,v) , abreviadamente 4 = u(u,v) , v = 0(u,v) , se llaman ecua-
ciones del cambio de coordenadas.

3.4. ESPACIOS TANGENTES A SUPERFICIES

3.4.1. Cono tangente a un subconjunto en un punto

Sea S un subconjunto de R™ y p € S. Se denomina cono tangente a S en
p al conjunto

7,8 :={d(0) |a € C(p,S)},

donde C(p, S) es la familia de curvas por p en S, es decir curvas diferenciables
a: ] — R" tales que 0 € I, y a(0) = p,. Obsérvese que 7,5 coincide con
T,U cuando U es abierto de S' en la topologfa relativa de Sy p € U ; en
particular, R" = T,R" = T, U cuando U es abierto de R" y p € U .

T,S no tiene por qué ser en general subespacio vectorial de R?® ; sin
embargo, como vamos a ver, sf lo es cuando S es una superficie de R? :
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3.4.2. Plano vectorial tangente a una superficie en un punto

Sea P : U — U una parametrizaciéon de una superficie M . Dada cualquier
curva o : [ — U C R3 | es facil ver (usando de nuevo el epigrafe 3.3.3) que
0= (poa): I — U es también una curva (esto es, diferenciable), que
podemos escribir como o(t) = (u(t),v(t)) que es la representacién analitica
local de a.

Se tiene a(t) = P (u(t),v(t)) y entonces, usando la regla de la cadena se
tiene:

da OPdu n 0P dv
dt  Oudt Ovdt
sipelU ,yaeC(p,U) entonces o € C(¢(p),U) por lo que particularizando
la igualdad anterior en t = 0, se concluye que
so(p))

or op
ou’ Ov

oP
T,M = Span (%

or
»(p) v

ahora bien, como el rango de la matriz

Ox/0u Ox/0v
DP = | 0y/ou 0Oy/ov | = (
0z/0u 0z/dv

es siempre igual a dos, se concluye que dim 7,M = 2. Cualquier vector
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€ = (&1,€5,&3) € T,M puede escribirse en la forma

&1 P
£ = 3 = <8P ) ( ?D )
¢(p) 2

¢ ou
3
las componentes (ff ,55 ) de se denominan ¢ son las locales respecto a P,
mientras que (£;,&,,&;) se denominan componentes extrinsecas de &.

Con esta notacion, la velocidad de una curva o : I — U ent = 7 se
escribe

oP

©(p) O

_du 0P

, dv, . OP
/(1) = (1) 5~ —

+ 7 5

?

pa(r) pa(T)

siendo (¢ o a)(t) = (u(t),v(t)) la correspondiente expresién analitica de «

3.4.3. Cambio de coordenadas

Sean (U, p = (u,v)), (U, % = (u,v)) dos cartas de una superficie M, con

p E€UNU . Se deduce entonces,

2

oP
aui

=3 L) %P

= auz

»(p) »(p)

donde u; = u;(u,v) son las ecuaciones del cambio de carta (recordar 3.3.6).
O de forma matricial y simbdlica:

(5e-5e) = (55 3t <19>

En efecto basta aplicar la regla de la cadena a la identidad:

P(u,v) = P (a(u,v),v(u,v))

3.5. La diferencial de una funcién
3.5.1. Recuerdos de algebra lineal

Una matriz A con coeficientes en R del tipo

ay; ... Qip

A:

aml1 --- Amn
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ai;
puede escribirse A = (ay,...,a,) , donde a; = : .Por razones de
Ami
comodidad tipogréfica, preferiremos en general escribir los vectores en for-
ma de fila, asi en este caso a; = (ay;, ..., Gmi). No obstante, mantendremos
en estas notas el siguiente criterio: los elementos de R™ serdn considerados
indistintamente vectores fila o columna, dependiendo del contexto.
Una matriz A como la anterior, se interpreta como una aplicacion:

A:R'"3E— AEeR™,

donde A¢ denota el producto matricial de A por la matriz columna & € R™.
Obsérvese que A representa la tinica aplicacién lineal de R™ en R™ que trans-
forma la base canénica (€, ..., €,) de R™ en el sistema ordenado (ay, . .., a,) de
vectores de R™.Supuesto m = n, la condicién para que (ay, . .., a,) constituya
una base ortonormal de R"es que AA? = I. En este caso la transformacién
(o la matriz) A se dice ortogonal. El conjunto O(n) de transformaciones or-
togonales tiene estructura natural de grupo. Es inmediato ver que la matriz
A es ortogonal si y sélo si preserva el producto escalar:

< AE A >=< £, >, VE i €R"

Si A e On),e 1 =det(lI) = det(AA") = (detA)?. Por tanto detA =
+1. Si detA = 1, se dice que A es ortogonal positiva, o también que la
base (dy,...,d,) es ortonormal positiva. El conjunto SO(n) := {A € O(n) |
det A =1} es un subgrupo de O(n) cuyos elementos se llaman rotaciones.
En el caso de R?, es facil ver que A € SO(3) si y sélo si preserva el producto
escalar y el vectorial, es decir:

<AL An>=<&n> y (A x (An)=Exn , VEneR

Sip,q € B, definimos la distancia entre ambos puntos por d(p,q) :=|
q—p | . Un movimiento en R™ es una biyecciéon A : R — R"™ que preserva
la distancia, es decir, d(p,q) = d(A p, A q). Se prueba que todo movimiento
puede expresarse en la forma:

A:R"s5p—-Ap+E&e R, (20)

donde A € O(n) y £ € R™.
El movimiento se dice directo si A € SO(n) ; en este caso, se denomina a
A la rotacion de A



3 SUPERFICIES: CONCEPTOS BASICOS 39

3.5.2. Recuerdos de andlisis

Sea F' = (Fy,...,F,) : U— R™ funcién diferenciable definida sobre un
abierto U de R". La matriz jacobiana:

3F1/8x1 8F1/8xn
DF = : :
OF,,/0xy --- OF,/0x,

induce en cada punto p € U, una aplicacién lineal Se llama diferencial de F
en p € U a la aplicacién lineal

DF(p) :R" > ¢ — DF(p)¢ € R™ ;

endonde & = (§,...&;). Es decir, se trata de la aplicacién lineal que tiene por
matriz, respecto de las bases canénicas de R" y de R™, la matriz jacobiana
DF(p).

El vector DF(p)¢ € R™ puede determinarse geométricamente de la sigu-
iente forma:

Témese cualquier curva diferenciable o : I — U por p (esto es, a(0) =
p) y tal que o/(0) = £ . Entonces DF(p)¢ es precisamente el vector velocidad
delacurva Foa: I — R™ent =0:

DF(p)§ = (Foa)'(0) (21)

En particular (F o« ) ’(0) solo depende de o/(0) = ¢
En efecto, si a(t) = (x1(t), ..., x,(t)) entonces (F o a) (t) = (y1(t), ..., ym(t)),
con y;(t) = Fj (z1(t), ..., x,(t)). Aplicando la regla de la cadena se concluye

que
n

=1

dt ~ 4= Ox; dt

y particularizando para t = 0,

Z oz (p) i

t=0 =1

dy;
dt

n OF:

de donde se deduce (21)
Observese que si F'=A:R" 5 p — Ap+ £ € R™ es una aplicacién afin
(A es matriz de n filas y m columnas y £ € R™) entonces DF = A

3.5.3. Plano tangente en implicitas

Sea, M una superficie y sea V C M un abierto (en la topologia relativa)
de la forma ¥V = F~1(0) , con F tal como se detalla en el Teorema 3.2.3.
Entonces se verifica, para todo p € V,
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T,M =ker(DF |, )

En efecto, si a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) es una curva en M con «a(0) = p,
entonces la funcién ¢(t) = F(x(t),y(t), 2(t)) es constante, y por la regla de
la cadena se tiene

yen . OF| dx oF| dy oF| dz
O_¢(O)_8xpdt0 &ypdto 8zpdt0
= DF |, d/(0)

esto prueba que T,MCker(DF |, ) el otro contenido es por razén de
dimensiones.

3.5.4. La diferencial

Sean M y M un superficies de R® y sea F' : M — M una funcién difer-
enciable. Si p € M y & € T,M , entonces, eligiendo a € C(p, M) tal que
a/(0) = £, se verifica loca,lmente Foa=Foac C(F(p), M) (la notacién
F es la del apartado anterior); asi queda definida sin ambigiiedad una apli-
cacion:

dFE(p) : T,M 3 & =d/(0) — (Foa)(0) € TpgM . (22)

Naturalmente dF'(p) resulta ser la restriccién a 7, M de DFE(p); por tanto,
dF (p) serd una aplicacién lineal, denominada diferencial de F' en p.

3.5.5. Difeomorfismos entre superficies

Como se vié en 3.1 una aplicacién F : M — M entre superficies se llama,
difeomorfismo, si es diferenciable, biyectiva, y su inversa es también diferen-
ciable. Un criterio practico para certificar que una biyeccién F : M — M
es difeomorfismo, consiste en comprobar que hay una parametrizacién local
P:U —U en torno a cada punto p € M de forma que P = Fo P : U —F (i)
es una carta de M. Por otra parte, si F' : M — M es difeomorfismo, lo
anterior sucede para toda parametrizacién local P:U —U de M.
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Observese que con estas parametrizaciones, un punto p de M con P-
coordenadas (ug,vp) se transforma en el punto F(p) con las mismas P-
coordenadas(ug, v9) . También un vector ¢ € T,,M, con coordenadas (5(1), €g)

respecto a la base(@P/ Ol (0 1) » OP/ OV (uo’vo)) se transforma mediante dF'(p)
en un vector en Tr(,) M con las mismas coordenadas (f(l), §g)respecto de la
correspondiente base (8?/ Ol (0.0) ,OP/0v| (o U0)>.

3.5.6. Congruencias

Sean M y M superficies de R? . Una aplicacién ¢ : M — M se llama
congruencia si existe un movimiento A : R?>— R? de forma que ¢ = A |y, es

decir: i
p:M>3p— Alp) e M

Se dice entonces que las superficies M y M son congruentes, y escribimos
M = M. Como los movimientos en R? son difeomorfismos, también lo son
las congruencias entre superficies.

Puesto que, la inversa de una conguencia y la composicién de congruencias
son congruencias, se concluye que la relacién de congruencia es relacién de
equivalencia.

Recordemos que para las curvas en el espacio, se habian definido invari-
antes geométricos computables de congruencia, (arco, curvatura y torsién)
que nos permitian decidir cuando dos curvas son congruentes.

Un problema central de la teoria de superficies es el determinar invariantes
geométricos computables de congruencia con andlogo fin.



4 LAS FORMAS FUNDAMENTALES, 42

4. LAS FORMAS FUNDAMENTALES,
4.1. PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL.

Debemos imaginarnos una parametrizacion local P : U — U C M sobre
una superficie M como un mapade un trozo abierto U de M. Los mapas de
la tierra tienen escala. Por ejemplo 1 : 1000000 significa que 1cm lineal sobre
el mapa equivale a 1000000 de cm. , es decir a 10 Km en ela realidad. ;Pero
esto es exacto?. Veremos que sea cual sea el procedimiento utilizado para
confeccionar el mapa la escala no da suficiente informacién.

4.1.1. Longitudes de curvas.

Supongamos M superficie parametrizada por P = P (u,v)

r=x(u,v)
P:< y=vy(u,v)
z =z (u,v)

y sea « : [a,b] — M una curva que se dibuja en el mapa como

az{u:u(t)

v=uv(t)
entonces « (t) = P (u (t),v (t)) y por la regla de la cadena

_or
- Ou

oP

o (t) u' (t) + 0

V' (t)

o(t)

o(t)

asf tenemos que |o/ (t)|* =

oP 0P )2 oP OP
<8u’8u>o(t)u(t) +2<8u’8@>

las funciones

OP OP OP OP OP OP
e () P (ww) o (wa)
E =FE(u,v), F = F (u,v), G = G (u,v) se llaman coeficientes de la primera

fundamental, y en principio sirven para calcular las longitudes reales de las
curvas dibujadas en el mapa pues

v [tor= [\ foewron (7 §)

'U/ (t)Q

o(t)

o (£) 0 (1) + <‘g—f,%—f>

o(t)
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4.1.2. Matriz de la primera forma fundamental

A la matriz < ? g se denomina matriz de la primera forma funda-

mental respecto a la parametrizacion P = P (u,v). Obsérvese que

(? g) — (DP)'DP

Sean P = (u,v)), P = (4,v)) dos parametrizaciones de M, con cambio
de cooordenadas:
u = u(u,v)
¢: v =0(u,v)

entonces la férmula (19) de cambio de coordenadas puede escribirse:
J(u,v)
9 (u, )

DP = DP|., .,
y por esto
E F 0wn)\' (E F 0 (u, )
DP)' DP = = : = = : 23
(DP) (F G> <a(u,v)) FG ) \9(u,0) (23)
y esta es la relaciéon que existe entre las matrices de la primerta forma fun-
damental respecto a ambas parametrizaciones.

4.1.3. Formas bilineales en superficies.

Una forma bilineal sobre una superficie M es un operador B que asocia,
a cada punto p € M, una forma bilineal B, : T,M x T,M — R verificando
la siguiente propiedad de diferenciabilidad:
Para cada punto p € M, existe una carta (U, P~ = ¢ = (u,v)) conp € U
tal que las funciones:
) (i.j =1,2)
(u,v)

son diferenciables. Las funciones: bf; se denominan componentes de B en la
carta (U , p).

Observese que si B es forma bilineal sobre una superficie M, entonces, las
componentes bf;- de B en cualquier otra carta (U, ¢) son también diferencia-
bles en virtud de la siguiente

oP

0P
bi; = bij (u, 'U) =8 (aUZ

(u,v

Proposicién 4.1.3.1 Sea B una forma bilineal sobre M , sean (U, P~ =
o = (u,0)), U, = ©=(4, 7)) dos cartas de M y sean bf, bl las corre-
spondientes componentes de B. Si la aplicacion cambio de carta

PoP:oUNU)—BUNU)
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tiene por ecuaciones (ver 3.3.6) u; = u;(u,v), teniendo en cuenta 3.4.3 se
concluye que:

PSRN g,

Kl
u; ou
k=1 818]

o5 = (705) (0 75 21

4.1.4. Primera Forma Fundamental.

es decir

El producto escalar ordinario de vectores en R? induce un producto escalar
sobre cada espacio tangente 7T,/ a una superficie. Es la llamada primera
forma fundamental, que permite determinar sobre la superficie medidas de
longitudes de curvas.

Si M es una superficie de R® y p € M, entonces T,M es un subespacio
vectorial 2-dimensional de T,R* = R3 y, por tanto, es un plano euclideo. En
estas condiciones, se tiene la siguiente :

Definicién 4.1.4.1 Dada M superficie de R?, existe una tnica forma bi-
lineal sobre M (que denotamos por I) de manera que, para cada U abierto
de M y&,neT,M, setiene:

I(&n) =< &n >

Se denomina a I primera forma fundamental de la superficie M . Usualmente
escribiremos < £,m > en lugar de I1(£,n).

Expresién analitica local Sea M una superficie de R3. Presuponiendo
que se ha fijado de antemano una carta (U , ) de M , las componentes g;;
de la primera forma fundamental I se escriben:

0P 0P 0w dm
Jij = 8ui’ 8u]‘ N 1 8ul Guj )

Introducimos los siguientes nombres para los coeficientes g;; (que son
estdndar en la bibliografia)

oP OP oP OP oP OP

E =g =< EE = g2 =< EVr G = g0 =< 90 0o

que se son justamente coeficientes de la primera forma fundamental de M .

Si
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2

or
§=> ¢ o

i=1

2

=0
) i=1

oP
auz (U,U)

S TP(u,U) M

<77£ ) .
(u,) 772

€]* = E (u,v) (67)% + 2F (u,v) &6 + G (u,0) (£5)* .

(u7v

, entonces se tiene:

2
<en-=Y wehf =) (£ §)

1,7=1

en particular,

4.2. SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Hay otra forma bilineal fundamental sobre cada 7,M que controla las
curvaturas (normales) en p de las curvas contenidas en la superficie. Es la
denominada segunda forma fundamental. Las dos formas fundamentales con-
tienen toda la informacién geométrica de la superficie.

4.2.1. Campos normales a una superficie.

Un vector v € R? se dice que es normal unitaria a un plano II vectorial
de R? si se verifica que < v, v >=1,y <v,{>=0, VeIl

Un plano IT de R? tiene exactamente dos normales unitarias +v , y cada
una de ellas define una orientacion de II en el siguiente sentido:

Una base (£,n) de II se dice que es(td) positiva(mente orientada) (con
respecto a v ) si el vector £ X 7 tiene el mismo sentido que v , es decir, si <
€ X n,v > es positivo, lo cual equivale a decir que det(§,n,v) > 0.

Una normal unitaria a una superficie M, es una aplicacién diferenciable
v : M — R3 sobre una superficie M de R? tal que v(p) es normal unitaria a
T,M , para todo p € M. No siempre existe una normal unitaria v € Xy a
una superficie M pero, cuando existe, se dice que M es orientable y v define
una orientacion en M. Asi, dar una orientacién en M supone establecer una
orientacién sobre cada espacio tangente 7,M y que esta orientacién varie
diferenciablemente al mover el punto p sobre la superficie.

Si la superficie M es conexa y orientable, admite exactamente dos ori-
entaciones.

Una carta (U, ¢ = (u,v)) de M induce una orientacién sobre U, que es la
definida por la normal unitaria:

= OP/0u x OP/0v
" |OP/0u x OP/ov|
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Supondremos, en adelante y salvo aviso explicito, que M es una superficie
conexa de R? orientada por una normal unitaria v. Asf pues, todo lo que sigue
es igualmente vélido en el dominio de una carta. El signo de algunas funciones
que aqui se van a establecer va a depender de la orientacién elegida. El lector
decidira cudles.

4.2.2. Aplicacién de Gauss

El campo normal v se puede interpretar como una aplicacién diferenciable
v: M — S? C R3, y asf interpretada se denomina aplicacion de Gauss.

Vi) T,M=T,8
e
8]
xS
M 5

4.2.3. Operador de Weingarten

Es importante observar, que para cada p € M, el vector v(p) es normal
a T,M y a T,S? por tanto, ambos planos vectoriales coinciden, y dv(p) :
T,M — T,S* = T,,M resulta ser un endomorfismo. Se denomina operador de
Weingarten en p al endomorfismo

L,=—dv(p): T,M — T,M

Concretando: si § € T,M y o : I — M es una curva por p en M con o/ (0) = &,
se tiene:

L,(§) =—(voa)(0)

en particular, si se ha fijado una carta (U , ¢ = (u,v)) de M, podemos escribir

para cada p € U
. ( ap ) _ 9(woP)
"\ 0w o(p) Ou;

4.2.4. Curvatura normal de curvas en superficies orientadas.

(25)

»(p)

Sea a : I 3 s — «fs) € M una curva birregular parametrizada por
la longitud de arco, sea {T', N, B} el triedro de Frenet de a y sea k(s) la
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curvatura de « en s. Se llama curvatura normal de « en (M, v) ala proyeccién
del vector de curvatura o sobre la direccién normal, es decir:

k' =(a"Jvoa) : I - R;

como la curvatura k de « verifica o =T" = kN , denotando por ¥(s) € [0, 7]
el d4ngulo (no orientado) definido por N(s) y v(a(s)) se tiene:

K"(s) = k(s) < N(s),v(a(s)) > = k(s)cosv(s), Vs € I ;

obsérvese que, en los puntos s € I en los que N(s) = tv(a(s)) , se verifica
kY (s) = £k(s).
Por otra parte, como < T,v o a >= 0, derivando se tiene :

0=<T' voa>+<T,(voa) >;
En particular, si a(0) =p y T(0) = £ € T,M , se concluye que:
£Y(0) = — < dv(p)(§),§ >= (£, (£) . €) -

Como consecuencia se obtiene el siguiente:

4.2.5. Teorema de Meusnier

a) Todas las curvas birrequlares en M que tienen en un punto p de su
trayectoria la misma recta tangente tienen en dicho punto la misma curvatura
normal.

b) Todas las curvas birequlares en M que tienen en un punto p de su
trayectoria el mismo plano afin osculador (no tangente a M en p) tienen en
dicho punto la misma curvatura.



4 LAS FORMAS FUNDAMENTALES, 48

Probemos el apartado b): Supéngase «, 3 : I — M, parametrizadas por
el arco, a(0) = p = B(0), y sea II el plano osculador comin no tangente a
M en p. Entonces o/(0),'(0) € T,M NIl = L que es una recta vectorial.
Asf necesariamente es o/(0) = +4'(0), ya que |o/(0)| = |5'(0)| = 1. Podemos
suponer que ' (0) = 3'(0) pues caso contrario sustituirfamos 3(s) por 8(—s).
Ademds o(0),3”(0) € II y son ortogonales a L, luego son necesariamente
proporcionales: 3”(0) = Aa’(0) con A € R. pero por a) se deduce que:

k7(0) = (8"(0),v(p)) = A(a"(0),v(p)) = (a"(0), v(p))

Como « tiene plano aoculadior en s = 0, se verifica o”’(0) # 0 entonces,
necesariamente es (”(0),v(p)) # 0, pues si (' (0),v(p)) = 0, entonces seria
I = span(a/(0),a”(0)) = T,M. asf se deduce que A = 1, y 3”(0) = o/(0) por
lo cual tienen la misma cuevatura k = |”(0)| = |5"(0)|

Dados p € M y & € T,M, con |{| = 1, tendria sentido (por a)) definir
la ”curvatura normal de (M, v) segun el vector unitario” £ como el nimero
real — < dv(p)(€),€ > . Ahora bien: dados p € M y € € T,M, con £(# 0,,)
arbitrario, se verifica

(Lp(A), AE) _ (L£p().€)

AN <ges o MFOER,
por lo que definimos la curvatura normal de (M, v) en la direccion de & como
el nimero real

I‘iy(f) ::< ‘Cp(£>7§ > .
<& E>
Se llama seccién normal de M en p definida por &, a la curva interseccién
de M con el plano afin paralelo a £ y v(p) que contiene a p. Entonces k(&)
puede interpretarse (salvo el signo) con la curvatura en p de de dicha seccién
normal

(26)
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4.2.6. Segunda Forma Fundamental

Definicién 4.2.6.1 Dadas M superficie de R® y v orientacion en M, existe
una unica forma bilineal sobre M (que denotamos por I1) de manera que,
para cada U abierto de M y §,m € T,M , se tiene

I1,(§m) = (L, (§) ,m)

Se denomina a Il segunda forma fundamental de la superficie orientada
(M, v).

Se verifica:

1. SipeMyé&neT,M: IL,(£n) = (L,(E),n)
2. Sipe My&eT,M (£+#0,) :

11,(¢,€)

O =T e

(27)

4.2.7. Una interpretacién geométrica de la Segunda Forma Fun-
damental.

Sea (M, v) una superficie orientada de R? y sea p un punto de M. Defin-
imos la aplicacion altura h, : R® — R por la relacién:

hy(z) :==< pz,v(p) > , Yz € R® .

Asi, los puntos x € M para los que h,(x) > 0 estardn situados a un lado
del plano afin tangente a M en p y los = para los que h,(z) < 0 al otro. Pues
bien, vamos a ver que es precisamente la segunda forma fundamental /7, en
p la que nos proporciona (hasta el ”segundo orden”) este tipo de informacién
sobre la funcién h, en las proximidades de p. En efecto:

Sea £ € T,M, con [{] = 1, y sea @ : I — M una curva birregular
parametrizada por la longitud de arco y tal que «(0) = py o/(0) = £ .
Estudiemos el comportamiento, en torno al 0 € I , de la funcién h,oa : [ —
R. Se tiene:

e
d(hy o @) (0) = d < pa(s),v(p) >(0)

_ / _ .
dS dS —<C¥(0),I/(p) >_0 )

como (h, o a)(0) = 0, si por ejemplo fuera d?(h, o a)/ds*(0) # 0 , entonces
h, o a presentarfa un extremo local estricto en 0 € I , lo que nos permitirfa
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concluir que, para I pequeno, a([) estarfa situada a un solo lado del plano
afin tangente. Ahora bien, usando 4.2.4 y (27) se concluye que

%@ =< a/(0),v(p) >= w"(&) =I1(£E)

lo que nos permite concluir que, efectivamente, /I, controla (hasta el "se
gundo orden”) el comportamiento de h, en las proximidades de p.

De esta interpretacién pueden sacarse interesantes propiedades geométri-
cas sobre cémo es la superficie. Por ejemplo, si la segunda forma fundamental
es definida, la superficie debe estar, en un entorno del punto en cuestion, a
un solo lado del espacio afin tangente; y si es no degenerada pero no definida,
entonces deben existir dos rectas en el espacio afin tangente que dividen a
éste en cuatro sectores, estando la superficie por encima o por debajo de ellos
alternativamente.

4.2.8. Expresion analitica local

Sea (M, v) una superficie orientada de R3. Presuponiendo que se ha fijado
de antemano una carta (U ,¢) de M , las componentes h;; de la segunda
forma fundamental /] se escriben:

] &P L 9%y,
<8 (3uj O P> z;auﬁuj Vi

En efecto, se tiene que (0P/0u;, v o P) =0, en todo punto, y asi

_ a—PVOP = O°P voP )+ a—PaVOP
n 6’&1 6’Lbj ' n 8u18uj ’ 6Uj ' 8uz
por otra parte, teniendo en cuenta (25) se ve que £ (0P/0u;) = —0v o
P/0u; ast que

oP 0P oP OP OP OvoP 0’P
hw—”<am aul)_<£a_m’a_w>__<a_w’ au; > <auzauj ’“’P>

Teniendo en cuenta que

op_ OP[ouxdP/ov 1 0P aP

|OP/0u x OP/Ov|  /EG — F? "

queda

1 d (8P oP 32P) (28)

hij = ————=det | —, —, ———

Y VEG - F? ou’ v’ Ou;0u;

Introducimos los siguientes nombres para los coeficientes h;; (que son
estdndar en la bibliografia)
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2P 2 2
82’VOP> f=hi=< Jud’ ,VoP >, g = hyy =< 902
y se denominan coeficientes de la sequnda forma fundamental de (M, v).

Se ve que la segunda forma fundamental es simétrica, es decir: para todo
U abierto de M y todo {,n e T,M , II1(§,n) = I11(n,§).

Si

€Eh11— VOP>,

€ TP(u,v) M

(4),
(u,w) Ub) ’

II(E,8) = e(&])” +2f€1 65 + g(65)% .

Wil (upw)

, entonces se tiene:

S P — (¢, 52>(f g)

3,j=1

en particular,

4.2.9. Congruencias y Formas Fundamentales

Recordemos que un difeomorfismo ¢ : M — M que preserve las longitudes
de las curvas, se llama isometria, y viene caracterizado por la propiedad
de que para cada parametrizacion local P:U —U en M la parametrizacion
P=¢oP:U—F(U)en M, verifica (g{;) = (gf;)

Supongamos que ¢ : M — M es la restriccién a M de un movimiento
directo. Entonces evidentemente ¢ es isometria (por tanto (gf;) = (gfj)) y se
tiene

P=AP+C

donde C' = (a, b, ¢)" es matriz constante, por tanto:

o _or oP _ o
ou;  Ou; Oudu; T OuOu,

Pero ademds A : R® — R3es matriz ortogonal con det A = 1. Esto significa
que A preserva el producto escalar y vectorial por tanto usando las férmulas
28 se concluye:

5 1 aﬁ oP 0°P

/EG F (9u ov 8u18uj
R WL
o \/EG — F2 8’& (9’0 ’ 6’&1811/] - g
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Esto significa que las congruencias también preservan la segunda forma
fundamental.

Asi, el estudio de las propiedades geométricas de las superficies que per-
manecen invariantes por congruencia, no depende del sistema cartesiano de
coordenadas utilizado.

4.3. CURVATURAS

4.3.1. Aplicaciones autoadjuntas

Sea R un espacio vectorial euclideo con producto escalar <,> y sea
L : E — [E una aplicacién lineal. Se dice que L es autoadjunta si < Lv,w >=<
v, Lw>, para todo v,w € E. La forma bilineal H : Ex E 3(v,w) —<
Lv,w >€ R se denomina forma bilineal asociada a L. H es simétrica si
y s6lo si L es autoadjunta.

El siguiente teorema contiene resultados suficientemente conocidos del
dlgebra lineal elemental:

Proposicion 4.3.1.1 Sea L : E — E una aplicacion lineal en un espacio
vectorial euclideo & y sea H su forma bilineal asociada.

a) L es autoadjunta si y sélo si tiene, respecto de alguna (o toda) base
ortonormal de B, una matriz representativa simétrica.

b) L es autoadjunta si y solo si, respecto de alguna (o toda) base de B, las
matrices (1;;) , (9ij) v (hij) , representativas de L , <,> y H en dicha
base, respectivamente, verifican (1;;) = (gi;)~*(hi;). En particular, sila
base es ortonormal (g;; = d;), las matrices de L y de su forma bilineal
asociada H coinciden.

c) Si L es autoadjunta, eriste una base ortonormal formada por autovec-
tores de L. Esto significa que, respecto de dicha base, la representacion
matricial de L (y de H) es una matriz diagonal:

A1
An
Por otra parte, si H : ExE — R es una forma bilineal simétrica, existe

una unica aplicacion lineal autoadjunta L : & — K que tiene a H por
forma bilineal asociada.
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4.3.2. Expresién analitica local del Operador de Weingarten

Sea (M,v) una superficie orientada de R3. La segunda forma fundamen-
tal define, en cada espacio tangente 7,M, una forma bilineal simétrica; la
correspondiente aplicacién autoadjunta es la aplicacién de Weigarten en p,
ya que

Ilp(é.?n) =< £p€>n > Vfﬂl < TPM

Si (U, = (u,v)) es una carta de M , el operador de Weingarten viene
determinado, en la base {0P/du,0P/0v} por funciones diferenciables /;; =
lij (u,v) (i,j = 1,2) , llamadas coeficientes del operador de Weingarten,
tales que

E(a—) = 1118—5 + l218—];
{ £<3 ) = llzgp +l22&

P
n
or obP
ov

ou ov

Es fécil ver que los coeficientes [;; se obtienen a partir de los coeficientes
hi; de la segunda forma fundamental; en efecto, usando la Propos. 4.3.1.1.b
queda la siguiente igualdad entre matrices de funciones:

(i) = (9:5) " (hig)
o de forma mads explicita:

eG— fF _ JG—gF _ JE—el _gE—[F

h=pe-m " ge-m " Ti-r P r-r &

4.3.3. Curvaturas de superficies orientadas

Fijado un punto p de una superficie orientada (M, v) de R3, los invariantes
geométricos (traza, determinante, autovalores, etc.) de la aplicacién de Wein-
garten £, determinan invariantes geométricos de la superficie, que a su vez
nos permiten determinar el aspecto geométrico de ésta en las proximidades
del punto p.

Definicién 4.3.3.1 Fijado un punto p € M, se llaman:

a) Curvaturas principales k1(p), ko(p) de (M,v) en p a los autovalores de
L,

b) Curvatura de Gauss K(p) de (M,v) en p al determinante de L, .

¢) Curvatura Media H(p) de (M,v) enp a 1/2 de la traza de L, .

Obsérvese que la curvatura de Gauss no depende de la orientacién (local
o global) de la superficie, ya que det(L,) = det(—L,).
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Usando (29) se tiene por tanto la siguiente férmula local, que pone de
manifiesto que la curvatura de Gauss K : M — R de una superficie de R? es
una funcién diferenciable:

o eg—f?
K.—detﬁ——EG_F2

4.3.4. Clasificacién de los puntos de una superficie

Sea p un punto de una superficie orientada (M, r) de R3. Aplicando la
Propos. 4.3.1.1.c, se concluye que existe una base ortonormal positiva (e, e2)
de T, M formada por autovectores de £, . Segin las definiciones del apartado
anterior, se tiene:

Epel = kl(p) €1, £p€2 = kQ(p) €2,

K() = k(@ka(p) . Hp) = PR

Se llama a (ey, e3) base adaptada a (M,v) en p. En estas condiciones:

Definicién 4.3.4.1 Se dice que p es:
a) hiperbdlico si K (p) < 0
b) parabdlico si K(p) =0 y ki(p) y k2(p) no son ambas nulas
¢) eliptico si K(p) >0
d) umbilico si k1(p) = ka(p)
e) plano si ki(p) = k2(p) = 0.

4.3.5. Direcciones principales

Si p € M, se dice que un vector tangente £ € T,M no nulo define una
direccion principal si § es autovector de £, . Asf, p es umbilico si y sélo si todas
las direcciones en T,M son principales. Por otra parte, si p no es umbilico
entonces T,M posee exactamente dos direcciones principales distintas, que
son las definidas por los vectores e; y e; de la base adaptada.

4.3.6. Curvaturas principales e Indicatriz de Dupin.

Sea (e1,e3) una base adaptada a (M,v) en p y sean ki(p) y ka(p) las
curvaturas principales: £,(e;) = ki(p)e; (elegimos la notacién de forma que
se tenga: k1(p) > k2(p)). Un vector unitario genérico { € T,M se escribe:
¢ = (cos@)e; + (senf)es. De esta forma obtenemos un representante cuasi-
canoénico de cada direccion; el otro representante serfa —¢ , obtenido eligiendo
el angulo 6 + 7 .La curvatura normal de (M, v) en la direccién de & es, por :

KY(€) = T1(,€) =< L€, E>= ki(p) cos® 0 + ka(p)sen? .
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La férmula que acabamos de demostrar (llamada férmula de Euler) prue-
ba que la curvatura normal de (M, ) en p es una combinacién afin y ”con-
vexa” (ya que cos?f >0, sen? > 0 y su suma es uno) de k;(p) y kao(p). Al
variar § entre 0 y 27 , obtenemos todos los valores del intervalo [ks(p), k1(p)],
en particular ky(p) para 6 = 0 (y m) v ko(p) para 0 = 7/2 (y 37/2) , que
son los dngulos correspondientes a las direcciones de &; y &,. De esta for-
ma concluimos que las curvaturas principales ki(p) y ka(p) son los valores
méximo y minimo, respectivamente, de la curvatura normal de (M,v) en
p. El producto k;(p)k2(p) = K(p) es (salvo quizés el signo) el cuadrado de
la media geométrica de los dos valores extremos, mientras que la curvatura
media H (p) es la media aritmética de estos extremos; es decir, otra forma de
interpretar la curvatura de Gauss y la curvatura media es como las medias
que razonablemente se pueden hacer de los valores extremos de la curvatura
normal.

El conjunto
D,:= {{eT,M |II(¢E) =+£1}

se denomina indicatriz de Dupin de (M,v) en p. Es evidente que, si Xe; +
Yea€D, , se verifica: k1(p) X2+ ko(p)Y? = £1 . Por otra parte, se deduce de
(27) que, si £€D,, |, se verifica: k(&) =+ 1/ < &, &> .

Obsérvese que, para el punto p, se tienen las siguientes equivalencias:

a) p es hiperbdlico si y sélo si D,, consiste en un par de hipérbolas cuyas
asintotas tienen direcciones definidas por la ecuacién k;(p) X2+ky(p)Y?2 = 0.

b) p es parabdlico si y sélo si D), consiste en un par de rectas distintas.

c) p es eliptico si y sélo si D, es una elipse.

d) p es umbilico (no plano) si y sélo si D, es una circunferencia.

e) p es plano si y sélo si D, es vacio.

4.3.7. Direcciones asintdticas

Si p € M, se dice que un vector tangente £ € T,M no nulo define una
direccion asintdtica si < L€, >= 0, lo que equivale a decir que se anula la
curvatura normal £”(£) de (M, v) en la direccién de £. Entonces se tiene:

a) p es eliptico si y sélo si T,M no posee direcciones asintéticas.

b) p es hiperbdlico si y sélo si T,M posee exactamente dos direcciones
asintéticas distintas.

c) p es parabdlico si y s6lo si T,,M posee una tnica direccién asintética.

4.3.8. Lineas de curvatura y lineas asintéticas

Sea M una superficie de E3. Una curva regular o : I — M se dice linea de
curvatura de M (respectivamente, linea asintética de M ) si, para cadat € I,
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el vector o/(t) define una direccién principal (respectivamente, una direccién
asintética) de T, M. Es importante observar que tanto el cardcter de linea de
curvatura como el de linea asintética se preservan frente a cambios regulares
de parametro.

Una consecuencia inmediata de la definicién algebraica que hemos dado
de direcciones principales es que una curva regular a : I — M es linea de
curvatura si y sélo si, para cualquier eleccién (no necesariamente global) de
normal unitaria v , se verifica:

dlvoa) kda
a  dt’
donde la funcién k£ : I — R da lugar, en cada t € I, a un autovalor (cur-
vatura principal) de L) . Este resultado se conoce como teorema de Olinde-
Rodrigues.

Similarmente se prueba que una curva regular a : I — M es linea as-
intéGtica si y solo si, para cualquier eleccién (no necesariamente global) de
normal unitaria v , se verifica:

d(voa) da _0
a7 dt/)

4.3.9. Ecuacién normal

Podemos estudiar la influencia de la primera y segunda formas funda-
mentales en la forma de la superficie en torno a punto p € M determinado,
usando un sistema de referencia cartesiano de coordenadas (x,y, z), en donde
p = (0,0,0) y la base adaptada en T,M es e; = (1,0,0), e = (0,1,0), y
v(p) = (0,,0,1). En este sistema, un entorno de p en la superficie es grifica
de una cierta funcién z = ¢ (z,y) definida en un entorno del (0,0) € R?. En
la parametrizacion P (z,y) = (x,y,( (z,y)) se tiene
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Por tanto las curvaturas principales en p son k; (p) = (,, (0,0), k2 (p) =
Cyy (0,0), y el desarrollo de Taylor hasta el orden 2 de ¢ (z,y) en torno a
(0,0) es

¢ (z,9) Z%{/ﬁ (p)2® + ks () v} + O (* + °) (30)

donde se entiende que

2 2
m QW)
@a(00) 2%+ g2

y la cuddrica M (V) dada por la gréfica de la funcién

P= (o) = 3 (I )07+ )7}

se parece (hasta el orden 2) en un entorno del punto p a la superficie de
partida.

Como aplicacién, podemos demostrar por ejemplo que si 0 < ky (p) <
k1 (p), entonces en un entorno de p la superficie M se encuentra (al igual que
M (¥)) a un solo lado del plano tangente, es decir que

0<((zy) si0O<a®+y*<e

En efecto, llamando k; (p) = k;, se tiene por (30) que

2 2
U (z,y) k122 + koy?
pero
OE*+y) _O@*+y") #+y*
k1$2 + k2y2 N 2+ y2 lﬁl’2 + k2y2 (z,y)—(0,0)
ya que
2 2 2 2 2 2
0<i x“+y < ety < 4y 1

k1 - ka2 + kiy? = ka4 koy? T kox? 4+ koy? ko

4.3.10. Curvatura geodésica:

Sea « : I — M una curva diferenciable sobre la superficie M orientada
por el vector unitario normal v, y sea Supongase que « estd parametrizada
por el arco, es decir |o/| = 1. Entonces en cada punto a(s) de la curva
podemos trazar la referencia ortonormal

(0’ (s), (voa)(s),a’(s) x (voa)(s)

denominado triedro de Darboux
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y podemos como a es PPA es (o/, /) = 1, (o/, o/) = 2(c/, ") = 0y podemos
descomponer

o = (a”)tan—i—(a”)"m con o) = (o, (v
(a//)nor — <a//’ (V

como sabemos (ver epigrafe 4.2.4) (o' (s), (v o a) (s)) = kY (s) es la curvatu-
ra normal de o en « (), y por definicién la curvatura geodésica de a en « ()
es

kg (s) = (" (s), (voa)(s) x ' (s)) = det (o (s) 0" (5) , (v 0 @) (s))
o también
k) =det (o, ", v o) (32)

es para cada t un vector tangente a M, y ortogonal a v y «”, por tanto

podemos escribir

"=k (vxad)+ kL (voa)

se verifica la identidad:

" = w2 = (k0)" + (1)’

Observaciéon 4.3.10.1 Naturalmente todo la anterior vale sélo cuando o es
PPA. Si o no es PPA, su curvatura geodésica seria

k) = det (T, KaNa, v 0 @)

y el valor k2 (t) de la curvatura geodésica de av en « (t) solo depende del punto
a(t) de a, y no de como « esté parametrizada.

4.3.11. Geodésicas

Una curva vy : I — M se llama geodésica " es ortogonal a M en todos los
puntos (1), es decir, (7)™ = 0 o de forma equivalente existe una funcién
A=A (t) tal que 7" (t) = A (t) (v o) (t). Por tanto

1

5 (7 VY =4y = Ay ,voq) =0

y se tiene
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Proposicién 4.3.11.1 Sivy: I — M es geodésica, entonces (7',v") = 0. En
particular || es constante y por tanto, estd parametrizada con pardmetro
proporcional a la longitud de arco.

Si Siy (t) = v es geodésica y |y/| = 1, entonces es PPA y como (") = 0
se concluye que k§ = 0.

Si v (t) = v es geodésica y |y/| = ¢ > 0, haciendo el cambio t = s/c, la
curva 7 () = v (s/c) sigue siendo geodésica, pues por la regla de la cadena:

Ts) = = (5/0), 7' () = 5" (s/e)

A(s/c) Als/c)

= 229 oy (s/0) = 25 (570

y 7 sigue siendo geodésica, ahora PPA, y su curvatura geodésica es nula.
Sea (U, P~! = ¢ = (u,v)) una cartade M y supéngase y = Poo : [ — U,

con (o(t) = (u(t),v(t)). La condicién de que la proyeccién ortogonal de v”(t)

sobre T, M sea nula (es decir v geodésica) se puede expresar

- (Pul,0,7") =0
v geodésica < { (P,[ 0,7") =0
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5. GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL

Imaginemos unos hipotéticos seres bidimensionales (;hormigas planas?),
que habitaran sobre una superficie del espacio euclideo R?® ignorantes del
espacio ambiente que les rodea. Su unica capacidad es la de medir con sus
pasitos las longitudes de las curvas dibujadas en su superficie. Los elementos
geométricos de esta superficie capaces de ser observados o medidos por estos
seres constituyen lo que se denomina ”geometria intrinseca” de la superficie.
Nos ocuparemos aqui de observadores locales, cuya wvista sélo alcanza un
entorno coordenado.

5.1. CARACTER INTRINSECO

5.1.1. Caracter intrinseco y longitudes de curvas.

El elemento geométrico intrinseco por excelencia, en una superficie es la
capacidad de medir longitudes L («) de curvas a dibujadas sobre M.

Desde luego, el conocimiento de la primera forma fundamental permite
calcular longitudes de curvas en entornos coordenados (ver parrafo 4.1.1).

Reciprocamente, supongamos que conocemos las longitudes de curvas en
un entorno coordenado. Probaremos que entonces podremos calcular los coe-
ficientes g11 = E, g12 = go1 = F, y g22 = G de la primera forma fundamental.

En efecto, pongamos «(t) = P (o (t)), con o (t) = (u(t),v(t)) cont € I
intervalo real que contiene al origen. Entonces segin el parrafo 4.1.1 podemos

escribir
L (alo) = [ V3w te )i ar

donde el miembro de la izquierda de la igualdad es conocido para todo t.
Derivando ambos miembros respecto a t en ¢t = 0, queda

% o L <a|[07t1> = \/Z 95 (0 (0)) u;(0)u}(0)

como o (0) = (ug,vp), 0'(0) = (' (0),v"(0)) = (ug,vy) son arbitrarios, se
concluye que se conoce para todo (uf, vy) € R?

E F Ul
W) (7o) ()
(uo,v0)

y por tanto se conoce E, F', G en todo punto (ug, v).

Las magnitudes geométricas intrinsecas de la superficie se caracterizan
por depender exclusivamente de la primera forma fundamental. De hecho,
tomaremos esto como la definicién de intrinseco.
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5.1.2. Integrales de funciones en recintos coordenados

Sea (U, = (u,v)) una carta de una superficie M de E?, con P: U— U
la parametrizacion local asociada. Una funcién f : U — R se dird integrable
(o medible) silo es f = fo P:U — R; en tal caso, se llama integral de f en

/de—/fuv

nétese que si ¢ es una determinacién del dngulo entre dP/0u, y OP/0v se
tiene

oP 0P

20 % 3o dudv (33)

a—P><6—P2 = a—Px@—P?—a—P26P2(1—cos2gzb)
ou ov | Ou ov ou ov
= EG - F?

por tanto se verifica también

/M fdo — /U F(u, 0) /B 0)G o, o) = Fla, 0 2dudy

lo que prueba que la integral es una magnitud intrinseca (que depende solo
de la primera forma fundamental).
Un recinto R de M contenido en U se dice medible silo es p(R ). Se llama

integral de f en R a:
/de ::/ fxrdS,
R M

siendo y% la funcién caracteristica de R. Se define el drea de R como:

AR) :/MXRdS

/ VvVEG — F2dudv .
(R )

La definicién de funcién (o recinto) medible no depende de la parame-
trizacion P utilizada, ni tampoco la integral de la funcién (o el drea del
recinto). Probemos esto ultimo:

Pongamos ¢ = (u,v), = (u,v) dos cartas con el mismo dominio U, por

(?7), se tiene:
(5 ) (B) (2 )
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ast:

/@(u) fo P(ﬂ,@)\/det (
= /@(u) fo P(u,v)\/det (
= /@(u) fo P(u,v)\/det (

5.1.3. Elemento de area.

> dudv

S| mE | ==
Q| Q| Qi

Dada la superficie orientada M por el vector unitario v llamamos diferen-
cial de area dS a la forma bilineal antisimétrica definida en M por la férmula

dS (&,n) =det (v (p),&,n) para todo &,n € T,M.

Geomeétricamente dS (€, n) representa el area del paralelogramo generado
por §y 1

Si P = P (u,v) es una parametrizacién positiva de (M, v) entonces

P, x P,
voP = #:>dS(Pu7Pv):det<VOP7P“7PU)
|P, X P,

= (voP,P,x P,))=|P,x P,|| =VEG — F?
y dS (P, P,) = dS (P,, P,) = 0, asi que la matriz de dS es

( 0 m)
—VEG — F2 0

y por tanto
dS(&n) = VEG—F2(&m —&ny)
P P
= VEG — F2det ( S )

55 Ub)
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asi que el elemento de area es intrinseco.
Notese que si f : M — R es integrable en un recinto P (R)

fds = /R(foP)\/EG—deudv

P(R)

/ (foP)dS(P,, P,) dudv
R

5.1.4. Isometrias.

Un difeomorfismo ¢ : M — M se llama isometria si preserva las longitudes
de las curvas, es decir, si para cada curva diferenciable « : [a,b] — M se tiene

L(a) = L(¢oa)

Se dice entonces que las superficies M y M son isométricas, y escribimos
M ~ M.

Puesto que, la inversa de una isometria y la composicién de isometrias es
isometria, se concluye que la relacién de isometria entre superficies es relacion
de equivalencia.

Observese, que una congruencia (ver 3.5.6) es una isometria, y por tanto,
dos superficies congruentes son necesariamente isométricas.

Un problema central de la teorfa de superficies es el determinar invariantes
geométricos computables que se conserven por isometrias.

5.1.5. Caracter intrinseco e isometrias

Otro punto de vista consiste en afirmar, que una magnitud geométrica
intrinseca, es aquella que es preservada por isometrias:

Si ¢ : M — M es isometria y P:U —U es una parametrizacién de M,
entonces como ¢ es difeomorfismo se concluye por el epigrafe 3.5.5 que P =
¢o P : U —¢ (U) es una parametrizaciéon de M. Para cada curva diferenciable
o la,b] = U (o(t) = (u(t),v(t))) se tiene ¢ (Poc) = Poo. Asf resulta
que o es la representacion local en U de la curva o = Po o,y ¢ o a. Como
¢ preserva longitudes de curvas

L) = [ X dfle @
= Loa) = [ /S e )

para toda curva ¢ en U. Esto significa, (usando el razonamiento del epigrafe

P _ ﬁ . . , .
5.1.1) que g;; = g;;, y en consecuencia ¢ preserva las magnitudes geométricas
intrinsecas (que son las que se expresan en términos de la primera forma
fundamental).
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En particular la isometria ¢ preserva el area de los recintos (coordenados)

y las es decir si R C U
/ s = / dS
R #3(R)

Hemos obtenido ademés la primera parte del siguiente

Teorema 5.1.5.1 En las circunstancias anteriores, supongamos que ¢ : M —
M es difeomorfismo entre las superficies parametrizadas por P y P = ¢ o P.
entonces

Observacién 5.1.5.1 (1) ¢ es isometria si y solo si
EF\ (ETF
FG) \F G
(2) ¢ es cogruencia si y solo si
(53)-(57)
!y fg

La demostracion de la segunda parte complementa el epigrafe 4.2.9 y sale
fuera del alcance de este curso.
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5.1.6. Simbolos de Christoffel

Fijada una carta (U, = (u,v)), es claro que el conjunto de campos
locales (22,28 (yo P)) , donde v es la normal unitaria inducida por la

carta, constituye una base en cada punto. Las derivadas (??) con respecto
a u y v de los campos de esta base local se podrdan a su vez escribir como
combinacion lineal de estos mismos campos. Como

82P 82P 82P
D 0u; - <3—ui8uj’ (vo P)> voP = uidn, — h;j (vo P)

es un campo tangente, se podra escribir (punto a punto) como combinacién
lineal de P/0uy, es decir

8u,8u] Z:Fwa hij(we P) (i,j=1,2), (34)

Las funciones Ffj =T fj(u, v) se llaman simbolos de Cristoffel.
Por otra parte el operador de Weingarten da la identidad:

2

Ov o P oP
ou; Zlﬂ@uj 12);
j=1
se tiene entonces:
9’P oP oP
rreiie Fha —i—Flla +e(voP) (35)
0’P 1 oP 9 oP
B F126 +F128—+f(1/oP)
9’P oP oP
W = F%?a +F§28 + (UOP)
0 oP oP
g7 = g~y
0 B Oy Oy
gy o l) = —hegr —lag

Es importante observar ahora que todos estos coeficientes se obtienen a
partir de los de las dos formas fundamentales (g;;) v (hij)-

De hecho, los simbolos de Christoffel I'j;, I';; son las soluciones del sistema,

0?P OP OP r
R — - J
Ou; O hij (v o P) (au’ 81}) ( I )
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5.1.7. Caracter intrinseco de Los simbolos de Christoffel.

Los simbolos de Christoffel de I fj (i,7,k = 1,2) en una carta arbitraria
U, P! = p = (u,v)) verifican

Pn = THP,+T%4P, +e(voP)
Py = TP, +T%,P,+ f(voP)
va - F52PU+F§2PU+g(yoP)
Tenemos
E, = (P,P),=2(Pu P)=2(T}yP,+T}P,+e(voP),P,)

1
— B = I, E+THF

por otra parte (Puy, Py) = (Py, Py),, — (Puv, Pu) = Fyy — %EU, as{

1
F, =SB, = I, F+T1HG
y tenemos
E F IR %Eu
(F G)(F%)‘(Fu—%& (36)
andlogamente
E, = (P,P.),=2(Pu,P,)=2 <F%2Pu +TI%,P, +e(voP) ,Pu>

1
— B = M,E+I%,F
De la igualdad 3G, = (P, P,) = (1P, + T3P, + f(vo P),P,) se

concluye
1
5Gu = I, F+ TG

(Fe)(m)-(

Finalmente usando %GU = (P, P,) ¥y (Pov, Pu) = (Py, Pu), — (P, Pu) =

F, — %Gu queda
E F e\ %GU
(re)(i2)=(n"%. (%)

Las igualdades (36), (37) y (38) permiten despejar los simbolos I'¥; (i, j, k =
1,2) en funcién de F, F,y G.

por tanto



5 GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL 67

Observacién 5.1.7.1 Usando la notacion compacta g;j =< ‘%P, gTP > (i, =
1,2) las formulas anteriores pueden obtenerse explitament y de manera mds
breve. Veamos como:

dgy; 0 <8P 8P> B

8uk N 8uk 8_m’8_%
_(FPoP\ jop P
— \ Oupdu;’ Ou du;’ QuyOu

oP 0P OP <& oP
_ I o n 91
- <Z k:za h’8]>+<8ui’;rmauh>

Drij + 1 wji

donde se usa la notacion
1]k = ergkh i ]7 - 17 2) : (39)

Teniendo en cuenta ahora que I'y;; = I'yj, se concluye que

09~ O0gji  0gij .
Pz - s Js k= 1, 2 ; 40
e <8uj " Ou;  Ouy, (i, ) (40)
con las notaciones introducidas en 4.1.4, las férmulas (40) se escriben:
10F oF 10F 10FE
Flll—g%, F112—%—§%, F121—§%;
10G oF 10G 10G

_ - =2 2 o 2
122 = 550 Lo = e = 5 L = 5o
De (39) y (40) se concluye que podemos despejar los T} en funcion de los
gij , obteniéndose:

2 i 0gir ~ 0gjr  09i;
Fh — FZ kh _ — kh ik Jjk ] i h=1.2 41
1) ; Jkg 2 Z g auj + 8UZ 8Uk (Zu ja ) ) ) ( )

k=1

siendo la matriz (g*") la inversa de la matriz (g;;) ™!

Con las notaciones introducidas en 4.1.4, las formulas (41) se escriben:

. GE,—2FFu+FE, ., GE,-FG,

T RG22 (F)? 2 2EG -2 (F)
. 2GF,-GG,~FG, ., —FBE,+2EF, - EE,
27 ToRG—2(F)? N 2BG 2 (F)

, —FE,+BEG, ., —2FF, +FG,+EG,

RTORG—2(FY 2 2BG -2 (F)
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Simbolos de Christoffel en coordenadas ortogonales: Si F' = 0, las
ecuaciones anteriores se escriben

Eu EU 1 Gu

1 _ P 1 _ B __ Ju
F11_2E’ I_‘12 2E7 22 2E7 (42)
E, Gy G
2 2 2 S
I'_‘ll 2G Fl? 2G F22 2G

5.1.8. Carécter intrinseco de las geodésicas.

Recordar del epigrafe 4.3.11 que una curva v : I — M se llama geodésica
si (4")"™" = 0.
Sea y(t) = P(u(t),v(t)) en una parametrizacion dada P = P (u,v),

(u,v) = (ug,uz) asi
Z oP duz

Derivando y aplicando otra vez la regla de la cadena queda:

e > (d [P\ du; OP du;
dt2 1 dt (9U$ dt 8ul dt2
2

B PP du; du] Z OP d? d ug
n — Ou;O0u; dt dt Ouy, df?

Usando ahora la igualdad 34 se tiene:

2y L du; du,; d2uk 2 du; du,
__ I“k ? J B G ]
dt? Z{Z Uodt dt dt2 8uk Z Dt dt

k=1 \z,j=1

Como el primer sumatorio es la parte tangencial de +”, se tiene el siguiente
resultado

Proposicién 5.1.8.1 Sea (U, p = (u,v)) una carta de M y sea vy : 1 — U
una curva , con (@o~y)(t) = (u(t),v(t)). Entonces v es una geodésica si y sélo
si las funciones uq(t) = u(t), us(t) = v(t) verifican el sistema de ecuaciones
diferenciales de sequndo orden:

d?uy, duZ duj
—=I
e 2 dt

() =0 (k=1, 2)

Esta condicién no depende del sistema de coordenadas, pero dado uno,
determina las ecuaciones diferenciales de las geodésicas (54) que dependen
solo de los simbolos de Christoffel . Asi, si ¢ : M — M es isometria y



5 GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL 69

P:U —U es una parametrizacién de M, entonces como ¢ es isometria se
concluye por el epigrafe 5.1.5 que si P = ¢o P : U —¢ (U) entonces gf; = gf;,
y por la expresion (41) dan lugar a las mismas ecuaciones de las geodésicas.
Esto significa que si o(t) = (u(t),v(t)) satisface estas ecuaciones, entonces
7(t) = Poo(t) es geodésica de M, y ¢ o y(t) = P o c(t) es geodésica de M.
Asi, ¢ preserva las geodésicas.

En particular, usando la construccién de parametrizaciones del epigrafe
5.1.5

5.1.9. Determinacién de geodésicas.

El siguiente resultado se obtiene de aplicar el epigrafe 7?7 de existencia
y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales al siguiente sistema
particular

E_gk ( 2 b2 (k=1,2) (43)
D IR (TORIG)

Proposicién 5.1.9.1 Sea M superficie. Entonces se tiene:

1. Para cadap € M y cada § € T,M, existe una geodésica v : I — M por
€.

2. Dos geodésicas por § € T,M coinciden en la interseccion de sus domin-
108.

3. Por cada & € T, M existe una tinica geodésica mazximal, que denotamos
por ye : Ie — M.

4. Fijados € € T,M y s € R, se verifica:

{te[suzmte[g y (44)

’Ysg(t) = ’Yg(St)

La iltima afirmacién es una consecuencia del particular aspecto de las
ecuaciones (54)



5 GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL 70

5.1.10. Caracter intrinseco de la curvatura de Gauss

Recordemos que la curvatura de Gauss se escribe en una parametrizacion
local P : U —U como

eg — f?

K = K(u,v) = Ko P(u,v) = G 77

Se trata de demostrar que es posible obtener una férmula para la curvatura
de Gauss que solo dependa de los simbolos de Christoffel, y como estos sélo
dependen de los coeficientes de la primera forma fundamental, se concluird
que la curvatura de Gauss tiene caracter intrinseco. Una vez convencidos de
que esto es asi daremos sin demostrar una férmula explicita de la curvatura
de Gauss en funcién de los coeficientes F, F'y G.

Denotando P, = 9P/du, etc... P, = (P,), = (0>°P/dvdu) etc, tenemos:

P, = TP, +T%P,4+e(voP)
P = F%QPU"FF%PU‘FJC(VOP)

va - P§2Pu+rg2pv+g(yop) (45)
oP oP
P = —lj— — ly—
(voP), f ou 21 ov
0 0
(VOP)U = —llga—i —lgga—f

por la regla de Swartz se verifica (Py,), — (Puy), = 0. Se trata de escribir
este vector diferencia como combinacién lineal de P,, P, y v o P usando las
férmulas (45) e igualar a cero los correspondientes coeficientes, es decir:

A=0
0= (Pu), — (Pu), = AP, + BP, + C(vo P) = { B=0 (46a)
C=0

Concretamente estamos interesados en la igualdad B = 0, para lo cual
debemos intentar calcular el valor de B. Tenemos (P,,), — (Puw), =

I')WPuw+THPy+e(oP),+(Ty), Pu+ (T]), Py +e,(voP)
_F%quu_F%QPuv_f(VOP)u_ (Fb)upu_ (F%)upv—fu(yop)

Deberfamos entonces sustituir ahora P,,, P,.,, Py, por su valor en las
formulas (45) fijandonos s6lo en los términos que afectan al coeficiente B
es decir a la componente en la direccién P, de la diferencia (P,,), — (Puy),
Obteniendo

0=B=-— (F%Q)u—i_(F%I)U_F%QF%I_F%QF%Q+F%1F%Q+F52F%1_l22€+fl21 (47)

usando ahora la igualdad

lll l12 o 1 G —F (& f
In lon )] EG-F2\ —F FE f g



5 GEOMETRIA INTRINSECA LOCAL 71

se concluye que
_ —[F+Eyg l —Fe+ Ef

logg = ———= =
27 BEG-F2" % EG - F?
entrando en (47) con esrtas uttimas igualdades se concluye que
— (%), + (), — T3l — Fialy + T3 I% + T5,I,
—fF+ E —Fe+ F - f?
JF+ 9 _ ¢ ctBf _ped—F _ o
EG — F? EG — F? EG — F?
Nuestro objetivo ya estd conseguido pues podemos despejar la curvatura
de Gauss K en la expresion anterior (nétese que E > 0) en funcién de los T'};
y E. No obstante, a partir de aquf y con mucha paciencia y resignacién se

puede obtener como hizo Gauss, la siguiente férmula formidable denominada
férmula de Gauss:

= lpe— flay=e

1 0 F OFE 1 oG
= s o (s, yEan)
(ot o om)
v \VEG—F20u EG—-F?20v EVEG—F?du
En coordenadas ortogonales (F' = 0) tenemos
oK oG
— 1 9 du + 9 _ou_ (49)

T oVEG \ov | VEG | T ou | VEG

Si¢: M — M es isometria entre superficies y K : M - R, K : M — R
son las funciones de curvatura de Gauss de M y M respectivamente, usando
la construccién del epigrafe 5.1.5, la férmula (48) prueba que Ko P = K o P,
por lo que K o ¢ = K, es decir

K(¢(p)=K(p),VpeM

5.1.11. Ecuaciones de compatibilidad. Teorema de integrabilidad.

Siguiendo la misma estrategia del epigrafe anterior calculandoel coefi-
ciente C' e igualandolo a cero (46a) se obtiene

ey — fu= SF%Q + f (I% - Fh) - QF% (50)

finalmente igualar la componente (v o P) de (P,,), — (Pu), (= 0) a cero

da lugar a

u

fo—=gu=eTa+ f (T3 — Ty;) — 9T, (51)
Las ecuuaciones (50) y (51) se denominan Ecuaciones de Mainardi-Codazzi,

que junto con la ecuacién de Gauss (48) constituyen las llamadas ecuaciones
de compatibilidad. Son llamadas asf a causa del siguiente
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Teorema 5.1.11.1 Sea U un abierto de R? en donde se han dado funciones
diferenciables E,F,G, e, f,g : U— R de forma que E > 0, EG — F? > 0.
Construimos entonces las funciones T'}; : U — R siguiendo (36), (37) y (38)
y supongamos que se verifican las ecuaciones de compatibilidad (48),(50) y
(51). entonces fikjado (ug,vo) € U, eziste Uy abierto de U con (ug,vy) € Up y
P : Uy — My C R3? superficie parametrizada cuya primera forma y sequnda
formas fundamentales vienen dadas por las matrices

(Fe)v(5y)

Observacion 5.1.11.1 FEste teorema cuya demostraccion es inaccesible para
este curso, es complementad por el teorema 5.1.5.1 en la pdgina 64, per-
mitiendo afirmar que la supeficie My estd univocamente determinada salvo
movimientos rigidos.

5.2. DERIVACION INTRINSECA

Un campo a lo largo de la curva o : I 3 t — «(t) € R? viene determinado
por una curva vectorial con el diferenciable con el mismo pardmetro A : 1 >
t— A(t) = (Ai(t), As(t), As(t)) € R™,

La familia X, de campos a lo largo de la curva « tiene estructura natural
de F(I)—modulo, es decir, pueden sumarse, y multiplicarse por funciones f €
F(I) reales diferenciables en I con valores reales, verificando las propiedades
andlogas a la de espacio vectorial (donde los elementos de F(I) harfan el
papel de escalares).

Se define la derivada de A como el campo A’ = %—f € X, tal que

DA [dA; dAs dAs
dt (dt’ dt ’ dt)

Se tiene asi una aplicacién D/dt : X, — X, , que verifica las siguientes
propiedades, para todo A, B € X, y toda f € F(I)

1) D(A+ B)/dt = DA/dt + DB/dt

2) D(fA)/dt = (df /dt)A+ fDA/dt

3) d(A,B) /dt = (DA/dt, B) + (A, DB/dt)

Notese que el vector velocidad o’ de una curva «, pertenece al espacio

X,. En general

k+1) — —Da(k) €X
dt “

Veremos que en una superficie M en el espacio euclideo R3, aparece una
nocién natural e intrinseca de derivada a lo largo de una curva, que denom-
inaremos ”derivacién covariante”.

a(
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5.2.1. Campos a lo largo de una curva

Supongamos ahora que M es una superficie. Si o : [ — M es una curva,
un campo A a lo largo de o (notacién: A € X,) se dice tangente a M si
A(t) € TyyM , Vt € I. Denotamos por X, (M) al conjunto de los campos a
lo largo de o que son tangentes a M . Obviamente, o’ € X,(M).

Sea (U, P~ = p = (u,v)) una carta de M y sea o : I — U una curva, y
o(t) =poa(t), es decir a(t) = P(u(t),v(t)). y podemos escribir:

opP opP
__ AP il P il
A= AL 0 G| AP0

o(t)

Las funciones AY = AP (t) son diferenciables I — R y son las componentes
intrinsecas del campo A. Entonces

oP

or) or
ou

Y
g avo‘

constituyen una base del F (I)-médulo X, (M) y podemos escribir

0P
_ 2 : P

g

5.2.2. Las proyecciones tangente y normal

Fijado p € M, cada vector tangente ¢ € R3 se descompone de forma, 1inica
en suma & = 7 4 ¢V donde la parte normal

§N0Tp =<, V(p) > V(p)
es ortogonal a T,M y la parte tangente
é-Tanp — é- _ é-Norp
pertenece a 1), M. Las proyecciones Nor, : R? — R3, ¢V y Tan, : R® —
T,M , é—£"™ son homomorfismos de espacios vectoriales.
5.2.3. Derivada intrinseca de un campo tangente a lo largo de una
curva

Si A € X,(M), se define la derivada intrinseca de A como el campo

VAl (DAY
|, ~  \ dt
= l;—f—<l;—;4,yoa>yooz€%a(M).
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Se tiene asi una aplicacién V/dt : X,(M) — X,(M) , que verifica las
siguientes propiedades, para todo A, B € X,(M) y toda f € F(I) :
1) V(A+ B)/dt = VA/dt + VB/dt
2) V(fA)/dt = (df/dt)A+ fVV/dt
3) L <AB>=<¥4 B>4 <A ¥B>
Por otra parte, si (U, P~' = ¢ = (u,v)) una cartade M ysea o : [ — U

una curva, y o(t) = p o a(t), se tiene:

Vv [ 0P D foP|\'™
#(7l) - @(5l) -
B 0P duz_
B Z@uﬁuj
e du; BP
- At Ouy |,

entonces:
g

Por tanto, si A = AP (1) g—i

VA & [(dAP N du opP
- L AP(TE. - 2
dt Z ( dt + Z dt 7 ( %] © Oé) auk . (5 )

1,j=1

En vista de la expresiéon (52) se concluye que la derivacién covariante
tiene cardcter intrinseco, pues depende de los smbolos de Christoffel que por
el epigrafe 5.1.7 dependen en exclusiva de la primera forma fundamental.

5.3. GEOMETRIA INTRINSECA DE CURVAS EN
UNA SUPERFICIE.

Recordemos que la Geometria Intrinseca en un superficie, es la geometria
de sus habitantes bidimensionales que sélo saben medir las longitudes de los
caminos que recorren. Pero en el supuesto de que sean geémetras ;Cual seria
la geometria de sus curvas;, ;Cémo construirian el diedro de Frenet? ;Cual
serfa la curvatura a determinar?

5.3.1. Foérmulas de Frenet.

., Como construirfan nuestros habitantes de la superficie el diedro de Frenet
de una curva dibujada en ella? ;Cuales serfan sus férmulas de Frenet?

Sea v : I — M una curva diferenciable dibujada sobre la superficie M
orientada por la normal unitaria v.

Supongamos primero que « es PPA. Entonces (o/,a/) = 1, y llamamos
a T9 = o vector tangente unitario. Notese que 79 coincide con el vector
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unitario usual 7" de a. Tomamos NY como el tinico vector tangente ortog-
onal a T, de forma que T' x N9 = v. Es decir (T, N9) = 0, (N9, N9) = 1,
ds (T, N9) = 0.

Como v x o verifica estas tres condiciones se concluye
NI =vxd. (53)
Como |T'| = 1. Se tiene asi:

d vT
— (T, T)=2({~—,T) =

por tanto como el vector % es tangente y perpendicular a 7', debe ser pro-
porcional a NY. Llamamos k = k (s) a la tnica funcién tal que

vT
YT kN9
ds
por otro lado
VN9 VN9 VN9
= T)YT N9 ) NI
ds < ds ’ > +< ds ’ >

- (I g
S

que constituyen las férmulas de Frenet. Intrinsecas. ;Pero quién es k?
Recordemos que la descomposicién de o en su parte tangente y normal
es

a// — (O//>tan + (a//)nor
Vo vT
= a+/i”1/:—+l-£”l/:k]\79+/<;”l/
ds ds
= k(vxd)+rk"v

(hemos usado la igualdad (53)). Comparando esto con (31) se concluye que
k = k9 es la curvatura geodésica, y asi las férmulas (intrinsecas) de Frenet
quedan
do _
=T
YT _ L9NY

YV — —g9T
ds
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5.3.2. La curvatura geodésica a revision.

Sea « : I — M una curva diferenciable PPA sobre la superficie M orien-
tada por el vector unitario normal v, Hemos establecido en (32) la férmula
para la curvatura geodésica de «

k) = det(d/,a",voa)
= det <o/, ()™ vo oz)

, Vd!
= dS(a, ds)

lo que vuelve a corroborar que la curvatura geodésica k2 es intrinseca.
Puede probarse que la férmula general de la curvatura geodésica par una
curva no necesariamente PPA es

5.3.3. Las geodésicas a revision.

Recordemos que una curva 7 : I — M se llama geodésica si v es propor-
cional a v o, y esto significa que

A\
dt

( //)tan _

=0

En particular podemos volver a probar que v estd PPPA (es decir, estd
parametrizada con pardmetro proporcional al arco) pues

d %4
T v,y =2 <W’7/> =0

y por tanto (7/,7') = ¢ constante. Si ¢ = 0, entonces 7 es la curva constante,
si ¢ > 0 entonces s = t/c es el pardmetro arco de 7.
Si tenemos una parametrizacién P = P (u,v) y v(t) = P(u(t),v(t)) y asi

2
dt

i1 8UZ dt

aplicando las ecuaciones (52) a A = dvy/dt queda

VY o[ g dugdu;  dPuy, | OP
= rr—L— -

TS { 2w e (o

k=1 (ij=1

y se tiene el siguientese tiene el siguiente resultado
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Proposicién 5.3.3.1 Sea (U, P! = p = (u,v)) una carta de M y sea
v 1 — U una curva , con (poy)(t) = (u(t),v(t)). Entonces v es una
geodésica si y solo si las funciones uy(t) = u(t), us(t) = v(t) verifican el
sistema de ecuaciones diferenciales de sequndo orden:

d?uy, du; duj
—=I = k=1 2
e 2-dt di j(we)=0 (k=1,2)

),

El siguiente resultado se obtiene de aplicar el epigrafe 7?7 de existencia
y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales al siguiente sistema
particular

E_Sk ( 2 b2 (k=1,2) (54)
—f = szl §&, T (u(t), v(t))

Proposicion 5.3.3.2 Sea M superficie. Entonces se tiene:

1. Para cadap € M y cada § € T,M, existe una geodésica v : I — M por
£.

2. Dos geodésicas por & € T,M coinciden en la interseccion de sus domin-
108.

3. Por cada & € T,M existe una tnica geodésica mazximal, que denotamos
por ye : I¢ — M.

4. Fijados € € T,M y s € R, se verifica:

{te[8£<:>stelg y (55)

’Ysg(t) = ’Yg(St)

La iltima afirmacién es una consecuencia del particular aspecto de las
ecuaciones (54).

Hasta aqui las 45 sesiones. Lo que viene a continuacién son los apendices.
No son necesarios para superar esta asignatura, pero (como pasa con las pier-
nas) ayudan a seguir caminando por el terreno de la Geometria Diferencial
con mayusculas..
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6. APENDICE I: Teorema de rotaciéon de la
tangentes.

Sea II plano afin de R3. Cada punto p € II tiene el mismo plano tangente
T,I1 = Il plano vectorial de R*. Hay por tanto un ”transporte paralelo”
natural para llevar vectores tangentes en un punto p € Il a otro punto ¢q € II
, que viene definido por el isomorfismo lineal ||, ,= id : T,II — T,II. Se dice
por esto que los espacios tangentes de Il estdn candnicamente conectados.
Otra manera de ver esto es la siguiente:

Sea « : [a,b] — II una curva que une los puntos p = a(a) y ¢ = a(b).
Noétese que si A € X, (II), se tiene en este caso

DA VA
. dt
Dado un vector § € T,II, existe un dnico campo (a lo largo de o) A €
X, (IT) tal que A(a) =€y %—f = 0 ; en efecto, la segunda condicién implica,
escribiendo A= (A;, Ay, A3) , que se debe verificar % =0 (i=1,....,n), es
decir, las funciones A; son todas constantes, y la primera condicién obliga a
que A; = ¢, (i=1,2,3) . Sise define el "transporte paralelo” del vector de p
a ¢ como el resultado de evaluar dicho A en b , se obtiene el vector A(b) = ¢
(en este caso, independiente del camino « seguido para el transporte).
Veremos que esta idea constituye la parte aprovechable para generalizar

el transporte paralelo al caso de una superficie.

6.1. Transporte paralelo

Sea a: [ — M una curva en una superficie M de R3 y sea A € X, (M)

un campo de vectores a lo largo de o (tangente a M) . Se dice que A es

paralelo a lo largo de o si Z—f = 0. Si denotamos por X, (/) al conjunto de

campos paralelos, de las propiedades de Z—tA en 5.2.3 se concluye:

(a) X4(M) constituye un espacio vectorial sobre R, es decir para todo
A€ Ry todo A, B € X (M) se verifica que aA + uB € Xo(M).

Por otra parte, para A, B € Xy(M) se verifica:

d vA VB
LB =(¥2 BV (42N _o40=
g A B) <dt’ >+<’dt> 0+0=0

por tanto
(b) El producto escalar (A, B) es constante.si A, B € X, |(M).

En particular, si A € X, (M) y existe.r € I, con A(7) = 0, entonces
(A(t),A(t)) =(A(r),A(r)) =0paratodot € I,yasi A= 0. En particular:
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(c) Si A,Be X, (M)yexiste r € I, con A(7) = B(7) entonces A = B.
Si v es el campo normal unitario a M entonces se tiene

(d) SiAe X, (M), entonces B = (roa)xAe X, (M). Ademassi A # 0,
entonces (A, B) determina una base ortogonal en cada punto.

En efecto, como (v oa) (t) y A(t) son vectores de T, ;)M para todo ¢ es
(voa) (t) x A(t) normal a T,uM y

VB (D(voa) tan_
dt_( dt XA) =0

Admitamos provisionalmente que existe un A € X,)(A/) con A # 0. Entonces
|A] = p € R,y m > 0. Por consiguiente £y = (1/p) A € Xy (M) es un campo
unitario paralelo al igual que Fy = (v o ) x Ej. Se tiene as:

(e) Existe (Ey, Ea) C Xq) (M) que forman en cada ¢ € I una base ortonor-
mal (E (t), Es (t)). Por otra parte (Ej, Ey) constituye una base para
el R-espacio vectorial X (M).

(f) Si & = AEy (1) + pEs (1) € Ty M, entonces || & = AEy + (1 es el
tnico campo paralelo tal que (|| &)(7) =£., y la aplicacién Ty M >
§—||% {€Xo(M) al isomorfismo lineal cuya inversa es X, (M) 3 A —
A(T) € Ta(T)M.

(g) Sia, b€l ,laaplicacion ||g,: Ta@yM > & (|| §)(b) €TomM es un
isomorfismo R-lineal, que se denomina transporte paralelo de p = a(a)
a q=a(b) alolargo de o. Ademds, ||, preserva los productos escalares
(es decir, es isometrfa lineal) y si 7 € (a,b) se verifica:|[ =[], o |[5

(h) Sia: [a,b] — M es una curva continua, y existe una particiéon a = to <
t1 < ...<t, =0b, de manera que at;_1,t;] es diferenciable, entonces es
posible definir sin ambiguedad

lap=Ilt, 1000 llas: Ta@M — TawyM
que resulta ser una isometria.

La existencia de campos paralelos no nulos sobre cualquier curva difer-
enciable a contenida en una carta, queda garantizada mediante la siguiente
proposicién cuya primera parte ya ha sido demostrada (ver (52)).
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Proposicién 6.1.0.3 Sea ( U, p = (u,v)) una carta de M y sea o : [ — U
una curva , con (poa)(t) = (u(t),v(t)), y sea un campo A =32, Af(a%i o
a) € X,(M). Entonces:

VA & (dAP S duy d
ﬂ“Z(TJFZEAj(FUOO‘) a—UkOOé

2,7=1

en particular, A es paralelo a lo largo de « si y sdlo si las funciones A € F(I)
satisfacen el sistema lineal de ecuaciones diferenciales de 1er. orden:

dAP < 2 du
k kAP k ik
o + E [GA; =0 (k=1, 2) con T} = E o (T 0 @) (56)

j=1 i=1

Corolario 6.1.0.1 Sobre cada curva diferenciable o : I — M sobre una
superficie M existe un campo A€X|o(M) y A# 0

Aplicando la teorfa de existencia de soluciones para los sistemas diferen-
ciales de ecuaciones lineales (2.2.8) en la proposicién anterior se demuestra
el resultado si la curva estd contenida en una carta.

Para curvas diferenciables no necesariamente contenidas en una carta, el
resultado se obtiene por particién de la curva en segmentos. Concretamente

Si«: [a,b] — M es una curva diferenciable, existe una particiéon a = ty <
t; < ...<t, =b, de manera que alt;_1,t;| estd contenida en una carta, y es
posible definir sin ambiguedad

Hg,b:H?T,l,b 0-+-0 ||g,t0: To@M — TomyM

as si 0 # & € ToyM, A(t) =||5, € es un campo paralelo no nulo a lo largo
de a.

6.2. Transporte paralelo y curvatura de Gauss

Estudiaremos aqui que relaciéon hay entre la curvatura de Gauss de una
superficie, y el dangulo que giran los vectores cuando los trasladamos paralela-
mente al lo largo de una curva cerrada simple suficientemente pequena. Esta
relacién serd fundamental para poder establecer el teorema de Gauss-Bonnet.
Primero daremos una definicién util:

Sea « : I — M una curva diferenciable sobre la superficie M orientada
por el vector unitario normal v, y sea A € X,(M) un campo a lo largo de «
(y tangente a M) con médulo constante |A| = 1. Se tiene asi:

d VA
LA Ay =2( X2 AN =
G =2( T a) =0
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por tanto, (VA/dt) (t) es ortogonal a A(t) y a v(«a(t)) por lo que (VA/dt) (t)
es proporcional a v(«a(t)) x A(t), es decir:

VA

E:)\(Voa)xfl

ala funcién A : I — R se le denomina valor algebraico de VA/dt, y se denota

por (VA/dt), es decir:
VA VA
<%> - <E’” <A)

Comenzamos probando el siguiente resultado técnico:

Proposicién 6.2.0.4 Fijemos sobre una superficie (M, v) un sistema (U, P~! =

o= (u,v)) de coordenadas ortogonales positivas Sea o(t) = (u(t),v(t)) y
a(t) = P(o(t), t € I una curva, y A € Xo(M) un campo tangente a M
a lo largo de a, y sean

~ OP/0u ~ OP/0v
VE |, VG
los campos unitarios el las direcciones coordenadas. Ast, (U, V,v) constituyen

una referencia ortonormal a lo largo de o, con U, y V tangentes a M, y
v=U xV normal a M. Entonces se tiene:

U

[

a) Eziste una funcion diferenciable 0 : I — R de forma que
A(t) = cosO(t)U +sin0(t)V

se denomina a 6 determinacion diferenciable del dngulo £(U, A). Por
otra parte, dos determinacionoes diferenciables de dicho dngulo difieren
en una constante miltiplo entero de 2.

b) Si 0 es determinacion diferenciable del angulo £(U, A) entonces
ZANNAANN
dt / \ dt dt

YU\ _ 1 (G 0B
dt /  2/EG \Oudt Ovdt
d) Si A es un campo paralelo a lo largo de «, y 0 es determinacion difer-
enciable del angulo £(U, A) entonces:

@ _ 1 (0Edu_0Gdv
dt  ovEG \ Ov dt  Ou dt

c) Se tiene:

(57)
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Demostracién: Admitiendo la existencia de una determinacién 6 difer-
enciable del dngulo £(U, A), probemos b). Se tiene (prescindiendo de t)
A = (cosf)U + (sin#)V por tanto v x A = —(sin#)U + (cos#)V. Teniendo
en cuenta que por ser < U, U >=< V.V >=1, < U,V >=0, es

VU \VAY4
<W’U> = <W’V> =0

VU \VA74
<%’V> —‘<U%>
se tiene:

() - (o)

= <Zf (—=(sin@)U + (cos0)V') + cos QE + sin@%, v X A>

dt
d9 VU \YA%
= dt + cos® 0 I >—SlIl 0 < R U>

() (),
e

El apartado c) se demuestra teniendo en cuenta que

VUN YU\ L [YOjou §
dat /  \ dt’ - VEG dt  ov
V@/@ui: du; 0 du]Fk 0
dt dat 9%y, dt 7 ouy,

Y que

y la expresion de F en coordenadas ortogonales (ver 42)

Teorema 6.2.0.1 (Green) Sea R un dominio simple (es decir, homomorfo
a un disco cerrado) del plano u,v cuya frontera OR es la imagen de una curva
continua o : [a,b] — R? diferenciable a trozos, o(t) = (u(t),v(t))y cerrada
(i.e. o(a) = o(b)). Sean P = P(u,v), Q@ = Q(u,v) funciones diferenciables
en R con valores reales. Se supone o recorrida de forma que deja a R a su
izquierda (como indica la figura) Entonces:

/(g—g—g—f)dudv
= 3 [ (P G )G )

dondea =ty <t; <..<t,=0b,y a|[ti_17ti] es diferenciable.
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Figura 2:

Corolario 6.2.0.2 Sea R un dominio simple ( es decir, homomorfo a un
disco cerrado) contenido en el dominio U de un sistema ortogonal de coor-
denadas P™' = o= (u,v). Supongamos que la frontera topoldgica OR de R
estd parametrizada por la curva continua y reqular a trozos « : [a,b] — M,
con afa) = a(b) = p. Sea A € X, (M) un campo paralelo a lo largo de o, y
0 : [a,b] — R una determinacion diferenciable del dngulo £(U, A), entonces:

/Kda

en particular ||, T,M > & — (o, §)(b) €T,M define un giro de dngulo
J Kdo

Demostracién usando la expresién de la curvatura de Gauss en coorde-
nadas ortogonales (49) se tiene para a(t) = P(u(t),v(t)), t € I

/ Kdo = / K(u,v)VEGdudv =
R ¢(R)
1 0 8E/8v> 0 ( 0G/8u>>
= 3 — - + (- dud
2 /<p(R) (8'0 < vV EG ou vV EG uaw
B /b (aE/av@ B aG/au@) / do .
- Jo \2VEG dt  2VEG dt

en donde se ha utilizado el teorema de Green en el plano para la peniltima
igualdad y la férmula (57) aplicada en cada trozo diferenciable para la tltima.

6.3. Teorema de Gauss para tridngulos geodésicos pe-
quenos

Un tridngulo T' en una superficie M es, por definicién, una regién simple
cuyo borde viene determinado por una curva 7 : [tg,t3] — M continua,
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inyectiva, y regular en tres trozos, de acuerdo con la particion ty < t; < t,
< i3

Se llaman lados de T a los segmentos ~ ([t;_1,t;])y vértices a v (t;) i =
1,2,3. Se supone que cada v; = v i, 4] (1 = 1,2,3) estd parametrizada
por la longitud de arco.

El tridngulo T se dice geodésico si sus lados son imdgenes de geodésicas.
Todos los tridngulos que consideraremos aqui serdn geodésicos.

Dado un tridngulo 7" en (M, v) superficie orientada , elijamos un sentido
de recorrido para la curva regular a trozos 7 que parametriza su borde 0T
de forma que v x 7/, apunte hacia el interior de T'.

En estas condiciones, se denominan dngulos externos (orientados) a los
angulos:

€i = 4(&»77@) < (_T77T) (l =0,1,2 ) )

donde &; = v;(ti), n; = i1 (t:) para i = 1,2y & = 75(ts), no = 71 (fo)se
denominan dngulos internos a los dngulos:

0, =m—¢e;€(0,2m) (i=0,1,2).

En la geometria del plano euclideo, la suma de los dngulos internos de
un tridngulo vale 7 radianes, y la de los externos es igual a 27 radianes. En
una superficie arbitraria, si tomamos el tridangulo suficientemente pequeno,
podremos conseguir que la suma de los dngulos externos no sea muy distinta
27 radianes:
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Definicién 6.3.0.1 Un triangulo T' en (M,v) superficie orientada se dird
que es un tridngulo geodésico pequeno, si estd contenido en un dominio de
coordenadas ortogonales y verifica (con las notaciones anteriores) las condi-

ciones:
/ Kdo
T

Usaremos sin demostracion el siguiente resultado:

<, Yy leoterte—2m <7

Proposicién 6.3.0.5 Sobre una superficie M de R® compacta existe siempre
alguna triangulacion T formada por tridngulos geodésicos pequerios.

Vamos a ver que la suma de los dngulos internos de un triangulo geodésico
pequeno excede a 7w radianes en un valor que coincide con la integral de la
curvatura de Gauss sobre la superficie del tridngulo

Teorema 6.3.0.2 (Gauss) Sea T un triangulo geodésico pequerio en una
superficie M de R3. Si K es la curvatura de Gauss de M , se tiene:

/K:90+91+92—7T
T

Demostraciéon. Sea T un tridngulo geodésico pequeno en M . La idea es
aplicar el corolario 77 a la regién simple 1" bordeada por el borde triangular
que supondremos parametrizada respecto al arco. Como los trozos regulares
de 7y son geodésicas es facil ver geométricamente como se traslada el vector 7,
alrededor de v, y se concluye que el dngulo girado es en total: 2mr —egg—e1 — €5
usando el corolario 7?7 se concluye que este angulo también se describe por
fT K. aplicando ahora que el tridngulo es pequeno, se concluye que ambos
niimeros coinciden, es decir:

/KIQW—€0—€1—€2
T

de donde se deduce facilmente el resultado.
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7. APENDICE II: GEOMETRIA GLOBAL
7.1. LA ESTRUCTURA METRICA GLOBAL

En lo que sigue, M es una superficie conexa de R3. Veremos que en M
puede definirse un concepto natural de distancia entre dos puntos, que es la
longitud del camino sobre la superficie més corto (caso de que un tal camino
exista) que los une. A posteriori se ve que dicho camino més corto, si existe, es
necesariamente geodésico. La topologia inducida por esta distancia resultard
ser la natural de M . Equipada M con esta distancia, cabe preguntarse en qué
condiciones es un espacio métrico completo. Una respuesta la proporciona el
teorema de Hopf-Rinow, que establece la equivalencia entre la completitud
métrica y la completitud geodésica.

7.1.1. Conexién por caminos

Un camino en M es una aplicacién continua « : [a,b] — M que verifica
la siguiente propiedad: existe una particién a =ty < t; < --- < t = b de
forma que cada o; = o |, , 4 es una curva (diferenciable). Se dice que «
une a(a) y a(b) . Se define la longitud del camino « como

k

L(e) =) L(e)

i=1

y se prueba que la longitud es independiente de

» la parametrizacién de «
= la particién de [a, b] elegida.

Sif:[e,d] — M es otro camino con 3(c) = a(b), entonces puede definirse
el camino union de v y 5 : aV 3 :]a,b+d—c] — M de manera obvia, y se
verifica:

L(aV ) = L(a) + L(B)

Finalmente, usando que M es conexa se concluye que: para todo p,q € M,
existe un camino « que los une.

7.1.2. Distancia intrinseca en superficies

Si S es un subconjunto de M, se denota por €2, ,(5) a la familia de todos
los caminos « : [a,b] — M que unen py q y que verifican a(t) € S, Vt € [a, b].
Notese que si M es una superficie compacta, entonces para todo p,q € M,
es Q,4(M) # 0, y definimos la distancia (en M) de p a q como:

d(p,q) ==mf{L(a) | @ € Q,,(M)}
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La funcién d : M x M > (p,q) — d(p,q) € R™ U {0} verifica , para todo
p,q,r € M , las propiedades:

1. d(p,q) >0,d(p,q) =0<=p=g¢q
2. d(p,q) = d(q,p)
3. d(p,r) < d(p,q) +d(q,7)

Estas propiedades son féciles de probar, y dan cardcter d de distancia
en M. Probaremos que se trata de una distancia, cuya topologia coincide
con la inducida en M por R?® [mds adelante (Corolario ??) daremos otra
demostraciéon con herramientas mas potentes|

En efecto, fijado un punto p € M, construimos una carta (U,p= (u,v))
con p(p) = (0,0), y tal que B = {(u,v) : v? +v* < 1} C U=p(U). Sea
S={€=(£,,&): &+ =1}y gij = gij(u, v) la primera forma fundamen-
tal. La funcién h: B x S — R con

N E(u,v) F(u,v) 51 _ Pl

o) =66 (i) o) ) (&) =atun(Ed
es diferenciable sobre un compacto, y alcanza un minimo ¢ = minh > 0,y
un maximo b = méax h > 0, por tanto se tiene a < g(u,v)(£,€) <bV(u,v) € B

y todo E € S o también:

‘v’uv G]B%erR —{(0,0)}

\5

g(u,v)

en donde ‘5‘ = V& + & es la norma euclidea y ‘f : = h(u,v,g) es
e g(uv

la morma métrica. Esto sirve para demostrar que para toda curva v : I — B
diferenciable se verifican las desigualdades:

VaLe(y) < Ly(y) < VbLe(7) (58)

donde L. y L, denotan las longitudes euclideas y métricas respectivamente.
Asi, si B={q €U : v(q) € B} se concluye para todo q € B:

d(p,q) = mf{L(a) | o€ Qyy(M)} <inf{L(a) [ a € Q,(B)}
Imf{Ly(poa) | a € Qp (M)} = If{Ly(7) | 7 € Qop(g)(B)}
< VBIE{Ly(7) | 7 € Qo) (B)} = VB w(9)l,

esto prueba, que para todo ¢ < v/b se tiene

B.(p,e/Vb) C B(p)
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donde hemos denotado B.(p,e) = {q € U : |p(q)|,<e} v B.(p) ={q € M |

d(p,q) < e}
Reciprocamente, se puede probar, que para todo € < 1, se tiene:

Bs(p) C Be(p,¢) con § = \/ae (59)

En efecto, cualquier curva « : [0,d] — M con a(0) = p, que salga de B tiene
longitud mayor o igual que v/a, ya que

L(a) > L(alp) = Ly(poalp) > \/EL6(¢O@|B) >Va

asi si d(p,q) < +/a entonces d(p,q) = mf{L(a) | @ € Q,,(M)} =
inf{L(a) | @ € Q,,(B)}...etc. y por (58) se concluye que v/a|¢(q)|, < d(p,q),
lo que prueba (59). Como {B.(p,¢) : 0 < e < 1} es base de entornos de p en
la topologfa relativa de M, queda concluida la demostracion.

7.2. SUPERFICIES DIFEOMORFAS ISOMETRICAS
O CONGRUENTES

En lo que sigue, M y M denotan superficies de R? . Los objetos geométri-
cos que corresponden a M serdn distinguidos también por una barra; asf, si
K es la curvatura de Gauss de M, K serd la de M, etc. Aunque los concep-
tos de difeomorfismo isometria y congruencia entre superficies ya han sido
introducidos en los epigrafes 3.5.5 y 3.5.6, 5.1.4 los voveremos a reconsiderar
ahora desde un punto de vista més global.

7.2.1. Difeomorfismos y homeomorfismos

Recordemos (ver 3.1.) que una aplicacién diferenciable ¢ : M — M se
llama difeomorfismo si es biyectiva y ¢~ es también diferenciable. Resulta
asi que una biyeccién diferenciable ¢ : M — M tal que, para cada p € M ,
su diferencial dg |,: T,M — Ty M es isomorfismo lineal, es necesariamente
un difeomorfismo.

Las superficies M y M se dicen difeomorfas si existe ¢ : M — M difeo-
morfismo, y escribimos M ~ M.

Como la identidad y la composiciéon de difeomorfismos son difeomorfis-
mos, se concluye que la relacién ”~” es de equivalencia.

Un difeomorfismo es en particular homeomorfismo, y por tanto dos su-
perficies difeomorfas son también homeomorfas.

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7.2.1.1 Dos superficies M y M de R® conezxas y compactas son
homeomortfas si y solo si son difeomorfas.
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7.2.2. Isometrias a revision.

Otra forma de definir las isometrias es la siguiente:

Sean M y M superficies de R? . Una aplicacién diferenciable ¢ : M — M
se llama isometria si es biyectiva y, para cada p € M, su diferencial d¢ |,:
T,M — Ty, M es una transformacion ortogonal, es decir:

<d¢ |, &, do |, n>=<&n> , VEneT,M ;

en particular, d¢ |, es un isomorfismo lineal para todo p € M vy, por lo
dicho antes, ¢ es difeomorfismo y su inversa ¢ ' también es isometria. Las
superficies M y M se dicen entonces isométricas, y escribimos M ~ M. Como
la identidad y la composicién de isometrias son isometrias, se concluye que
la relacion ” &~” es de equivalencia.

Naturalmente, esta definicién equivale a la establecida en el epigrafe 5.1.1
y por tanto preserva como vimos la geometria intriseca local. La siguente
proposicién establece la versién global de este hecho:

Proposicién 7.2.2.1 Si ¢ : M — M es una isometria, entonces:

a) ¢ preserva la longitud, es decir: para toda curva o : I — M, se tiene
L(¢oa)=La)

b) ¢ preserva la distancia, es decir: d(p,q) = d(¢(p), #(q)), Vp,q € M

¢) ¢ preserva las geodésicas: siy : I — M es geodésica, también lo es
povy:I— M.

d) ¢ preserva la curvatura de Gauss: K(¢(p)) = K(p) , Vp € M.

Observaciéon 7.2.2.1 Se demuestra que, si ¢ : M — M es una aplicacion
suprayectiva que preserva la distancia, entonces ¢ es una isometria. Ademds,
st M es completa, no es necesario suponer que ¢ sea suprayectiva.

7.2.3. Superficies localmente homogéneas

Una superficie M de R3 se dice localmente homogenea si, para cada par
de puntos p,q € M , existen entornos Y y V de p y ¢ y una isometria
¢ :U — V con ¢(p) = q. Naturalmente, por la proposicién anterior se ve
que una superficie localmente homogénea tiene necesariamente curvatura de
Gauss constante. Pero también el reciproco es cierto:

Teorema 7.2.3.1 (Minding) Si M tiene curvatura de Gauss constante,
entonces M es localmente homogénea.
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7.2.4. Congruencias a revision.

Sean M y M superficies de R? . Recordemos que una aplicacién ¢ : M —
M se llama congruencia si existe un movimiento A : R*— R? de forma que
¢ = A |y, es decir:
¢:M>p— Alp) e M

Se dice entonces que las superficies M y M son congruentes, y escribimos
M = M. Como los movimientos en R? son difeomorfismos, también lo son las
congruencias entre superficies. Més ain: denotando por A € O(n) la parte
ortogonal de A , y dado que

DA, R*> ¢ —A¢ € R®

es una transformacién ortogonal, se concluye que, para cada p € M,

do |p: TyM 3 E—dA |, § € TypyM

es también una transformacion ortogonal; de donde se concluye que ¢ : M —
M es también una isometria.

Puesto que, evidentemente, la inversa de una conguencia y la composiciéon
de congruencias son congruencias, se concluye:

» o »

Proposicion 7.2.4.1 La relacion de congruencia ” = 7 entre superficies
es de equivalencia. Ademds, dos superficies congruentes son isométricas, es
decir:

M=M= M=~M (60)
Una bella caracterizacion de las congruencias viene dada por el siguiente:

Teorema 7.2.4.1 Supdngase M superficie conexa y orientable. Un difeo-
morfismo ¢ : M — M es congruencia si y solo si, para cada p € M , la
diferencial d¢ |,: T,M — T¢(p)]\_4 preserva la primera y (con orientaciones
adecuadas) la segunda formas fundamentales.

La demostracién de este teorema global, se puede hacer con herramientas
locales. Podemos suponer en principio que M es dominio de una parame-
trizacion P:U —M, y sea P = ¢ o P : U —M la correspondiente parame-
trizacién de M, donde se ha supuesto que ¢ : M — M es isometrfa. Usando
5.1.5 se concluye que g/; = gf, Es decir, gi; = gf; = E, gi3 = giy = F,
gsy = gb, = G, y en estas condiciones, se trata de probar que con las ori-
entaciones adecuadas a P, y P :

¢ congruencia < hf; = hf;

La implicacién facil (=) ya ha sido probada en el pardgrafo 4.2.9. La
otra es dificil y no la probaremos.
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7.2.5. Rigidez

La implicacién contraria a (60), esto es, que dos superficies isométricas
sean congruentes, no es en general cierta; pero si, fijada M, la implicacién es
cierta para todo M , se dice que M es rigida; es decir: una superficie M se
llama rigida si toda superficie isométrica a M es congruente con M.

Intuitivamente hablando, una superficie rigida es aquélla que no puede
cambiar de forma sin ”estiramientos”; asi, por ejemplo, de la experiencia
comtn se deduce que una hoja de papel no es rigida (;cémo formalizar esta
experiencia?). Otro ejemplo de superficie rigida es la esfera; para probar la
rigidez de la esfera es suficiente demostrar el siguiente:

Teorema 7.2.5.1 Una superficie de R® conexa, compacta y con curvatura de
Gauss constante K > 0 es necesariamente una esfera de radio R =1/vV K .

7.3. CURVATURA Y TOPOLOGIA

Estamos ahora en condiciones de comprender el enunciado de algunos
bellos teoremas con nombre propio, que muestran la fuerte relaciéon que existe
entre la curvatura y la topologia de la superficie.

Conocemos el significado y sabemos calcular (recordar 5.1.2) la integral de
funciones sobre una superficie cuando el recinto de integracién esté contenido
en un entorno coordenado. En el caso de que la superficie sea compacta, es
posible definir la integral sobre recintos (medibles) arbitrarios y, en particular,
sobre toda la superficie. La idea consiste en establecer una particiéon del
recinto suficientemente fina, de forma que cada parte esté incluida en un
entorno coordenado, y en sumar todas las integrales parciales.

Uno de los resultados mas profundos y paradigmaticos de la teorfa global
intrinseca de superficies lo constituye el teorema de Gauss-Bonnet, que rela-
ciona la integral de la curvatura de Gauss sobre una superficie compacta con
el "género” (topoldgico) g de la superficie.

En lo que sigue, M es una superficie de R3.

7.3.1. Tridngulos en una superficie

Un tridngulo T en una superficie M es, por definicién, una regién simple
cuyo borde viene determinado por una curva 7y : [to,t3] — M continua,
inyectiva, y regular en tres trozos, de acuerdo con la particién ty < t; < t,
<ts

Se llaman lados de T a los segmentos 7 ([t;—1,t;])y vértices a v (t;) i =
1,2,3. Se supone que cada v; = v |, (i = 1,2,3) estd parametrizada
por la longitud de arco.

El triangulo T se dice geodésico si sus lados son imdgenes de geodésicas.
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7.3.2. Triangulaciones e integrales

Una triangulacion de una superficie M es una familia finita 7 = {17, ..., T,,}
de tridngulos de tal forma que:

(1) Ul =M

(2) SiT,NT; # 0, entonces, o bien T; N T; es un unico vértice, o bien es
exactamente un lado comin (con sus dos vértices incluidos)

Puede probarse que, en estas condiciones, se verifica ademds la propiedad:

(3) Cada lado de 7T es exactamente interseccién de dos tridngulos distintos
de 7.

Si ng ni, y no = n denotan respectivamente el nimero de vértices lados
y tridnfulos de 7, se denomina caracteristica de Fuler de la superficie M
respecto de la triangulacion T = {T3,...,T,} al entero:

X7(M) :==ng —ny + n3

Cuando disponemos, en una superficie M, de una triangulacion 7 =
{T1, ..., T, }, podemos definir la integral de una funcion diferenciable f : M —

R por la regla:
fdo = / fdo |

donde las integrales sobre los tridngulos 7; fueron ya definidas en 5.1.2. Se
demuestra que el valor de esta integral es independiente de la triangulacién
T elegida; en particular, es independiente de que los tridngulos sean o no
geodésicos.

7.3.3. Teorema de Gauss-Bonnet
Estamos ya en condiciones de probar el resultado fundamental de este

epigrafe:

Teorema 7.3.3.1 ( Gauss-Bonnet) Sea M una superficie de R® compacta
y con curvatura de Gauss K : M — R y sea T una triangulacion de M
formada por triangulos geodésicos pequenos. Se tiene entonces:

/ Kdo = 2mx (M)
M
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Demostracién. Si «;, 3;, 7, son los déngulos internos del triangulo 7; de
T ={1,..,T,} , por el teorema 6.3.0.2 se concluye

n

Kdo = Kdo = a; + B +;) —nm .
/ > [ Ko =3 )

i=1
Pero es evidente que se verifica

n

Z(ai + Bi +7:) = 2mng

=1

ademds se tiene (teniendo en cuenta la propiedad 3 de las triangulaciones):
2n; = 3n, . Con todo lo cual se concluye:

/ Kdo = 2n,m —nm = (2ng + 2ng — 2nq)m = 2nx7 (M)
M
]

Observacion 7.3.3.1 La condicion de que los triangulos de T sean geodési-
cos Y pequenos no es necesaria para la validez del teorema. Para convencerse
de ello, basta:

1) observar (por consideraciones elementales) que un refinamiento 7" de
T (en donde cada T; € T se subdivide en tridngulos T; € T') da la misma
caracteristica de Fuler para M.

2) recordar (apartado anterior) que [, Kdo no depende de la triangu-
lacion elegida para calcularia.

De lo anterior, se deduce:

Corolario 7.3.3.1 La caracteristica de Euler x+(M) no depende de la tri-
angulacion geodésica T que se utilice para calcularla, y se denotard a partir
de ahora por x(M).

7.3.4. Superficies topolégicas en R?

La caracteristica de Euler y(M) puede definirse a nivel topoldgico y es
de hecho invariante por homeomorfismos. Recordaremos ahora algunos re-
sultados sobre clasificacién de superficies topoldgicas, que ponen de relieve
el alcance del teorema 7.3.3.1.

Una superficie topoldgica de R3 es un subconjunto M de R? con la propiedad
de que, por cada punto p € M , existen abiertos U de R? y i de M (con p €
U ) y existe una aplicacién P:U — U , llamada ”parametrizacion local”, a la
que sélo se le impone ser homeomorfismo. Pueden definirse entonces, a este
nivel, los conceptos de tridngulo T, triangulacién 7 y caracteristica x.(M).
El resultado fundamental es el siguiente:
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Teorema 7.3.4.1 Una superficie topolégica M de R compacta siempre ad-
mite una triangulacion T . Ademds se tiene:

1) Si T y T’ son dos triangulaciones de M , entonces x7(M) = x7(M) ;

este numero entero, denotado por x(M) , se denomina caracteristica
de Euler de M

2) Eziste un entero no negativo g(M) , llamado género (topolégico) de M,
de forma que x(M) =2 —2g(M)

3) Dos superficies topoldgicas M y M de R® conexas y compactas son home-
omorfas si y solo si tienen la misma caracteristica de Euler.

Con este teorema y el teorema. 7.3.3.1 se obtiene, por ejemplo:

Corolario 7.3.4.1 Si M es una superficie (diferenciable) de R® conexa y
compacta con curvatura de Gauss K > 0 y K no es idénticamente nula,
entonces M es homeomorfa a la esfera.

Observacién 7.3.4.1 Del teorema anterior se deduce que el género g(M)
de una superficie orientada compacta M, determina su tipo topoldgico. In-
tuitivamente el género es el nimero de agujeros de M, entendiendo que la
esfera carece de agujeros, el toro tiene un agujero ...etc.

7.3.5. Ovaloides

Un owaloide es una superficie M de R? conexa y compacta (y por tanto
orientable) con curvatura de Gauss K > 0 en todo punto. Por ejemplo, una
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esfera de radio R > 0 es un ovaloide con curvatura constante K = %.
Quizés uno de los teoremas maés significativos sobre ovaloides es el teorema
de Bonnet, que afirma que una superficie conexa y completa M de R? "més
curvada” que la esfera es compacta y tiene un didmetro p := sup{d(p,q) |
p,q € M} menor o igual que ella:

Teorema 7.3.5.1 ( Bonnet) Admitamos que la curvatura gaussiana K de
una superficie conexa y completa M de R® satisface la condicion:

K >¢ (para algin 6 real >0) .

Entonces M es compacta (y por tanto ovaloide) y el didmetro p de M satisface
la desigualdad

p<

S

Por otra parte, es facil ver que hay superficies completas con curvatura
K > 0 que no son compactas, por ejemplo la dada por la ecuacién z =
22 + 4% . Asf pues, los ovaloides se caracterizan por ser superficies conexas
y completas cuya curvatura de Gauss estd acotada inferiormente por una
constante positiva.

Desde el punto de vista topolégico, todos los ovaloides son equivalentes,
como se vio en el Corolario 7.3.4.1. Pues bien, también lo son desde el punto
de vista diferenciable:

Teorema 7.3.5.2 ( Hadamard) Si M es un ovaloide, entonces la apli-
cacion de Gauss v : M — S?, asociada a cualquier normal unitaria v ,
resulta ser un difeomorfismo. En particular, M es difeomorfo a la esfera.

7.3.6. Superficies de curvatura no positiva

El resultado fundamental para superficies M de R? conexas, completas y
con curvatura de Gauss K < 0 es que, para todo p € M , hay una aplicaciéon
exp,, : T, M — M que es ”aplicacién recubridora”.En particular se tiene:

Teorema 7.3.6.1 ( Hadamard) Si una superficie M es simplemente conezxa,
completa y con curvatura de Gauss K <0 , entonces M es difeomorfa a R2.

Se puede probar que las tinicas superficies de R3 conexas, completas y
con curvatura de Gauss constante K = 0 son los cilindros y los planos. Por
otra parte, un teorema de Hilbert asegura que no existen superficies de R?
completas y con curvatura constante negativa.



