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TRATAMIENTO GEOMETRICO DE LOS
SISTEMAS MECANICOS HOLONOMOS

§1 FORMULACION LAGRANGIANA.
1.0 SISTEMAS MECANICOS DE PARTICULAS.

Llamaremos sistema mecanico a una coleccién de n particulas con masas
m,..., m_que pueden desplazarse por el espacio afin euclideo. Supuesto que
se ha fijado un sistema "inercial" cartesiano euclideo de referencia, conoce-
remos la posicién del sistema, cuando conozcamos el sistema ordenado de N=3n
nameros x=(x1,...,xN) donde (x3i_2,x3i-1,x3i) denotan las coordenadas, del

i N . <
punto de masa m . Denotamos por X :R ax—x (x)=x R

1.1 ESPACIO DE POSICIONES: SISTEMAS HOLONOMOS.

Diremos que el sistema es holdnomo con d grados de libertad, si el con-
Jjunto de todas sus "posibles" posiciones describe el conjunto de puntos de una
variedad diferenciable M de RN, con dimensién igual a d.

Fijada la posicién meM, podemos tomar en torno a ella una carta de M
(U,q), con q=(q1,...,qd) A las coordenadas qi se les denomina coordenadas lo-
cales generalizadas. A la aplicacién x=q_}Rd2q(U)——+USR“ la denominamos para-
metrizacion local de M por m, y viene univocamente determinada por las compo-
nentes xi.x=xi:q(U)3q=(q1,...,qd)-——exi(q)eR. Asi, en las proximidades del
punto m, la posicién (xi) del sistema queda univocamente determinada por la
serie ordenada de d nimeros q=(q1,...,qd), que pueden variar libremente dentro
de una abierto q(U) de R,

Si qa:q(U)Bq;——eqaeR es la proyeccidén a-ésima, denotamos por -QE& al vec-
oq

tor tangente-—ar— — T que se identifica con PRRRRE o
aq*  aq™ ax’ 8q aq
Notese que los indices latinos varian de 1 a N, y los griegos de 1 a d.

a _oax) o [gzc_l ax"]

Este criterio, asi como el convenio de sumacién de Einstein serd mantenido a
lo largo de estas notas.

1.2 ESPACIO DE ESTADOS.

Una curva de evolucién del sistema es una curva diferenciable c:I—M
donde I es un intervalo de R. Se entiende que c(t) es la posicién del sistema
en el instante t. Si Oel, la posicidén m=c(0) es la posicidén inicial, y se dice

que la evolucidén del sistema se realiza por m. El vector C,(O)={¥;'tdfﬂﬁn’
representa la velocidad instantdnea inicial del sistema cuando evoluciona
segln la curva c. Asi los vectores de TmH representan el conjunto de velocida-
des instantaneas iniciales para todas las posibles evoluciones del sistema por

m.



Un vector veTmH, es por definicién un estado del sistema para la posicién
meM, y el fibrado tangente TM representa entonces el espacio de estados.

Si (U,q=(q1,...,qd)) es un sistema de coordenadas generalizadas, entonces
Tq=(q1,...,qd,ql,...,qd)=(q,Q):TU-——eq(U)de define una carta en TM, que queda

caracterizada para veTmH por la identidad v=qa(v)[—i%;] y qa(v)=qa(m)

Las funciones q“ se denominan velocidades geneigliégdas.

El estado (X,k)=(xl,...,xn,ki,...,kn) del sistema queda localmente
determinado por la serie ordenada de 2d nUmeros (q,d)=(qa...,qg,ql,...,qd),
que varian libremente en q(U)de. En efecto:

Sea x=q_1:Rd2q(U)-—eUSRN la parametrizacién local, (q,Q)eq(U)de y
c:I—U una curva de evolucién del sistema por m con velocidad inicial
¢’ (0)=v, siendo qa=qa(v) y q“:q“(v). Aplicando a la los dos miembros de la
identidad x.q.c(t)=c(t), la proyeccién i-ésima en R xl, se obtiene:

: : ! i o 1
x .0 (t))=x (q.c(t)), y asi: k1=11914f9 =[6X ] dq .c =(§§—) g~.
dt o dt o
t=0 \8q ‘q t=0 ‘8q ‘q

De hecho se verifica Tx(q,q)=(x,%), y por tanto Tx se expresa en la forma:

Tx: q(U)xR% (g, q) —(x (), ..., (q), x(q,q),...,x (q,q))eR"xR".
i
donde x'(q,q)="X_ "
ol
aq

1.3 ENERGIA CINETICA.
La energia cinética de una particula de masa m que evoluciona en el espa-

cio R3, segin la curva c:Ist—sc(t)eR’ es en el instante t=t0:

3
1 }:[d(xi.c) ]2
om dt
t=t
0

1=1
La energia cinética de un sistema de n particulas que evolucionan en el

. 3 . . N . X
espacio R™ siguiendo la curva c:Ist—c(t)eR es en el instante t=to igual a
la suma de las energias cinéticas en dicho instante, de cada una de las ener-

gias cinéticas de las particulas que lo componen, es decir:

N i 2

1 M d(x .c)

2 i dt

t=t
1= 1 (]
siendo M_ =M =M =m , la masa de la particula i-ésima.
3i-2 31-1 31 1 ) - .
Esta energia solo depende del estado (x,x)=(x",...x ,Xx ,...%x ) definido

por ¢ en el instante t=to, y establece por tanto una aplicacién:
K:T Ria(x ,5:)—>%M1(5c‘)2
que induce sobre cada espacio tangente TXRN una métrica Riemanniana definida
por la condicién:
1
= — >
K(v) 5 <,V

para cada v=(x,k)eTXRN.



. B} i s .. i
La matriz (Mij) de ésta métrica en las coordenadas canénicas (x ) es:

M1
M )= Mz
1]

.M
El espacio de posiciones M del sistema e: subvariedad de RN, y como tal
hereda dicha estructura Riemanniana. Se denomina también a K=K|TM:TM——%R ener-
gia cinética del sistema. La métrica Riemanniana g inducida en M viene carac-
terizada por la condicidn: g(v,v)=2K(v)=<v,v> para veTpM. El espacio (M,g) se
denomina variedad Riemanniana asociada al sistema.

Calculemos los coeficientes gaB de g respecto a una carta (U,q):

i

ga3=< aa ’ BB S=¢ 95& 'QI , axB g >=M axa ax? X M Qf_ QEB
8q 8q g 8x 8q ax 1) 8q 8 i=1 6q
y la expresién de la energia cinética es entonces:
i j N i i
1 ox ox” .a,.B1 X Oox  .a.
= 3 8 =g 1, 2 T P fow P2
dq dq i=1 dq dq
1.4 FUERZAS APLICADAS AL SISTEMA.
Si (F3F2,F3L4,FI)ER3 es la fuerza total que actua sobre la particula

Pi del sistema, en un instante t=t0, su evolucidnc:I —R es tal que cada Pi

debe satisfacer la segunda ley de Newton. Es decir:

#(x'.c) =_ff
dat? =ty M,
Cuando la fuerza total F =(F ,...,FN) es una funcién del estado
(x,%)=(x }...XN kl,... %) y del tiempo t, la ecuacién diferencial:
d?(x'.c) =_Ej
dt? M,

es la ecuacidén del movimiento del sistema.
Fijado un estado (x, %) de la particula , y un instante to’ exXiste una
unica curva (en el sentido de las ecuaciones diferenciales) c que verifica la

ecuacién anterior y define en t=t0 el estado (x,%), es decir:

dz(xi.c) =_ff

dt? M

Parece pues natural establecer para un sistema holénomo de particulas con

i i i , i
(x .c)(to)—x , (x.¢) (to)—x ,

espacio M de posiciones, la siguiente definicién.



1.4.1 Fuerza sobre un sistema de particulas:
Una fuerza sobre el sistema es una aplicacién diferenciable:
F: TM —TR"

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

™—F TR

- - donde T y T, son las proyecciones canédnicas y t es la in-
. - clusién.

M———R

Es decir, F asigna a cada posicidén peM un operador Fp:TpH-—eTpRN.

El conjunto (M) de fuerzas tiene estructura evidente de & (TM)-médulo.

Si "." denota la métrica euclidea candnica de R“, para cada pe[RN tenemos
la descomposicién:
T R =T H ° v (M)
donde v (M)= {veT RY:v.w=0 para todo weT H}
Cada vector veT M se descompone de forma Unica:
v=v +vl v con v eT;H y vlev (M)
En particular la fuerza F: TH-—eTR se descompone en la forma:

F=F +FLl, con F (v)=F(v)" , y FL(v)=F(v)l para veTpM

1.4.2 Fuerza de tipo ligadura:

La fuerza F:TH-——)T[RN se dice de tipo ligadura, si FT=O. Es decir, F es
ortogonal a M en cada punto.
1.4.3 Las fuerzas como formas.

La operacién l de bajada de indices en RY respecto al producto escalar
candénico "." permite identificar T R con T R mediante la regla:

v TPR aw-—ev weR para veT RY

en particular, si F:TM —T R es una fuerza se define FV en la forma:

FV:T Mav-—aF(v)¢eT RN

y FV verifica la conmutatividad del siguiente diagrama:

N2
™ — " 7" RY

T l lno
M L By
Esta podria ser una definicidén equivalente de fuerza.
En adelante, identificaremos F con F¥ , y las denotaremos a ambas por F.
El caracter covariante o contravariante de F debe quedar claro segin el con-
texto en donde se utilice.

*
Nétese que una forma aeX (RY) puede identificarse con una fuerza aeg(M),

que denotamos por el mismo nombre:

a(v)=a(t(v)) para todo veTM



1.4.4 Pull-back de una fuerza: Fuerza generalizada.
Sea F:TM——T R® una fuerza. Para cada veT M es F(v)eT RY VA F(v)eT M se
define entonces: ¢ F:TMav—s(t F)(v)—T M. Es dec1r para cada peM:
JF: T Msv —>F.(V)odl. (p)=F(v) ITPMGTPM
y el siguiente diagrama es conmutativo:

TPRN F(v) R

W*
de l LpF(V)

p TpM
Una aplicacién Q:TM-—%T*M que hace conmutativo el diagrama

TM ————9T M

L

se denomina fuerza generalizada. A Q=t F, se le llama fuerza generalizada aso-
ciada a F.

El conjunto 2(M) de fuerzas generalizadas, tiene estructura evidente de
F(TM)-médulo, y la aplicacidén pull-back:

JFM) -2

es un homomorfismo de ¥(TM)-mddulos.

Nétese que si uef*(RN), o puede interpretarse también como una fuerza, y
no hay ambigliedad al escribir L*u. El resultado es una l-forma en M, que a su
vez puede interpretarse como una fuerza generalizada.

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién:
Si F es una fuerza, entonces se tiene la equivalencia:
F es fuerza de ligadura e L*F=0
Por otra parte, como L*(F+F’)=L*(F)+L*(F’) se concluye que:
JE)=S )
Demostracién: Fijado un peM, se tiene:
L*F=0 S (L*F)(V)(W)=F(V)(W)=F(V).W=FT(V).W=O, Vv,weTpM ™ FT(V)=0 VveTpM
1.4.5 Expresiones analiticas.
Las formas dxl, RN de
determinan una base en el F(TM)-médulo F(M). De echo, una fuerza F de M, puede
escribirse en la forma:
F=Fidxi con Fi:TMBV-—aF(v)(-gE)eR

ax
y su restriccién al dominio U de las coordenadas locales q:

F(v)—F (glv), q(V))dx



en donde como es habitual se identifica Fi:T(U)——em con FioTx:T(q(U))——em.

ax’ o_ o .
o dg _Qa dq , siendo:

N i * * 4 1
asi: ¢ F=t (Fidx )=Fi(c dx )=F1d(c X )=Fidx =F
laq
6xi
Qa=F1 o
8q

y Q=Qadqa es la fuerza generalizada asociada a F.

1.5 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO.

Supongamos que sobre nuestro sistema de particulas se aplica una fuerza
FA:TM——ATRN. La fuerza total real F:TH———)T[RN que actua sobre el sistema, debe
ser el resultado de la suma de la fuerza aplicada FA, y de cierta fuerza FL
—que denominamos de ligadura-que obliga a que la posicién del sistema perma-
nezca en cada instante dentro del espacio de posiciones M, es decir:

F=F*+F"

El principio de D’ Alambert-Lagrange establece que la fuerza de ligadura

F- es una fuerza de tipa Lligaduna, es decir:
JF=0

De esta forma, por la proposicién de 1.4.4 se concluye que la fuerza ge-

neralizada Q asociada a F coincide con la asociada a FA:
V= =0 TH TN
1.5.1 Curvas de movimiento del sistema.
Un movimiento del sistema, es una curva c:1 —R" verificando:
1.5.1 (1) c(t)eM para todo tel.
1.5.1 (2) 43&5;;9) =-§;
dt i
siendo F=(F1,...,FN) la fuerza total que actua sobre el sistema.

Sean (U,q) coordenadas generalizadas, y x:q(U)——%UcMcRNla correspondiente

parametrizacién local. Supongamos c:I-—-aUc[RN una curva de evolucién del siste-

ma, y denotemos por xi(t)=xi(c(t)) y q“(t)=qa(c.c(t)). Se tiene:

x'(t)=x"(q' (1), ...,q"(t))
y aplicando la regla de la cadena, se verifica:
dxi= 6x1 dqa . dzxi= 8°x! dqa qu+ axi dzqa
At ag® at  dt?  ag®aq® at dt  aq™ at?
Las ecuaciones 1.5.1 (2) pueden escribirse ahora:
aq* at?> M aq%q® at at

i

. ax R . .

como el rango de la matriz % es 1igual a d, las ecuaciones anteriores
9q

guedando en la forma:

qua

dt

permiten despejar



2 o 1 d
d d
L 9%q'(t),...q" 1), &L, ..., 5,
dt dt dt
Sin embargo no podemos asegurar "a priori" que el sistema de ecuaciones
lineales:
axl €a= _ff_ ale q“qB
aq“ M1 aq“an

en las variables Ea sea compatible cada vez que fijemos los parametros (q,g)=
=(q1,...,qd, ql,...,qd), a no ser que exista una solucién movimiento del sis-
tema con condiciones iniciales Tx(q,q).

El principio que asegura la existencia de tal solucién para valores arbi-
trarios de (q,q), raramente es enunciado explicitamente en los libros de meca-
nica, y lo denominamos principio de existencia.

Trataremos de establecer en este epigrafe 1.5, para un sistema holénomo
de particulas con una fuerza aplicada FA, la siguiente conclusiédn:

Existe un tnico campo de vectores & en TM, que es ecuacién diferencial

de segundo oérden en M, de manera que se verifica la equivalencia entre

las siguientes afirmaciones:

1) c:I1—M es curva integral de &

2) LC:I-—%RN es un movimiento del sistema.

v de
dt dt
siendo:

dc
=(0M) (==
3) QM ()
a) t:M—R" la inclusién canénica.
b) V es la conexién de Levi-Civita de métrica g inducida por la energia
cinética K:TM —R mediante la relacién 2K(v)=g(v,v).
c) Q=L¥FA:TH-—9T*H es la fuerza generalizada, y QT: M —TM, donde 7T

*
operador subida de indices 7T M —TM respecto a la métrica g.

En consecuencia la terna (M, K, Q) constituye un modelo geométrico que
permite analizar en su totalidad el comportamiento dinamico del sistema.

Llegaremos a esta conclusién en varias etapas:



1.5.2 Las ecuaciones locales implicitas: d_ jﬁi—-gg—=Q
89" 8q N
Sean (U,q) coordenadas generalizadas, y x:q(U) —UcMcR la correspondiente

parametrizacién local. Supongamos c:I——eUclRN un movimiento del sistema, y como
antes denotemos por x' (£)=x'(c(t)) y qa(t)=qa(L.c(t)). Se tiene:
x' ()= (g (t), ..., q (1))

Probaremos que para todo tel se verifica:

LH E((L )’ (t))] —((L &)’ (£))=q ((v.c)’ (1))

Escribiendo q(t)=(q (t),...,q (t)) qlt)=( gg ey gg ) queda:

d—t[—(q(t) q (t))]———-—(q(t) q (t))—Q (q(t),q (t))
aq™ 8q”

Para probar esta ultima igualdad, reescribamos la codicién 1.5.1 (2) en
la forma:

dzxj

dt?

M
iJ

dx‘=Fidx‘

y apliquemos a ambos miembros el operador L*.Para Q=L*F=L*FA queda:

2 ] i i
d x" ox o ox o_ o
7 994 =Q dq

i o dd =F,
dt® aq ' aq

Por tanto:

ax1 dzxj

ij aqoc 2 o

dt

d (6x' dx? ) d ( ax') ax? ox! a%x’
Como | —% = at — YT a2
dq dt dt 8q dt

se tiene: Q Q(l) Q(Z) con:

(1) d ax1 dxj (2) dxj d 6xi
ro =Mi dt | o« .. |’ Q M, — t o
] aq* dt 8q

Probaremos entonces que:

5] .
Q;“=%t_[—a§&(q(t),q (t))] y o?=% (q(t),q (£

q aq"
En efecto, nétese que K _9 -l—g q“qB =g qB, y por tanto:
, o ol 2 B o
80 9q
Q‘1’=-9__[M ox' dx! dq® ]= d [g dq® ] d [ qB] d [ 8K ]
o dt ij Bqa BqB dt dt o3 dt aB dt o

aq
ag i b]

Por otra parte: -QE&= % 57 QB'7=% 6 a[Mi 6XB 0% ]'B‘7=
8q ] aq aq7

aq aq

1(. 8°x' ax! .n.B1 B 8*x ).v

=§ M. . o B I q q +_2_ M. . B q o -
Haq%aq®  aq” " aq 8q aq”




1 8°x'  dx) .B) 1 dax' %%} .y
M = B . 32 My a7
J 8q"8q" dt 1 dt  8q aq
como ambos sumandos son iguales queda finalmente:
8K daxd 8% B dax)d [ax') @
=M1' o, B =M1 dt o =Qa
aq* M dt aq¥aq 1 dt aq

1.5.3 Ecuaciones explicitas del movimiento.

A partir de las ecuaciones d jgi--ég——Q , ¥ teniendo en cuenta que:
dt L.« o o
8q° &q
11_[ aK ]= o’k da" , ok &P o% ., a*q®
dtl 5q% 8g%aq? dt  ag%af at aq%sq’ P at?

se obtiene:

S PN S5 SR
B g2 * aq* aq®aq”  dt
y si (gaB) denota la matriz inversa de (gaB) se tiene finalmente:
B 2
aB[Qa+ - oK q’] con qy_dq [1]
dt 8q 89 6q dt
Todo movimiento del sistema (en U) debe satisfacer las ecuaciones ante-

riores.
Reciprocamente, imaginemos que o(t) para |t|<s verifica las ecuaciones
a d(q. %)

dt
Por el principio de existencia, hay una solucién c(t) con ¢’ (0)=(x,%) ve-

enteriores. Sea q —q .a(0), o * Y sea (x,%)=Tx(q,q).

4=

rificando las condiciones 1 y 2 de 1.5.1, y por 1.5.2 se concluye que t.c ve-
rifica también las ecuaciones [1] con los mismos valores iniciales que o.
Usando ahora la existencia y unicidad de soluciones para [1], se concluye

que t.c=c, que es lo que queriamos probar.

1.5.4 Los simbolos de Christoffel.
La ecuacidén diferencial [1] anterior depende solo de 1la fuerza
generalizada Q y la energia cinética K, y puede escribirse en funcién de los

coeficientes de la métrica &, «g’ En efecto, teniendo en cuenta que:

_1 T
K= 2 1Y qadq
se tiene:
&K _ 1 130 qpqv 8K g 1% y 62K _ agav 1%
aqa 2 aqa aqa oy 6q76q 6q7

con lo que de la ecuacién [1] se obtiene

a2 B

2

og og
B o+ gaB[ MY an]-u-v
dt

2 o ¥



Llamando QB=gaB Qa , e intercambiando los indices p y ¥ en el Ultimo sumando:

2 8 8

d qB_ B, o8( 1 “Buy “Bay) . u.y
=0 g g =
dt aq aq
sumando miembro a miembro estas dos Ultimas igualdades, y dividiendo por dos:

a%q? -0, aB[ [ aguv_?fgy %, ] My
21

qq
dt2 @ aq¥ aqM
Se denominan a:
8
r =_1_.[ i?+@+_g£y]
Hya 2 aq an aq“
simbolos de Christoffel de primera especie, y a Fug =gaB Fuya de segunda. Se

tiene finalmente la siguiente ecuacidén diferencial:

*f, 8 dd a¥_p
2 gy dt dt

En particular, si no hajtfuerzas exteriores aplicadas, entonces Q=0, y
las ecuaciones del movimiento quedan:

a*q” +8 dq* aq” -0
dtz uw dt dt
1.5.5 Ecuacién intrinseca del movimiento.

Esto prueba que los movimientos de un sistema sin fuerzas exteriores, son
exactamente las geodésicas de la conexidén de Levi-Civita asociada a la métrica
g definida sobre el espacio de posiciones M, por la energia cinética K.

La fuerza generalizada Q, mediante el operador subida de indices respecto
a la métrica g, se puede interpretar como aplicacién Q:TM ——TM que hace

conmutativo el diagrama:

\l

Si V es derivada covariante de la conexioéon de Levi-Civita, las ecuaciones

del movimiento se pueden escribir globalmente en la forma:

V
‘E‘Q
dt
Ve’ Vzc
Para c:I —M curva de M, ¢’ representa la velocidad, ¢’'’=— = — es la
dt dt

"aceleracién" Riemanniana de la curva c, y Q es la "fuerza". Asi la ecuacién
diferencial anterior "recupera" el aspecto formal de la Segunda Ley de la Di-

namica de Newton
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1.5.6 Ecuaciones de Lagrange. Sistemas Conservativos
Un caso particular interesante, es cuando la fuerza aplicada FA sobre el
sistema solo depende de la posicidén, y no del estado. Es decir, existe una
funcién diferenciable, que denotamos también por FA, que hace conmutativo:
A

™M —F 5 TRY

N T
T
M
Usualmente esta fuerza aplicada F* se obtiene como restriccién de

una “campo de fuerzas" . RN —R" de forma que FA =,

—=A
N F N
é__.

s s =A N
Si interpretamos F' como un campo de i-formas de R, entonces:
*—A * A *
t F=¢t F=Q:M—T M es ahora una i-forma en M
- . =A A . . .
En estas condiciones, se dice que F°' (o F') es conservativa, si existe

una funcién diferenciable V:RN——%R de forma que

FA=-dV o equivalentemente fA=—grad(V)
en donde el gradiente se ha tomado respecto a la estructura euclidea canénica
de RN. Se denomina a V=L*V=VIM funcidén potencial del sistema. Tenemos:
0=t Fr=d Fr=- (dV) =-d (. V) =-d (V)

y en coordenadas generalizadas podemos escribir:

v o av
= adq ? Qa= o
aq 8q
Asi llamando L=K-V:TM-—R, donde ahora V se identifica con V.t , y teniendo en
M
av . d 8K 8K
cuenta que — =0, de las ecuaciones — — - ——=0 se deduce:
i/ dt i/ o o
89 8q 9q
d dL aL
T o al
8q" 8q

que se denominan ecuaciones de Lagrange. La funcién L se la denomina funcién
de Lagrange, y el sistema (M,K,V) se dice conservativo.

Por otra parte, la ecuacidén intrinseca del movimiento queda:
v2
——§=—grad \')
dt
Véase ahora el APENDICE I en donde se expone una formulacién

"variacional"” intrinseca del movimiento del sistema.

1.5.5 Principio de Conservacion de la Energia.

Sea (M,K,V) un sistema holénomo conservativo. Se denomina a K energia

cinética, a V energia potencial, y la energia total es:

_1 1_



E=K+V
Demostraremos que la energia total es una magnitud conservativa, es decir:

si c:Iat ——c(t)eM es un movimiento del sistema entonces:
-g%E(c’(t))=O o equivalentenmente E(c’ (t))=cte para todo tel

En efecto, se tiene:
E=K+V=2K-(K-V)=2K-L
B) o 0K .o OL .«

En coordenadas locales, es 2K—(g ql)qg=—4q —————q , asi:
of3 Lo .
aq aq”
E= aL qa L
ag"
Supuesto que c estd metida en la carta (U,q) sea:
d
a*=q"(t)=q". c(t), q"=q"(t)=3T q (t)
. _ L .x)_d
se tiene: E(q q)= _31[-5_&q ] _EEL asi:
Lo
d aL .o 8L dq 4L .« BL dq d aL L |.a
E(q, )= [ ] + e G o |90
dt 6q aqa dt aq aqa dt | dt aqa aqa

ya que por ser q (t) movimiento del sistema, se supone que verifica las ecua-

ciones de Lagrange.
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§2 FORMULACION HAMILTONIANA.

2.1 ESPACIO DE FASES: HAMILTONIANO.

Sea (Q,K,V) un sistema mecanico holdénomo conservativo. Recuerdese que:

El espacio de posiciones Q es una variedad diferenciable de dimensién d. A
las coordenadas de una carta de Q, (ql,...,qd)=(qi) se le denominan coordena-
das generalizadas.

El fibrado tangente a Q, TQ se denomina espacio de estados del sistema. Una

carta (qi,ql) de TQ, se obtiene a partir de las coordenadas generalizadas (qi)

por el criterio: v= qi(v) E—gr] , siendo T:TQ ——Q la proyeccién canénica.
8q” ‘T(v)

K:TQ—R es la energia cinética del sistema, que en coordenadas locales
(q',4') se escribe: K=-%—g1j q‘q’

La funcién diferenciable V:Q —R representa la energia potencial del sis-
tema, y se identifica con una funcién V:TQ —R pbr la identidad V=Votr. La
forma F=—dV:TQ-——+T*Q denota la fuerza exterior del sistema.

A la aplicacién L=K-V:TQ —R se le denomina Lagrangiana. Las ecuaciones

L ]_ L
aqi aql ]
cién diferencial de segundo orden en Q, &:TQ —T Q que describe la evolucidn

(locales) de Lagrange :'%f{ =0, pueden globalizarse en una ecua-

del sistema a partir de cada estado inicial, y se denominan ecuaciones del mo-
vimiento. Localmente se expresa:
18 (gkhﬂ_ kj qiqj] _6_1
89
siendo I' la conexién de Levi-Civita inducida por la métrica giy

La funcién E=K+V se denomina energia total del sistema, y constituye una
integral primera de &, es decir, permanece constante para cada curva de evolu-
cién. _

El fibrado cotangente a Q, M=T*Q se denomina espacio de fases. Localmente
respecto a coordenadas generalizadas (ql) viene descrito por las coordenadas
(pi,q?) por la condicién a=p1(a)(dql)n(a) , donde n:T*Q———eQ representa la
proyeccién canédnica. Las coordenadas p, se denominan momentos generalizados.

La aplicacién 2=i:TQ——+ﬂfQ de bajada de indices se denomina operador de

Lagrange y localmente viene representado por las ecuaciones:

. . . 8L
p,-&(q,q)=p, (q,q)=g (@g==
ij aq1
El operador de Lagrange induce un difeomorfismo cuya aplicacién inversa

£_1=T:T*Q———9TQ es el operador subida de indices, y tiene por ecuaciones:
. Py s i
qj.ﬁ(p,q)éqj(p,q)=g jpi-
La aplicacién H=E.T:M=T*Q———%R se denomina Hamiltoniano del sistema.

Se tienen asi los siguientes diagramas conmutativos:
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iy * g * £ * $ *
™ —TM ™ —TM ™ —TM ™ ——T M

i . 1 H
[1]: q\i\ T 21 i\ Py I31: & T 4 N
R ag’ R R R

2.2 ECUACIONES (LOCALES) DE HAMILTON.

El campo 2*(8) en M=T*Q se denomina ecuaciones del movimiento en el espa-
cio de fases. Localmente, si (pi(t),qi(t)) es una curva integral de £ (&) en-
tonces qi(t) define una curva de evolucién del sistema. Demostraremos que la

expresién local del campo 2*(8) es de la forma:
OH & 8H &

2 =— . = —_
5, (8) i 6p1 * 6p1

aq aq’
y por tanto las ecuaciones diferenciales del movimiento inducidas son las de-

nominadas ecuaciones de Hamilton:

o dq'_em
at  aq' 49t 9P,
En efecto, se tiene : E(q,d)=-g£1qi—L(q,Q), asi:
ele
dE= dL dq + 4 d( BLl] [ 6leq1+ 6leqi]
aq" g oq 99
como H=(2"1)*E usando los diagramas [1], [2] y [3] queda
dH=d (&) E=(g™) " (aE) =p_dq‘+q’dp1‘[(£’1)*{—aii]dthidqi],
1 aq
ya que p,=(5’_1 *EQE—]—-———(q ). Comparando con dH—gH-dpi+g§-dq se tiene:
! pl aq
8H i 8H aL .
5 , 1__——1( -CI)
i 8 oq
asl los siguientes diagramas son conmutativos:
g * e *
™ ——T M ™ —>T M

Si c(t)=(q(t)) es una curva de evolucién del sistema, entonces es:
1

c’ (t)=(q(t),q(t)) con q (t)—q c(t)—q c’'(t) y q (t)— q .c’ (t)
Por otra parte, podemos escribir £(c’)=(p(t),q(t)), 51endo.
p, (£)=p (£(c’), q'(t)=q".&(c’ (t))=q .c’ (t)
£(c’) es una curva en M que por definicién es curva integral del campo £6.

Se tiene asi:

i
gftl_s ’(t)-——-i(s’(’(t)) 1(p(t) ,a(t)).
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ademds, como c verifica las ecuaciones de Lagrange, se tiene:

dp,
ik =—d—t[p 2(c’ (t)] gt( (c ’(t)] (e ()= (2.0r ()= E (p(1),q(t)
i i
q 3q aq aq

2.3 FORMAS CANONICAS (DE LIOUVILLE Y SIMPLECTICA) EN M=T*(Q).

*
Sea m:M=T Q —Q la proyeccién candénica. Aplicando el funtor tangente, se

tiene el siguiente diagrama conmutativo

™ —" 10 (p,q,p,4) l"—>(q,c';[)
T T T T
M l l Q y en coordenadas locales M Q
14 14
M —Q (p,q) —— ¢q

Si aeM con m(o)=qeQ, hay una forma lineal candnica ﬁ(a):TaM——ﬂR definida

por la conmutatividad del diagrama:

T M——-)T @
0(04\ l #(w)=a.dm(@) (dm(«)=T m=Tn|T M)

La aplicacién ¢: Maa——eﬁ(a)eT M define un elemento canénico de x (M), deno-
minada forma de Liouville. Estudiemos su expresién local respecto a una carta
canénica (p,q):

Si ueT M, entonces u= Z[ai[ji ] + bi[ji—] ] y dn(a)(u)—z [———] . Asi:
o ap i i
i/« aq ‘w aq

0(«)(u)=oc(d1t(oc)(u))=[2 pi(oc)dqi] [Z bi[—a—i] ]=Z pi(oc)bi=|:z pi(oc)dqi(oc)] (u)
o

oq
Por tanto la expresién local de la forma de Liouville ¢ es:
0—Z pidq
La forma simpléctica candénica de M es Q=d®, que tiene por expresién local:
i
Q—Z dp Adq

Claramente Q es una 2-forma exacta y no degenerada.

Ejercicio:
Probar que la 1-forma de Liouville ¥ de M, es la uUnica con la propiedad:
o o=a para todo aeI*(Q) (a:Q-—»T*Q)

En particular a*Q=da.

2.4 VARIEDADES SIMPLECTICAS: SUBIDA Y BAJADA DE INDICES.

Una variedad M de dimensién n=2d se dice que tiene una estructura simpléc
tica, (6 que M es espacio simpléctico), si se ha definido una 2-forma Q cerra-
da de M que es no degenerada en todo punto.

La 2-forma Q se dice entonces que es la forma fundamental del espacio

simpléctico que se denota ahora por M=(M,Q).
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Como en geometria Riemanniana, la forma bilineal no degenerada Q puede
verse como un isomorfismo lineal Q(m):TmM———aT:M para cada punto meM, que
induce un operador de "bajada" de indices respecto a Q, y que denotamos por:

Q: Z(M)5X—R(X, . )=1 0¥ (M)
donde iX’ denota obviamente el producto interior.
El operador “subida" de indices sera denotado por V=Q_1:f*(M)——ef(M).

2.5 FORMULACION HAMILTONIANA GLOBAL.
La diferencial Q de la 1-forma ¥ de Liouville define una estructura
»*
simpléctica candénica para M=T Q. Estudiemos como funcionan los operadores de

subida y bajada de indices en una sistema candénico de coordenadas locales

(p,q):
a ). a a a i_, i i,_ 8
Q[t??i]_z Q[ap apj]dp z Q[—api, ——a j]dq =dq V(dq )-3p.
q i
8 8 j 8
— = dp + [— —-]dq ==dp, V(dp )=-—
{ ] X [ i ap ] j X 6q1 aqj i i 8q1

En partlcular, si f:M—R es una funcién diferenciable, es:

V(df)—v[a_dpi+£i dq‘] o o st s
pi aq 3q pi pl aq

Se tiene asi el siguiente resultado:

Si (Q,T,V) es un sistema holénomo conservativo, vy H=E.£_1:M=T*Q———%R es el
hamiltoniano del sistema, entonces el campo 2*8 en M de las ecuaciones del
movimiento en el espacio de fases viene dado (globalmente) por:

ﬁ*€=XH=—V(dH)
§3 GEOMETRIA SIMPLECTICA.
3.1 ALGEBRA LINEAL SIMPLECTICA.
3.1.1 Formas de grado dos en un espacio vectorial. Estructura Simpléctica.

Sea V un espacio vectorial real de dimensidén finita, y weQz(V). Probaremos

que existe una base de V respecto a la cual la matriz (hemisimétrica) de w es

de la forma:

(0

01
-1 0 0...0
donde O=] . . es una matriz cuadrada nula.

01
-1 0

\
J

En efecto, procedamos por induccién sobre la dimensién n de V.
Si n=1, necesariamente w=0, y el resultado se sigue trivialmente.
Supuesto cierto para dimensién <n (nz2) procedamos a probarlo con dim V=n:

Si1 w=0 no hay nada que probar. Caso contrario, existen u,veV tales que
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w(u,v)#0; podemos suponer w(u,v)=1, y necesariamente u y v son linealmente

independientes. Sea P={Au+puv:A,peR}. Respecto a la base {u,v} la forma wIPxP

: [0 1
tiene por matrlz[_1 0

], y es por tanto no degenerada. En particular
si denotamos por V’=Pl={weV:w(w,p)=0 para todo peP} se tiene PnV’={0}.
Por otra parte, es V=P+V’ ya que para todo zeV construimos:
p=w(z,v)u-w(z,u)veP; w=z-p pertenece a V'’ ya que:

w(u,p)=—wlz,Wwlu,v)=w(u,z), y wlv,p)=w(z,v)elv,u)=wlv,z)
Construyase ahora la base de V deseada intercalando adecuadamente los vecto-
res u,v en la base obtenida aplicando la hipétesis de induccién a w|V’xV’.l

Reorganizando adecuadamente los elementos de la base se obtiene:

COROLARIO
Si Q es una 2-forma no degenerada en el espacio vectorial E,entonces
necesariamente E tiene dimension par 2d, y existe una base
(u,...u,v ""’Vd)

1 d’ 1
de E respecto a la cual la matriz de Q tiene la forma: JA=[_? é] siendo I
la matriz identidad de dimension d.
Se denomina a E=(E,Q) espacio vectorial simpléctico, y a 1la base

(ul,...ud,vl,...,vd) base simplectica de E.

3.1.2 Forma de volumen candnica.

Sea E=(E,Q) un espacio vectorial simpléctico, y (ul’.'dﬁ’vl""’vd) una

base simpléctica. Si (al,...,ad, Bl,...Bd) es su base dual entonces: Q=ZaiAB_,
1

y se tiene el siguiente resultado:
LEMA:

En las condiciones anteriores, se tiene Qd=d!(“1ABIA---udABd)-
Demostracién:

Por induccién sobre d. Para d=1 el resultado es evidente. Supuesto probado
para d probémoslo para d+1:
Sea Q=a1ABl+...+adABd, w=aa  AB_ . Teniendo en cuenta que el producto

d+1 = d+1
(exterior) de formas de grado par es conmutativo, es valida la férmula:

(Q+w)d+1= z [dl':l] Qd+1-k/\wk

Pero claramente wk=0 para k>1, y o**'=0 por lo que la suma anterior queda
usando la hipdétesis de induccién:

d+1

1

d+1
(Q+w) ¥ =[ +1  d+1

]Qd/\w=(d+1)d!(oclABlA...ochBd)Aw=(d+1)!(alABIA...adABdAad AB. )

-17-



COROLARIO

Si E=(E,Q) es un espacio simpléctico y como antes Q=a1A31+...+adABd,

(-1yds21
ntonces es W= A, ..ot AB A.. . AB =—— Q
€ 1 d B1 Bd d!

Por otra parte w es una forma de volumen y se denomina volumen candnico
de (E,Q).

[d/2] denota el mayor entero que es menor o igual que d/2.

Demostracién:
Nétese que para "pasar" de “1AB1A"'AadABd a “1A"'adAB1A"'ABd es
(d-1)d
necesario hacer 1+2+...+(d-1)=(d;1)d "saltos" y (-1) 2 2 (-l@

3.1.3 Aplicaciones lineales simplécticas. Grupo simpléctico.

Sean (E,Q) y (E’,Q’) dos espacios vectoriales simplécticos con la misma
dimensién d. Una aplicacién lineal f:E——E’ se dice simpléctica si f*Q’=Q.

La condicidén necesaria y suficiente para que la aplicacién lineal f sea
simpléctica es que lleve una (6 toda) base simpléctica a una base simpléctica.

La composicién de aplicaciones lineales simplécticas es simpléctica, y en
particular el conjunto Sp(E,Q) de transformaciones lineales simplécticas de E

en E tiene estructura de grupo.

3.2 GEOMETRIA SIMPLECTICA: CORCHETES DE POISSON Y SISTEMAS HAMILTONIANOS.
En lo que sigue (M,Q) es una variedad simpléctica, y se denotara por
Q: X (M)oX —1,0eX (M), V=0"":Z" (M) —E(M)
los operadores de bajada y subida de indices.
Para cada meM (TmM, Q(m)) es un espacio vectorial simpléctico, y la n-forma

[dr2]

_(-1) ol

T
define en M una forma de wvolumen que es la simpléctica canénica en cada

espacio tangente. Por eso se llama a w forma de volumen canénica en (M,Q).

3.2.1 Transformaciones simplécticas.

Sean (M,Q), (M’ ,Q’) dos variedades simplécticas. Un difeomorfismo f:M—M’
se dice simpléctico si f induce una aplicacién lineal simplectica entre los
espacios tangentes, es decir: df(m):T;M———ewanM’ es simpléctica.

Nétese que esta condicién equivale a f Q'=Q, y por tanto un difeomorfismo
simpléctico preserva los volumenes candnicos.

Obviamente la composicién de difeomorfismos simplécticos es simpléctico, y
en particular Sp(M,Q) familia de endomorfismos simplécticos de M, es un grupo.

Denotando como es habitual por Q:I(M)———ef*(M) el operador bajada de indices,

es facil probar que una condicién necesaria y suficiente para que el
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difeomorfismo g:M—M sea simpléctico es que se verifique la conmutatividad de

EM) —2 %" (M)
g, l l e,
Q *
M) —2 55" M)

3.2.2 Campos hamiltonianos.

Un campo XeX¥(M) se dice hamiltoniano, si existe una funcién HeF (M) tal que:

X=-V (dH)=~grad (H)

La funcién H se dice entonces que es el hamiltoniano de X y escribimos

entonces X=XH, es decir:
X=XH & X=-V(dH) e iXQ=—dH ¢ Q(X)=-dH

El campo X se llama localmente hamiltoniano si Q(X) es cerrada. Por el lema

de Poincaré, se deduce que X es localmente Hamiltoniano si y solo si es

hamiltoniano en un entorno de cada punto.

Otra caracterizacién de los campos localmente hamiltonianos es la siguiente:

TEOREMA

El campo X es localmente hamiltoniano si y solo si LXQ=0
Demostracién:

LXQ=d(Q(X))+iX(dQ)=O si y solo si Q(X) es cerrada.
COROLARIOD

El conjunto xﬁ?ﬂ de los campos localmente hamiltonianos constituye una

subalgegra de Lie del dlgebra de Lie de los campos ¥(M).

Demostracién: Tengase en cuenta que L[X,Y]=[LX’LY]'
NOTA:
La condicién LXQ=0 indica que si (Ft) es el flujo (local) de X, entonces:
»*
F Q=Q
t

y por tanto las transformaciones Ft son simplécticas. En particular las Ft
preservan el volumen canénico.
Por otra parte, teniendo se ve que los campos

localmente hamiltonianos, constituyen una subalgebra de Lie de X(M).

3.2.3 Corchete de Poisson de dos 1-formas
Los operadores V y Q permiten "copiar" la estructura de algebra de Lie de
los campos X¥(M) al espacio de 1-formas f*(M):
Se define el corchete de Poisson de dos 1-formas a,Bef*(M) como:
{a,B¥=Q[V () ,V(B)]

y asi (f*(M), {,}) es un algebra de Lie. El siguiente resultado es crucial:

Teorema:

El corchete de Poisson de dos l-formas cerradas es una l-forma exacta.
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Demostracién:
Sean o, B 1-formas. Denotando A=V (a), B=V(B), y teniendo en cuenta que:

[L iB]=i L,=d. i +i

A’ [A,B]" Lxd-1x*ix-d

{«,B}=i [LA, iB]Q=LA(B)-iB.LAQ=d(B(A))+iA(dB)—iB(d(a))

[A,B1

en particular si do=dg=0, es {a,B}=d(B(A)) que es exacta.

3.2.4 Corchete de Poisson de dos funciones.

Si f y g son funciones M-—R diferenciables, entonces df y dg son formas
cerradas. La funcién primitiva particular encontrada para el corchete {df,dg}
en el teorema anterior se denota por {f,g} y se denomina corchete de Poisson
de ambas funciones:

{f,gt=dg(V(df))=Q(V dg) (V df)=-Q(V df, V dg)=—Q(Xf’xg)=iniX Q
Noétese que en particular se tiene: ’
d{f,g}={df,dg}

El resultado principal es el siguiente:

TEOREMA
(¥(M), { , }) es un dlgebra de Lie, que verifica las identidades:
d{f,g}={df,dg} {f,gh}=g{f,h}+h{f,g}
Demostracién:

Como {f,g}=-Q(V(df),V(dg)) se ve facilmente que {.,.} es R-bilineal y
verifica {f,g}=-{g,f}.

Para probar la identidad de Jacobi:

{f,{g,h}}+{g,{h,f}}+{h,{f,g}}=0
necesitamos algunos resultados técnicos preliminares que como veremos tienen

interés por si mismos:

LEMA 1
Si f,gey(M), entonces {f,g}=—LX}g y X{f,g}=—[Xf,Xé]. En Particular los

campos Hamiltonianos IH constituyen una subdlgebra de X(M).
Demostracién:

Por una parte: L g=iy (dg)+d(1x g)=1x (dg)=1x (—1x Q)=-{f,g}.

X, £ £ £ £ g
Ademés: d{f,g}={df,dg}=Q([Xf,Xg]) lo cual prueba la segunda afirmacién.

En particular la igualdad {f,g}=—Lx g permite probar:
£
{f,gh}=-Lx (gh)=-th (g)-ng (h)=g{f,h}+h{f, g}
£ £ £

Probemos por Ultimo la identidad de Jacobi para el corchete de Poisson en

F(M). Nétese que {f,{g,h}}=-fo({g,h}=foLxg

(h), por tanto:
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(f,(g,h}}+(g,(h,f}}+(h,(f,g}}=LX LX (h)—LX LX (h)+LX h=
f g g h {f,qg)

=(L[X x1*t L—[X X ]](h)=0.l
f g f g

Se tiene finalmente:
COROLARIO:

Para f,Hej(M) la condicién {(f,H}=0 equivale a decir que la funcidén f se
mantiene constante sobre las curvas integrales de XH. Por otra parte, el con-
Jjunto §H=(fe§(M):(f,H}=0} constituye una subdlgebra del dlgebra de Lie J(M).
Demostracién:

La primera parte se sigue de {f,H}=—df(V(dH))=df(XH)=XH(f). Por otro lado:
si f,geﬁH por la identidad de Jacobi:
O={H,{f,g}}+{f,{g,H}}+{g,{H,f}}={H, {f,g}r}+{f,0}+{g,0}={H, {f,g}}

3.2.5 De nuevo en el espacio de fases.

Si H:M=T*Q——+R es el hamiltoniano de un sistema mecéanico holénomo, entonces
el sistema hamiltoniano X=-grad(H) determina las ecuaciones de evolucién. Si
feF(M) la condicién {f,H}=0 significa exactamente que f se mantiene constante
sobre las curvas integrales de X, es decir, f es una constante del movimiento.

En particular la propiedad {H,H}=0 da lugar nuevamente al principio de
conservacién de la energia.

Si q=(q1,...,qd) son coordenadas candénicas en Q y (p,q) son las coordenadas
canénicas en M, para funciones f y g de M se pueden verificar las propiedades:
6f_ og _ of 6g. , en particular (f,qi}=- ot y (f,p,}=-£E;.
8q’ 8p,  dp, 8q 3p, T aq

{f,g}=
i

3.3 TEOREMA DE DARBOUX. COORDENADAS SIMPLECTICAS.

3.3.1 Cartas simplécticas

Sea (M,Q) es una variedad simpléctica de dimensién 2d. Una carta (U,p) en
M se dice simpléctica si siendo ¢=(p1,...,pd,q1,...qd) es Q=deiAdqi.

Se demuestra facilmente que la condicién necesaria y suficiente para que ¢
sea simpléctica es que {qi,pj}=6;=-(pj,qi}, y "todos los demas” sean nulos.
3.3.2 Atlas Simpléctico

Sea Qd la forma simpléctica candénica de Ra{ es decir Qd=2dpi/\dqi siendo
(pl,...,pd,qi,...qd) las coordenadas canénicas de R*.

Un atlas ‘U={(Uu,¢a):aed} de una variedad M de dimensién 2d se dice

. fop s . : * _ _ -1
simpléctico si para cada «,Bed con UanU #0 es waB (Qd)—Qd. con waﬁ_wﬁ'wa .

B

Teorema

Si una variedad M admite un atlas U simpléctico, entonces M admite una
inica estructura simpléctica Q de forma que todas las cartas de U son

simplécticas en (M.Q).
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Demostracién:
Basta tomar Q=¢;(Qd) en cada Ua’ que define globalmente, sin ambigiiedad una

forma simpléctica Q.m

3.3.3 Teorema de Darboux

Se probara el reciproco del teorema anterior, es decir, toda variedad
simpléctica admite un atlas simpléctico. Esto es consecuencia del siguiente:
Teorema (de Darboux).

Sea (M,Q) una variedad simpléctica, y meM. Existe entonces una carta
simpléctica por M.

La demostracién se hara por induccién sobre d, siendo 2d=dim M. Para

iniciar este proceso de induccién, se precisa del siguiente

PROPOSICION 1

Existen funciones diferenciables con valores reales, pl, q1 definidas en un
entorno de m de forma que {ql,p1}=1.
Demostracién:

Eli jamos p1:U——eR funcién diferenciable en un entorno de m con pl(m)=0, y

dpl(m)io. Sea P1=—grad(p1)=—V(dp1). Como Pl(m)¢0, podemos encontrar una carta

¢=(q1,x2,...,xn) por m de forma que P1=_é—i’ asi:
8q

1=P1(q1)=LP1(q1)=-{p1,q1}={q1,p1}
|

Naturalmente las funciones P, q1 construidas antes son linealmente inde-
pendientes ya que {ql,p1}=—Q(V(dq1),V(dpl))=1 y necesariamente es:
(V(dql),V(dpl)) y por tanto (dq1,dp1) son 1.i en cada punto.

Si d=1, (pl,ql) define una carta simpléctica en torno a m. Supéngase pues
d>1 y el teorema demostrado para variedades simplécticas de dimensién <d.

Sea pues (M,Q) variedad simpléctica de dimensién 2d. En torno 1 punto meM
se construyen las funciones P, q1 de la roposicién anterior. Se tiene:

{d',p )=0a(P ,Q")=1

siendo P1’ Q1 los campos con funciones de hamilton P, q1 respectivamente.

Sea M={XEU:p1(X)=0, ql(x)=0}. Como dp1 y dq1 son no nulos en U, se concluye
que M es una subvariedad de dimensidén 2d-2. Ademas en cada punto xeM, la
con
dicién £eT M equivale a dp1(€)=dq1(€)=0 pero dp (£)=-Q(P ,£) y dq' (£)=—Q(q", £)
por lo dque TXM es el complemento ortogonal de {Pi(x),Ql(x)}. Asi 1la
restriccién W de Q a M define una forma simpléctica en M, y por la hipdtesis
de induccién, existen (pz,...,pa,q?,...,qg) coordenadas simplécticas de (M,W)

en torno a meAl.
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En primer lugar, es necesario extender P,y qi a funciones P ql definidas
en un entorno de meM. Para ello nétese que en cada punto xeM los vectores
P1(x) y Q'(x) son linealmente independientes y "transversales" a TXAL y se

tiene el siguiente:

LEMA 2
Para €, & positivos pequefios, llamando [X]t al flujo de un campo X se tiene
que la aplicacién:
Mx(—s,s)x(—&,a)a(x,s,t)——e[Qllt.[Plls(x)eUcM

define un difeomorfismo (cuya imagen hemos denominando U).m

Denotando para cada ze€U al Unico x=®(z)eM tal que z=[Q1]t.[P1]S(¢(z)) para
ciertos valores de s y t, convenimos en definir:
p,(z)=p (8(2)), q'(z)=q' (8(2)) para i=2
por ser $:U——M diferenciable, pl, y ql lo también lo son, y se mantienen
constantes a lo largo de cualquier curva integral de Q1

Nétese por otra parte, que como {pl,ql} es constante, [Pl,Q1]=O, y por tan-

to los flujos [Q1]t’ [P1]s conmutan y las funciones P,y ql se mantienen con-
stantes también a lo largo de cualquier curva integral de Ql. Esto demuestra
que por ejemplo Pl(q2)=-{p1,q2}=0. Analogamente:
{p,a'={p ,p }={q",q'}={q’,p }=0 si iz2.
En particular, si como es habitual Pl, Ql denotan los campos hamiltonianos
con funcién de Hamilton P;» q1 respectivamente entonces:

(p,,Q'1=[P ,P 1=[0",Q'1=IQ",P 1=0,
y en consecuencia:

LEMA 3
los campos Pl, Q' son invariantes por [Q1]t’ [P1]s y por su producto
1 . R
¢st=[Q ]t'[P1]s=¢ts'Por otra parte, por ser P1 y Q hamiltonianos, ¢st es
transformacién simpléctica y preserva por tanto Q. =
Queda por ultimo probar que para i, jz2 es {ql,pj}=6;=—{pj,qi} y nulo en los
demas casos.

Denotando ahora por ?i, Ql los campos hamiltonianos en M con funciones de
hamilton pi, ql respectivamente, se tiene por hipétesis:

{q'.p )= W(fPl,Q’}=6;
Pero PiIW'=?1, QJ|WEQJ, con lo que:
Q(Pl,QJ)=6; en W
Por el lema 3, se concluye entonces que la igualdad anterior se "transmite" a

traves de ¢st a todo el entorno U de M. De identica forma se prueba:
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Q(Pi,-Pj)=Q(Qi ,0))=0

3.4 INVARIANTES INTEGRALES Y VARIEDADES INVARIANTES
3.4.1 Invariantes integrales de un campo.

Sea M una variedad y X un campo de vectores en M. Sea aeQF(M). Se denomina
a o k-forma invariante de X si y solo si an=0.

Por la conexién entre flujos y derivada de Lie se obtiene que aer(M) es
k-forma invariante de X si y solo si F:a es independiente de t, Si (Ft) es un
flujo local de X.

OBSERVACIONES:
(1)

En particular, una funcién fej(M) es invariante de X, si y solo si X(f)=0,
si y solo si f es constante sobre las curvas integrales de X. Se denomina
tambien a f integral primera de X.

Si pensamos en las curvas integrales de X como las de movimiento de un sis-
tema, entonces f se interpreta como una constante del movimiento.

(2)

En un entorno de cada punto meM, en donde X(m)#0, el campo X admite n-1
(n=dim M) integrales primeras independientes. En efecto, puede tomarse una
carta ¢=(X1,...,xn) en donde X=-é—1, y las funciones xz,...,xn son claramente
integrales primeras. o
(3)

Si w es una forma de volumen en M invariante de X, entonces div X=0 y por
el teorema del cambio de variable se deduce que el volumen del recinto Ft(Uo)
es independiente de t siendo Uo un abierto en el cual estan definidas las Ft.

Para k-formas invariantes de X existen interpretaciones geométricas

similares (véase Teorema de Poincaré-Cartan [Abraham pag 202]).

Se tiene el siguiente resultado de demostracién inmediata:
Proposicién
Sea X un campo de veclores en M y a, B formas invariantes de X. Entonces:
ixa, dao y aAB son formas invariantes de X. Ademds el conjunto de formas
k-invariantes constituye un R-espacio vectorial.
3.4.2 Invariantes integrales de un campo Hamiltoniano
Si (M,Q) es variedad simpléctica y X es un campo localmente Hamiltoniano,

entonces por 3.2.2 se concluye que Q es una 2-forma invariante, y (usando la

s ks . < 2 2 d :
proposicién anterior) también lo son @7, ..., @, y en particular la forma
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candénica de volumen w de M.

Por otra parte si X=X es un campo hamiltoniano, la condicién necesaria y

suficiente para que feﬁ(éﬁ sea invariante de X es que {f,H}=0 (ver 3.2.4).
3.4.3 Variedades invariantes.

Sea M una variedad y X un campo de vectores en M. Sea V una subvariedad de
M de dimensién k. Se denomina a a k-variedad invariante de X si X(V)ET;VCTJV
para todo vel.

Si V es variedad invariante de X, denotamos por XIV al campo i;X

restriccién de X a V. (iv:V-——aM es la inclusién candénica).

OBSERVACIONES:
(1)

La condicién necesaria y suficiente para que V sea variedad invariante de X
es que cualquier curva integral de X que pase por un punto de V, esté

contenida en V.

(2)
Si fej(M) es una integral primera de X, y ceR es un valor regular de f,

(es decir df(x)#0 si f(x)=c) entonces Z =f—1(A) es una hipersuperficie inva-

riante de X. ’
(3)

Mas general: sea F=(f1,...,fk):M-——>lRk de forma que cada fi es una 1integral
primera de X, y sea c=(cl,...,ck)e[Rk un valor regular de F (es decir se tiene
dfl(x)A...Adfk(x)¢0 si F(x)=c). Entonces ZC=F_1(C) es una variedad invariante
de X.

(4)

Se deduce entonces que en un entorno de un punto meM con X(m)#0, el campo X
admite a lo mds n-1 (n=dim M) integrales primeras independientes. Por la ob-
servacién 3.4.1 (2) de hecho admite tal sistema (local) F=(f1,...,fn_1) de in-

tegrales primeras, y para cada valor regular ceR™’, ZC=F_1(C) es la imagen de

una curva integral de X.

3.4.4 Hipersuperficies invariantes de energia constante.

Sea X=XH un campo hamiltoniano en la variedad simpléctica (M,Q), y sea eeR
un valor regular de H. Como {H,H}=0, H es integral primera, y Ze=H-1(e) es una
hipersuperficie invariante de X. Probaremos el siguiente:

Teorema

Existe un forma de volumen B, en Ze que es invariante por S=X|Ze.

Demostracién:

La forma de volumen candénica w de (M,Q) es una forma invariante por X.

Trabajaremos primero localmente, en un entorno de cada punto de Ze:
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Fi jado meZe como dH(m)#0, es posible encontrar una carta (U,¢) centrada en m

con ¢=(x1,...xn), (n=2d=dim M) y H=x'. Asi en esta carta podemos escribir:
w=dHAc
como LX(dH)=d(LXH)=0, es dHALX0=LX(dHA0)=LXw=O, y esto significa que
en la expresién de LX0=Z 8, dxlA...dxi_lAdxi+1A...Adxn, necesariamente es s,
identicamente nulo (dx'=dH !) y por tanto:
LX0=dHAT

*
Si i:Ze-——aM denota la inclusién candnica y S=X|Ze definimos ue=i o, y se

tiene:
Lo 1=1"(Ly0)=1"(dHAT)=1" (dH) A1 "T=0AT=0
g Mo=1 (Lyo)=i AT)=1 AL T=0AT=

Por otra parte, M, €s una forma de volumen en Ze’ ya que en la carta

(adaptada) ¢=(x1=H,x2,...,xn) se tiene:
Oiw{a—l,...,—a—]=dH["a—1]0‘[i—2,...,a—-]=0[a—2,...,_a——]
ax ax" ax ax ax" ax ax"
que coincide con u [11—,..., EL—] en cada punto xeZ .
e 2 n e
: ax ax

La construccién efectuada ha sido local, pero puede globalizarse wusando
particiones diferenciables de la unidad, de la siguiente forma:

Como dH#0 en Ze’ podemos tomar un entorno de Ze en donde dH#0, y suponer
sin pérdida de generalidad que dicho entorno es todo M. Asi podemos encontrar
una familia {(Ua,ua,oa) : aed} de forma que {(Ua,ua) : aed} sea una particién
diferenciable de 1la unidad y w=dHAOa. De esta forma, tomando 0=Zpa0a, se
concluye: dHAO=dHAZua0a=Zua(dHAoa)=(Zua)w=w.

El resto del argumento admite el planteamiento local ya expuesto.m
Usando una técnica parecida, puede probarse la siguiente generalizacidn:

Teorema
Sea X=XH un campo hamiltoniano en la variedad simpléctica (M,Q), y sean
fl,...,fk:M———eR constantes del movimiento, es decir {fi,H}=0. Sea
F=(f ,...f ):H—R"
y sea ceRk un valor regular de f. Sea ZC=F-1(C) la variedad de nivel invarian-

te de X. Existe entonces un volumen R invariante por XIZC.I
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§4 SISTEMAS HAMILTONIANOS CON SIMETRIAS
4.1 NOTACIONES Y CONCEPTOS BASICOS

1) si A, B, C son conjuntos y F:AxB——C, denotamos para aeA, beB:

F(a)=Fa:B3y-——+F(a,y)eC, F(b)=§b:Aax-——+F(x,b)eC

asi podemos pensar en F como F:A—Apl(B,C) y F:B——Apl(A,C).

2) Se supone conocida la definicién de actuacién de un grupo sobre un con-
Jjunto, y la terminologia usual de las actuaciones

®:GxMa(g,x) —><I>g(x)=g.xeM
en adelante solo interesan las actuaciones diferenciables (G es grupo de lie y
M es variedad diferenciable). Una tal actuacién induce de forma natural dos
actuaciones: |
* * *
@T:GxTMa(g,v) —>(<I>g)*(v)eTM y <I>T*:G><T M>(g,a) —>(<I>g-1) (a)eT M

Notese que las actuaciones también pueden ser por "el otro lado" y toda la
teoria es repetible.

3) Si G es un grupo de Lie se denota por L:GxG>(g,h) —gheG la actuacién na-

tural por la izquierda de G en si mismo. Asi L. actua sobre TG por la izquier-

T
da y denotamos:

T
Analogamente el grupo actua sobre si mismo por la derecha:
L:GxGa(h, g) —>Lg(h)=hgeG

Suele llamarse R= L y en este caso es R:GxG>(g,h) —hgeG de acuerdo con las

L :GxTGa(g,E)——edLg(€)=g€eTG

notaciones 1). RT actua entonces por la derecha sobre TG y denotamos:
RT: TGxGa (€, g) —»ng(§)=€geTG
4) El1 algebra de Lie g del grupo G se identifica de forma natural con TeG'
De hecho si EeTeG, se interpreta que €eg a traves de la férmula:
€(g)=g€
entendiendo que la € y £(e) se han identificado y g€=(Lg)*(€(e)).
La aplicacién exp: 9 —G es la aplicacién exponencial. viene definida por la
condicién de que F(t,gl)=g exp(t€) es el flujo (global) de £egq.
5) El1 grupo de Lie G actua sobre si mismo por conjugacién:
C:GxGa(g,h) —ghg
Para cada geG Gg:G-—eG es un homomorfismo y ng(e)=Adg:g-—+g es un automor-
fismo del espacio vectorial g que viene definida por:
Adg:ga&-—eggg_leg
y se denomina aplicacién adjunta. Esta aplicaciéon que permite definir una ac-
tuacidén Ad:Gxg —>g, que se interpreta como una
aplicacién:Ad:G ——GL(g)=Aut (g)
que es homomorfismo de grupos. la diferencial dAd(e) coincide con ad:

ad:,ga&-——)ad€

€End(g) siendo adgzgan —I[€,nleg
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*
6) Si como es habitual denotamos Aut(glasg —¢ €g la aplicacién que hace
w*(u)=a.¢ para todo aeg*

La accién coadjunta de G viene definida por:

* * *
®:Gxg 3(g,u)-—+Adg-1(u)eg
7) Si Q:GxMa(g,x)——e@g(x)=g.xeM es una actuacién diferenciable de G en M, a

cada campo £€g se le puede hacer corresponder una campo gMEX(M) definido por:

EM(X)=—g€ =0 exp(t€).x
y se verifican las propliedades:
(i) @;(EM)=Adg—1(€) (ii) (AdgE)M=<I>;-1§M (111) [€,nly=-1&,,m,]
por otra parte, si & denota la accién coadjunta de G en M=g* entonces:
€M=—adE para todo £eg
4.2 ACCION SIMPLECTICA.

Una accién diferenciable Q:GXM-—;eM del grupo de Lie G sobre la variedad
simpléctica M=(M,Q) se dice siTpléctica, si Qg:M-——»M es aplicacién simplécti-
ca para todo geG, (es decir: @gQ=Q).

Si & es una accién simpléctica, entonces para todo £e€g el flujo Ft=¢exp(t§)
de §M es simpléctico y por tanto se verifica que L€Q=O, es decir EM es local-

mente hamiltoniano.

Supéngase ahora que M=(M,Q) es f_simplectica (fuertemente simpléctica) en el
sentido de que Q=dO para cierta l1-forma 6 de M, y que la accidén es f_simpléc-
tica en el sentido de que ¢;9=9 para todo geG. Entonces para cada £€g se tiene

como antes que L. 6=0, es decir d(ig 9)=—ig Q, y asi EM es globalmente hamil-

gn M M
toniano para todo £eg. Si definimos:

J:nga(x,&)-—e(ig 0} (x)eR

J verifica las condiciones de una aplicaciéﬁlmomento dada por la siguiente
4.2.1 DEFINICION
Sea ® una accidn simpléctica del grupo G sobre la variedad simpléctica (M,Q)
Una aplicacién momento para la accidén & es una aplicacidn
J:Mxg —R
tal que J(x):93€ —J(x,E)eR es lineal para todo xeM, y para cada £eg se veri-
fica:

d3(€)=-1‘g Q siendo 3(6):M3x-—eJ(x,€)eR

M
Por otra parte se dice que el momento J es Ad*_equivariante si:
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Ad*-1
g
es conmutativo para todo geG.
4.2.2 TEOREMA
Sea ® una accién simpléctica del grupo G sobre la variedad simpléctica (M,Q)
y J una aplicacién momento Ad*-invariante para la accion ®. Entonces
J: 93& —J(£)eF(M)
es un homomorfismo de dlgebras de Lie, es decir para todo &,meg es:
[€.n]={3(€),3(n}, donde {,} denota el corchete de Poissén

La demostracién constituye una buena prueba de test para el lector.

4.2.3 OBSERVACIONES
1)
En particular si existe momento, entonces &M es globalmente hamiltoniano

para todo €eg. Reciprocamente, si gM es globalmente hamiltoniano para todo

€egq, entonces tomando (&1,...,€k) base de g y Jl,...,Jk funciones de M con
. : j R
dJi=-
1(51);3
y definiendo por extensién lineal: J(Ajij)=AjJJ, se vé que J es aplicacién mo-
mento.
2)

Una aplicacién momento J respecto a la accién simpléctica & viene univoba—
mente determinada por los valores de las j(gj)=Jje?(M) siendo (&1,...,§k) base
de g. Si M es conexa, se deduce que todas las aplicaciones momento se obtienen
a partir de J:M-——»g* de la forma J1=J+u donde ueg*.

3)
Volviendo al caso (M,Q) f_simpléctica y una accién f_simpléctica & de G so-

bre M, el momento J:Mxga(x,€) —(i. 0)(x)eR definido antes es

gn
*
Ad _equivariante. En efecto, si £eg, 8e€G, xeM se tiene:

- . __*. =(5 =
J(Qg(x))(&)— J(&)(Qg(x))-——(lg 9).¢g(x)— <I>g(1E 8)(x) (1¢*g 8)(x)

M M g°M
-1 —A = - = *_
=(—1Adg_1€ 9)(x)—J(Adg-1 £)(x) J(x).Adg 1 € Adg 1(J(x)) (&)
donde se ha usado la ®-invariancia de 0 y la identidad @;(&M)=Adg—1(€).

El momento J se denomina candénico para la accién f_simpléctica &.
Considérese ahora un tipo particular de accién f_simplectica sobre el fibra-

do cotangente M=T*Q con la estructura simpléctica candénica dado por Q=d8 sien-

do 6 la forma de Liouville en M:
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4.2.4 TEOREMA

La accioén QT*:GxM——en inducida por una accidén ®:GxQ —Q, es automdticamente

f_simpléctica, y el momento canénico J:nga(x,&)-—e(ig 8)(x)eR , se define de
M

forma equivalente escribiendo 3(§)=§Q:M=T*Q——ﬂR
Demostracién:

a) Probemos que si ¢:Q—Q es un difeomorfismo, entonces el difeomorfismo
T ¢=6:M=T Q —T Q=M definido por ®(a)=a’ si ¢ a’=«, es f simpléctico, es de-
cir, verifica ¢*9=e. En efecto, si qe€Q, aeT;QcM, y ueTaM, sea q =¢(q),
o’ =p(a), y u’ =dé(a) (u). Se tiene entonces:
0(a) (W)=al(dn(a) (u))=a’ [de(q).dru(a)(u)]= ‘
a’[d¢(q).dn(a)(d¢—1(a’)(u’))]=a’[d[¢.n.¢_1](a’)(u’)]=a’(dn(a’)(u’))=e(a’)(u’).

En consecuencia la accidén ¢ del teorema es f_simpléctica.

b) Veamos que para todo €e€g es 9(§M)=§Q:M5a———%u(§Q)eR. En efecto: los campos

&M y §Q estan m-relacionados, pues para todo a€T Q se verifica:
q
_ d _d _d _
dn(&M(a))—dn[—a%lt=o (exp(t&).a)]—-ai|t=o[n(exp(t§).a)]——ailt=o[exp(t§).q]—

€Q(q)=€Q(n(a)).
Por tanto: O(a)(&M(a))=a(dn(€M(a))=a(§Q(q))=a(€Q) R

Finalmente analizamos otra situacién interesante:

Supdngase que Q es una variedad semi_Riemanniana. Entonces existe un isomor-
fismo candnico £:TQ-—»T*Q (operador de Legendre) que viene definido por la ba-
jada de indices: £(v)=<v,.> para todo v € TQ.

Denotando eT=2*e, QT=£*Q=de resulta ser (TQ, QT) un espacio f_simplécti-

T ’
co. Se tiene el siguiente resultado:
4.2.5 TEOREMA

Sea Q una variedad semi_riemanniana y G un grupo de Lie que actua en Q por
isometrias ®:GxQ —Q. Entonces la accion elevada @T de G en TQ es una accion

f_simpléctica en (TQ, QT), y la aplicacién momento canénica para esta accioén

es 3(&)(Vq)=<vq,§o(q)> para €£e€g, qe€Q, quTchTQ.

Demostracién:
Nétese en primer lugar que si ¢:Q —Q es una isometria entonces el diagrama:

TQ___IQ__QTQ

*
es conmutativo. Como T ¢ es f_simpléctica (ver parte a) de la demostracién de

4.2.4) y £ y también lo es, por definicién de 6 se concluye que T¢ es tam-

T,
bién f_simpléctica.
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Se concluye por tanto que la accién &.. es accién f_simpléctica.

T
Denotemos P=TQ, M=T*Q, y sea §€g. Entonces se prueba que 2*€P=€M’ es decir:

dﬁ(EP(v))=€M(2(v)) para todo veP=TQ

En efecto: dZ(EP(v))= Llexp(tg).v)= (exp(t&).ﬂ(v))=€M($(v)).

dl dI
dt!t=0 dtlit=0

Nétese que exp(t€).v significa exactamente T(Qexp(tg))(v), y se ha empleado la

conmutatividad del diagrama anterior, y la definicién geométrica de
diferencial.
Finalmente la aplicacién momento canénico viene definida segun 4.2.2 (3) por:
3(6)(v)=6T(€P)(v) para todo veTQ
usando ahora 4.2.4 se tiene:
eT(€P)(v)=6(€M)(2(v))=2(v)(€Q)=<v,§Q>

como queriamos demostrar.m

4.3 SISTEMAS HAMILTONIANOS CON SIMETRIA.

Un sistema Hamiltoniano con simetria (SHS) es (M,Q,®,H,J), donde:

-(M,Q) es una variedad simpléctica.

-$:GxM -—M es una accién simpléctica del grupo de Lie G.

-H:M —>R es una aplicacién diferenciable invariante por la accién ¢ es

decir H(@ (x))=H(x) para todo geG, y todo xeM.

-J: ng-—em es una aplicacién momento que es Ad _equivariante.

Si (M,Q) es fuertemente simpléctico (Q=d8), y la accidén también lo es (Q;e=e
para todo geG) entonces J es el momento candénico, y diremos que el sistema es

Hamiltoniano con simetria fuerte (SHS_F).

4.3.1 TEOREMA
Sea (M,Q,9®,H,J) un SHS. Entonces el momento J:Mxg —R induce la aplicacidn:
J:Max-——ed(x)eg* con J(X)(€)=3(€)(X)=J(X,E)
y resulta ser invariante por el flujo XH, es decir: .
Si Ist —c(t)eM es una curva integral de X, entonces J(c(t))=peg es
constante.

Demostraciodn:

Como @g(H(x))=¢g(x) para todo xeM, en particular se verifica para todo Eeg*:

d - -
H(Qexp(tg)X) =H(x) luego 0= T t_O(H(Qexp(tg)x))—dH(EM(x))—EM(H)(X)
esto prueba que 0=dH(§M))dH(V(dJ(E))={J(€),H}=0.l
(ver 3.2.4)
OBSERVACION:
En las condiciones del teorema anterior se tiene que si (El, ...,Ek) es una

base de g entonces las funciones Jk=J(§k):M———ﬂR determinan k integrales pri-
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meras de XH que son independientes.

De hecho si c(t) es una curva integral de XH y J(c(t))=ueg*, entonces
I e(t))=a(c(t)) (€ =u(e))
ademas dJJ=dJ(§J)=Q(€d), y asi dJl,...,dJk son independientes por ser el ope-
rador Q:f(M)aV-——einef*(M) isomorfismo R_lineal, y (E&,...,Eﬁ) linealmente

independientes en cada punto.

4.3.2 EJEMPLO STANDAR
Imaginemos que Q es una variedad diferenciable, espacio de posiciones de

una sistema mecanico con d grados de libertad. Denotamos por P=TQ el fibrado
tangente de P, que representa el espacio de estados del sistema.

La energia cinética del sistema establece una aplicacién diferenciable

K:P=TQ —R
que induce una estructura Riemanniana <,> en Q definida por la condicién:
K(v)=-%—<v,v>

La energia potencial establece una aplicacién diferenciable V:Q —R, dque
puede elevarse trivialmente al fibrado P=TQ, escribiendo:
V(v)=V(rQ(v)) para todo veP, siendo TQ:P=TQ-——eQ la proyeécién canénica.

Como es habitual, E=K+V:P —R es la energia total, y L=K-V:P-—R es la fun-
cién lagrangiana.

Finalmente, sea M=T*Q, ® la forma de Liouville candénica en M, y Q=d@.

Denotando, como en 2.6, £:TQ=P-——+M=T*Q el operador de lagrange inducido por
la métrica Riemanniana en Q, escribimos:

=28, w=g Q=¢ de=d £ ©=de

y asi (P,w) es una variedad f_simpléctica. Nos referiremos brevemente a este
modelo como un modelo simpléctico standar; diremos que (P,w, E) es un sistema
hamiltoniano standar.
4.3.3 OBSERVACION
La aplicacién £:TQ=P———+M=T*Q resulta ser un difeomorfismo simpléctico. En
particular si H=E. £ ':M—>R entonces £*XE=XH’ es decir, XE es el campo en el
espacio P de estados que define las ecuaciones del movimiento.
Por otra parte, si V=0, entonces XH define el Spray geodésico de la conexién
de Levi_Civita asociada a (Q,< >).

Se tiene ademas el siguiente resultado consecuencia de 4.3.1 y 4.2.5:

4.3.4 TEOREMA

Sea (P,w,E) un sistema hamiltoniano standar, y sea ®:GxQ —Q una accién del
grupo de Lie G sobre Q, tal que @g es una isometria de (Q,<,>), y @g.V=V para
todo geG.

Sea QT:GXP-—eP la elevacién de accion de ® a P=TQ. Entonces QT es una accion
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f_simpléctica y la aplicacion momento candnica para esta accidn:
J: ngs(vq, g;) —-><vq, EQ(q)>e[R
induce una aplicacidén J:Psx —J(x)eg que es invariante por el flujo de XE.
NOTA:
Esto permite como antes obtener k=dim G integrales primeras independientes

del campo XE’ que representa "las ecuaciones del movimiento del sistema".
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SECCION 5
DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

La referencia general para esta seccién es [1] Cap 6. Otras referencias
aparecerdn a lo largo del texto. Se utilizaran libremente los conceptos y
notaciones establecidos en los apéndices II III y IV.

5.1 Descripcion geométrica del espacio de posiciones de un sélido.

Desde un punto.de vista formal, un sélido rigido puede considerarse como
un par (&,p) donde & es un espacio afin euclideo tridimensional orientado, y
p:& —[0,+0)cR es una funcién acotada, integrable y con soporte compacto ¥,
tal que <¥> (subespacio generado por ¥) es igual a &. Se denomina a p funcién
densidad de masa, y & es el espacio del sélido

En la practica, una vez fijado un sistema de referencia cartesiano eucli-
deo positivo (brevemente, SR), e=(o,?,3,ﬁ), un sbélido rigido siempre puede

1 2 3
"representarse" en la forma (€3,p) siendo €3={[a]:a= :2 €R } el espacio afin
3
euclideo canédénico de las coordenadas cartesianas.

Fijemos E un espacio afin euclideo tridimensional orientado, que inter-
pretaremos como el espacio en reposo. Una posicién del sélido en E, es por de-
finicién una isometria directa P:€3-—9E. Si ae€3 es un punto del sdlido, en-
tonces P(a) se interpreta como la posicidén del punto a en E. Nétese que
aegarepresenta también las coordenadas de P(a) respecto a Pe.

Al conjunto de todas las posibles posiciones P del sélido, lo denotamos
por Q y lo llamaremos espacio de posiciones.

El espacio Q de posiciones tiene estructura candénica de variedad diferen-
ciable. En efecto, si e=(e0,31,32,23) es un SR en E y xe:E-—e€3 son las coor-
denadas cartesianas inducidas, para cada posicién PeQ se define PSESE(3) por:

& ——E—eE

3
— . X
Pe_XCOP' ;:\\Nl €
&

3

La aplicacién MS:QBP———%PCESE(3) es una biyeccién que da estructura de
variedad diferenciable a Q. Esta estructura no depende del SR en E tomado,
pues si €=€Q (QeSE(3)) es otro SR en E, entonces: x€=QoxE- y por tanto

P€=x€oP=QoxEoP=QPE. Asi denotando por L :SE(3)2A——QAeSE(3) la traslacidn por

Q
la izquierda en SE(3) se verifica la conmutatividad del diagrama:
M |
Q ——SE(3)

N L
'M\\\N Q
€ NSE(3)
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Otro planteamiento que no involucra a priori el SR e es el siguiente:
El grupo de movimientos directos de E, SE(E) actua de forma natural en Q

como grupo de difeomorfismos de la siguiente manera:

& ——E—eE

A:SE(E)xQ2(g,P) —A _(P)=goPeQ: \\\\ng
g goP
E
Esta actuacidén es simplemente transitiva, es decir, Si A,BeQ existe un
unico geSE(E) tal que goA=B. Asi, Si 0OeQ es una posicién, el difeomorfismo:
E,: QA —0 10A€SE(8)
da a Q estructura de grupo de Lie que denotamos por Qo.
Si OeQ es otra posicién, sea geSE(E) con go0=0, entonces para cada PeQ se

tiene: EB(P)=(goO_1)oP=0_1o(g—1oP)=Eo(Ag-1(P)) y por tanto el diagrama:

3\ 136 (D=go0)
° NSE(8)

es conmutativo, y Ag establece un isomorfismo entre los grupos Qo y QS'
Supuesto fijado ahora el SR e en & que identifica €& y 63, tomando €=0(e),
se tiene entonces la identificacién EO=M€:Q-—+SE(3)=SE(€).
Nétese por otra parte, que Q es una variedad sumergida en el espacio afin
A de las aplicaciones afines de 83 en E, que tiene por espacio vectorial aso-

ciado el espacio E de las aplicaciones afines de 63 en E.

5.2 Descripcion geométrica del espacio de estados de un s6lido rigido.

Un movimiento del sélido, viene dado por una curva diferenciable
P:Iat——P(t)eQ. E1 parametro tel<R representa el tiempo, P(t) es la posicién
del sélido en el instante t, siendo para cada ae€3, P(t)a la posicién del pun-

to a del sélido en el instante t. Supuesto que 0Oe€l, se dice que P es un movi-
dP

Y gi e

de Q en P que se denomina velocidad inicial del sélido.

miento del sélido por P =P(0)eqQ, 0=P’(0) representa un vector tangente
Los elementos de TPQ (como P’ (0)) son aplicaciones afines de €3 en ﬁ, es—
tudiaremos cual es la propiedad geométrica que los caracteriza y cual es su
significado cinematico:
El movimiento P(t) del sélido hace describir a cada punto peE la trayec-
toria p(t)=P(t)oP_1(p), y en el instante t=0 tiene por velocidad v(p)=
=P’ (0)oP ' (p). Como P(t)oP—?=¢(t) es una isometria de E, se concluye que

¢’(0)=v:E——+§ es un torsor que describe la velocidad instantadnea de cada pun-

to. Se obtiene asi el siguiente:
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5.2.1 TEOREMA

Fijado PeQ, se verifica que los vectores VGTPQ son aplicaciones afines
V:83——§g tales que v=VoP™' es un torsor de E, que representa el campo de ve-
locidades instantaneas de un movimiento P del sélido por P con P’ (0)=V.

En particular, usando la teoria de torsores, se deduce la existencia de
un Gnico vector GeE de forma Que para todo p,qeE se verifica:

v(q)=v(p)+§x§3
Se denomina a @ velocidad angular instantanea de giro definida por V en P.

Por otra parte, el conjunto Q de puntos peE tales que v{(p) es paralelo a

3 constituye una recta afin de E con direccién 3. Se denomina a Q eje instan-

taneo de rotaciodn.

Finalmente, se sabe que existe AeR, de forma que v(p)=h-é- para todo peQ.
gl

Denominamos a A médulo de desplazamiento.

El par (Q,A) los denominamos invariantes geométricos de V en P, y carac-
terizan geométricamente (como veremos) al movimiento helicoidal del sélido que
produce sobre E la distribucién v=VoP ! de velocidades puntuales inducida por
V.

El siguiente diagrama esquematiza esta situacidén, y permite definir el

torsor cinematico v en 83:

0] o 0 0 & ___) E
-1 -1 u1 0 —w3 wz
V=? ov=ﬁ ovoP= = \
u W 0 -Ww
2 3
u - W 0
3 2 1

Observese que la matriz v es la representacién matricial de v en el sis-
tema de referencia Pe, y describe analiticamente en dichas coordenadas la dis-
tribucién de las velocidades de las particulas puntuales del sé6lido. Es decir,

si ae€3, v{(a) son las coordenadas de la velocidad de Pa respecto a Pe.

5.2.2 NOTACION:

Sea V:Ea——eg vector tangente a Q en P. Si se considera el diagrama:

& ————e E

\

escribimos VP=V(P)=V(P), donde los torsores v y v son interpretados ahora como
campos de vectores en Q. Estos dos tipos de campos tienen, como veremos ahora,

un significado geométrico muy especial:
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5.2.3 PROPOSICION
Las aplicaciones TQaVP——e(P,Vdfl)eQxﬂor(E) TQBVP——9(P,?_2W76Qxﬂor(€3) deter-
minan trivializaciones globales de TQ, y escribimos:
V= _=(P,VoP™ )=(P,F ol )

Por otra parte, si geSE(E) es (Ag)*(VP)z(goP,?_ﬂmj. Es decir, la actua-

cion de (Ag)* en TQ puede verse sobre Qxﬂor(€3) asi:
(Ag)*:Qxﬂor(€3)3(P,v)-——e(goP,v)eQxﬂor(€3)

La demostracién de esta dltima afirmacidén puede hacerse asi:
Sea P(t) un desplazamiento que define el vector V en P. Entonces goP(t) es un
desplazamiento que define el vector W=(A_ ) (V) en Q=goP, y asi w=§oP’(0)=§oV,
por tanto: woz(Q,a_loW)=(Q,}_’)_log_logth(goP,}_’)_loV).l

5.2.4 DEFINICION
Un campo XeX(Q) se dice invariante por traslaciones a la izquierda si
(Ag)*(X(P))=X(Ag(P)) para todo PeQ
La familia £(Q) de tales campos, constituye una subidlgebra de Lie de

¥(Q).en particular se tiene el siguiente resultado:

5.2.5 COROLARIO

Para cada v:€& ——8 torsor de &, el campo v:QasP —wv(P)eTQ es invariante
por traslaciones a la izquierda (i.e (Ag)*(V(P))=V(Ag(P)) para todo PeQ)

La aplicacidén Jor(€&)sv —wvel(Q) es un isomorfismo de dlgebras de Lie

Existe un desplazamiento canénico que define el vector V en P. Es el de-
nominado desplazamiento helicoidal, que viene definido de la forma que sigue:

Tomando v=?_1oV:€3——9§3, entonces para cada t la aplicacién

etv:€3——983 es una isometria positiva. Se define P(t) mediante:
P
83————9E
P(t)=Poe" t\\ TP(t). Asi P’ (0)=Bov =V.
e

83
5.2.6 TEOREMA
En las condiciones anteriores la aplicaciodn H(t)=P(t)oP Y.E —E define
para cada t un movimiento helicoidal de eje Q, dngulo (orientado segiin el sen-
tido de 3) igual a Iﬁlt y médulo de desplazamiento igual a At.
Demostracién:

Sean (Q,A) los invariantes geométricos de VeTPQ. Fijemos un SR en E,

> > > - . <
e=(e0,e1,e2,e3), tal que eer y <e1>=§. La matriz respecto a este sistema del

o| o 0 o0
- A 0 0 0
torsor cinematico v=VoP * en E sera v =
€ 0 0 0 —w1
0 0 W 0
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que P(e)=¢ y por tanto P€=I,

1] 0 0 0
at| O 0 0
con lo que v _=v, y P(t) =etv=
g’ € 0 0 cos wlt -sen wlt
0 0

sen wit cos wlt

Se obtiene otra demostracién mis elegante (sin usar la referencia e) te-
niendo en cuenta que: H(t)=P(t)oP_Lﬂ%(etvuJ;1=exp(tv):E-—eE cuya matriz aso-
ciada respecto a £ es justamente la Ultima que hemos escrito, y representa pa-
ra cada t el movimiento helicoidal anunciado.

Por otra parte, también podemos escribir g%‘t=oet?P=v.P=v(P)=VP,y los
campos veX(Q) cuando veJor(E)=Algebra de Lie(SE(E)) tienen el siguiente signi-
ficado:

5.2.6 PROPOSICION
Cuando veJor(E), el campo veX(Q), es precisamente el campo vertical v=v,

inducido por v y la actuacién A:SE(E)xQ —Q.

5.3 Significado geométrico de la energia cinética.
Sea (&,p) un s6lido rigido. Si ¥ es el soporte (compacto) de p, y dv es

el volumen candénico de &, se llama masa del sdélido m=|dm, siendo dm=pdv.
¥
Supéngase que V es un vector tangente a Q por la posicién P.

Se trata de determinar la energia cinética del sélido en el estado defi-
nido por VP. Para ello debemos recordar como se deducen los torsores cinemati-

cos v y v=v de VP a partir del diagrama:

€——E—+ E
v=v \4 %
Pé\;\\yl
—

La energia cinética del estado VP tiene el valor:

WV )= -;-j »(p).v(p) (poP™ (p))dv,_
P(#)
Teniendo en cuenta que (una vez fijado e SR en &), v representa la matriz

de v respecto a P(e) y que cada aef (=€3) representa las coordenadas de P(a)
respecto a P(e), el calculo de la anterior integral, se reduce a calcular en
el espacio analitico €3 la integral:

1
2

(Se obtiene un argumento mas elegante, sih usar el SR e, aplicando el

W)= va(a).v(a) dm

teorema del cambio de variable).
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5.3.1 TEOREMA
La energia cinética W:TQ—R es invariante por la accién del grupo SE(E)
sobre Q. Por otra parte, W induce una iGnica métrica Riemanniana < ,> en Q de
forma que para todo VPGTPQ se verifica fue:
WV )= —<V V>
En particular A actua sobre (Q,<,>) por isometrias.

Demostracién:

La identificacidén TQz=QxJor (&) definida por TQBVP——e(P,?_ldV)eQxﬂor(ga) permite

escribir la accién de SE(E) sobre TQ en la forma: (geSE(3))
(?tg)*:Qx?Tor(g)a(P,v) —)(?tg(P),v)eQxf'Tor(g)

y la energia cinética W:QxJor(&)s(P,v) — %—j<v(x),v(x)>dmeﬁ.
. L4
Esto prueba la invariancia de W por la accién de SE(E).
5.4 Calculo de la energia cinética: Elementos dinamicos de un sélido.

Fi jado VeTPQ, viﬁqueﬂor(g), nos proponemos hacer un calculo explicito
de la energia cinética W(V). Este cdlculo nos permitirad introducir de forma
natural los invariantes dinadmicos del sélido (&,p) de los que depende.

Sea Ge€ la velocidad instantanea de giro definida por v. Es decir:

v(a)=v(o)+oxoa para todo o,ac&

se tiene por tanto: W(V)=—%—I v(a).v(a) dm=€1+62 con
¥y

¢ =1 v(a).v(o) dm € -1 v(a).(zxoa) dm
1 2 2 2
¥y ¥y

Calculemos cada uno de los sumandos Gl, @2:

_ _ 1 _ 1 > —>
Gl— 611+G12 con G11__§_va(o)'v(o) dm 612— 5 va(o).(wxoa) dm

G11=—% m v(o).v(o) representa la energia cinética de un sélido que

tuviera toda su masa concentrada en el punto o.

612=—-%-3.(v(o)xj o3 dm)=——%—m 3.(v(o)x5§), siendo ge€ el punto
¥
definido por la condicién: m 6§ =[ o3 dn.
¥
5.4.1 LEMA

El punto g no depende del origen o tomado. Se denomina a g centro de gravedad

del solido.

Demostracién:

Fijados o,ce6 , sean g, Y8, tales que m 520 =I o3 dm y m E§C=I EZ dm.
¥ ¥

_40_



Se tiene entonces: m E§c=J 3 dm=I (C3+03) dm=m co+ J o3 dm=m (Eg+5§°)=m EEO n
¥

En adelante supondremos que el origen o tomado coincide con el centro de
(qs : . = [ =
gravedad g del sdélido. En particular se tiene: og=I oa dm=0 y el sumando 612
es identicamente nulo. Asi:

m v(o).v(o)

[y
[y
-
N -

Por otra parte, 2€2=Jv(a).(3x53) dm=6.m(v) donde m(v)=I oaxv(a) dm es por
definicién el momento cinético del sélido respecto a o. Se tiene:

m(v)= J 0ax (v (0)+Bx0a) dm—{f
¥
Donde 3: gsw-—ej oax(wxoa) dmeg es el llamado tensor de inercia, que es un

oa dm]xv(o)+3(w)

tensor tipo I , métricamente equivalente al tensor 3 tipo Iz definido por:

3:§x§3(3l,32)——93(31,32)=31.§(32)GR, y que también llamamos tensor de inercia.

Teniendo en cuenta que J 53 dm=0 por ser o el centro de gravedad, queda:

¥
¢ =130
2 2
3(3,8)
Se denomina a I(w°)= 5 ; , momento de inercia del sélido respecto del eje
0.0

> PR
w ,que pasa por o y es paralelo a w. Tenemos asi finalmente:
[+

WW)G% mhb”+—1()MM-mhbH+—3Ww)(&LU
El primer sumando Gl representa la energia cinética de traslacién, y es
la energia cinética que tendria un sélido que tuviera su masa m concentrada en
(el centro de gravedad) o y se moviera con velocidad v(o).
El segundo sumando 62 se interpreta como la energia cinética de rotacién

con velocidad angular instantanea @ alrededor del eje w .
[+

5.4.2 OBSERVACIONES

Fijada una posicién PeQ del sélido, la aplicacién M=Bom es el momento ci-
nético (respecto al centro de gravedad) en el espacio en reposo E.

De hecho, si Po=e oY V es un vector de TPQ y v=ﬁ_%NEﬂor(8) se verifica:

n(v)—?(m(v))-ﬁ[j

oaxv(a)p dvolg] J e pxv(p) (poP™1) dvolg
¥ P

(£°

El momento cinético m(v) respecto al centro de gravedad o solo depende de
el vector o asociado al torsor y tiene por valor 5(3), escribiremos por abuso
de notacién m(v)=m(3), e identificaremos por tanto 3 con m. Analogamente es-

cribiremos M(v)=M(2). Se tiene asi el siguiente diagrama:
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Finalmente estableceremos una férmula Gtil para el calculo <V,F> siendo

V,FeTPQ. Considerense los diagramas:

f lﬁl“’ l;l

Si® y 8 son los vectores de rota01on de vyeo respectlvamente, usando (5.4.1)
queda: 2 W(V)=-<V,V>=<v,v>=m v(0).v(0)+m(@).0

Como el vector asociado a el torsor f es B (3) (véase proposicién 7 del
Apéndice), se obtiene la férmula:

<V,F>=<v,f>=m v(0).£(0)+m(3).F  (B)
Aplicando B a cada sumando y teniendo en cuenta que B es isometria queda:
m v(o).f(o)=n V(0).F(0) m(®). B (@)=(Pom) (&) .B3=M(2) .8

y por tanto se tiene:

<V,F>= m V(0).F(0)+M(@).8  (5.4.2)

5.5 Analisis geométrico del Tensor de Inercia.

El tensor de inercia 3J junto con el valor m de la masa y el centro de
gravedad oe€&, proporcionan toda la informacién necesaria y suficiente para la
descripcién del movimiento inercial del sélido.

Es de esperar pues, que las propiedades geométricas del tensor 3J se tra-
duzcan en propiedades dinamicas del sélido.

5.5.1 TEOREMA
El tensor de inercia 3 es simétrico. Es decir:
5@).2=8w).8 para todo 6,08
17" 2 2771 1’72
Demostracién:

Teniendo en cuenta la identidad ax(bxc)=(c.a)b-(b.a)c para a,b,ceg se
tiene:

D> D DD D2 2 2D S =32 D
0d) w0 a)(w .0 )-(0 w_)

— > Iy D —
oax(w xoa)).w _=[(oa. w —(w .od)oad).w =(oa.o . .o0a) (oa.
(0ax(w x0d)). e =1( ,~(w .0d)oal.o =( 9, ,-0a)( X
y la Udltima expresién es simétrica.m

Usando un resultado clasico de algebra lineal se tiene:

5.5.2 COROLARIO

. cy s > >
Existe una base ortonormal positiva e=(1,7,k) en ga’ formada por autovec-

>

& . . D 2D
tores de 3. Es decir, si w=w11+w2J+w3k entonces:

> 5 2 2 2
J(w,0)=I w+I 0+ w
1 172 2°3 3

Donde I1=3(?,?), I2=3(j,7), I3=3(2,2) son las momentos de inercia de los ejes
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. . . 2 2 P . .
que pasando por o tienen direcciones i, j, k. A estos ejes se les denomina
ejes principales de inercia , siendo I1’ 12, 13 los momentos principales de

inercia.

Llamaremos a e=(o,2) SR principal del sélido (brevemente SRP) y denotaremos

por X,¥,z a las coordenadas respecto a este sistema.

5.5.3 DEFINICION
Se denomina elipsoide de inercia ® al conjunto de puntos ae& tales que
3(52,52)=1. Respecto a las coordenadas principales tiene por ecuaciodn:
le2+12y2+1322=1

Si ae® entonces el momento de inercia respecto al eje oa definido por oy

3(o3,03) - 1
a se escribe I(oa)=f:;ji; . Asi |oal= .
<oa,o0a> Vi(oa)

El elipsoide de inercia, junto con la masa total caracterizan totalmente

las propiedades dinamicas del sdélido.

5.5.4 NOTA
En la practica, el cdlculo del momento de inercia del sélido respecto de

un eje w se obtiene mediante la integral: I rzdm, donde r:& —R denota la fun-
b4
cién distancia a w.

5.5.5 COROLARIO

Sea VETPQ, y v=P 'oVeTor(8). Entonces si la matriz de v respecto al SR e

0 l 0 0 0 D, 2,
u 0 -w w v(o)=u_ i+u j+u k
1 3 2 . 1 2 3
es v = = se tiene: y
A YT T
W = i+w_Jjtw Kk
u -W w 0 1 2 3
3 2 1
W(V)=—1 [m WP+ +0%) s T 05 0+I 02 ]
2 1 2 3 11 22733
|

En particular si el sélido es dindmicamente simétrico, es decir:
Il=12=13=ﬂ
entonces la expresidén de la energia cinética es:
W(V)=% [m (uf+u2+u§)+ "(“’f*“’z*“’i)]

5.6 Teoremas de conservacion.

Sea (Q,<,>) la variedad Riemanniana obtenida a partir del sélido rigido
"(&,p). Nuestro problema es el siguiente:

Supuesto que sobre el sélido no actuan fuerzas exteriores, y dado VPETPQ,

determinar el movimiento P(t) del sélido (compatible con las leyes de la dina-

mica de Newton) tal que P’(0)=VP. Se denomina a P(t) movimiento inercial del
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sélido. Por la observacién 4.3.3 se concluye:
5.6.1 TEOREMA

P(t) es un movimiento inercial del sélido, si y solo si P es una geodési-
ca de la conexidn de Levi_Civita de la variedad Riemanniana (Q,<,>).

A partir de un estado VpeTPQ del sélido, se pueden definir ciertas magni-
tudes fisicas tales como energia cinética, momento cinético...etc. Se dice que
una magnitud es conservativa, si para todo movimiento inercial P(t) del séli-
do, el valor de la magnitud en P’ (t) permanece constante respecto al tiempo.
Por ejemplo, como consecuencia del teorema anterior se tiene:

5.6.2 TEOREMA

La energia cinética es una magnitud conservativa.
Demostracidn:

Nétese si P(t) es una geodésica de Q, entonces WTP’(t))=-%—<P’(t),P’(t)>
es constante.

Todos los demads teoremas de conservacién pueden obtenerse a partir del
teorema 4.3.4 aplicado a la accién (por isometrias) A de SE(E) sobre (Q,<,>)

Recuerdese que v(P)=v.P representa el generador infinitesimal de la ac-
cién A correspondiente a veJor(E):

5.6.3 TEOREMA (de Noheter)

Sea veJor(E). Si P(t) es una geodésica, la funcidn:

t—<P’ (t),v.P(t)>
permanece constante.m
Expresaremos ahora el teorema de Noheter de forma mas explicita con ayuda

de los siguientes diagramas: (P(t) es un movimiento inercial del sélido)

P(t) P(t) 2
f(t)l (t l(p (t)l (t) lv(t) ml (t)
; s g E
B(t) B(t) B(t)
donde —-{} (g JeJor(E), y F(t)—-——' g oP(t)=poP(t)eT Q.
S s P

En el Segundo dlagrama V(t)=P’'(t), y en el tercero, M(t)=B(t)om es la aplica-
cién momento cinético en el espacio en reposo para el instante t.

El teorema de Noheter afirma entonces que <V(t),F(t)> es constante.

Si QeE es el vector rotacién asociado a e, VY @(t) es el vector rotacién
asociado a v(t), usando la férmula (5.4.2) se verifica:

<V(t),F(t)>= m V(t)(0).F(t)(o)+M(t)(B(t)).B= cte (5.6.3)

5.6.4 COROLARIO: Ley de conservacién de la velocidad del centro de gravedad.
Supuesto P(t) un movimiento inercial del sélido, entonces la velocidad

P’(t)(o) del centro de gravedad permanece constante.
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Demostracioén:
Manteniendo las notaciones anteriores, tomemos ueﬁ un vector arbitrario,
.y considerese el torsor constante w:Eax-—»ueE, cuyo vector rotacién asociado
es §=0. Por (5.6.3) queda:
m V(t) (o) .F(t)(o)=m V(t)(o).e(P(t)(0))=m V(t)(0).u= cte

Como ueE es arbitrario se concluye que P’ (t)(0)=V(t) (o) es constante.m

5.6.5 COROLARIO: Ley de conservacién del momento cinético.
En un movimiento inercial P(t) el momento cinético respecto al centro de
gravedad en el espacio de reposo, permanece constante.

Demostracidn:

Por el resultado anterior, V(t)(o)=ue§ es constante. En consecuencia el

centro de gravedad describe una trayectoria en E de la forma:
P(t)(o)=e0+tu, con e0=P(0)er (5.6.5)

Fijemos un vector 3#0 arbitrario de E y sea ¢ el torsor de E que con
vector de rotacién asociado 3, y tal que w(e0)=0.

Manteniendo las notaciones previas por 5.6.3 se tiene:

m u.F(t) (0)+M(t) (B(t)).B= cte
Usando ahora (5.6.5) analicemos el primer sumando:
u.F(t)(o)=u.¢(P(t)o)=u.w(e0+tu)=u.(¢(e0)+t§xu)=t[u.(5xu)]=0
Queda entonces M(t) (B(t)).8= cte, y como 8 es un vector arbitrario, nece-

sariamente M(t)(z(t)) es constante.m

5.7 Ecuaciones de Euler.
Sea P(t) un movimiento inercial del sélido. Considerese el diagrama:

P(t)E

&E —5
v(t)l V(t)lv(t)
glﬁz

B(t)
sea &(t) el vector rotacién asociado a v(t), m(t)=m(3(t)) y M(t)=B(t)(m(t)).

Por la ley de conservacién del momento cinético se tiene: M’ (t)=0. Asi:
0=(B(t)m(t))’ =P (t)m(£)+B(t)m’ (£)=V(t) (m(£))+B(t)m’ (t)
Aplicando a los dos miembros la isometria Blt) queda:
0=V(t) (m(t))+m’ (£)=63(t)xm(t)+m’ (t)
y se tiene asi el siguiente resultado:
5.7.1 TEOREMA
Si P(t) es movimiento inercial, y 3(t) es el vector de rotacién de

V(t)=P’(t)oP(t)_1, entonces se verifica la identidad:

dm(3(t)_ - N S
—TTE———=m(w(t))xw(t) o mas brevemente: m’=mxw
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5.7.2 COROLARIO: Ecuaciones de Euler.

En las hipétesis anteriores, fijado en & un SR principal e=(o,?,j,?), y
siendo v(t)=?_1(t)oP’(t), entonces para wi=wi(t) ... etc la matriz:
o] o 0 0 I
u 0 -w w v(t) (o)=u=u i+u_j+u Kk
vit) =| 3 2 |_ 17 2¥ 3
eyl © 0 -o > S
u | -w " 0 w(t) =0 1+v jtu k3
3 2 1
satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:
dw1 dw2 dw3
I1 dt =(IZ—I3)w2w3 Iz dt =(I3—Il)w3w1 dt =(Il—12)w1w2 (5.7.2)
du1 du2 du3
——af = uw -uw —§E = U@, w0, —§t = 4,0,ue, (5.7.2)
Demostracion:

9 ~
La base (?,j,k) es una base de autovectores de m=3 con autovalores res-

2 3
3 > 2 2
m(w)—(Ilw1)1+(12w2)3+(13w3)k

pectivos 1los momentos principales de inercia I1’ I, I_. Asi:

El primer grupo de ecuaciones se obtiene como consecuencia de la igualdad
m’ =mxe.
El segundo grupo de ecuaciones se obtiene derivando los dos miembros de:
B(t)u(t)=V(t) (o)
Por el teorema de conservacién de la velocidad del centro de masas, la
derivada del segundo miembro es identicamente nula, y la del primero:
0=(Bu)’ =V (u)+Bu’ . Aplicando a los dos miembros B! queda:
0=V (u)+u’ =wxu+u’ . Por tanto:
W’ =uxe
que equivale a las ecuaciones referidas.m
OBSERVACIONES:
a)
Nétese que pueden resolverse primero las ecuaciones (5.7.2) y con los
valores wi(t) obtenidos, se resuelven las (5.7.2)°.
En particular si Il=12=I3=ﬂ, entonces las wi son funciones constantes, y

las ecuaciones (5.7.2)’ son lineales.

Si (P,V) PeQ VeTPQ es un estado del sélido, con v=VoP_1, v=P LoV es decir:

i

Sea eo=P(o)eE, 3=V(o)=v(eo)ef, e—?(l) y sean P y 8 tales que:

v(a)=P 1 (3)+6x03, v(p)=3+§xé;3.
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Finalmente sea nkmuz) y H=?(m) los momentos cinéticos en & y E respectivamen-
te que corresponden al estado V. Entonces necesariamente es §=3(3)
proporcional a M, y se tiene:
P(t)=0(t).R(t) con R(t)=Poexp(t§), ®(t):Eap —p+tV(o)
en donde 8 se ha identificado con el torsor 3(p)=é€3 3 para todo peE.
b)

Supuesto obtenidas las funciones wi(t) y ui(t) que satisfacen (5.2.7) y
(5.2.7)’ bajo condiciones iniciales dadas wi(0)=w?, ui(0)=u?, la determinacién
del movimiento t ——P(t)eQ se puede hacer ya por integracién directa y es ne-
cesario conocer alUn la posicién P(0)=P:& —E, que hace el papel de constante
de integracién. En el apendice IV damos otro ejemplo de solucién explicita de
las ecuaciones del movimiento para sélidos con dos momentos principales de
inercia coincidentes
c)

Si pensamos que nuestro sélido es una nave espacial tripulada abandonada
en el espacio interestelar, las funciones ui(t) y wi(t) representan respecti-
vamente las coordenadas medidas en el sistema de referencia de la nave de los
vectores velocidad de traslacién (absoluta, es decir, respecto al espacio "in-
movil" exterior E) del centro de gravedad, y la velocidad angular (absoluta)
de giro instatdneo de la nave a través de un eje que pasa por el centro de
gravedad. Con estos datos, y su posicién en el instante inicial, nuestro
astronauta podria reconstruir su evolucién cinemadtica en el espacio (en reposo

absoluto) desde el instante de partida.
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APENDICE O
UNA REFLEXION SOBRE EL PRINCIPIO DE D’ ALAMBERT-LAGRANGE

1. INTRODUCCION.

Supongamos que sobre nuestro sistema de particulas se aplica una fuerza
A:TM —TR". La fuerza total "real® R:TM—TR" que actua sobre el sistema, de-
be ser el resultado de la suma de la fuerza aﬁlicada A, y de cierta fuerza C
(denominada de ligadura) que "obliga" a que la posicidén del sistema permanezca
en cada instante dentro del espacio de posiciones M, es decir:

R=A+C

Hay distintas versiones del "principio" de D’ Alambert-Lagrange, también
denominado de los trabajos virtuales. Este principio constituye de hecho una
definicidén de lo que en fisica se entiende por sistemas ideales de particulas,
que pueden ser tratados usando el formalismo Lagrangiano.

Es facil ver que los enunciados de este principio que usualmente aparecen
el la literatura son equivalentes al siguiente:

ENUNCIADO O.
La fuerza de ligadura C es una fuerza de tipo ligaduna, es decir:
Je=0

De esta forma, se concluye que la fuerza generalizada Q asociada a F

coincide con la asociada a la fuerza aplicada A:
R=t"A=Q: TH —T'H

Sin embargo, desde el punto de vista estrictamente matematico, este enun-
ciado adolece de ciertas imprecisiones:

El concepto de "Fuerza total Real" que actua sobre el sistema, aunque
tiene un claro significado fisico, no ha sido aun matematicamente definido.

En consecuencia tampoco queda claro qué es exactamente la "Fuerza de liga-

dura" que aparece en el Enunciado O.

La idea que en mi opinién subyace detras del Principio de D’ Alambert es
que las fuerzas F tales que L*F=0, no deben tener influencia fisicamente apre-
ciable sobre el sistema, y en consecuencia, toda la informacién sobre su com-
portamiento "dinadmico" puede obtenerse a partir de la fuerza generalizada Q

(y naturalmente de su funcién energia cinética K). Es decir:

ENUNCIADO 1:
Dos sistemas de fuerzas aplicadas A y A tales que L*A=L*z producen los
mismos efectos dindmicos sobre el sistema.

Entendiendo por tal cosa, que abandonado el sistema en cualquier estado



inicial dado, evoiuciona de la misma forma cuando actua A, que cuando actua
A. Es decir A y A inducen las mismas ecuaciones del movimiento.

El Enunciado 1, todavia resulta insatisfactorio, pues estamos "presupo-
niendo" implicitamente que cada sistema A de fuerzas aplicadas induce una Ley
del movimiento definida por un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
6rden en el espacio de posiciones M.

Sin embargo nuestro planteamiento pretende ser mas basico, en el sentido
de que deseamos deducir esta "presuncién" por aplicacién directa de la segunda
ley de la dinamica de Newton (particula a particula). Usando solo esta idea,

podemos establecer el siguiente:

TEOREMA:
Fijado un sistema de fuerzas aplicadas A:TM-—%T*RN, existe una tUnica
fuerza C:TM-—e»T*IRN tipo ligadura (es decir L*C=0) de forma que la fuerza:
F=A+C
verifica la siguiente propiedad:

Para cada (xo,)'(O)eTX M existe una tUnica curva x(t), con x(t)eM para |t|<e

0
que es un F-movimiento con condiciones iniciales (xo,ko), es decir:
i 2.1 F
_ dx _o.d dx _ i .
x(O)—xo, 7ﬁ?|t=0 =%, == T i=1,...N
dt i

NOTA: Denominamos a C fuerza de ligadura tedrica asociada a A.
Demostracién:

Supuesta la existencia de la fuerza F=A+C, uno puede argumentar como en
1.5.1 y 1.5.2 para deducir que si Q=L*A, entonces los F-movimientos del

sistema satisfacen en coordenadas generalizadas la ecuacién diferencial:

2
e, 8 dg dq”_p

dtz py dt  dt
B

siendo FMW los simbolos de Christoffel de la conexién de Levi_Civita de la

métrica g en M inducida por la energia cinética K.
Teniendo en cuenta que:
a'_ ol ag® | @
dt 9™ at  dat®  aq%q® dt dat  aq® at? !
y sustituyendo queda:

__%! dq"ad, ' &°F | T,

1
M

i aq%aqd at dt  aq

o°' da” ad", ox'[p 8 o' dq’
B py dt dt

que particularizada en t=0 con condicionse iniciales (q,q) queda

2 i i

8 a.B @ . m o

Fi=Mi{——%—B §%q+ XB[QB(q,q)—FB q“q?/]} y F=SF (q,q)dx"
8q 8q aq H :




Se puede ahora comprobar "a posteriori” recomponiendo los mismos calculos, que
la anterior expresién, proporciona la existencia de F y por tanto de C=F-A,
verificando las condiciones del teorema. '

En vista de este resultado, parece natural establecer 1la siguiente
versidén "rigurosa" del Principio de D’ Alambert:

Enunciado 2:

La fuerza de ligadura tedrica C asociada a cada sistema A de fuerzas
aplicadas es la fuefza de ligadura real.

En particular la fuerza total real del sistema es R=A+C.

Creemos que este es esencialmente el Unico enunciado posible que recoge
el espiritu del Principio de D’ Alambert, y establece el puente que necesitamos
para deducir de forma rigurosa las ecuaciones de Lagrange a partir de las
leyes de la dindmica de Newton.

He de decir, que este tipo de reflexiones no es facil encontrarlas en la
literatura. Posiblemente esto es asi, porque la gente no siente una gran in-
quietud por aclarar esta clase de sutilezas (que por.otra parte reconozco que

no valen para gran cosa).



APENDICE |

PRINCIPIO VARIACIONAL DE HAMILTON.
0. INTRODUCCIOSN.
La funcién de Lagrange L=K-V:TM ——R asociada al sistema holénomo
conservativo (M,K,V) determina completamente el movimientodel sistema, por

medio de las ecuaciones (locales) de Lagrange:

d_ oL _ 4L
dt aqa aqa

=0

y estas ecuaciones no dependen del sistema de coordenadas generalizadas (qa)
que se elija, pues entre otras razones estas ecuaciones locales son
equivalentes a las ecuacién intrinseca global:

vec

——é=—grad \'

dt
donde V es la conexién de Levi_Civita asociada a la Unica métrica riemanniana
g en M tal que:

g(v,v)=2K(v) para todo veTM _
Sean p,qeM dos posiciones del sistema y c:I=[a,blat —c(t)eM es una

curva de evolucién del sistema, que une p y q, es decir c(a)=p, c(b)=q.

Se denomina accidén de c entre los instantes t1=a, y t2=b a la magnitud:
b
2(0)=J L(c’ (t))dt
a

Pensemos ahora en el "espacio” Q de todas las curvas de evolucién del
sistema que parten de p en t=a, y llegan a q en t=b. La accién resulta ser
ahora una aplicacién:

£:Q—R

El espacio Q2 resulta ser una variedad diferenciable de dimensién infinita
, y tiene sentido hablar de los "puntos" ceR estacionarios de ¢ (es decir
puntos ceQ con d£(c)=0). '

El principio variacional de Hamilton establece que los movimientos ce€Q del
sistema son exactamente los puntos ¢ de Q estacionarios para ¥£.

En la modelizacién geométrica de la mecanica, a veces se adopta otro pun-
to de vista y se toma la funcidén de Lagrange y este principio de Hamilton como
axiomas, para derivar a partir de ellos las ecuaciones de Lagrange.

Podemos establecer el principio variacional de Hamilton a partir de nues-
tro esquema, con algunos preparativos minimos que no requieren del uso de la
estructura de variedad diferenciable de 2, aunque si de la descripcién expli-

cita de algunos elementos geométricos derivados de tal estructura.
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1.~ VARIACIONES DE UNA CURVA: ESPACIO TANGENTE A Q EN UN PUNTO.

Sea M variedad diferenciable, p,q dos puntos de M, y a,beR con a<b.

Se denota por Q al conjunto de curvas diferenciables de M parametrizadas
en el intervalo I=[a,b]. Una variacién de una curva weQ, en Q es una
aplicacién diferenciable:

x:IaxIB(s,t)—-9x(s,t)=AS(t)=rt(s)eM
de forma que Ao=w, y ASGQ. Los campos xs(s,t)=r;(s) y xt(s,t)=h;(t)
son los campos tangentes a lo largo de la aplicacién x. La variacién x puede
interpretarse como una aplicacién "diferenciable"

x:1.:38 —x(s)=A €Q.
3 s

El campo X(t)=g§ S=0(t)=xs(0,t), tel define un campo a lo largo de w que
se denomina campo velocidad inicial de la variacién.

Nétese que el campo X es una campo a lo largo de w que verifica:

X(a)=0, X(b)=0

y representa un "vector tangente" a Q en w. El conjunto de tales campos X
constituye un espacio vectorial sobre R que denotamos por TaQ y se denomina
espacio tangente a Q en w.

Siguiendo con la analogia, parece natural la siguiente:
Definicion:

Una funcién F:Q—R se dice diferenciable en w, si existe una aplicacién
R-lineal dF(w):TaQ-—eR de forma que:

aF () ()= LX)
S s=0

siendo x:Iazas——ax(s)=A €Q una variacién cualquiera de w con vector inicial X.
s

La curva w se dice estacionaria para F, si F es diferenciable en w y
dF(w)=0
El principio variacional de Hamilton enunciado mas arriba, cobra ahora un

significado preciso. Estableceremos ahora una versién local del mismo:

2.- VERSION LOCAL DEL PRINCIPIO DE HAMILTON.

Sea M variedad diferenciable (espacio de posiciones del sistema) y L
funcién diferenciable L:TM—R (Lagrangiana del sistema). Fijemos una carta
(U,q) en M, a,b €R a<b , p, geM, y sea Q la familia de curvas diferenciables

w: [a,b] —UM que unen p a q. si denotamos como antes
b
2:00 — IL(w’ (t))dt eR  (Accién)
a
entonces w es diferenciable en cada punto wefl, ademds si:

a (=g 0t) y ¢ (t)=q".e’ (t)=‘“‘Té“

se verifica: w es punto estacionario para £ si y solo si se tiene:
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d L L
dt .1 i
q q
En particular si L es la lagrangiana L=K-V de un sistema mecanico
holénomo conservativo (M,K,V) entonces weQ es estacionario para £ si y solo si
®w es un movimiento del sistema.
Demostacién:
Fijemos (con las notaciones anteriores) una variacién x:Ia-—eQ de una

curva wef), y denotemos:
1 .
q' (s, t)=q". x(s,t) ql(s,t)=—g% (s,t)=3".x (s,1), q'(t)=q'(0,t)=q".0(t)... etc.

Entonces:

.1
_£(x(s))——jL(x Ydt= J' 2L at J‘{ oL aq', R }dt
aq s 8q 0s

Teniendo en cuenta que:

! i i
oL 89 _dL 8 9q __{_61‘_‘ __(?g}__a_{ﬂ._}_a_q , queda:

aq' 8s 83" ot a8s 8t Lag' a8s/ ot \ag') ss
b i
%x&(s)){ [ oL _ 9 _ -‘9—Li] 99 4t

ot a8q'd as

Particularizando ahora en s=0, y teniendo en cuenta que si X es el campo

inicial de la variacidén se verifica:

; 3 i aq’
X(t)=x_(0,t)=X'(t) — con X (t)=2% (0, t)

aq as
tenemos:
d - Pro. a4 oL lui
d2(w) (X)=—=| _ £(x(s))=J [——— —]x dt
ds!s=0 L1
dt 89

Asi, si las funciones qi(t)=qi(0,t)=qi.w(t) satisfacen las ecuaciones:

L _d oL

— =0

aq dt aq’
w es punto estacionario para £. El reciproco se deduce facilmente de 1la

arbitrariedad del campo X. =

3.- VERSION GLOBAL DEL PRINCIPIO DE HAMILTON

Sea (M,K,V) un sistema holénomo conservativo, y Q el espacio de las
curvas de w evolucidén del sistema tales que parten de la posicién peM para t=a
y llegan a la posicién qeM en el instante t=b.

El principio (GLOBAL) de accidn estacionaria de Hamilton establece que
los movimientos del sistema en ) son exactamente los puntos estacionarios de
la accién £:Q——R.

Para estableces este "Principio" se requieren algunos preparativos:
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3.1 Derivadas parciales covariantes a lo largo de una variacién.
Un campo A a lo largo de 1la variacién x de wel es una aplicacién

diferenciable A:I _xIa(s,t) —A(s,t)eTM tal que A(s,t)eTX M para todo s, t.

3 (s,t)
Denotamos por X(x) el espacio de dichos campos. Nétese que xs,xtef(x).
Supongamos ahora nuestra variedad M investida de una conexidén lineal

V. Las derivadas parciales covariantes inducidas a lo largo de x son los ope-

radores:
v v
‘E’ ﬁ-.x(X) —)I(X)
definidos de forma natural. Asi, si AeX(x), %g?(s,t) se interpreta como el
valor en t de la derivada covariante ( a lo largo de As) de A|7\s ...etc.
En particular, tiene sentido hablar de:
Ux Vx
X =— , x = ¢
st ot ’ ts s

Las propiedades que ahora nos interesan vienen resumidas en el siguiente
3.2 Propiedades.

Si la conexién V es simétrica, para toda variacién x se verifica:

X =X .
st ts

Por otra parte, si V es la conexién de Levi-Civita de una métrica

riemaniana g=< ,> en M se verifica para A,BeX(M):

3 __ VA VB 3 __ VA VB
S ABPE< g BXH<A, o>, o <AB>=< o BY4<A, o>

3.3. Demostracién.
En efecto, sea weR, y sea x:I_xI -—M una variacién de w en Q. Denotando

3
como antes por x(s)=A las curvas longitudinales de la variacién, se tiene:
s

b b b
d ,-, .. d 1 4 (1 8 _
ag—f(x(s))—-ag f 72—<xt,xt>dt i f V(x(s,t))dt—f { z—-5§-<xt,xt>}dt
a a a
b 8 b b
L —(,EV(X(S,t))dt=L<xt,xts>dt—.[a av(x_(s, t))dt.

Teniendo en cuenta, por el lema que X X0 Y particularizando en s=0,
S S
se deduce que la accién £ es diferenciable en w, y para X campo inicial de la

variacién se tiene:
d _ b b
a2(w) (X))=4—|__ £ (x(s))= f <w’ ,x’>dt-f <grad V, X>dt
a a
Donde X’ denota la derivada covariante de X a lo largo de w.

Finalmente, como <’ ,X'>=<w’ ,X>'—-<w’’,X>, queda:

b
d2(w)=—f <w’’+grad V, X>dt
a

ya que <w’ (b),X(b)>-<w’ (a),X(a)>=0, pues X(a)=0, X(b)=0.
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De esta forma, si w es un movimiento del sistema, entonces w'’+grad V es
identicamente nulo, y w es un punto estacionario para la acciém £.

Reciprocamente, si para cada campo XeTuQ es d2(w) (X)=0, tomariamos:
X(t)=f(t){w ’+grad V} siendo f:I —R una funcidén diferenciable y positiva en
el intervalo abierto (a,b), con f(a)=f(b)=0. Como por hipdtesis es

b b
f <w’’+grad V, X>dt=f f<w’’+grad V, w’’+grad V>dt

a a

se concluye que w’’+grad V es identicamente nulo en (a,b) y por tanto en I. m
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APENDICE 11
GEOMETRIA DE LOS MOVIMIENTOS AFINES EUCLIDEOS

La referencia general para esta seccién es [4] Cap XIII y XIV

Preliminar: Espacios Euclideos orientados.

P1. Espacios vectoriales euclideos orientados.

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial E dotado de una
forma cuadratica definida positiva. El producto escalar inducido se denota por
ExE>(u,v) —u.veR, y por Eau-—+|u|=+VﬁTG €R la norma inducida.

Si e=(e1,...,en),e’=(e;,...,e;) son bases ortonormales de E, la matriz de
cambio de base P que verifica: &’=¢P, satisface la condicién:

P'P=I

El conjunto de éstas matrices se denota por O(n) y tiene estructura de
grupo. S0(n)={Pe0(n):det P=1} constituye un subgrupo.

Las bases ortonormales £ y €’ se dicen que definen la misma orientacién
si la matriz P de cambio de base pertenece a SO(n). Esta relacidén es de equi-
valencia sobre el conjunto B de las bases ortonormales, y lo descompone endos
clases B=B uB.

Una orientacién en E consiste en elegir como "positiva" una de las compo-
nentes anteriores. Se dice entonces que E esta orientado.

Cuando dim E=3, fijada una base ortonormal positiva (?,3,2) de E, sé€ de-

> 2

i 3  JE

fine para u=u T+u Jru K, v=v_ i+v_j+v Kk:
17 2¥ 3 17 2Y '3

.9

i

u

UxXv=

-

y se prueba que el resultado no depende de la base ortonormal positiva tomada.
Se suponen conocidas las propiedades clasicas del producto vectorial.

P2 Espacios afines euclideos orientados.

Un espacio afin euclideo orientado es un espacio afin E, cuya direccién ﬁ
es un espacio vectorial euclideo orientado.

Si a,beE, denotaremos por aBeE al vector "libre" definido por a y b, y
1lamaremos d(a,b)=|5§|.

Llamaremos sistema de referencia euclideo (SR) a e=(e0,3) donde eOeE, y
3=(31,...,3n) es una base ortonormal positiva de ﬁ.

Si € y €’ son SR en E existe una matriz P con £’=¢P de la forma:

1

‘ 0
P= b ? con ?eSO(n), y se denomina matriz de cambio de referencia.

El conjunto de matrices P verificando la propiedad anterior, tiene es-
tructura de grupo, que se denota por SE(n).

P3. Modelos analiticos.

El modelo analitico con dimensién n de espacio afin euclideo orientado
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que usaremos en estas notas es el siguiente:
% Y :
€ = ! : a=|. |eE 2= 0 : v=|. ek HIRER
n a . n n v . n al |b b-a
a A
n n
El producto escalar y la orientacidén en én se obtienen al identificarlo

con el modelo analitico habitual de espacio vectorial euclideo orientado

E=Xv=|. |: veR}, V.USVW +...+V W .
n 1 11 nn

1.1 Transformaciones ortogonales.

El lo que sigue E y E’* E'’... etc. son espacios vectoriales euclideos
orientados con dimensidén igual a n=z1.

Una biyeccién f:E—E’ se dice isometria si preserva el producto escalar.
Se prueba entonces que f es isomorfismo lineal. De hecho, si € y €’son BO en E
y E’, entonces la matriz A tal que f(e)=¢e’A verifica AtA=T y AeO(n). Se deno-
mina a A representacidén matricial de f y escribimos A=M€€,(f)

Se dice que la isometria f:E-—E’ preserva la orientacién (o es isometria
directa), si transforma una (toda) base ortonormal positiva de E enuna base
ortonormal positiva de E’. Esto equivale a decir que Mes,(f)eSO(n) para €, y
€’ bases ortonormales positivas.

Una isometria f de E (en si mismo) se denomina transformacién ortogonal.

Denotamos por O(E) al grupo de transformaciones ortogonales de E, y por
SO(E) al subgrupo de transformaciones ortogonales directas.

Fijada una BO+ € en E, la aplicacién M€=M€€ establece isomorfismos:

MS:O(E)af-—efeeO(n) y MS:SO(E)-—ASO(n)

Existe una identificacién natural entre O(En) y 0(n).

PROPOSICION:

Sean £ y £’ bases ortonormales positivas de E. Asi €’=¢P con PeSO(n). Si
feO(E) y Ms(f)=A, entonces Ms,(f)=PqA P.m
1.2 Isometrias y Movimientos euclideos directos. Clasificacidn.

En lo sucesivo E, E’...etc seran espacios afines euclideos orientados de
dimensién n con direcciones los espacios vectoriales euclideos orientados ﬁ,
B ...etc.

Si o€E denotamos Vo:Eaa——eageﬁ que es biyectiva.

A partir de wuna aplicacién f:E—E’y un punto o€E puede construirse la

aplicacién fo:ﬁ———eﬁ’ que hace conmutativo el diagrama (o’=f(0)).
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E—L e
T
f
E— 28
La aplicacién f es afin cuando fo es lineal, y en este caso fo=f5 para
todo o0,0€E. Se denota ?=fo y se denomina a T aplicacién lineal asociada a f.
Notese que T viene definida sin ambigiiedad por:
f:E3ab 2 F (a)f (bJek’
DEFINICION:
Una aplicacién afin f:E-—E’ se llama isometria (directa), si ?:ﬁ-—»ﬁ’ es
isometria directa.
Si e=(eo,2) y e’=(e;,g’) son SR+ en E y E’ repectivamente, denotando
f(e)=(f(eo),?(3)) se tendra f(e)=e’A, donde
a
A= 1 0 con a= ? Y X=(a )=M> a,(?)eo(n)
a a 137 "€ €
n
Se denomina a A representacién matricial de f y escribimos A=M€€,(f).
Las matrices A (det A=1) del tipo anterior se denominan matrices afines
euclideas, y constituyen un grupo denotado por E(n).
Una isometria f de E (en si mismo) se denomina movimiento . Denotamos por
E(E) al grupo de movimientos de E, y por SE(E) al subgrupc de movimientos di-
rectos.
Fijado € SR en E, la aplicacién M€=M€€ establece isomorfismos:
Me:E(E)af-—afeeE(n) y MS:SE(E)——+SE(n)

Existe una identificacidén natural entre E(En) y E(n).

PROPOSICION:
Sean € y € SR de E. Asi €’ =¢P con PeSE(n). Si feE(E) y Me(f)=A, entonces
M_, (£)=P"'A P.m

DEFINICION:
Si f,f’e€E(E), se dicen equivalentes, (f~f’) si existen £, €’ SR+ en E ta-
les que M _(f)=M_, (f’).
€ €

La condicién frf’ equivale a la existencia de geSE(E) tal que f’=gofog—1.

TEOREMA:
Sea f un movimiento de E:

Existen entonces u=0 r, s enteros no negativos, y —n<ﬂls...ﬂp<n (univoca-
mente determinados por f) y un SR+ € de E tal que la matriz J=M€(f) esde la

forma:
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con J =DIAG(I ,-I ,G(® ),...,G(® )) si p>0
1 r s 1 P

J
1

J=[¥+—-] con J=DIAG(I ,-I ,G(8 ),...,G(8)) si u=0
j r S 1 P

Se denomina a p=u(f) médulo de desplazamiento de f.

Por otra parte, r, s, p y la sucesidn 6i5...56p determinan un sistema
completo de invariantes.

En particular si f,f’e€E(E), es f~f’ si y solo si u(f)=pu(f’) y T y P
tienen el mismo polinomio caracteristico.m
NQOTA:

Desde el punto de vista geométrico, el médulo de deslizamiento u=u(f) de
un movimiento feE(E) viene definido por:

R(£)=MIN{ [af (a)| :acE}

asi pu(f)=0 equivale a que f tiene puntos fijos.

En la practica, si f no tiene puntos fijos, entonces u(f)=|v| siendo veﬁ
el Unico vector que verifica la propiedad (para T, traslacién de vector v):

fotr =T of es un movimiento con puntos fijos.
v v

dicho vector hay que buscarlo en Ker (F-id).
1.3 Especializacién en dimensién tres.

Supondremos en lo que sigue que E es un espacio afin euclideo tridimen-
sional orientado.

El anterior teorema de clasificacidén aplicado a este caso, nos proporcio-
na la siguiente representacién matricial reducida para feSE(E):

1 0 0 0
J= n 1 0 0

0 0 cos ¥ -sen ¢

0 0 sen ¥ cos ¢

. > 3 >
respecto a cierto SR e=(eo,e1,e2,e3).

-n<o=wg, u=z0

Si =0 denomina a f giro de eje Q=eo+<g1> (orientado por gl) y angulo #.Lo de-
notamos G(Q,?).
Si pu>0 y 9#0, se denomina a f movimiento helicoidal. Tomando =p31 se ve que:
f=1 oG(Q,9)=G(Q,9)oT
v v
v es el vector de deslizamiento.

Si 9=0, entonces f es una traslacién.
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APENDICE III
TEORIA DE TORSORES
En lo que sigue, E es un espacio afin tridimensional euclideo orientado
con direccidén f. El producto u.v, representara el producto escalar de los vec-
tores u,vef
DEFINICION 1: Torsores
Un torsor en E, es una aplicacién afin V:E-—eﬁ tal que su aplicacién 1li-
neal asociada V:E-—F es hemisimétrica, es deéir:
V(). v+u.¥(v)=0
PROPOSICION 2: Algebra de Lie de los torsores.
El conjunto Jor(E) de todos los torsores de E tiene estructura natural de
algebra de Lie.
Demostracién:
La suma de torsores, y el producto de un escalar por un torsor, se defi-
nen de forma natural.
Si V,W son torsores, entonces se prueba que:
[V, W]=VoW-HoV
es un torsor, y define un corchete de Lie.m
PROPOSICION 3: Vector u asociado a un torsor.
Si VeJor(E), existe un Gnico vector BeF tal que se verifica:
V(p)=V(0)+ixop
para todo o,peE.
Demostracidn:

Fijamos 2=(e?,e:,ej) un SR en E. Se tiene:

D F2 N DD 2y D2 2422
V)(ei)-ﬁ?(el).el)e1+(V(ei).ez)e2+(v(ei).es)e3

Por tanto, la matriz de v respecto a 2 sera de la forma:

0 ~v w
3 2
w, 0 -w
3
- w0
> D > > 2 1
Tomando w=w1e1+w2e2+w3e3 se comprueba mediante un simple calculo que si

> > > . . .
u=u e +u e +u & se tiene la identidad:
11 22 33

I
0 -w w u e e e
3 2 1 1 2 3
v 5> > o >
(u=(e’,e’,e )] w. 0 -w u =l w  w_{=wxu
1’72’73 3 1 2 1 2
-W w 0 u u u u
2 1 3 1 2 3

Evidentemente el vector @ es tnico verificando tal propiedad, y se tiene

para o,peE: V(p)=V(o)+V(53)=V(o)+3x53.-
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PROPOSICION 5: Eje central Q y mé6dulo de deslizamiento A.

Dado un torsor VeJor(E) con vector 3¢0, entonces el conjunto Q de puntos
acE tales que V(a) es proporcional a P constituye una recta afin de E con di-
reccién <w> que se denomina eje central del torsor.

Por otra parte, existe un escalar aeR tal que para todo aeQl se tiene:

V(a)=o
y la expresién de V, cuando se toma a€Q como punto de referencia es:
V(p)=a3+3x§3

Se denomina a A=a|3| médulo de deslizamiento.
Demostracién:

Si Q#@, veamos que existe un aeR, tal que V(a)=a3 para todo aef. En efec-
to, si a,beQ y V(a)=a3, V(b)=33, entonces 7(53)=(B—aJ3=3x53. Asi o=R.

Por otra parte, (si O#8) esto prueba que Q es necesariamente una recta
afin con direccién <3>, ya que si a,beQ:

V(aB)=V(b)-V(a)=as-ais=0=0xab

Luego 2B es proporcional a 3. Reciprocamente, si aefl, ueR entonces a+u3€Q.

Probemos finalmente que Q#a:

Fijado un punto o€E de referencia, buscamos un punto aeE tal dque
V(a)=V (o) +oxoa=ai para algun valor de acR, es decir,

oaxG=V (0) -0t
Usando la férmula (uxv)xw=(u.w)v-(u.v)w queda:
(BxV(0))xt=|5|V(0)-(B.V(0))d

que puede escribirse en la forma:

9
[i—z‘(axv(o))]xz =V(o)—[“""(°’)3

o S w]®
De donde se deduce: oa= -l—é(sz(o)) y a=w'v(:).l
|@] o

Dado un torsor VeJor(E) y e=(eo,gi,gé,g3) un SR en E, llamamos represen-

tacibén matricial de V respecto a € a la matriz:

0 0 0 0 > > >
l V(e )J=ué +uée+ué
u 0 -w 4] 11 22 33
1 3 2
VvV =
€ u w 0 -W > > > >
2 3 1 = we+ we+ we
171 22 33
u ) (7] 0
3 2 1

Las ecuaciones de V en las coordenadas (x ) inducidas por & seran:
1

o] o o o 1 1 :
u 0 -w w X x’

1 3 2 1| 1
u W 0 -w X x’ |
2 3 1 2 2
u | - ) 0] X x’

3 2 1 3 3
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COROLARIO 6: Expresién matricial reducida.
Dado un torsor VeJor(E), existe un SR 8=(eo,gl,gz,ga) en E de forma que

la representacién matricial V8 de V respecto a € es:

ol o o0 O

Al 0 0 ©
Veslo| o o -0,

0| 0 w O

Demostracioén:

. . > . . . . . >
Témese eer eje central e unitario en la direccién de w.m

PROPOSICION 7:
Supongase & otro espacio afin euclideo orientado, y $:6 —E una isome-
tria. Si V es un torsor de E con vector 3, parametro A, y eje central Q, en-

tonces 3 'oVod es un torsor en & con vector 3 (1) eje & '(Q) y parametro A.
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~ APENDICE IV
EL GRUPO DE LIE DE LOS MOVIMIENTOS DIRECTOS

Parametrizacién exponencial:

Si VeJor(E), entonces V:E-—eﬁ. Se define Vo=idE, V1=V, y por induccidén
para k>1 Vk=7kqov.iNétese que V*:E—F es una aplicacién afin que no tiene
porqué ser torsor. Cosidérese la serie:

k=00
_ 1 .k
T= E: -Eiv (3.1.1)
, k=0
y nétese que de ser convergente, definiria un endomorfismo afin de E.

PROPOSICION 1:

La serie anterior define un elemento T de SE(E) que denotamos por exp(V).

Demostracién:
Fi jado e=(e0,gl,gé,33) SR en E, V admite una representacién matricial de
la forma: V€=[3 g , donde S es una matriz cuadrada de 6rden tres hemisimé-

trica. Es decir S+S=0. Es claro que la convergencia de (3.1.1) depende de la

k=00
convergencia de la serie: -}q(Vé)k pero:
k=0
11 0 1_{0] O 2 0 0 k+1 0 0
oG] o) (ko).
€ o I € ul S € S u Sz € Sku gkt1
’ k=00
Denotando por es=exp(S)=§: —%TSk,se tiene entonces que la
k=0

matriz Te es de la forma T€={%+—9§—-], y para ver que T es movimiento, es su-
vl e

s s S . . t
ficiente ver que e es matriz ortogonal. Como las matrices S y S  conmutan, se

t t
. S, S,\t_ S (S)_S+ _ 0
tiene: e (e7) =e’e =e =e =I.

trz(8) 01 | por lo que T es movimiento directo.m

Por otra parte, det(es)=e
Analicemos ahora el significado geométrico de la aplicacién exponencial:
PROPOSICION 2
Si VeJor(E) es un torsor de vector 3, eje central Q, y médulo de desliza-

miento A, entonces T=exp(V), es un movimiento helicoidal de eje Q (orientado
%
- . > : . w
por w), angulo |w|, y vector de deslizamiento A-;—.
]
Demostracién:

Témese un SR € en E, de forma que la matriz Ve sea de la forma:
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o]l o o0 o 1] o o 0
A 0 0 0 A 0 0 0

Ve= 0 0 0 -, , asi se tiene: exp(V8)= 0 0 cos o -sen w
0 0 W 0 0 0

sen w COs W
1 1

Denotando por &(m) al conjunto de torsores de E cuyo vector asociado 3, veri-
fica |3|<n, se demuestra el siguiente
TEOCREMA:

La aplicacién exp:Jor(E) —SE(E) es suprayectiva, e induce un difeomor-
fismo de G(m) sobre el complementario de las simetrias respecto a rectas.
3.2 Una nota sobre el espacio tangente.

Sea A un espacio afin de dimensidén m, con direccién R. si 7:(a,b) —A es

una curva diferenciable, entonces para te(a,b), 7(t)7(tieﬁ, y se define:
dy (07 (T) 7
—_ —_— €
dt 't=t t-t

se denomina a ¥y’ (t) vector tangente a la curva y en t=t. Cuando 7=0, se dice

-7 (0l

que ¥ es una curva por p=¥(0)eA que define el vector tangente y’ (0).

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, regularmente inmersa en
A. Fijado peM, el espacio TpM tangente a M en p, se puede interpretar como el
conjunto de todos los vectores %’ (0), cuando ¥ es un curva por p contenida en
M. Asi TpM puede considerarse un subespacio vectorial de K con dimensién n. Si
M y N son dos variedades, y f:M—N es aplicacién diferenciable, entonces para
cada peM, la aplicacién df(p), diferencial de f en p, es una aplicacién lineal

de T M——»Tf@)N, que puede definirse de la siguiente forma:
P

df (p) (¥’ (0))=(foy)’ (0)
para toda curva ¥ por p.
3.3 Algebra de Lie del grupo de movimientos directos.

Sea E espacio afin euclideo orientado. Estamos interesados en conocer
cual es el caracter geométrico de los elementos del espacio tangente T1G en la
identidad 1 del grupo de Lie G=SE(E) de los movimientos directos de E.

El conjunto A de endomorfismos afines de E, tiene estructura de espacio
afin sobre el espacio vectorial K de las aplicaciones afines de E en ﬁ. Esta
estructura viene definida por la igualdad:

T3(p)=f(p)g(p) para todo f,geA, y todo peE
Como G=SE(E) es una subvariedad de A, es de esperar que los elementos de

T1G se puedan representar como aplicaciones afines de E en ﬁ:

TEOREMA: T1G=ﬂor(E).

Demostracidn:

Si VeJor(E), entonces la curva 7:R3t-—+etveG es diferenciable, y 7(0)=1.
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Ademés, 7’(1)=Voervy en particular 7’(0)=Voe0=Vol=VeT1G. Asi ﬂor(E)STlG.

Reciprocamente, sea g:(—a,a)at—egteG curva diferenciable con g0=1, y sea
dg

V=-—ai—lt_o=g’(0):E-—e§. Si §t:€-—+ﬁ es la lineal asociada a g;> se tiene:
dgt
V=——a€— t_ozﬁ——eﬁ. Veamos que V es hemisimétrica. En efecto: si u,veg, la
aplicacién (—6,6)5t——+(§tu).(§tv)em es constante. Calculando su derivada en
t=0 queda:
d(g,u) d(g,v)

_ t I > > I _

0= T o .(gov)+(gou). vl PO V(). v+u. ¥(v) =
TEOREMA :

Si V, WeJor(E), entonces VoW—WOVeﬂor(E), y la aplicacién:
ﬁor(E)xﬂor(E)a(V,w)——eVBW—WOVeﬂor(E)
define en Jor(E) una estructura de algebra de Lie.
Pon otha pante, esta estwctuna caincide con la definida pon G, cuanda ase
cansidena a Jor(E) espacia tangente a G en 1, y exp(V)=e' pana tada VeJor (E).

Daremos una descripcién explicita de este dlgebra de Lie Jor(E) usando
un sistema estandar de generadores:
Si e=(o,?,j,?) es un SR de E, construimos (I,J,K,1i, j,k) base de Jor(E),

de la siguiente forma: (se identifica VeJor(E) con su matriz respecto a &)

v

(0 0 0 0) (0 0 0 0) (0 0 0 0
=1 0 0 of, ;|0 0 0 0, [0 0 0 0
0 0 0 o’ " |1 0 0 o’ ™ {o 0 0 0
10 0 0 0) © 0 0 0, (1 0 0 0,
(0 0 0 0) (0 0 0 0) (0 0 0 0
i=|0 0 0 of, ._|o 0 0 1. |0 0o -1 0
0 0 o -1/ lo o o ol 0 1 0 0
0 0 1 0] o -1 0 0j 0 0 0 0j

obteniendose la siguiente tabla para el corchete: (el primer factor, es el

horizontal)

i 3lx]1]J]1K
1] 0| 2k[-23] 0| 2K|-2
J |-2k[ 0 | 2i|-2K| 0 | 2T
kK | 2j|-21] 0 | 2J[-21| O
T | 0| 2K|-2J] 0] 00
J[-2K[ 0 | 21| 0[O0 |0
K| 2J|-2I| 0 ] 0|0 | O

A partir de aqui se pueden obtener todas las subdlgebras de g salvo

isomorfismos:
{0}’ <i>’ <I>’ <i’I>’ <I’J>’ <i’j’k>’ <i’J’K>’ <i’I’J’K>’ 8

que se corresponden con los subgrupos continuos de SE(E).
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APENDICE V
DESCRIPCION DE POISSON DEL MOVIMIENTO INERCIAL
DE UN SOLIDO RIGIDO

INTRODUCCION

Sea (&,p) un sélido rigido y sea J el tensor de inercia.

Se denomina elipsoide de inercia 0 al conjunto de puntos a€f tales que
3(53,53)=1. Respectq a las coordenadas principales tiene por ecuacion:

11x2+12y2+13z2=1

Si a€® entonces el momento de inercia respecto al eje oa definido por o y

3(oa, 0a) 1
a se escribe I(oa)=7———£; . Asi |oal|= .
<oa,o0a> vI(oa)

El elipsoide de inercia, junto con la masa total caracterizan, como hemos
visto, las ecuaciones del movimiento, y por tanto las propiedades dinamicas
del sélido. Nos proponemos en este epigrafe dar una descripcién geométrica
cualitativa, siguiendo a Poisén, del movimiento inercial del sélido, a través
del movimiento de su elipsoide de inercia. Los.resultados de geometria lineal
necesarios para este estudio, pueden esquematizarse en dos lemas. El1 primero
de ellos describe el significado geométrico de la aplicacién momento m: & 8
en funcién del elipsoide de inercia, el segundo describe una propiedad geomé-

trica de los elipsoides de revolucién.

LEMA 1
Sea & un espacio afin euclideo y m:é——)@ una transformacién lineal
simétrica, es decir: 3(V,w)=<m(V),w> es una forma bilineal simétrica. Supénga-
se que 3 es definida positiva, sea oe€ y sea 0 el elipsoide:
0={ac8:<m(0a),0a>=1}

Entonces, el plano m(a) tangente a 0 en el punto ac@, tiene a m(53) por vector
1

—_— .
|m(53)l

normal, y su distancia al origen es exactamente: d(o,mn(a))=

LEMA 2
En las mismas condiciones del lema denotamos por (?, 7, R) la base orto-
normal positiva respecto a la cual se tiene:
D2, D - =2
m(w T+0_J+o K)=(0 I Vi+(0 I )J+(w I IR

Supéngase que 0 es elipsoide de revolucidn pero no esférico es decir:

I #I =I =
17273
Entonces:
e s N . .
1) Para todo we& los vectores (0,m(w),1i) son coplanarios. es decir:
e . > > . > 2
0=0 +w , para ciertos vectores & y © . proporcionales a m(w) y i respec-
pm  pi pm
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2) Si 8>0, denotamos por C(8) a una componente conexa del conjunto:

{xe€06: d(o,n(x))=8}

supéngase que aeC(38). Entonces C(8) es la interseccién del plano o(a) que pasa

9
tivamente. Ademas |3pm]=—hEQiLL

por el punto a y es ortogonal al vector ?, con 8. En particular se verifica:
|(6?) [=|(63) l,[(gx) |=[(3a) s [3x|=[3a| para todo xeC(8§)
pm pm pi pi
]
Sea P(t) un movimiento inercial del sélido. Considerese el diagrama:

P

(Ulig;rﬂw

B(t)
sea 6(t) el vector rotacién asociado a v(t), m(t)=m(B(t)) y M(t)—?(t)(m(t))

Por 5.6.5, es M(t)=MeE un vector constante que supondremos no nulo. Como
B(t) es un isometria lineal se concluye que |m(t)|=|M|=cte>0.

Si u(t)=V(o)(t) es la velocidad del centro de gravedad, por 5.6.4 es
u(t)=ueE un vector constante.

Finalmente por 5.6.1 1la energia 2 W(V(t))=m |u|2+<m(3(t),3(t)>
también permanece constante.

En consecuencia la magnitud p>0 con p2=<m(3(t),3(t)> es otra constante

del movimiento.

Sea at el punto de 6 obtenido de la forma 6§:=A3 para
cierto A>0. Explicitamente el valor de A viene dado por la condicién:
7t2=<m(3(t),¢—4>>(t)>_1 =L es decir, A=-1—
P2 e
Sea nt=n(at) el plano tangente a 6 en at. Por el lema 1 se sabe que:
d(o,nt)= 1_9 = 19 = 19 =1 =P
m(0d)| |m(Ad)| A|m(@)| A|M| |M|

que es otra constante del movimiento geométricamente significativa.
Denotando por:
0(£)=P(t) (o)=e +tu, A(t)=P(t)(a,), M=P(t)(m), 8 =P(t)(8), B(t)=B(t)(&(t))
y teniendo en cuenta que P(t):8& ——E es una isometria lineal, se concluye que
todos los planos H son paralelos y ortogonales a la direccién constante MeE.
Ademas la dlstanc1a de H a 0(t) permanece constante de esta forma el plano
M(t) se desplaza paralelamente con velocidad constante u es decir:
M(t)=M(0)+tu

y se tiene asi el siguiente resultado:

TEOREMA 3
Si P(t) es un movimiento inercial del sé6lido, conservando notaciones an-

teriores, y supuesto M#0, existe una constante p>0 y un plano afin HO (ortogo-
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nal a M) en E de forma que la familia de planos
H(t)=Ho+tu
verifican las siguientes propiedades para cada t:
1) T(t) es tangente al elipsoide ®t en un punto A(t) que determina con O(t)
el eje instantaneo de giro Q(t).
2) §3(1:)=p—1 O(t)A(t) es el vector velocidad angular instantéinea.
Explicitamente, p es la raiz cuadrada positiva del duplo de la energia ciné-

tica de rotacién, y Ho es un plano ortogonal a M que dista de 0(0), P a

|M]
Imaginemos ahora que el elipsoide de inercia es de revolucién. Esto

significa que si (o,?,?,?) es un sistema de referencia principal se tiene:
dy_r D ot 2 Ry=1 B -
m(1)—111, m(]J) IZJ, m(Xk) 13k , ¥ Se supone 12 I3

d(o, n(a ))‘IM'“B es constante, entonces usando el lema 2 el punto a_ se en-
cuentra en C(8) y los valores
2,1 1B | (3|

permanecen constantes en el mov1m1ento En partlcular como w(t)—p5§j,

w=|w(t)|, —l¥l-=a$m=|w(t)pm|, a$i=|w(t)pi|
son constantes del movimiento con claro significado fisico. Pasando al espacio
en reposo se observa entonces que B(t)(B(£))=8(t) se descompone en:
dee)=g(r) ) con am —P(t)(w(t) S G(t) =P(t)@(t) ) componentes
en la d1recc1on de My e(t)—P(t)(l) con modulos constantes a$ =—E;L y wpi
respectivamente. Como M es un vector constante, se concluye que también lo es

el vector a(t) =§ que lo denominamos velocidad de precesién. podemos refor-
pm pm

mular estos resultados de la siguiente forma:

TEOREMA 4
Sea (P,V) PeQ VeT,Q un estado del sélido, v=VoP Y, v=P oV es decir:

‘fg’i

Sea e0=P(o)eE, V(o)=v(eo)ef, 2=P(1) y sean © y 8 tales que:

v(2)=0+5x03, v(p)=V(0)+iixé p.
Finalmente sea nhm(g) y M=?(m) los momentos cinéticos en & y E respectivamen-
te que corresponden al estado V.
Supdéngase M#0. Entonces (M, 3, 2 ) son coplanarios, y (m, 3, 1) también.
Si §=§';fai ( 3=3';-2%i) es la descomposicidén de 8 en componentes proporcio-

nales a My 3, (my 1) sea vpmeﬂor(E) y VpiE Jor(&) definidos por

- —>
v (a)=0 xoa v (p)=Q xe p
pi pi pm pr O

En esta situacidn, el movimiento inercial del sélido P(t) con condicion
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inicial P(0)=P, P’(0)=V puede escribirse en la forma P(t)=U(t)o®(t)oR(L)
donde: @(t)=exp(tvpm) R(t)=Poexp(tv 1), y ¥(t):Eep —p+tV(o)eE.

Notese que los vectores 3 y w ) son constantes del movimiento es decir:
pm p

8 =8(t) y® =a(t) para todo t
pm pm pi pi
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