GEOMETRIA 1l




CAPITULO VIII : ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA

INTRODUCCION:

En el espacio afin intuitivo tridimensional E} imaginemos dos planos afines P y P’

paralelos, y un punto ¢ no situado sobre P P~°.
‘ Si x es un punto de P, la recta (0,x) no es paralela
a P (ni a P°) y corta a P* ennu.n punto x’. La aplioca-
oién PO xi—% x%€P° es una biyeccién gue transforma
rectas en rectas. Por el Teorema Fundamental de 1la
geometria afin, se concluye que f es una aplicaoién
afin, y se denomina proyecoién cénica (paralela) de P sobre P¢

Imaginemos ahora que P no es paralelo a P°. La aplicacién £ antes desorita parece

a priméi'a vista que transforma rectas en rectas, ;Es aplicaocién afin?.

: / Un andlisis mis detenido muestra gue las puntos de la
recta R'intersecoién del planc Pi (que pasa por el
punto o y es paralelo a P°) con el plano P, no tiene
imagen en P°s S rcR , la recta (o,r) es paralela
a P°, e induce por tanto una "direcoidémn™ i ° en di-

cho plano. Parece natural asignar al punto r dicha di
recoién , y escribir f(r)="°. |

se \
’ ’fo\ Por otra parte, los puntos de la recta R° interseoc-

5

‘A,_\_\cién del plano P, (que pasa por ¢ y es paralelo a P)

t'con el plano P°, no son en prinoipio imagen de nin-
. gﬁn punto de P. Si reR’, la reota {(o,r°) es paralela
F; a P, & induoce una direcoién ¥ sobre dicho plano.
Parece natural asignar como imagen de ¥ el punto r°, es decir f£( )=r’
Los elementos ¥ y y ° se denominan puntos del infinito (de P y P°respectivamente).
Denotando por ?’ y P’ a los planos P y P°"oompletados™ por los puntos del infinito
correspondientes, la aplicacién f desorita anteriormente, aparece como una biyecoién

de P en P’ y se denomina proyeceiém céaica (no paralela) de P en P°.

Nétese que f no induce 'aplioacidn afin entre P y P°, pero sin embargo conserva en

oierto sentido las rectas. Las aplicaciones de P en B’ verifiocando esta propiedad

se denomirggu‘ﬁn aplicaciones proyectivas. Las transformaciones proyeotivas de ? es~
tableocen la geometrfa proyectiva del plano, que incluye en un sentido que mis tar-

de explicitaemos, a la geometria afin.




Estableceremos el concepto de espacio proyectivo mediante la adjuncién de los pun-
tos del infinito (6 direcciones) a un espacio afin. La geometrfa proyectiva no
distinguiri entre puntos ordinarios 6§ puntos del infinito, y el espacio proyectivo
abstraocto se identificari ocon la familia de rectas de cierto -espacio vectorial.
@esde este punto de vista,las propiedades proyectivas apareven ¢omo las propieda-
des de los espacios vectoriales que hacen intervenir reoctas.

El interés del estudio de la geometrfa proyeoctiva, se centra en tres aspeotos fun-
damentales:

l.- Las propiedades de incidencia de subespacios son mas sencillas que en geometria
afin,

2+= La posibilidad de enwiar puntos al infinito, para obtener un espacio afin en el

cual dos subespacios son paraldos si y solo 8i su intersecoidn esti formada por pun-

O
tos del infinitoﬁ?;permite obvtener propiedades afines con téonicas de geometria

proyectiva,
3.~ La dualidad, que permite por ejemplo en un plano proyectivo intercambiar bajo

ciertas condiciones las palabras recta y punto en enunciadcs de proposiciones gue

hacen intervenir propiedades de incidencia.

1. ESTRUCTURA DE ESPACIO PROYECTIVO

l.1 Puntos del infinito de un espacio afin

b e e e e
| X es un espacio afin sobre el K-espacio

veotorialﬂi .'i denota la extensién vectorial
~
canénica de¢ X, y mssX—>K es la aplicacién

masa.

1.1.1 Definicién
a) SeaEI? el conjunto de reot,s del espacio afin X. La relacién de paralelismo "//"
induce sobreg? una relacién de eghivalencia. Si R¢ K se denmota por %R =
,-fn'/ R//R'} a la olase de equivalenoia definida por R enfR sy se denomina punto
del infinito (de R). El conjunto de -9107 es el conjunto de puntos del infinito
de' X, y se denomina hiperplano del infinito.
v) Una direccién del espacio afin X, es una recta veotorial D de.;. Se¢ esoribve P(E)

para denotar, al conjunto de todas las direcoiones de X

La relacién entre puntos del infinito y direcciones, viene explicitada en la siguien

te proposioiént




'1.1.2 Proposicién

! La correspondencia de'B o6 g—> -Ee P(.X') es una aplicacién bien definida y biyec-

tiva.
Demostracién:

! -<p
Nétese que =i R, R’<94 se tiene 1la equivalenoias O/R’VR“"E =R” .

1 S 3 ObservaOiGn

ba biyeocién anterior permite identificar cada punto & Ré °dx con la ,direceién
" )
R de la reota R (NR-i )e Si A es subespacio afin de X con dimensién mayor que

cero, el conjunto O
odAc.odx

" 1.1.4 Definicién

L % jdentifica con P(X). Esto permite esoridir la inclusién

Se denomina extensién proyectiva del espacio affn X, al espacio ’i - XUQJx =X UP(i).
A la pareja (i—,oo’x) se le denomina espacio proyeétivo afin. Por abuso de notacién

se escribe a veces que ’i - (i’,wx) es un espacio proyectivo afin.

Notacién ‘

Si ﬁ es un espaocio vectorial y Séﬁ, escridbir [3] significa que () ,l Oy

[8)= k% ={Ae fAex}. P(E)={[6] s 8¢5 - o} , es el conjunto de rectas vect. de

El siguiente teorema permitirsd "ver™ la extensién proyectiva de un espacio afin
como el conjunto de rectas vectoriales de su extensién vectorial. Esto motivaré

la definicién general de espacio proyectivo.

Teobema
. 2 PR ~ > x -9 A
La aplicacién “i1:X -{0;-> X , tal que Tl('i)-[x] si xeX=-0 ymn (x)=
A
para 2eX - -i' s 8 una aplicacién que verifica la propiedad:
=1,~ A ~

1 l(x) U40] es una recta vectorial de X para cada X <X.

- — Demostraciéns

-7 Nétese que 8i x¢X, es Ti(x)=x y h(/\ x)=x para to-
do )\ €K~ 0 . Asf 17-1(1)\)(0) -[x] .

Por otra parte, n-l( U)U{O}- X para cada Alédx =P(X)

Corolario
La aplicacién I: X>% '-—"71-1(“;')0{0‘,(—’(2) es uma aplicaeién biyectiva.

K R ~ A ; o o ~ A
Esta biyeccidn permite identifiocar cada punto X€ X oon su imagen I(X)€ P(X),

¥y esoribir por ejemplo la igualdad x =[x] para xé&X.

Demostracidéng

51 :flfgzéx-)y es "ﬁ’l;z s entonces ﬁ-“l("ﬁmn‘l(;z)-;: sy por tanto 1(?1 )/1(52)

la sobreyeoctividad de I es evidente,




lLeleO Hijemplos 1

a) Considerese el modelo analftico cartesiano An(K)-An’{ 5 H] Xie K}, y su exten-
' X

x
o)

: B oro
sién vectorial canénica /A\n -{ ‘:'-1 ' X ¢ K} o Entonces °6An-{ (xl\ ] xié K}',
' *n

y Xﬂ- An‘\/%n ¢ ¥o 1
] xl

A
La aplicacién T An-f07 -» Ain viene definida por'"[ =

o X
x x 0 n
xi- ; y TYM 1| = i
| 7 -o n Ta 1 1
La identificacién 1.1.7 permite escribir g! =" sy ¥ por tanto
0 *n) \x

X ' n
0
An -f‘xl ] zié K ,xo,lo]pbo’An-{ : t X, & K}.

X
n

para xoyl 0 , siendo

Se denomina a Ah-(xn,o( ) modelo analftico n-dimensional de espacio proyectivo afin.

o ~ %ol 0
En particular para n=1 se tiene Al-{ Y-’ﬁl s xie K\[ y o/Ala{[]_]}:s

~ Y]
La recta proyectivo afin A1 se identifica con el conjunto K = Ku\%} de la forma:

x L}
[ °-)- €K i xO# 0,v [xo - ai x,=0. A X se le denomina extensién pro-
1 *o xy

yectiva del cuerpo K.

El espacio proyectivo

La construccién anterior sugiere la siguiente definicién general:

Definicibn

Un espacio proyeoti:r:)u:,s' una terna E-(E,ﬁ,\‘\ ) en donde:

- B es un conju.ntovdenominado conjunto de puntos

-8 es un espacio vectorial no nulo que denominamos espacio vectorial asociado

-N :’ﬁ -~ 0)— E es una aplicacién suprayectiva denominada proyeccién, tal gue
T‘l-l(x)U{O\! ‘es una recta vectorial de ; para cada x¢B .

Si la dimensién de % es finita igual a n#l , se dice que E tiene dimensién n,

y se escribe dim(E)=n .

Es habitual también decir en estas condiciones, que la proyeccién T da estructura

de espacio proyectivo, al conjunto de puntos E.

~1e2¢1 Ejemplos

1) 5i X es espacio afin la proyeccién mMn: i —lo}—ﬂ‘i de 1l.1.6 , da estructura
de espacio proyectivo a‘i sobre i . As{ i = (i,i, 7).

A A a A g
2) S1 B es espacio vectorial no nulo, la aplicacién L J:E-40156 —> (e ])¢P(E)




A AL A
da estruotura a P(E) de espacio proyectivo sobre E y ¥ se escribe P(ﬁ)-(P(E) yB,CL J).

x
3) En partioular tomando E=4 (K)-A -{(;o} ’X, & KI( y se denota a P(E) por P (K),

¥y se denomina modelo ana.litioo n-=dimensional de espacio proyeoctivo.

Los puntos de P, (K) son de la forma {::501 (se sobrentiende (r:> £0)
n

El ejemplo 2) es el m&s general posible, comc vamos a ver a continuacién:

«3 Proposiocién

A -
Si E=(E,E, T1) es un espacio proyectivo, la aplicacién I:Eser— N 1(e)U\‘0‘T éP(ﬁ)

es aplicaocién biyectiva.
La democstracién es la misma que la de 1.1.7

Observaocién

La biyececidén anterior, permite identificar en la practica cada punto e<&E con la
recta vectorial I(e)= I"l-l(e)UfO); En consecuencia si e¢ £ -{0O) esoribimos poe
abuso de notacién 1 (&)= [e}-Con &aste oconvenioc , podemos suponer que E es el espa-

A ~
oio proyectivo P(E) descrito en 1.,2.1 2), y escribimos E=P(E) cuando se sobren-
tienda T

2. SUBESPACIOS
2.1 Definiciones
&2.1.1 Sea X espacio afin. Si A es subespacio afin no vaocio de X, entonces A es espacio
afin, y cabe considerar su extensién proyectiva 2= AUV‘ =AUP(Z) ..
Si 4 es un punto, entonoces Iy =07 y convenimos en escribir P(K)=P(O)-¢ , YA =A,
Si A= ¢§ convendremos en que A= g
Definicién
En las condiciones de 2.l1.1 se dice que A es un subespacio proyectivo afin de X ,
y se denota por SA(i) a la familia de dichos subespacios (incluido el subespaocio
vacfo @ ) .

La siguiente proposicién pretende motivar la definiocién general de subespacio de

un espacio proyectivot

Proposioién A
Si A es un subespacio proyectivo afin de X, entonces f'!-l(l)0<0\ =1 es la exten-
8ién vectorial del subespacio afin A de X,

Demostracién:

Si a er’l-l(z) entonces 17(2)€A , y hay dos posibilidades:

si TI(Q,)éA y entonces am= 1(,\ ;ge-l.cﬁ s ¥ por tanto 'Qé@ .
ms(a




si TI(2)cP(R) entonces T (3)= ['é]d? » ¥ por tanto aekch o

La otra inclusién se demuestra de forma anfloga.

Sea E-(E,ﬁ,Tl ) un espacio proyeotivo y A un subconjunto de E. La proposicién anterior
sugiere la siguiente definioién general:

Definicién

Se dice gue A es un subespacio proyectivo de B, si W-I(A)U(O\l-ﬁ es un subespacio

vectorial de ﬁ.

En estas condioiones 1la proyeéci6n "‘IAO /A =0\ sA-{0 Y24 da estructura de

e

. espacio proyeotivo (si A#@) al conjunto A , y (si dim A es finita) dim A = dim 1 -1.
Va2l
Si A=f entonces A ={0] y convenimos en asignar a A dimensién igual a -1 .

Se denota por SP(E) a la familia de subespacios proyectivos de E,

. 2¢1¢5 Observaciones
1) Utilisando el abuso de notacién establecido en 1.2.4 , para un subespacio pro-

yeotivo A de E se tiene 1la igualdad A-P(A) siendo A = T‘I-]'(A)Uﬁo‘l .

2) Los subespacios proyectivo afines de un espacio proyectivo afin X son subespa-
cios proyectivos de X , es decir 3A(i)<‘3?(i). OBservese que si A es subespacio
afin de dimensién finita , se tiene dim A = dim A =dim \ -1 .

Proosiocién

Sea A subespacio proyectivo del espacio proyectivo afin X . Si A = ANX £ @ , en-
tonces A es subespacio afin de X, y I -4,

Demostracién: ‘

Por hipStesis es m-l(K)U{O‘]-;ﬁ subespacio vectorial de X.si ac<ANX , enton-
ces a=T (a)e ANX , y reoiproocamente , si acANX es a=n(a)¢ANX , y se tiene
por tanto: ¢ # ANX = ANX = A $ asf por 1.4.1 (Cap VI) A es subespacio afin de
X con extensién vectorial 4 y ¥ n‘l(i)ufo)- i- n"l(K)u {0} . La igualdad A=} se

deduce de forma inmediata por a sobreyectividad de o

2.2 Reticulo de subespacios

A
E=(BE,E, 7] ) es un espacio proyeotivo
sobre el cuerpo K, y GP(E) denota

a la familia de sus subespacios.

N

Como cuestidn previa se establece el siguiente resultado:
Proposicién
Si 5L(§) denota al retfculos de subespacios vectoriales de E , entonces la

aplicacién A 1 3P(E) SAry A - n‘l(A)U{o?ejL(ﬁ) és biyecTiva .




Jenotandao por P: QL(E)-¥»9P(E) a la inversa de M, se verifica la identidad
A=P(R) para cada A¢ 4 P(E) .(Nétese que la igualdad 4=P(L) es consistente con

la identificacién de 2.1.5. 1))

Demostracién

La aplicacién A es claramente inyectiva. Veamos gue es sobreyectiva:s

Si Ve SL(I'E) , sea A= N(V-10)). Entonces 4 = \—\-l(A)U{O"-.V s y& Que si
veV-{0} es h(v)E€A y por tanto ve Tl-l(A). Recfprocdmente, si 2¢€ T'l-l(A) y €n-

tonces T(2) = acA =M (V-{0}) y existe ve V-{0) con a =N (v). &sf 4, v estén

en la recta vectorial 'n-l(a.)U{Oj contenida en V. En particular aeV .

A
NStese que la aplicacién P viene definida por P:g L(B)® V= n(V=i0) & 3P(E). si
V=0 entonces P(V)=f.

Teorema

Si (Ai) c 5P(E) es una familia de subespacios, entonces A= /)4

es subespa
T i

i¢I
cio pryec¥ivo de E y se verifica 'K -n /A\i o

Jer
Demostracidén

En efecto , A = n'l(.a.)u{o}z n'l( () &, )viof= M ( *n'l(A yuo)="4a .
er 1 (el i fer 1
Vefinicidén
a) Si S es un suhconjunto de E , se llama subespacio proyectivo generado por S ,
al subespacio (S), interseccién de la familia de todos los subespacios proyectivos

de B que céntienen a S. L /0.,---4v)<.l:’- P YNV Za,,,. 4,7=/7’m,—wﬂ/‘/>

b) Si A y B son subespacios proyectivos de B se define la suma A4B =(AUBY) .

La estructura reticular de ﬁP(E) viene establecida automiticamente por mndiq
de la siguiente proposicién:
Proposicidén
81 4,B& qP(B) , U,¥¢ GL(E) se verificas
1) acBeicB  ; UcvevP(U) cp(V)
N\ A
i1) A+B = A$B ;5 P(UV)=P(U)+P(V)
Demostracién
- - A
i) 81 A¢B, es T 1(A) <n 1(3) , ¥ por tanto Ac B . Reofprocamente:
la .
si AcB es M(A-{0)) = AcB:n(P @i0) .
A S A =
ii) Como ACA$B y BCA$B , por i) se tiene ACA$B y B C4A4B , por tanto
AL AN
A$+B € A4+B. .
AA A A ~AR
Por otra parte P(A$B) contiene a P(A)=A y a P(B) =B , por tanto P(A$B) contiene
AN

P A A
2 A4B=P(A4B), es decir, A+B DA$B .

Las dem4s afirmaciones se deducen del hecho de ser A biyeotiva y P= ~




"2,2.5 Corolario
(gP(B),4,N) es un retfculo-isomorfo (segln la aplicacién A ) al reticulo
( jL(é),+,(\) de subespacios vectoriales de E.

Consideremos ahora el espacio proyectivo afin 3 -n(i,i,77) con la familia de

sus subespacios proyectivo-efines jA(i):

Proposicién

La aplicacién ~t GA(X)> Ay Ae jA(i) es una aplicacién biyeotiva, y se verifi-

ca para A,B& §A(X):

i) 81 ANB # # entonces AAB =ANB , y of
ii) AcBe> Ll
111) A%B =1 4+

AnB™ ¥ N % ¢

Demostraciéa

La biyectividad de 1‘a aplicacién ~ es evidemte,

—
1) S ANB 4 § entonces por . . {(Cap ) es AnB = ANB , y se tiene:

e P d > g
= = =M
4,0 P(ANB)=P(A)NP(B) AI\MB , ¥ por tanto

A~ ~ o~

n = n M ) o = .
ANB = (A ?)UA /B (AOAB) icoﬁngéB) (AUMA)n(BUMB) A0B
ii) A<B AcBe»P(A)e P(B)er AT )

iii) es consecuencia de ii)

Observacién Para un espacio afin X de dimensién >1 ,
la familia _jA(i) con las operaciones $ y /) no tiene estructura de retfculo.
Xsf por e jemplo dos rectas paralelas se cortan en un punto del infinito que no

es subespacio proyectivo-afin

Férmulas de dimensién
Si A es subespacio del espacio proyectivo B ; y la dimenmidén de A es finita, enton-
ces dim A = dim & -1, es decir dim P(ﬁ)=dim'X -1 para cada subespacio vectorial
de ﬁ. Este hecho y el teorema 2.2.4 permiten establecer trivialmente el siguiente
resultado:
Teorema
Si A y B son subespacios proyectivos de E con dimensién finita, entonces el subes-
pacio A$B tiene dimensién finita , y se verifica:s

* dim(A$B)= dim A $ dim B - din(AN B)
Demostracién
Sea A<=P(1) , B=P(B) . Por la férmula de dimensiones para subespacios vectoriales
(4.3 Cap I) se tiene dim(A + B)= dim A + daim B - dim(AnB), por tanto:
dim(AJ-B)-.-dim(P(ﬁ);-P(ﬁ))=dim(P(i+§))=dim(A+§)-1 =(dim A -1)#(dim B - 1)-
-(dim(m)-l)=dim A $+dim B - dim(ANB).




2.3.2.Corolario
a) Si dimBE=n, dim A = p ,dimB =q y dim (ANB) = r entonces:
max(~1,pa-n) < r< min(p,q) (1)
b) Reoci{procamente, si p , q son némeros entros con <1< p<n , -l< q<n , y E
. es espacio proyeotivo n-dimensional, entonces para cada entero n verifiocando laﬁ de~
sigualdades (1) , existen & y B subespacios proyectivos de E tales que dim A = p
dim B=gq , y dim (ANB) = r.

La demostracién es evidente del resultado andlogo (4.3.3 Cap I) para subespacios

vectoriales,

2.3.3 Observacién

| La formula de dimensiones 2.3.} para subespacios proyectivos, contiene implicita-
mente la correspondiente férmula para subespacios de un espacio afin:
Si A,B son subespacios del espacio afin X con A/iB=f , entonées’lrfﬁ =P()\P(B)=
=P(AnB) , v din{inB)=aim(EnB)~1 , asf dim(A+B)=dim(4+B)=dim(23B)=din X +din B -
- aim(AnB)= dim A +dim B -dim(AnB)-1 .
Cuando ANB £ @ la férmula se deduce trivialmente de 2.2.6 i)

3. CORRESPONDENCIAS ENTRE ESPACIOS PROYECTIVOS

E=(E,B,11 ), E*=(E*, B*, ') denotan
espacios proyectivos sobre los cuerpos

K y K’respectivamente,

Las técnicas de traduccién proyectiva de elementos de la geometria veétorial, y de
extensién proyectiva de elementcs de la geomeiria afin, utilizados en epigrafe an-
terior, se desarrollan ahora en forma paralela para el estudio de las correspon-

dencias naturales entre espacios proyectivod.

3.1 Conceptos preliminares

Sea T:R—E" una aplicacién semilineal con nfcleo ker =¥ # B. Si T B4 entonces
? transforma la recta vectorial Li] en la recta veotorial E?(iil, e induce por tan-
to una apliocacién natural f:P(ﬁ)—P(ﬁ)B [i]h4[%(i)]é P(E°) . Esto motiva la siguien-
te definicién |

“3.1.1 Hefinicién
Sea N =P(ﬁ) subespacio proyeoctivo de E (N{E). Una correspondencia semilinealipro-
yectiva de B en E® con centro N , es una aplicacién f:E-N—»E° tal que existe

A . A ~
f:E—>E* aplicacién semilineal con ker £ = N de forma que el diagramas




e CWUIHULALAVUY OO USLLL  le ’ 'y U Lamulen T\ LXJ/® [F\X)] para
todo [X]€E=N,
Definicidn
En las mismas: : condiciones de 3.1l.1 @
a) Si Nef se llama a P aplicacidn semilineal proyectiva.
Ndtese gque en este caso es ﬁs{03=ker 7 s ¥ por tanto P:E-—~E° es
una aplicacidn inyectiva. .
Una aplicacidn semilineal proysectiva y suprayectiva, se demomina semi-
homograffa.
Obviamente se suprimird el prefijo ™semi® cuando F sea lineql.
c)- En particular las homografias de E en si mismo se denominan transfor-
macionés hroyectivas

A ‘ ’
d) Siﬁescribimos T1(f)=f , entonces 1\ define una aplicacidn de
a3 , . . . ,
FL(E,E“)={07en el conjunto de correspondencias proyectivas de E en E

que denotamos por CP(E,E”).

E jemplos .
a) Si E es un espacio vectorial tridimensicnal, y ?:éha.ﬁ es una
| proyeccidn vectorial con base &l plano
R y direccidn la recta ﬁ,entonces N=P(ﬁ)

'es un punto de P(E), y R=P(R) es una rec-
.ta proyectiva. La aplicacidn f=T](f) de
E-N en E transforma cada punto x €¢E=N
en  (N,x> R, ‘
.Se'trata de la proyaccién cdnica de centro
N y'base‘ﬁ. Mds adelante haremos un estu=-
dio_general de d€ste tipo de émrresponden-

cias,

b) Una correspondencia proyectiva f entre Pn(K) y Pm(K) viene defini=-

da por una matriz A ¢FL(n+l,m+l) de forma que:

x! . X X
.Q N .0 [« A

.(:,}= A <: ) siempre que A ( 3 sea no nulo.
a *n *n

Probaremos que el conjunto CP(E,E’) de correspondencias proysctivas de
E enE’ tiene estructura natural de espgcio proyectivo:

Teorema

£ oA . : \
a) Si F:E«—>» E’ es aplicacidn lineal no nula, entonces para todo A& K- O

es T1 (A F)=T](F).




b) Reciprocamente, si y;(flé FL(E,E*) verifican T1 (¢)=TI(+) entonces
existe A¢ K-{0] tal que k/,au\ ® .

Demostracidn:

a) Claramente ss ker (. kar()’?), y para cada x¢ t-N se verifica

[?(ﬁ)}a[) ‘i\"(;():ls [(}.?’) (?t)] . Esto prueba la afirmacidn.

b) Por hipdtesis ker% =ker ¢ =N » Y para todo %X ¢E-N se verifica:

[KP(;()]-[Y’(';()] s ©s decir, %(3‘()8/\& 30(3‘() para cierto A,‘éeK -0).

Se probard que. );2 =) &K- 0 para todo xé& E-N. En efecto, sea M un

A N A A A A A
plementario eén E da 8 , es decir, E=N®M., Si X,y< M={0Y, llamando

o = Ax ’ '/Ls)y s €8 facil probar que & -/5 si (i,?) es l.d. .Cuando

(%,¥) es'l.i , S8 verifica que (‘f(;),y’(;)) es 1,1 (pueé si Oa/ﬁkf(§)+
~ A A A VA
Y >0 (Z) s €8 /ux-l- vyf_ NN M= li). Sea &,s ,\;(4_9 , Se tiena:
v P (x)4pp(y)= f(Rby)= ¢ ¢ (X)4f P (¥), por 1o que A =A =) , y por
tanto A~ =) para todo f e e |
o A A . A A A ~ - A~
Finalmente, si x¢ E-fo}, escribimos x=nd+m con n¢ N, mé’m_, y se veri-
tica o (X)= ¢ ()4 (A)= 0% ) p(a)= ) p(Rdh)= ) o (%),
Observacidn
El teorema 3,1.4 admite una versidn obvia para correspondencéas semili-

neales proyectivas, cuyo enunciado y demostracidn de jamos al lector come

e jercicio. El1 siguiente resultado es inmediato a partir de 3.1l.4
Corolario

/\
La aplicacidn ‘T7:FL(E,€')-{dT—q7CP(E,E') define en CP(E,E’) una es-

tructura de espacio proyectiveo.

Identificando como en l1.2.,4 f con 77-l(f)V%0§, para fe& CP(E,E’), pode~
mos escribir f=[f] donde‘77(?)-f » ¥ as{ puede establecerse la fdrmula ge

neral: [‘f’l[;‘] - [?(';()]
que refleja todo el contenido de 3,1 , si se utiliza el convenio l.l.5

3.2 Correspondencias proyectivas y subespacios

f= (f| denota una corresponden-
cia semilineal proyectiva con
centra NsP(ﬁ), entre los espa=

cios proyectives E y E°,




Jecel wellniciun _
a) Si A es un suvespacie proyectivode E no contenido en N , se llama imagen por
f de A, y se denota por £(A) al conjunto {f(x) / xéA—N’) « Si ACN escribimos
f(A) = g.

b) Si A° es subespacio proyective de .

R

s, se denomina imagen inversa por f de A’,
y se denota por f-l(A‘) al conjunte { x&éB / £(x)<cA’, 6 x ¢N }.
Probaremos que f(A) y f-l(A‘) son subespacies proyectivos.

Teorema
Sean A y A°subespacios proyectives de B y E® respedtivamente. Entonces: -
N -
1) £(A) es subespacio proyectivo de E° y £(A)=f(R). Ademis si f(A)f# , la aplica-
cién f/A:A-(ANN)2 x —y £(x) f£(A) es correspondencia proyectiva de A en f£(A)
-
con centre ANN , y £/a=[f/f].

TN
2) £ l(A?) es subespacio proyectivo de E, y f l(A‘)-g—l(K')

Demostracién:

Teniendo en cuenta la conmutatividad del diagrama de abajo, se tiene:
E-N L— > E'
ol T
B —— E o
1) = (£(8))010}= 11T (£(a-N))us0y= F(TTH(a-N))vt0}= F(11TH(A)- T (N))u40)
?(K - ﬁ)u<oy- £(4 -‘i)u ?(ﬁ)-?(ﬁ). Ademis ker(f/ﬁ)sﬁf\ﬁ y £/A verifica la
conmutatividad del diagrama: 4 ~NN4 WAEENY 7Y /
Tl 4 T . A¢'”/m)
4-Rad LAy 273)-10y

‘-1

2) 7 e a))vto)= T (a0 ) U M) Uiol= T (£ (a0) ) v = (TR (AC) U F =

£ A -iopu 71 (0)-271(4")

Comentarie :
Si ANN = 1a aplicacién f/AtA »f(A) es una semi-
homograffa. As{ en el ejemple 3.1.3, la proyeccién
cénica en el plano proyectivo de centro el punto N

¥y base la recta R, induce homograff{as de R. en R pa=-

1

ra cualquier recta Rl que ne pase por el punto N.
Corelarie |
Si B es de dimensién finita, entonces dim f(E) $dim N = dim E - 1 .
Demestraciém:

A A o~

¥s conseocuencia de la férmula dim (im f)+dim Ker(f)=dim E , y de 3.2.2
Proposicién

a) Si A y B son subespacios proyectives de B , entonces f(A$+B)=f(A)4£(B)




et (A '+')=f'1(A ')+r'l(a ’)

c) si (al,...,ar) es un sistema de puntos de E, entaonces

f(<al,...,a£>)=<f(al),...,f(ar)> en donde se sobrenéiende que si

a;e N, es f(ai)cﬂ .
Demostracidn:
a) FYXIE)-?(KIE)s?(346)5?(3)4?(6)-61;;:;?3). El resultado se obtiene
por la biyectividad de A ,
b) Se prueba de forma andloga
¢) Por induccidn se prueba trivialmente a partir de a) que para Ai sub-
espacios de E , es f(Al4...#Ar)Sf(Al)¥:..+f(Ar). Tomando A

iB ai se ob=
tiene la conclusidn buscada,

3.2.,5 Observacidn

En particular se deduce que una semihomografia transforma rectas proyec=-
tivas en rectas proyectivas.La afirmacidn rec{proca es en general cier=-

ta y constituye el segundo teorema fundamental de la geometrda proyecti-
va,.

Proyecciones cdnicas

Sean B y N dos subespacios complementarios de E, es decir, B4N=E vy

BN = g,

Para cada x<¢ E=N , por el teorema de incidencia 2,3.1 se ve que

(x4N) " B es un punto de E, La aplicacidn T7:E=-N>x+—> (x¢N)e B<E defi=~

ne una correspondencia proyectiva en E que denominamos proyeccidn cdni-
ca de centro N y bas B, Em efecto:

Las condiciones B4N=E y B/'N = f§ se traducen vectorialmente en la
fdrmula B®N= E, Sea ﬁ:E—‘fE la proyeccidn vectorial sobre B con di-
g reccidn N . Probaremos que Tl =[r].
Si x=(%]e E-N , es f (%) e (LQ]@&)/'\I'B\ ’
y (M(%)]€ p((x10 R)N B)=(x4N)N B =TT (x).

Extension proyectiva de aplicaalones semiafines
Definicidn
Sea f:X—>X‘ una aplicacidn semiafin. Una correspondencia semilineal

proyectiva*? de X
F/X=f:X— X",

en X’ se denomina extensidn proyectiva de f, si

Teorema
Dada la aplicacidn semiafin f:X—>X’ existe una dnica extensidn proyec=-

tiva ?'para f. Por otra parte se verifica:




i) fﬁw, =|fJ] si f no es constantse

ii) Si f es constante , el centro de f es OS5y
4 AR ¢ -y . ” . . .’ .
iii) Fs[ﬁ] siendo f :X—> X" la extension vectorial de la aplicacion semi-

fin f,

Demostracidns

Sea N=ker ; ’ N=P(ﬁ). Supdngase que existe la extensidn proyectiva f de

f 5 Yy probemos gue ?/Q& queda univocamente determinada por ? .

Sea X€%y y R una recta afin de X con direccidn 3=D(;

a) Si ¥ ¢ N entonces f(R) es una recta afin de X ‘con direccidn
f‘—(;)a?(ﬁ)= &’y o =[f](~). Por otra parte F(R)=F(RUivY)=
=F(R)U{F(O¢)} es una recta proyectiva de X° que tiene al menos dos
puntos comunes distintos con la recta proyectiva f(R)=f(R)U {«°}. Por
tanta P(R)=F(R) y o’=(F](x )= F(o).

b)Si &~ &N, y a&R entonces f(R) consta de un dnico punto f(a), -y

f(R)=F(RU{¥))= f(a)U }f(u )} es subespacio proyective de X°, Como no

existen subespacios proyectives formados solo por dos puntos, se con-

cluye que ¢ bien f(a)=f(& ) & bien F(& )=f . Probemos que solo €sta

posibilidad es factible:

Si ?(w)#ﬁ;, el razonamiento anterior sirve para probar que F(x)=?(N )&

& X° para todo x £€X, y se concluye que f:X—yX" es aplicacidn constante

N=ker ¥ = X , y F(X) es un dnico punto de X! Por 3.2.4 el centro M

de ? es un hiperplandde ;, y estd contenido en de (ya qu§ f estd de-

€inida en todos los puntos de X) por tanto N=%dx=N y f(or )=@¢

Esto prueba la unicidad de f , y los apartados i) y ii) del teorema.
Para concluir la demostracidn es suficiente probar quse Eﬁ] es upna ex-

tensidn proyectiva de f:

Para cada x &€X (identificando x con (x3J)

se verifica: [fJ( [x3)=[?(x)] = [f‘(x)] =f(x).

El siguiente resultado es una caracteri-
zacidn de las correspondencias semili-
neales proyectivas que son extensidn
proyectiva de aplicaciones semiafines:
3.3.3 Teorema :
“ Si y’ es una correspondencia semilineal proyectiva ds X en X’ tal que
Y (ux)Cde{f y %(X)¢MX,L entonces existe f (Unica) aplicacidn se-
miafin de X en X° tal qus f =‘70.




Demostracian:
~

Sea (}0=£53] ; 52 ¢X—>X’ semilineal. La condicidn Y)(Q"X)CMX
A 2 « P - o
que L/J(X')CX , ¥ la condicion LP(X)QﬁOo’x .permite concluir que existe

. implica

a €X tal que (?(a)¢—?'; Multiplican-
A

cando ‘Y por una constante adecuada

) ) podemos suponer que

Pl
Y (a)& X“ manteniendo la igualdad
\p=[\?] . Para cada xe& X se tiene:
A A _» A A > ’
\p (x)=y (a+ax)= Y (a)+y (ax) € X!
A
As{ Lf(x)c X“y por . . P/X =f:X—» X" es aplicacicn semiafin con
, A ' ~ A
extension vectorial ? o Por 3,3,2 iii) es f =[yj.

Proposicidn
Si f:X—yX’ es aplicacidn semiafin , A subespacio afin de X y A ‘subes-
pacio afin de X “se verifica:
T ~ ~
i) f(A) = f(A)
-] g ~=l,~,
ii) £ (A%)= £ (A")

Demostracion:
A

P

i) Tenienda en cuenta que f = ? y
) —~ ~ A 2.2 - —~ -
f(A)= f(A) =Ff(A) = F(R) = P(R) , y asf Ff(A)=F(A).

La demostracidn de ii) es andloga.,

A A _
A=A se tiene:

3.4 Composicidn de correspondencias semilinealés proyectivas

‘ Sean f y g correspondencias semilineales proyectivas de centros respec-
tivos Ny N° ,fPiE-N—E’, g:iE’=-N—P E”°, Se verifica el siguiente resul-
tado:

i;4.l Teorema
Si F-l(N') # E entonces la composicidn de aplicaciones g.f define una
correspondencia semilineal proyectiva de E en E’’ con centro f-l(N').
Ademds si f=[?], g=[93] se verifica gef=(G.FJ . |

Demastracidn:
TS

l(ﬁ') =f (N°) , y se tiene

A A A
NStese que Q.f (X)=0 @)?(})e NadX € F

para x=[X]¢E - F_l(N'):

(g.F)(x):g([?(%l])=[(a.?)(§)] y as{ g.F=(§.?jes correspondencia semi=~
lineal proyectiva, '

Los resultadeos que siguen tienen ya demostracidn casi inmediata
Corolario

i) La composicidn de aplicaciones (semilinealss) proyectivas, es apli~-




cacidn (semilineal) proyectiva,

ii) La composicidn de (semi)homografias ss (semi)homografia,

Corolario

El conjunto GP(E) de transformaciones proyectivas de un espacio preyec-
tive E , tiene estructura de grupo respecto a la composicidn de aplica-
ciones. El operador ( ]:GL(E)Q ?a—-‘?[ﬂé GP(E) es un homomorfismo su-
prayectivo de grupos cuyo ndcleo es el subgrupo Z(E) de homotécias
vectoriales de E,.

Corolario

Sean f:X—>»X’ g:XZ» X“’ aplicaciones semiafines. Entonces Gef= Tof
Demostracidn N

gef =[5.F)=[8].[F]= S.f
Corolario

Dado §—=(§;°6x) gspacio proyectivo afin,»el con junto de transforma-

ciones GA(§)=-{? / f éGA(X)S es un subgrupo del grupo de transforma-

ciones proyectivas GP(X), isomorfo al grupo afin GA(X).

Por otra parte GA(X)= {(peGR(X) / F(od Jmsd G

Demostracidn

Es consecuencia inmediata de 3.4.4 y 3.3.3

Observaciones

a) E1 grupo proyectivo GP(E) establece una actuacidn natural sobre el
conjunto SP(E)r de r-étuplas ordenadas de subespacios.

Un invariante completo de la clasificacidn para r=1 es la dimensidn.
Para r=2 las diferentes clases describen las posibles posiciones rela-
tivas entre dos subespacios descritas ya en 2,3.2 . Estas afirmaciones

se deducen de forma inmediata a partir de . . (Cap )

b) La geometrfa proyectivo afin de un espacia afin X viene definida per
el grupo GA(?) subgrupo de GP(X). En virtud de 3.4.5 , la geometr{a pro-
yectivo afin es la prépia geometria afin mirada desde un punto de vis=-
ta proyectivo., Todos los teoremas y conceptos de la geometrfa afin de-
sarrollados en la seccidn precedente, tienen una traduccidn precisa en
el lenguaje proyectivo afin,

Por otra pérta en X puede hablarse de propiedades & conceptos afines(in-
variantes por GA(X)) y proyectivos (invariantes por GP(X)). La razdn
simple es un e jemplo de concepto afin no proyectivo. El concepto de

subespacio es proyective (y por tanto afin)
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Los sistemas de coordenadas homogeneos permiten representar en forma
analftica los élementbs de la geometria proyectiva de un espacio abs-
tracto de dimensign finita n,y describirlos como elementos de la geome-
tria proyectiva de los modelos anal{tiuos PH(K).

Estos sistemas de coordenadas deducidos inicialmente a partir de bases
vectdriales, se pueden obtener a través de ciertos sistemas de puntos
denominados sistemas de referencia proyectivos, que desempefian en geome-
tria proyectiva el mismo papel que los sistemas de referencia afin en
geometria afin., A partir de aqui se establece de forma natural una ver-
sidn proyectiva del primer: teorema fundamental, que aplicado al caso de
rectas proyectivas da lugar al invariante"razdn doble® que es caracte-
ristico de una estructura proyecdtiva.

Por otra parte, los sitemas de coordenadas naturales en un espacic afin
dan lugar a sistemas de coordenadas homogenecos sobre su extensidon pro-
yectiva, y- establecen la geometr{a analitica proyectiveo afin , gue

serd desarrollada en forma paralela a lo largo del capitulo.

- E=(E,E, 77 ) denota un espacio |

' proyectivo, y X=(X,de) un es-
" pacio proyective afin, ambos de-
?Finidos sobre el cuerpo K, y ds

%dimensién finita n.

l, SISTEMAS HOMOGENEGS DE COCRDENADAS

l.1 Coordenadas homogeneas inducidas por una base vectorial

Sea g=(30,...'§n) base vectorial de €, y

el isomorfismo de cooordenadas definido por la igualdad:
T = z,xi('é)gi para 8¢E
{=0
"wl.1 Definicidn

Xo
A la homografia h =[h] = {;.) : El—¥Pn(K) se denomina sistema de coor-
n

denadas homogéneas inducido en E por la base vectorial 'g

.1.,2 Observacidn

De la definicidn anterior se delice inmediatamente 1la siguiente equiva-

lencia para cada ec E: Ao

h (B)= ,\}@ 'e=[/\-080+...+/xnen-]

n




— e o — v ww ’
JER

A A ;
Seanm £ =(Qo""’€;) /=(e $o0098 ’) dos bases de E Entonces , los 'sis-

temas de coordenadas homogeneas h y h’ inducidos por £ y <’ coinciden

si y solo si existe A e K-{0Y tal que £ =) (es decir ei=/¥ei para

i=0,60049n)

Demostracidn

si /=08 para _)\;40 entonces A?‘\'s f , y h=(h]= D’ﬁ']—-[h} h’ W

Rec{procamente: si h=h’ por 3.1.4 (Cap VIII) se deduce gque existe A #0

tal que h=‘>h « En particular se tiene, h(e = A A (A')
/0 0

o

N - A,
=/x 1 = AA es decir e, /\a para cada i=0j,.eeyn
\ o 0
0bservac1on

Pal
Si £ es base de E , se escribe £ = [a '{A /)& K- DH% Por la propo-

sicidn anterior , cada £ se corresponde biunfivocamente con un sistema

de coordenadas homog€neas.

Ejemplo

' O N ~ A
La base candnica & =(I ,...,1 ) de A da lugar a un sistema de coor-
o

Aoy [Ae M
denadas homogéneas h:P —y P  tal que h| - }: )« }para todo [ ‘ }ép
n n W

Au >"-\

Coordenadas homogéneas cart631anas

4

Un sistema de referencia afin Ef=(e ,el,...,e ) en el espacio afin X

RS

con coordenadas cartesianas: 1
h
X

s X—¥v A
n

n X0
’ A
induce un sistema de coordenadas (cartesianas) homogéneas h = [x ) en
n
~ N ~
X o ya gque £ es base de X , h es justamente la extensidn proyectiva

del isomorfismo afin h, y se tiene:

ro J |
Si aeX h(a)= > @az[,\ e -I-/l -l-...-I-Aken] = e+ et b Zhe

Do 1l >‘° n
. X
Si O(é%x) h(c()s[,\ ]@N=[A 4...'1'/\“9‘_;]
["Y
Por tanto X.= ;l para i=l,...,nN para puntos del espacic affn X.
i o] :

Al fijar el sistema de coordenadas homogéneas cartesianas podemos pasar
a trabajar (por medioc de h:X-> A ) sobre el modelo analftico A .
n




1,1.,7 Coordenadas homesgéneas baricentricas

Sea & =(e°,...,en) un sistema de referencia afin sobre el aspaciofx

o
con coordenadas baricéntricas h =»(x ):X-—VB (véase o o (Cap ))
n

n
- ~

: ‘)2 -¥ B de coordena-

X
s A o
Come £ es base de X, induce un sistema [ } n

Xn

das homogéneas (baricéntricas). La relacion entre ambos sistemas de

X i
Coordenadas viene dada per Xi = ;—&— para puntes del espacioc in X.
2 x;

48

Fijado el sistema de coordenadas homogéneas baricentricas en X pademas

g )

n

~ ~
pasar a trabajar al modelo baricentrico proyective afin Bn=(8n, oo

donde: Bn={(i:\) . g_,xia,l}g)f["'__fc’] : in ;‘ 0} A

1= X ‘=0

X

En={{§:}"‘i’="“} » g =5{0] : Z“xi =°}

S on Xn =
1.2 Dependencia e independencia proyectiva
1.2,1 Definicidn |
a ; Sea ¢ =(e°,...,er) un sistema de puntos de E
a) Se dice que el punto e< E depende proyectivamente de £ si e € <E€%
se escribe entonces e d.p €,
b)'El sistema & se dice proyectivamente dependiente , si existe

e €% tal que e d.p (&-(e)) , y escribimos entonces £ p.d

c) Se dice que el sistema £ es proyectivamente independiente (p.i) si

no es proyectivamente dependiente,

La dependencia e independencia proyectiva, estd intimamente ligada a la

depemdencia e independencia vectorial, tal como se indica a continuacidn:

Teorema
Sea E:=(eo,...,er) un sistema de puntos de E, Supongase eisfSJ para
Pal
i=0yeee9r y sea & =($‘,...’Q ). Entonces:
. o r ~ ~
i) si ez[eJeE se verifica : e d.pE(;b e dol € ,
Demostracign: _~—

Es inmediata si se tiene en cuenta la igualdad (eo,...,er) =<:go,...;g;>

02,3 Definicion
Un sistema g;=(eo,...er)<:E se denomina generadoe de E si se verifiga

(€ 7 =E . Un sistema generador e independiente, se denomina base (proyec-
tiva)de E,




1.2.4 Teorema
Con las mismas hipdtesis de 1.2.2:
A A
a) £ e©s base de E &y € es base de E
b) Todas las bases de E tienen n4l puptos. u-

c) Es vdlido un teorema de extension de bases proyectivas

Corokario

Si £ es un sistema de puntos en un espacio afin X, las afirmaciomes
que siguefs son equivalentes:

i) & es afinmente independientse (en X)
ii) ¢ es proyectivamente independiente (en X)

Demostracidn

N ~
Observese gque & a,i en X &7 ¢ lei en X &5 € pei en X

1,3 Sistemas de referencia proyectivos
e3.l Definicidan

Uh sistema de puntos é:=(eo,...,en;e)c.E se llama sistema de referen=

cia proyectivo si cualquier subsistema formado por ntl puntos de € es

proyectivamente independiente,
El interés de los sistemas de referencia proyectivos radica esencialmen=-
te en el hecho de que inducen de forma biunivoca sistemas de coordsnadas
homogéneas: |
Proposicidn (Definicidn)

-~ "

Sea ¢ =(e

de @ = 30+...+Qn. Entonces f’=(e°,...,en;e) es un sistema de referencia

o""’gn) una base de E , eisféi] para i=0,...n 5 y e=(8] don-

proyectivo de E, A £ se le denomina s.r.p inducido por é\ en E,
Demostracidn

Claraments (ea,...,en) es pe.i. Probemos por ejemplo que (el,...,an,e)
es proyectivamente independiente:

Si A8 hedd /\[én-l-)%‘ =0 entonces /\5‘04(/\ +)~4)%+,,,+(,\ +,\k)3n =0,y

”
como £ es l,i s8e concluye gue /\=0 y A,B...ﬂ/\‘\=ﬁ
Estableceremos ahora el resultado reciproco

Teorema N

Si ¢ =(e°,...,en;e) es un sistema de referencia proyective en E, exis-

te una base £ que induce a € . Por otra parte dos bases vectoriales
A

A

£y €' inducen el mismo sistema de referencia proyectivo, si y sola-
A, A

mente si existe 4 € K-{0y tal que € = A




Demostracidn y3

4 A
/=2 ///// Fijemos gé:E-{O? con a=[8]. Comeo (eo en)
A goeey
'u\ ” es p,i, entonces E se descompone en suma difec-

ta de rectas vectoriales: E= e LeeePe , y exis=-
o n

o . A A A
ten unicos 8; €4 tales que a=30+...+en.

'5i algin gj es nulo, el sistema ("'gj-l’g

4 .)

8s lg.d, y (...,ej_l’e‘j*l’....) es p.d an Contra-
%ﬂ

dicecidn con la hipdtesis.,

A A -
As{ é:(ao,'...,:é‘n) es base de E que induce el sistema &

Si 2':(8;;...,8;)=,L€ para cierto A ¢ K-i0Y%, entonces
’ A A A
ais[ei:‘z[)ei]s[ei] =ei s ¥ © -[e '|'...+9 ]=r,\ (e -I-...-]-e )]:Ee]:e .
Por Ultimo, si dos bases £ y 6 JJMUCBD el mismo sistema de referencia
proyectivo €=(e ,...,0 3e) se verifica,s =[6£]=[6£}-, y existe A{e;K-SD&

0 n i
tal que A'; py 8y Para i=0y6009ne
Por otra parte, 3-[9 “booodb ] [9 $...46 j y existe A é K-307 tal que
+...+8 = Ae 4...+;Ae = A\ 08 +...+ A e s Y por ser é base , es

=ﬂ>0=oooo=fXA .

Le3.4 Comentario
En virtud de 1.3.2 y 1.3.3 existe una biyeccidn natural entre los siste=-
mas de referencia proyectivos £ y los elementos de la forma [gjpara
§\=(5~,...,3 ) base de E, y esto permite identificar ambos objetes,
As{ escribir é =[€], significa que ¢ = (e vevere ;e) es el sistema

de referencia proyective inducido por € ;

X
_ 0
Ndtese por otra parte que el sistema de coordenadas homogéneas h=I ]

. 0 11" n
inducido por € viene caracterizado por: h(ei)=1i= 1., h(e)= [?}
i 1
0
+345 Teorema
3 oy » -
i) Un sistema de referencia cartesiano £.=(eo,el,...,en) sobre el es=
‘pacio afin X, délugar a un sistema de referencia proyectivo(cartesiano)
- .
[5]: £ =(e ,...,an,e) donde ei=[e£]é‘¥k para i=lyeeeyn 'y ¥
e=eo4el+...+en.
ii) Reciprotamente, si 53180,...,en;e) es un sistema de referencia

proyectivo en X tal que eo,e &X vy el,...,ene ] entonces

x ?
P
€ es cartesiano ( es decir , existe € sistema de referencia carte=-

siano tal que ¢ =F€J)




i) Es evidente (si se identifica cada punto x¢ X con la rectalY]).

ii)-f se descompone en suma de rectas vectoriales de la forma,

-

X=91@ ...@en s Y por tanto existen :ie ey
) .
eoe=g +..;¥35, es decir e=a_ $e +...¥3n s Y necesariamente cada e, es

no nulo, pues caso contrar101€ no serfa sistema de referencia proyecti-
”
vo. £ =(e ,el,...,e ) es el sistema de referencia buscado, que sviden-

i=ly,4ee9n tales que

temente es Jnico.

le3e.6 Teorema

Sea £'=(e°,..,,en) un sistema de referencia afin en el espacio afin X,

Se verifica entonces que £ =[£] =(e°,...¢en;e)C'X , siendo

8 = 25 n+l i el baricentreo de (90;..‘,en) ( se supone K de caracte~

L"'o

r{stica distinta de n+4l)

Demostracion:

Notese que e=[eo-l-...-l-en]=[ *l(e $ooo0te ) ] Z/m 8, o

2, GEOMETRIA ANALITICA PROYECTIVA

"2;1 Ecuaciones de correspondencias proyectivas, Primer Teorema Fundamental,
Aunque el desarrolo de eéste pardgrafo puede hacerse para el caso semi-
lineal, nos cefiiremos por razones de claridad al caso lineal, De cual=-
quier forma la generalizacidn al caso semilineal de las cuestiones.
fundamentales, es tan obvia como trivial.

“elel E y E‘denotan espacios proyectivos (sobre el mismo cuerpo K) de dimen-
siones n y m respectivamente. £ y £° son sistemas de referencia pro-

Xa
h‘= [:, :t E°—5P (K).
X m
m :
Si f es una correspondencia proyectiva de E en E° con centro N, existe

Xq :
yectivos gqueinducen coordenadas homogéneas h =[§ ): E-——?Pn(K) y
n

una Unica correspondencia proyectiva A de Pn(K) en Pm(K) con centre
h(N), tal que A=h:f.h-l, es decir, Ah(p)=h’f(p) para p<E-N, y por

3,143 b) A es de la forma:

x X
. 3f 0 Al -0 A
A.Pn(K)D[*nlL_q»{A(*;>epm(K) » donde A& FL(n$+l,mil),

Sa tiesnme entonces la siguiente definicidn:

el.,2 Definicidn : .
, A [%o\ o
En las condiciones de 2,1,1 , se dice que }|A * = | i,]| representa la

n m
ecuacidn matricial homogénea de la correspondencia proyectiva f, respec=-




Lo & 10S slstemas ae cooraenadas h y h . Las ecuaciones xifgi, aijxj
. J':O

(i=0,¢++ym) representan unas secuaciones homogéneas para f,
Se escribe A=[A]= Neg,(f).
}

Comentario

La aplicacidn Mg o+ de CP(E,E’) en CP(n,m)={[ﬁ) : ﬁe~FL(n+l,m+l)-{D}}
define una homografia entre espacios proyectivos, y Fgg =ngyga siendo
£ =[£] y &' E?'J.

Como consecuencia de esto, el siguiente teorema tiene demostracidn inme-
diata.

Teorema

Si E, E° y E°” son espacios proyectivos con sistemas de referencia
respectivas £, €°, €% , F&CP(E,£”) g&CP(E’,E™), se verifica en-
tonces :'mé,i" (g.f‘)=l"l£)/£u(g) ”a,e'(F)

Comentario

Si & es sistema de referencia proyectivo en E, la homografia Me =

M¢ e de CP(E)=CP(E,E) en CP(n)=CP(n,n) aplica el grupo proyectivo
GP(E) en el grupo GP(n)={[A]: Ae GL(n+l)} que se identifica con el gru-

po proyectivo de Pn.
SL f&CP(E) , y Mg (f)=fﬁ}= A las ecuaciones de f respscto al sistema de
coordenadas homogéneas _{?o} definido por & se escriben adn matricial
Tl X\ X7
mente en la forma: n [f~(:°)}~ (:0]
A * = 4
X X
. "nd n
Proposicidn
Sean X y X  espacios afines sobre el mismo .cusrpo K. Si f:X— X’ es
aplicacidn afin, las ecuaciones de ?'respecto a sistemas de referencia
homogeneos cartesianos 1 ot X, x;
%o ’ *o | en x y X° es de la forma v ( ) = 5,}
P a A b X
Xn Xm t 1 *»l n m
0 X i
= , son las correspondientes ecuaciones

-.%
A X X .
n m Cartesianas,

Demosteacion: 1 0t x xé
Ndtese que las ecuaciones : )= (:' ) son las ecuacieones

s\ a ? ’
de f. : Xn

en dondse

Veamos por Ultimo que una homografia entre espacios proyectivo#viene

determinada por los valores que toma sobre un sistema ds referencia

proyectivo:




Sean E y E’ espacios proyectivos sobre el mismo cuerpo K, ¥ con la
misma dimensidn n. Si &e(eo,...,en?e), £”=(eg,...,e;;e') san sistemas
de referencia proyectivos en E y E° respectivamente, existe una Unica
homograf{a f:E-—YE’ tal que f(ei)=e£ y 1=0y00e9n y f(8)=8",

Demostracidn

Sean ’é=(80,...,8n) E'u(gg,...,gl;) bases vectoriales con £ =[€J , £ =[€

A : ’ ~ ~, A A\ .
Existe f isomorfismo lineal (Unico) de E en E° tal que f(&€)=€ ", y la

homograffa f=(#] :E—>E’ verifica:

_f(ei)=[ﬂ([é\i') )=[?‘($i)] =['é£]=2}para i=0,ceeyn y ademds

~ A Ao A s i, ,
f(e)= f ([60.'....4.311.]) =[f(80+-oo+an)}=[90+ooo+9n]= NB‘ ’ as{ f(&)=¢€".
Por otra parte, si g:E —¥ E " es homografia con g(€)=€° , g=[3], es:

AN A, rd ~y A Al .
g(ei)=[g(eiﬂ =[ei]=ei yAexiste ).ie K-{0}) tal que g(ei)e Aiei para
” A s A ’ ’
if?\,-.".,n: Pero g(e)=[9(90)+0oo+g(en)]=[l\°90+ooo+ A"en] =
=[e;+...{eé]= e’, luego existe )& K-{0} tal que
,\eo'-l-...-l- Aer:= Ay e"-l-...-l-ﬂr"é:.g Por ser £ ° base es /q T R S
8 =)\? y as{ g=f§]={} %]=[$J=f. Esto prueba la unicidad,

LS

Comentario

Si €==(eo,...,en)) £'=(e;,...,eé) son sistemas de referencia afin en
el espacio afin X, se sabe (por el teorema fundamental(primero)de la
geometria afin) que existe una unica transformacidn afin que enuia & a
£’ 8in embargo existen muchas transformaciones proyectivas en‘y veri-
ficando €sta condicidn: Una por cada eleccidn de puntos e,e € X tales
que (eo,...,en;e) y (e;,...,e;;e') sean sistemas de referencia pro-

yectivas,

2.2 Ecuaciones des subesgacibs

241

Ecuaciones implicitas de subespacios proyectivos Xg

Sea E un espacio proyectivo de dimensidn n, y h={£ ] sE PA»Pn un sis-
n

tema de coordenadas homogéneas inducido por el sistema de referencia
CN
proyectiva € =[£] .
. A
Si A es un subespacio proyectivo de E con dimensidn n-r , y A=P(A), ento

~ ~ '
ces A es subespacic vectorial de E , y admite unas ecuaciones implici-

X
< ,a .
tas en las coordenadas (de 2 ) % = (: \ con (n+l)=-(r+l) ecuaciones
X
n

lineales homogéneas independientes , de la forma:
dixy =0 , i=l,eee,r rg(( K, )=t .
b lj,j ? ? ? lj

Al sistema anterior, se denomina sistema de ecuaciones implfcitas del




subespacio proyictivo A, gque puede describirse de la forma:

A= { a=[4]cE : %,\ijxj(a)=o, i=l,,peT ¥4

Ecuaciones implicitas de las extensiones proyectivas de aplicaciones

afines, 1

Sea ahora X =(X, de) un espacio proyective afin, vy (X% un sistema
’ n Xq

de coordenadas eartesianas con coordenadas homogeneas {X;X

Si A es un subespacio afin de X con dimensidn n-r, admite em las coor-

denadas cartesianas ecuaciones implicitas de r ecuaciones lineales inde-

pendientes: f%of A“xl+...+,kmxn=0
: "7(//‘5-))'-' T
/‘r‘o + /\n xl+° oot Ark}nzo
Las ecuaciones de A ( y de A = A) se escriben entonces:
/\.‘, xo'l' A“ xl‘l'ooo"' /\mxn=0 l
)YO x0+ )r,xl"'o . o'l' ),hxn=0 f

Finalmente, las ecuaciones de adA (y las de A =52A) son:

A,.‘ Xl‘l'o oo‘l‘)“\xn=0 }

.
A}'xl+...+),kxn=0

3 . HOMBGRAFRIAS ENTRE RECTAS PROYECTIVAS: RAZON DOBLE
El estudio de las homografias en el caso particular de las rectas proyec-
tivas, es la clave para la determinacidn del concepto de rrazdn doble.
La razdn doble ed el invariante que desempefia en geometria proyectiva,
el papel andlogo de la razdn simple en geometrfa afin., La relacidn so=-
bre una recta afin de ambos ,invariantes, permite dar estructura afin

o . .
canonica al complementario de un punto en una recta proyectiva,

3.1 Representaciones analfticas de homograffas entre rectas proyectivas
“lel S;:‘a—r; A =p( A ) , 4 ‘=p ( a’ ) " Tectas p~r Jy ectivas (‘e ventualmente coinciden-
tes) sobre el mismo cuerpo K. Suponganse fijados sistemas de coordena-

. o . (o 47
das homogeneas h= x1) h'= %’ sobre 4 y respectivamante.,
1

/
La ecuacidn matricial homogénea de una homograf{a f: d —>4d o5 en vir-

,

N ' c d\/%q %o i d) =cb-adf0 (i

tud de 2.1,1 de la forma: a b xl = X’ con det a b/ a 4)
1

*a se trahsfor-

X1

X

ma por f en el de coordenadas homogéneas [;E} en la forma en que se indi-

1

Esto significa que el punto de coordenadas homogeneas

ca en la ecuacidn anteriar.




En las condiciones 3,1.1 , la actuacidn de la homografia f puede descri-
birse por médie de la ecuacidn bilineal:
a -c\/x
0
o) (5 La)3) = 0 (2)
que se denominan ecuacidn bilineal homogénea de f,
Demostracidn: : \ N
t
Notese que se verifica la equivalencia: [ )=[ J - =0
o q T qui » /k' <= )/A %ypg ’
aplicando esto a la igualdad:
[cx +dx:

Il= [X - ’ ‘- ‘_ ’ -
axg+bxl} x?] se verifica 2 ax_X_ cxoxl-!-bxlx0 dxlxl 0 , que esta de a

cuerdo con la ecuacidn (2).
i+.1e3 Comentario

La ecuacidn bilineal (2), significa que la imagen ds un punto con coor-

Vd A /
denadas homogeéneas GiJviene definida por la recta vectorial en 4 que.

4

a =c\/x’
en coordenadas lineales (xo) tiene por ecuacién:()ux)(b _-d)(xg)=0
Xy o
1

1 1
sjele4 Supongase ahora que D y D son rectas afines, y (x) ,(x,)son sistemas
de coordenadas cartesianas en D y D ‘respectivamente , y ssanm
X ' X
{xol (xq] laos correspondientes sistemas de coordenadas homogeneas carte=-
1 1 ~ X ' x'
sianas inducidos sobre D y: D° respectivamente, es decir, x= ;; ’ x'=.;%
o 0
con el cenvenie: , -_:'-\: =adeK y 8 £ /\eK-{U).
@
Yele5 Proposicidn
e e .
En las condiciones de 3,l.4, si f:0—»0’ es una homograffa con ecuacidn
homogénea matricials |
c d\ /x x
C ) () (2] ctmast
1 1
entonces la ecuacidn de f en coordenadas cartesianas se escribe en la

formas P a + bx (3)

X = E—I_E; 6 bien

dxx = bx 4 cx “$a =0 (4)
Las ecuaciones (3) y (4) se denominaneresspectivamente, ecuacidn carte-
siana, y bilineal cartesiana de la homografia,
Demostracidn:
De la ecuacion matricial de f se deduce que para puntos con coordenada

X y x° no nulas (puntos prgpios) se tiene:

0 y
axy ¥ bxy _attb X1/ %, _ 2 # bx
ex +dx, c +dx)/x;, ©c ¥ dx

4

r 4
X1
X' =—% =
X
0

Las ecuaciones (4) se deducen directamente de (3).




a) Si em (3) es df0 vy c#dx=0 (es decir x=--%), entonces

at+bx = égggg #£0 , y x'=&f, resultado al que se puede llegar por medio

de la ecuacidn matricial (1), Por otra parte, si x=%= (g) s entonces

x ‘= 2
d L ]
b) La condicidn necesdria y suficiente para que f sea proyectivo afin,

es que d sea nulo,

3.2 Razon doble de cuatro puntos alineadgs
' La razdn simple establece &n geometrfa afin un invariante que caracte-

riza la estructura afin del espacioc y el grupo afin dse transfbrmaciones.
Un invariante andlogo en geometria proyectiva, no puede depender sola:
de tres puntos:Por el primer teorema fundamental 2,1.6, trés puntos dis-
tintos alineados pueden ser enviados a otros trés puﬁtos distintos ali-
neados arbitrarios mediante una adecuada homografia,
Cabe esperar que dicho invariante - la razdn doble- dependa de cuatro
puntos alineados,

La extensidn proyectiva del cuerpo

K , K = KU{«yserd identificada con

Pl(K) tal como se indica en 1l,1,8

Tres puntos distintos (a,b,c) de una recta proyectiva 4 (sobre K) de-

terminan un sistema de referencia proyectivo, y un sistema de coordena-

das homogéneas h:A+—> K , que es la dnica homograffa (ver 2.1.6) tal

gue h(a)= [é] =0, hib)= [‘l’},w , hic)= [i] =1
Definicidn
En las condiciones de 3,2,1 , para cada xézj se denomina razdn doble -
[a,h;x,é] al valor h(x)€ K , s decirs _
[a,b;x,d] = h(x) |
Ndtese que 3 [a,b;a,‘c]a a, [a,b;b,c]=°~é ,,[a,b;c,c] = 1

La propiedad de invariancia proyectiva de la razdn doble se deduce de

forma inmediata a partir del siguiente teorema:

Teorema

Sean A yr A’ rectas proyectivas seobre el cuerpo K, (aybyc) un sistema
de trés puntos distintos de & , y (a‘)b", ¢°) un sitema de tres puntos
distintos de 4 , Sean ded , d'e 4.

!
La condicidn necesaria y suficiente para que exista frd A homogra=-




f{fa tal que f(a,b,c,d)=(a’yb yc’,d”), &8s que [a,b;d,ca= @f,b';d',cf].
Demostracidn:

Considérense las homograffas h:d 3 x~> f_a,b;x,c]é.?(' y Y

he:d's x't-af_a',b;;x',c'}e’l\(' . Notese que h(a,b,c)= h'(ﬁa',b',,é.')ﬂ:(ﬂ,cé,l)
Sea h(d)sfx s, h’(d")=A’. Tomande fzh'-l.h , se verifica si-A =A ° que
f(a,b,d,c)=(a’yb’,d’,c”) . Reciprocamente, si existe g:d =4 * tal
que g es homograffa con g(a,b,d,c)=(a’yb’,d“,c”), entonces por el primer

teorsma fundamental 2.1.7, se deduce que g-F:h'-l.h s Y en particular

g(d)=b® (A )=d=h "E(N) , y A=A .
Definicidn

Una biyeccidn f:4d —9» A’ entre rectas proyectivas , se dice que conser-

va la razdn doble si para cualesquiera gque ssan los puntos (ayb,d,c) &

A, a,b,c distintos, se verifica: [a,b3d,c]=(f(a),f(b);F(d),f(c)] .

Corolario

si g:d —>» A’ es una aplicacidn biyectiva entre rectas proyectivas,
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) g es homografia
ii) g conserva la razdn doble

Demostracidn

i) =>yii) es consecuencia inmediata de 3.2.3

ii)=»i) : Sean (a,b,c,d)czﬁ, a,b,c distintos , y sea g(a,b,d,c)=
(a’yb%d°c”). Por hipdtesis es [a,bjd,c)=[a’,b";d",c’f, y por 3.2.3
existe una homagraffa f:d-—>A’ tal que f(a,b,d,c)=(a’yb’,d",c”). Pro~-
bemes que g=f : Si xed (utilizanda.i)=yii) ) se tiene,
[a,b;x,d]{é',b';g(x),c']z[a',b';?(x), c‘]. Como la aplicacidn

ht: A 3x%>[a’yb 35x ,cJeK es biyectiva, se deduce que g(x)=f(x).
Yerinicign

Sean E y E” espacios proyectivos. Una aplicacidn f:E~¥E  se dicse qﬁe
conserva la razdn doble, si transforma biyectivamente cada recta pro-
yectiva 4 de E en una recta proyectiva A' de E', y la aplicacidn
F/A 24 > A conserva la razdn doble,

Corolario .

Una aplicacidn proyectiva f:E —»E ‘conserva la razdn doble
Demostracidn: |

s consecuencia inmediata de 3.2.5 c) (Cap VIII), y ds 3,2,5




3.3 Expresign analftica de la razdn doble: Propiedades

Fijado sobre la recha proyectiva 4 un sistema de coordenadas homogé™>
5 R
neash= x1 s A —K s ¥ dados los puntos distinges (a,b,c)C 4 s por

34245 i), se deduce que para todo x¢ 4 ,[a,b,;x,c]=ip(a),h(b);h(x),h(c
y para determinar la razon doble, es suficiente conocer 1la f6rmu1a ex-
plicita para cuatro puntos en Pl(K)Qz . =

Teorema _
X
A A ~ .
Sean a =( ) (b ) c=(c > X =(xl) vectores de ﬂi(K) gue determinan
puntos a=[d],b = %], c=[6], ‘x=[X] de Pl(K) s siendo a,b,c distintos

se verifica entonces: ~
la,bjx,c)= det(8,%): det(B,X) com oL tonvenio %:M A& K 2o
ar0¥Xy det(3,8) det(B,8)

_)_.= A T("*“
Demostracidn: & =° ¢ !

+*

Yo
Fijado 9=(yl)é Si(K), se tiene por la regla de Cramer la identidad:

o A A det(¥,b) det(4,}
y=)9 as-l-/'*;b con ,\;. ,/"‘?=_—""‘¥‘L (1)

det(3,B) det(3,b)

Por tanto, ( Aé’gﬂ/kﬁ B) es la base asociada al sistema de referencia

proyectivo (a,b,c) (véase 1,3.3), y la homografia h:ik —»K tal que

A ~ ”~
h(a,b,c)=(0, % ,1) es de la forma h=[(h) donde h: PL(K)—» P (K) es
el isaomorfismo lineaﬂtal gue:

h( A 3'/‘33)4(;) -(i»

Por la deFinici&n 34242 B8 h(x)=[a,b;x,c] » Pero

~ A
h(x)=h( (/\ a)+ /..Lif (/'E b)) = ;/jA as{:
: #
h(x)=(h(§)] (jx//\ ),/ :% (;QL.M‘..(,/\,_‘/A,&:( L frtse balitud , R le))
Sustituyendo Aél,/pi "*E ,/}6 s Por su valor en (1) se obtiene la
fdrmula pedida

Propiedades

a b
Denotando[a,b;x,c]a {x c] entonces para cuatro puntos distintas de

una recta proyectiva‘ﬁ » se deducen de forma inmediata a partir de .

33,1 1las siguientes propiedades: -
a bl' b ay~? ‘a b a bl"1l ) [a U] {x c}
. pli s 2 K =

1) [x c]"[x c} ’ ) x ¢) (e x ’ X ¢ a b

a
y como consecuencia de 1) y 2) se obtiene : 4) [
X




a b a b a b ' .
=0, [ 4 =mof , =1 , es natural establecer, utilizando
a ¢ b ¢ c ¢

las propiedades anteriores el siguiente

3.3.3 Convenio

i a,b,c son tres puntos (al menos dos distintos) de una recta proyec-

tiva convenimos en escribir:

a

;]a 0 vdlida aun cuando b=c#a

a

;] = of vydlida adn cuando a=c#b

c

;}= 1 vdlida adm cuando a=bfc

3.3.4 Comentario

Esta ampliacion de la definicidn de razdn doble-compatible por su prg-

pia construccidn con las propiedades 3.,3.2~ no aporta mada esencialmen=-

te nuevo a las definiciones 3.2,4 ¥y 3,2.6 por lo que los resultados

3e2¢5 y 3.2.7 permanecen validos.

3.8 Razdn doble y razdn simple

Si a,x,b son tres puntos de una recta afin R , afb , la razon simple
’ End
(a3x3;b) viene definida por la condicidn : (aj;xj;b) ab = axe. ' Convendre=-
o~
mos en escribir (ajxja)=% €K , cuando x#a , y adoptaremos los siguien=-

N

tes convenios para A € K ¢
_A__.==0 si )\;QM ’ =1
. 0
A=og si Ad0 ,2 =1
0 o
3.4 1 Teorema
Sea R una recta afin y sean a,b,x,aeﬁ cuatro puntos entre los cuales

hay pdr lo menos dos distintos. Entonces:

i) Si a,b,x,c €R 93'[évb3X99]= (2:2:2)
Ny

ii) Si b= oo » (29X,Cc)cR entonces [a,b;x,c) =(ajx;c)

L
Demostracion: 1

Fijemos en R un sistema de coordenadas cartesianas h=(

x):R-—# K , y sea

X — -
h={xd]: R ~» K el sistema de coordenadas homogéneas inducido poer h (vea-
1




1) JOL @,0yXyeC &K , 838 N(a,byxyC)=Rh(a,b,xyc)=(a yb yx",c )c K , escri=-

Y ,
biendo [)]sl\ para A& K y aplicando la fdrmula de 3.3.1, se obtiens
A

teniendo en cuenta la invarianza de la razdn doble por h , y de la ra-
zdn simple por h':

. e e a_x'=a” x'=b” (a’3x"3c” (a3x3c
R e e T e =R e B iy
Por otra parte, los convenios establecidos mas arriba, son compatibles

can los convenios J3.3.3 .

0

J = odeK se verifica: o
' P " ) X’-a' det (l

lv:a,c»z;2 ;x,c)=[a s 80 3X ,C ]= ——

ii) Temanda b'a[

— ! —— = (a';x';c')=(a;x;d)

c -a det (0
1

La afirmacidn ii) admite cierta reciprocidad:

3.4.,2 Teorema
Sea A una recta proyectiva, bed . Existe entonces una Unica estrucs
tura afin en R= él-{b& respecto a la cual se verifica la propidad:
(asxsc)g =[§,b;x,c]A para todo a,x,c «R.,

Ademds la aplicacidn h:R—»A tal que h(x)=x para xR y h(MR )=b es
[

una homografia que permite identificar de manera candnica R

el punto b¢d con el infinito de R,

con A vy

Demostracidn

fi jemos una homograffa arbitraria h:4 —> K con h(b)= & .

la aplicacidn hbghAJL:‘A"{b7“’J’K es una aplicacian biyectiva, y exis
te una Unica estructura afin en R= él-{b\ tal que hb es isomorfismo
afin, y se verifica para a,x,c €R:

(asxse)=(h(a)sh(x)sh(c))=(h(a), 9 3h(x),h(c)]=(h(a),h(b)sh(x),h(c)]=

=[a,b;x,CJ.

La unicidad de 1A estructura afin de R es ewidente a priori.

Carolario

Sea f:d—> A’ biyeccidn entre rectas proyectivas, y be¢d . Son equi-
valentes las siguientes afirmaciones:

i) f:4 —>» A4’ es homografia
ii) Fb:44-1b7 —> A’-{f(b)} es aplicacidn afin

Demostracikn

i) =»ii) Si f es homografia, por 3.2.5, conserva la razdn doble, y por
Jebde?2 fb conserga la razénzsimple, y es por tanto isomorfismo afin

ii) i) si P, ©s afin, entonces conserva la razdn simple en 4 -1bY
- L0}




UT111zando S.3¢l Y 544,22 se prueba que f:d+—>A" conserva la razon
doble de cuatro puntos en los que no intervenga b, En efecto:

si (a,bl,x,c) son cuatro puntos de‘A‘-{b} se tiene,

[2,by5%,c]= (23X5C) =§';+;i%%%%) =[F(a), (b)) 3¢ (x), P (c)].

3i en la razon doble interviene el punto b en segundo lugar, se tiene
a,byxyc | =(azxsc f(a)sf(x)sf(c =]f(a),f(b);f(x),f(c

[s03x,6] =(asxie) =(r(a);f(03e(e)),  =[1(2)s e (0)3¢(x), P (c)]

Finalmente si el punto b interviene en otro lugar distinto, el resulta-
do se sigue de las propiedades 3,3,2, que permiten pasarlo a segundoc lu=-
gare

Ejemplo
Fijado en la recta proyectiva A4 un sistema de referencia proyectivao

X

xo]:A‘—"’ K, es h(9099199)=(0v04 ’1) y

Y Xq-

as{ hel:A -{eiﬂ-—?K es isomorfismo afin. Ndtese que x=x—l es
0.

coordenada cartesiana en 4 -§efr .

(eo,el;e) con coordenadas h={

Comentario

Sean £I=(e°,el;e) éﬁ=(e;,e£;e') sistemas de refsrencia proyectivos

!

sobre las rectas 4 vy ” respectivamgnte con sistemas correspon

X X

dientes de coordenadas h a[ 0] y h'=[xq].
.O(l 1

Si f es una homograffa de A4 en A ’ pueden establecerse como en

3.1 ecuaciones cartesianas y bilineales cartesianas para f conside=-

o — . P Y
rada como aplicacidn de la recta 4 =4 -{el‘( en A= 4A4° -{eil,.

Notese que las coordenadas cartesianas correspondientes son
I 4
Xy , X
= o ¥ X=ERTC
o ]




TEOREMAS DE ESTRUCTURA PROYECTIVA

El principio de dualidad y la técnica de envio de puntos al infinito
constituyen las dos herramientas bdsicas de trabajo en geometria pro-
yectiva, y serdn analizadas en la primera parte del capitulo,

La segunda parte presenta una versidn proyectiva del segundo teorema
fundamental probado en geometria afin, y analiza las relaciones entre

estructura y geometria proyectiva.

1, ESPACIO PROYECTIVO ODUAL
Dotaremos al conjunto E de hiperplanos de un espacio proyectivo E=

P(E) de estructura candnica de espacio proyectivo sobre el espacio vec-

torial dual E . La "traduccidn" de los elementos de la geometria proyec-

- Foogoat ” . ' i -, . . . .
tiva derE en terminos dé la geometria proyectiva del espacio original
l .

E permitird enunciar eyiprincipio general de dualidad.

- 1ol Estructura proyectiva dual
—————
! f d

| enbﬁaré aqui un espacio vectorial
3 de dimensidn finita n4l , y la aplicacidn
| w:GL(/E\)L——%ﬁL(E*) es la ortogonalidad .

introducida en 3,1 (Cap 1I)

A partir de las prpiedades bdsicas de la ortogonalidad dual,puede es-
tablecerse de forma inmediata el siguiente lema técnico:
+1J1 Lema
si Ke /E\K-Sﬂj entonces 8\(“l=[5\<_]uJ es un hiperplano de €.
Ademds si &,/’5 é€¥-{0} y &wg/':;uo entonces [&]z[/g].

Este resultado es la eclave para la demostracidn del siguiente teorema:

lelsl Teorema

Sea g¥ el conjunto de hiperplanos del espacio proyectivo E=P(E).
, A A A
La aplicacion 77 :E*-{O\IBO(IQ P(xY) e ¥ , da a g estructura de espa-

A
cio preyectivo sobre el espacio vectorial E*.

Demostracidn:
Es suficiente probar que fijado HE€EY el conjunto 77-;(H)U{OT es una
recta vectorial de'@*s

. N 2. Dy Sw 70 A~ :
Si H=P(H) ,. y X €E"-{0! es tal que &“ = H » entonces T7(&X )= H , y por

N
el lema l.,l,1 si /gé E“-f&}, se verifica la equivalencia:




T]((%)=H<9?/3WEH-

'ele1¢3 Definicidn

1,2
l.2,1

i

’ . . * A .
En las hipotesis de l,1.2 de denomina a E*=(E ,E“,77) e8spacio proyec=
tivo dual,

Notacidn

e A A P ]
Se identificara com es habitual para /¢ E’-fﬂ'] fodcon m (Q ) y escri-
. A Ay A A . / » A#
biremas para A<CE’, P(A)=17(A=-{0)s En particular , E"=P(E”)

Subespacios:Razdn doble de hiperplangs
Definicidn

. A . . W Aw
Si A=P(A) es subespacio proyectivo de E=P(€) se define A =P(A*) que
es subespacio proyectivo de E, y se denomina ortogonal dual de A.
La aplicacign UJ:ﬁL(E)_—wSL(Ey) se denomina correlacidn de duali=-
dad,

Teorema

La correlacidn de dualidad w: 5L(E)-—475L(E*) es una aplicacidn biyec-

tiva,Por otra parte, si A y B son subespacios proyectivos de E se veri-
fican las propiedades: -
1) dim A 4 dim A® = n-1

ii) Si A< B entonces A% 8Y; g€, £L ¢ .,

11) (a48)=a"A8"; (ans)’ =A“48"“,

Demostracidn: (Se utilizardn los resultados de 3,1 Cap II)
si A=P(R) , B=P(B) , se tiens:

w Aw

AV=8"y AV=B%y AY“=A=B=B"%y A=B por tanto W es inyectiva.
Por otra parte, si J2 =P(52) es subespacio de E’, tomando‘ﬁéjaﬂd se
verifica N°=P(ﬁw)=P(f%”w)=P(jz)=J7.. Por tanto W es biyectiva,
i) AcBpAchy B A%y 8°=P(E¥)c P(AY)=",
11) (a+B) =P ((A+B)" )=p (A¥n B“)=P (%) N P(B¥)=A"N B°.
La otra igualdad se prueba de forma andloga.
La siguiente proposicidn expresa la propiedad de ser subesmacio proyec-
tivo de E” en términos de la geometrfa de Esz
Proposécidn
Dado A=P(A) subespacio proyectivo de E entonces: _
u={He é’} H:>A} . Se denomina por ésta razdn a NQ haz de hiperplanos
con lomo A, 0 r-haz si dim A=r.
Demostracidn:

si A=P(R) y &é/E\*-{D} se tiene:




M\ SN XK DAY KNS T @ R EE I\ )& A

1%2.4 Corolario
1152, es subespacio proyectiveo de E*;-dimensional, si y solo si exis-
te A,subespacio proyectivo de E con dimensidn n-r-l1 tal que
S2=f’={ne £"/ HonT .
Demostracidn:
Apliquese 1.2,2 i) y 1.2.3
Ejemplos
Una recta de hiperplanos ds E*ésté formada por la familia de hiperpla-
nos que contienen a cierta subvariedad L de dimensidn n-2. As{ en el pla
no proyectino, la familia de rectas que pasan por un punto dado consti-

tuye una recta ds hiperplanos d haz rectilineo de rectas.

En el espacio proyectivo tridimensional,las rectas de E? son haces de

hiperplanos que pasan por una recta, y los planos de E son familias de
hiperplanos gue pasan por un punto

Interpretemos ahora la razdn doble de puntaos de E¥ en 1a geametria de
£ ¢

Teorema

Sean (Hi)i cuatro hiperplanos de £ (al menos dos distintos)

=0’ooo’4
que contienen a cierto subespacio L de dimensidon n-2.Se tiene:
Cualesquiera que sean las rectas & y A  de E tales que

Adnks &1L =@ , se verifica que ':lnHj-:{ai‘f A?\Hi=ﬁa£\- i=0yse0yé
siendo a; y a; puntos de £ , ¥y [ao,al;az,a:,,:\ =[ao,al;a2,a3] = F .

Por otra parte , P coincide con la razon doble [HO,H Hg] en la

13H,0
recta proyectiva L"d de EV o
Demostracidn:

Oada la recta proyectiva A de E, por el

Teorema de Incidencia se verifica que ¢

bidn ANH; es un punto a; , Jd bién es

A < Hiy yen éste Ultimo caso, como L

es hiperplano de H, se verifica ZVWLﬁfﬂ.

As{ si.ANL=@F es Hi={aﬁ.

Probemos que si A NL=@ entonces la apli-
cacidn h:L”s H—>4ANHe A es una homografia. Esto concluirfa la demos=-
tracidn , ya que las homograffas conservan la razdn doble.

Si L=P(/I:), sea /l\.wz (a?,/?) can &\,A e’é“-{oﬁ s Y tomemos S,Geﬁ tales qus
E,b=2:




si Hel” , H=£;,\‘]¢=7H=P((1\Q tu ) .
Andlogamente (A4,b) determina en 4 un sistema de coordenadas homogd-

neas de forma que si pé.A) p=[;)@7 p=[x$~l-y8] .

La condicidn "[,i] 9 e Ria ) (2160 /x

()o?ep/u/?/ x84yB )=0 & () =0,

) (/?/éw, (/t/m y

determina las ecuaciones de bna homografia siempre que
~ A A
(/a3 ) (>/b )
A gA 2~ »~ #0
(f18)  (f/6)

det

lo cual es cierto, ya que por ser 4.0 L=¢ s 81 sistema homogeneo

(¥/8) (§/G)>()
A =0 es incompatible,
(/’S/é‘) (/s/b) y

-

1.3 Homografia:dual .
Sean E=P(E) , E’=P(E°) espacios proyectivos, Si es apli-
cacidn lineal, la aplicacidn lineal transpuesta viene defi-
nida por la condicidn ?t( R)=&? 0 (véase ., o+ Cap II). La tra-
duccidn proyectiva de la transposicidn viene explicitada en el siguien-
te resultade:
Teorema
Sea f=[?] tE—E " una homografia, SiiH es hiperplano de E entonces
£(H) es hiperplano de EJ y la aplicacidn Ff :E*> H—3F(H) €& E “Yes
una homograffa que verifica ¥=[(?t)-l
Demostracidn:
La primera afirmacion es evidentea partir de

La segunda es consecuencia de la conmutatividad del diagrama:
¥

]
A

E"-{0
En efecto: si &'gE'k-{U\j se verifican las equivalencias:

5 o\ . ~ ’ .
R eker(f (& ) )@7(&'. ?)(3()=D(—.:> F(%) « ker & y por tanto se tiene,
?(?‘t( & )= &% , Yy proyectivizando la igualdad se deduce,
A ' 4 A ' 4 ' 4 'd
f(P(ft(s\( )w) = .7 .?‘t( &)=n1’(#°) que es lo que querfamos probar.




La aplicacidn w:GP(E) = Fi>rGP(E®) es un isomorfismo de grupos

Demostracidns

Por las proppiedades de la transposicidn ( . . Cap II) se deduce que
es un homomorfismo suprayectivo de grupos,

Si f¢ GP(E) vy P = id:Eyh—bEv} se concluye que todos los hiperplanos

de E son invariantes por f. Como cada punto de E puede escribirse como

interseccidn de hiperplanos, se concluye que f=id,.

Corolario

Si P:E—~>E’ es homograf{a, y A es subespacio proyectivo de E, entonces

£ (A®)=r(R) .

La demostracign queda como ejercicio.

l.4 E1 Principig de Bualidad
Es un principio bdsico de argumentacidn caracteristico de la geomstria

proyectiva , y se basa en la existensia de estructura proyectiva dual

l.4,1 Teoremas duales:

Supuesto demostrade un teorema T de geometrfa proyectiva, al aplicarle
al espacio proyective (dual) de hiperplanos, y traducir su enunciado
en terminos de la geometria proyectiva del espacio puntual original,
se obtiene un nuevo teorema Tu)que se denomina teorema dual de T,

wul

Puede probarse que T =T.

) Trataremos de clarificar désta idea mediante algunos e jemplas sencillos:
le4.,2 Ejemplo
El siguiente teorema Tn_es valido para eépacios proyectivos de dimen=
sidn ny 2:
"Dos rectas con um punto comin en-un espacig .pfoyectivo n=-dimensional,
son coplanarias™®
Notese que el enunciado T, es banal
Para encontrar el enunciado T; debe tenerse en cuenta que en un espa-
cio proyectivo tridimensional se tiene:
i) tres planos son'boplanarios"si(y solo si)tienen un puntoc en comin

P ) . ! .
ii) tres planos estan 'alineados’' si tienen una recta en comun.

As{ T3 se ‘enuncia: literalmente: "Todos los hiperplanos de
- dos haces rectilineos de hiperplanos en un espacio proyectivo tri=-
dimensional;”con un hiperplanc comdn, tiemen un punto en comdn."
Dado que la recta de cada haz viene determinada por la interseccidn

de dos de sus hiperplanos distintos, se observa que el enunciado




Tg:“En un espacio proyectivo tridimensional,dos rectas coplanarias

tienen un punto en comun®™ , que es el enunciado reciproco de T3.

a Tg puede realizarse directamente de la si-

El paso directo de T3
guiente forma:

12) Se establece un enunciado esquemdtico de T. del tipo:

® Sgan a,b dos rectas de un espacio proyectivoatridimensional, tales
que existe un punto c con ccanb. Existe entonces un plano d tal
que acd y b <d”®

22) Intercambiamos en el enunciado anterior los siguientes términos:
PUNTO «—> PLANO , RECTA<«>RECTA ,/ $+ <>/, «> > , y se obtiene-
" Sean a y b dos rectas de un espacio proyective tridimensional ta-
les que existe un plano c tal que c> a$4b, Existe entonces un punto
d tal que dza y d<b "

32) Si escribimos este Ultimo enunciado en un lenguaje mds compac-
to, se obtiene el enunciado T’ reciproco de T,

tste e jemplo ilustra el siguiente enunciado general:

Teoremas de incidencia duales

En‘relacion con un teorema de incidencia T de un>espacio proyec=-
tivo n-dimensionel, puede obtenerse su teorema dual Tu, intercam=
biando en el enunciado de T los siguientes términos:

SUBESPACIO r-DIMENSIONAL «> SUBESPACIO (n-r-l1)-DIMENSIONAL

tes N, € e D, '

La demostracidn de déste principio descansa esencialmente en las
propiedades de la correlacidn de dualidad establecidas enl.2J2,

y serd sugerida en la seccidn de e jercicios.,

E jemplo .

El enunciado TZJdual de T4 del ejemplo l.4.2, se obtiene directa-
mente de 1,4,3 guedando:

T4 " En un espacio proyective de dimensidn cuatro,dos planos con-

tenidos en un hiperplano, tienen una recta comdn"

" El principio de dualidad va sin embargo mds alldde los teoremas de
incidencia,y es aplicable a cuslguier teorema de la geomstrfia pro-
yectiva:

E jemplo
Considerese el siguiente enunciado:

t"Toda transformacidn proyectiva en un espacio proyectivo comple-




jo admite algun punto fijo".
Aplicando T al espacio proyective dual , y teniendo en cuenta 1,3
se obtiene:
T :%"Toda transformacidn proyectiva en un espacio proyectivo comple jo
admite un hiperplano invariante®
2, RESTRICCIONES AFINES EN GEOMETRIA PROYECTIVA
En 3.4.2 Cap IX se probd la existencia de una estructura afin candni-

ca para el complementarioc de un punto b de una recta proyectiva &4 ,

de forma que fué posible identifiwvar de forma natural la complec-

cidn proyectiva de la recta afin A-{bjy con 4 , y b con el punto del
infinite.

En éste epfigrafe mandaremos al infinito todos los puntos de un hiper-
plano H de un espacio proyectivo E, de manera que la extensidn pro-
yectiva X del espacio afin candnico X=E-H pueda identificarse de forma
natural con E, y H con los puntos del infinito de X. Esto permitirj
traducir sistemdticamente la teorfa de extensiones proyectivas de

subespacios afines y aplicaciones a éste nuewo contexto,

2,1 Estructura afin canomnica para el complementario de un hiperplano.
2,1,1 Sea E un espacio proyectivo de dimension n-1, y sea H un hiperplano

de E, Por el teorema de incidencia, cada recta proyectiva A de E &

bien estd contenida en H, d bien A N H= b punto de H. En este caso
A -{b}cE-H es unarecta afin, Parece razonable pensar que dicha rec-
ta estd sumerqida en una estructura affn global para E=H:
"2.1,2 Teorema
En las hipdtesis de 2,2.,1, existe una estructura afin sobre sl con-
junto X=E-H tal que toda recta afin R de X es de la forma R=ﬁ/\x=ﬁt(§ﬁH)
siendo R una recta proyectiva de E no contsnida en H. :Zlﬁ;fiztfunk
Demostracidn:
Sea H=P(fi) y & <€ -J0}tal que
ker X = H. 3ea Xl='§xle £/ Q (xl)=lk .

l:X=E—H:BXL—vxl=xf\Xle Xl

biyectiva, Damos a X la estructura

aplicacidn I

/ espacio afin inducida a traves de
TG os
ya R

/

\ por la estructura afin candnica de

. o
con espactio vectorial asociado H

afin buscada para X:




Sea R recta afin de X, es decir, Il(R)=R1 es recta afin de Xl. Su ex-
tensidn vectorial ﬁlC.E verifica R.NX =R1. Sea ﬁzp(ﬁi); claramente

1l 1
es RNH =06Rl y Tl(oéR)=M =RNH, as{ si (a,x,c)C.R,Il(a,x,c)=

R
1
(al,xl,cl)c'_R1 yse verifica:

(a;x;c)R(i-f (ay o6

( ()~
$XoC 1'R’ ;) [al’%Rl;xl’cl]ﬁl = [a,Rf\ H3X’°]§90 donde:

R

-la igualdad (1) es consscuencia de 3.,4.,2 (Cap IX) en donde se did es=-
tructura afin candnica al complementario de un punto en una recta pro-

yectiva.

-La igualdad (2) se verifica por 3er'31:§\_+xl

I1 es la extensidn proyectiva de la aplicacidn afin Tl)-

= E homografia, (donde

-La igualdad (3) es consecuencia de la identificacion candnica que per-

mite escribir §i=E

tos siguientes resultados,consecuencia inmediata del teorema anterior
establecen la unicidad de la estructura afin sobre X=tE-H, y la igual-
dad:X = E, salvo homograffias:

Corolario

En las hipdtesis de 2,1.1, si X=E-H es el espacio afin construido en
2,1.2, se verifica:

i) Dada una recta afin R de X, existe una Unica recta proyectiva, que
denotamospor'ﬁ, tal que'ﬁ(ﬁx = R,

ii)Recfprocamehta, el espacio afin X=E-H, verifica la siguiente pro=-
piedad P:"Para toda recta proyectiva 4 de E no contenida en H, es
A - AOH con su estructura afin candnica (dada en 3.4.,2 Cap IX) rec-
ta afin de X"

Demostracidn:

i) si ﬁi y ﬁz son rectas proyectivas que verifican ﬁlf\xéﬁzf\X=R ’
recta afin de X, entonces R1 y R2 tienen al menos dos puntos en co-
min, y por tanto R1=R2 .
ii) Si 4 es una recta proyectiva de E no contenida en H, entonces

A NH es un punto de A y existen al menos dos puntos distintos

a, b éudlﬁx. A partir de la recta afin R de X definida por los pun-

tos a vy hr; se obtiene por i) uria recta proyectiva-ﬁ tal que §f1X=R,

y R coincide con & por tener comunes los puntos a y b, Asi se tie-

ne R-RAH = 4 -4 N0 H que es recta afin de X




' 2,1,4 Corolario
La estructura afin de X=E-H dada en 2.,1.2 es la Unica verificande
la propiedad P de 2,1,3 ii)
Demostracidn:
Nodese que la propiedad P caracteriza a las rectas afines de X, y la
razon simple:
S3i (a,xyc) es un sistema de tres puntos (al menos dos distintos) sé-
bre la recta afin R de X,existe una Uhica recta proyectiva R de E
con RN X=R, y (a;x;c)=l§,ﬁf\H;x,c) .
Corolario

;2R de X=E-H (coh su sstructura afin candnica)

son paralelas, si y solo si ﬁlf\H =ﬁ2f\H .

Dos rectas afines R

Demostracidn:

Supingase RI#RZ.

Si Rl/\H =52/\H =X € H, las rectas El ,R2 generan (per el teorema de

incidencia) un plano proyectivo P,y R éﬁlf\H , R.=R,NH son dos rec=-

1 2 2

tas afines del plano afin P-(PNH) , que tienen interseccion vacia,
Por el teorema de incidencia afin, se concluye que Rl y R2 son rectas
afines paralelas,

El reciproco se prueba de forma analoga,

Corolario

Dotemos a X=E-~H de su estructura afin candnica dada en 2.1,2:

La aplicacidn h:X—>E definida por h(x)ex si xeX, y h(oaR)=§r1H
para toda recta afin de X, es una homografia que permite identificar:
- R con R s para toda recta afin R de X

- :3& con H

- X con E

Demostracidn:

La aplicacidn h estd definida sin ambigliedad, y &s biyectiva en vir-
tud de 2,1.,5., Notese ademds que h coinwvide con la homografia

~

11:7~——*21=E considerada en la demostracidn del teorema 2.l1.2.

Retomando :la definicidn l1.1.4 del capVIII, se puede establecer una

aparente generalizacidn del concepto de espacio proyectivo afin:
2,1,7 Definicidn

Un espacio proyective afin es una pareja (E,H) donde E es un espacis

proyectivo, y H es un hiperplanc de E




“H PGl vLaLULAL 9 TL A BT Uil BSPally ail LN A=\A,uox; ©¥S§ uUn ESpAaclio proyec-
tivo afin. Observese que si (E,H) es un espacio proyectivo afin, to~-

mando X=E~H se verifica que X=E ,00.=H y por tanto (E,H)éi.

X
E jamplo
En el espacio proyectivo Pn(K) se fija el hiperplano H de ecuacidn

x0=0. Entonces en x=Pn(K)-H={[x']/ xoiﬂj'la estructura afin candni-

t Xo 1
ca se define por la biyeccidn: Il:xa[; ]Fﬁ(&%xq éAn(K) s Y paor
n 0
Y [xtg :

tanto K;(x)=(pn(x),u).

Traduciando al lenguaje de la definicidn 2.1.7 anteriogﬁos resulta-
dos del epigrafe 2,1 del capitula VIII se tiene:
Teorema
Dado -(E,H) espacio proyectivo afin, X=E-H entonces:
i) Para A subespacio afin de X, existe un unico A subespacio proyec-
tivo de E tal qus AN X=A. Ademas A NHs= 00, «

ii) Reciprocamente, 51_3.93 subespacio proyective de Etal que A¢H, enton-
ces AN X=A es subespacio afih de X, y A=A,
Ysnotamos por SGA(E,H)=< A / AejA(x)} ={A¢ SP(E) / ALHT.
Ndtese que FA(E,H) < 9P(E).
RESTRICCIONES AFINES DE TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS
Como consecuencia de 2,1.6 es posible traducir sistemdticamente to-
da la teorfa de esmacios proyectivo afines desarrollada en el Cpi-
tulo VIII a los espacios (E,H) de la definicidn 2.1.7. Yestaquemos

no obstante explicitamente los siguientes conceptos y resultados:

Definicign

Sea (E,H) un espacio proyective afin, Una transformacion proyectivo
afin de (EjH) es uma transformacion proyectiva de E que deja inva=-
riante el hiperplano H., Escribimos GA(E,H)={f‘£GP(E) / f(H)=H .
GA(E,H) tiene estructura natural de grupo, y se denomina grupo pro=-
yectivo afin de (E,H),que permite identificar f y ¥

Tecrema

Sea.(E,H) un espacio proyectivo afin, X=E-H con su estructura afin
Eaﬁéﬁiég. Eé tiene: )

1) Si fe GA(X) existe una Unica transformacidn f € GA(E,H) tal que
Fy=F/X=F:X—3X. La aplicacién GA(X) 3 f—> T &GA(E,H) es un isomor=-
fismo de grupos,

o - ~ A~ I
ii) si A¢ GA(X) y fa GA(X) se verifica f(A)=Ff(A).
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itivo de dimensidn finita n 2, y H es un

ihiperplano.de E. X=E=-H es el espacio afin
iconstruido en 2,1 3 Si f GA(E,H) escri-
bimos f . para denotar la restriccidn de

X

FaX.f, GA(X) y verifica F=Ffe Se i-

dentificard X con E y x con H.

2.,2,3 Oafinicidn (Homologias)

Una transformacidn pfoyéctiva f de E que deja fijos todos los puntos
de H ( es decir, f(a)=a para todo a<H) se denomina hamologfa de E
con hiperplano central H.

El estudio de las homologias se realiza me joe desde la prespectiva
del espacio afin X=E=H:

Teorema

Sea f&GA(E,H). Entonces f es homologfa de hiperplanc central H si

y solo si f, es una dilatacion del espacio afin X=E-H,

Demostraciéﬁ:
Si f es homologia , para probar que f es dilatacidn es suficiente de-
mostrar (por 1.2,5 Cap V) que fx transforma cada recta afin en uba
recta paralela:

Si R es una recta afin de X, se verifica para RNH = a cH que
f/x\(ﬁ)nH = 'Fx('ﬁ)n H= f(R)NF(H)= F(RAH)= F(a)= a .

Por 2,1,5 las rectas R y fx(R) sén paralelas,

~

Reciprocamente, si fx es dilatacidn, entonces fx=f deja fijos los
puntos de Qéx =H.
Traduciendo los elementos geométricos de las dilataciones al lenguaje

proyective se tiense:

Teorema

Sea f:E—E una homologfa de hiperplane central H, distinta de 1la
aplicacidn identidad., Existe entonces un dUnico punto c €E, tal que
para todo x< E los puntos c,x,f(x) estdn alineados. Ademds HU{c) es
el conjunto de puntos fijos para f. Por otra parte:

i) ¢ qued;'unfvocamente determinada por su hiperplano central H, su
centro ¢, y una pareja a,a de puntos homologos distintos.

ii) Si c¢H, existe un dnico A ¢ K =fOrdenominado razdn de homologia
tal que para todo xgHUjcyse tiene: [t_:, CyX H;f(x),x] = (A #1)

Si c €H se dice que la razdn A de homologfa es la unidad,




Uemostracion?
Por 2.2.4 fx:X——AvX es dilatacidn. Hay dos posibilidades:
a) fx es homotecia de centre c. En este caso el punto c ss el Udniceo
punto fijo para fx, y HUtcy es el conjunto de puntos fijos fe f,
H Para x¢ HU{cy, los puntos c,x,f(x) estdn si-
tuadeos sobre 1la recté afin Rx gue contiene a
c Yy a xy sobre la recta proyectiva Rx exten-
sidn proyectiva de R,. Se verifica:
(c3f(x)3x)=A , siendo A la razdn de homo-
técia de f,. Por 2,1.2 se verifica:
A =[c,Rxn H;f(x),x] .
Si se conocen a,a’ tales qus a’=f(a)#a, entonces a<X,y A se determi-
na por la fdrmula ax=[c,Raf\H;a;aJ » con lo cual queda determinada f,
b) fx es traslacidn., El conjunto de puntos fijos para f es en-este ca-

so , exactamente H (ya que ahora f, no tiene puntos fi jos)

X
/!H Para cada x € X las rectas afines Rx definidas
Ry

i

por los puntos x y fx(x)=f(x) ?ifnen todas 1la
misma direccidn c €H, es decir R NH=c .
Por tanto c,x,f(x) estdn situados sobre la
misma recta proyectiva ﬁ;g Este concluye la

demostracidn,

3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA
ka técnica de envio de puntos al infinito permite\traducir al lengua-
ge pro?ectivo el segundo teorema fundamental de la geometria afin:
Se prueba que una biyeccidn entre espacios proyectivos(de dimensidn

superior a la unidad) que conserve rectas, es automdticamente semiho=-

mografia, Para rectas preyectivas se da una versidn espacial del teo-

rema basada en la conservacidn de la separacidn armdnica de puntos

3.1 Sequndog Teorema Fundamental (Versidn general)

Probemos dos lemas auxiliarses:

31,1 Lema
Un subconiunto A de un espacio proyective E es subespacioc proyectivo
8i y solo si contiene a cada recta definida por dos cualesquiéra de
sus puntos,

Demostracidn

Supongase que para cada a,b €A se verifica que <{a,by<A :




si/\?i , b

{a,b) =(‘5,G) y <a,b)¢ A se concluye que {a,bd>¢T -l(A)U(U} s Y €N

consecuencia lﬂ-l(A)U{D}= A es subespacio vectorial de £,

¢1ﬁ-L(A) entonces a=11(§),b=71(3) son puntos de A como

La otra implicacidn es trivial,
3,12 Lema

Sea H un subespacio proyective de E, Entonces son equivakentes las
afirmacionss:

i) H es hiperplano proyectivo de E
ii) Existe p €E-H tal que A NH #£# para toda recta proyectiva A tal

que ped.

Demostracidn

i) =9ii) Por el teorema de incidencia para subespacios proysctives,
ii) i) Si dim H <n-1 , entonces para todo p4H , p=[pJ), se verifi=-
ca que 6#!-1 y existe () subespacia vectorial de E con 6&3 y E=ﬁ@ﬁ .
As{ dim ﬁ';z » dim A1 , y HN A= @#. Cada recta proyectiva contenida

en A, que pasa por p no corta a H.

Teorema

Sea f:E —»E ‘una aplicacidn biyectiva entre espacios proyectives, y
dim E‘)2. Supongase que f(A4 ) es una recta proyectiva de E “para cada
recta proysctiva 4 de E. Entonces f es una semihomografia.
Demostracidns

Si A es un subespacio proyective de E, fijados dos puntos a‘,bzf(a),
a‘=f(a), b’=f(b), a,b&A , por 3.1l.,1 se tiene:<da,by <A y as{
f(<a,b))=<a"y,b">cf(A). Por 3,1.1 f(A) es subespacio proyectivo de E°,
Probemos que f transforma un hiperplano (cualquiera) H de E en un hi-
perplano f(H) de E.

En efectos: por 3.1.2 se sabe que existe un punto peE-H tal que

A4 /N HE @ para toda recta proyectiva 4 que contiene a p, Si A ° es
una recta preyectiva de E “‘con f(p)e 4 ° , es facil ver que puedse cens-
truirse 4 recta proyectiva da E con f(A4)=d4" y pcd . Eomo ANHL ¢
se deduce que F(A NH)=ANF(H)#F , v por 3.,1.2 f(H) es hiperplano de
E.

Sean X=E-H X‘=E ‘=f(H) los espacios afines correspondientes a (E,H)

y (E°yf(H)). Veamos que fx:X-——xx' transforma rectas en rectas:

Si R es recta afin de X, R es recta proyectiva de E y se tiene

fx(R)=fx(ﬁlﬁx)zf(ﬁf\x)=F(§)f\X'que as recta afin de X°, ya que por




hipotesis f(R) es recta proyectiva de £,
Por otra parés si R
le\H = R

1Y R2 son rectas afines paralelas de X, entences
J,NAH =%y F(R)AP(H) = P(R)N F(H) = £(x). Asf £ (R))
es paralela a fx(Rz))y por la modificacidn introducida en 1,1,8 Cap

V del teorema fundamental de la geometria afin, se concluye que FX

2 ! ). Aplican—

do ahora la teorfia de extensiones proyectivas expuesta en 3,3 Cap VIII,

es aplicacidn semiafin (sin hipdtesis adicional K‘# z

"~

y teniendo en cuenta el corolario 2,1.,6 se concluye que fx=f es sq—
mihomograf{a,

Estamos ahora en condiciones de probar el rec{proco del teorema

3.2,7 Cap IX:

Corolario

Una biyeccidn f de un espacio proyective E sobre un cuerpo K es trans-

formacidn proyectiva si y solo si conserva la razdn dobls.

Uemostracidn:

Si dim E=1, el resultado es equivalente al corolario 3.2,5 Cap IX.
Supongase que dim E 2 2:

Si f conserva la razdn doble (def. 3.2.6 Cap IX) verifica en particu-
lar-la hipdtesis de 3,1,3 y f es por tanto semihomografia,

Si K=Z2 entonces f es homografia (pues el dUnico automorfismo del cuer=-
pa Z, xes la identidad)

Si K#Zz, tomando H hiperplano de E, X=E-H , X“=E-f(H) , se concluye
facilmente que f_:X —> X’ conserva la razdn simple (utilfcaese 3.4.1

X
ii) Cap IX); f_es por 4,3.4 Cap IV aplicacidn afin y as{ f=f,6 es

X X

transformacidn proyectiva.

E1l resultade reciproco es justamente el corolario 3.2.7 Cap IX

Un_Teorema Fundamental para rectas proyectivas

Definicidn

Cuatro puntos ordenados (a,b,c,d) de una recta proyectiva A se dice
que estdn en divisidn armdnica si [a,bjc,d] =-1

Proposicidn

Si (a,b,c,d) son puntos en divisidn armdnica de una recta proyecti-
va A , entonces tambidn estdn en divisidn armdnica:

(bya,c,d) y (cydya,b)

Dmostracidn:

Es consecuencia ds que (a,bj;c,d)=(b,ajc,d -1 ﬁ:,d;‘a,bj . (Véase




3.3.2 Cap IX),

3,2,3 Observaciones
i) si (a,b,c,d) son cuatro puntos en divisidn armdnica de la recta
proyectiva 4 , se dice también que {a,b} separa armdnicamente a{c,dj}.
Notese que en virtud de 3,3.2 no existe ambigiiedad en la terminolo-
Efé s Y la relacidn de separacidn armdnica es simétrica
ii) NOtese que en virtud de 3.4,1 ii) Cap IX, si a,b,c,d son puntos
de la recta proyectiva 4 entonces {a,b} separa armdnicamente a{c,d}

si y solo si (a;c;d)‘d ==1 , es decir, a es 8l puntoc medio entre

-y
cyden la recta afin 4 - b

iii) Una idea intuitiva de la separacidn armdnica de puntos viene dada
en la figura: Los puntos {a,bY sepa-
ran armognicamente a'{c,d} (comprue-

bess)

iv) Utilizando la observacidn ii) pue-

de verse en la figura de la izquierda

que los puntos {ao,a¥ separan armoni-

camente a {c,d}. Basta enviar al infi-
nite la recta <d1’dé> y observar que
<al,az>,<ho,a> son las diagonales del

paralelogramo de vertices aa,al,a,a2

as{ c es el punto medio del segmento
/
\j d f‘ i o
| \ o), efinido por aya
Demostraremos qué la conservacidn de la separacidn armdnica caracte-
riza.a las semihomograffas entre rectas proyectivas, Probemos antes el

siguiente lema de tipo técnico:

Lema

5i GT:K~>» K’ es un isomorfismo de cuerpos, entonces la aplicacidn
T KK’ tal que 7 (o¢)= 06: y T/K =@ tK—>K’, es una semihomo-
graffa que verifica [a,b;c,d]q. =E9(a),e’(b); T (e), 5'(d)-] para todo
agbycyd &K o

Demostracidn

Notese que si a,b,c cK , o((ajbsc))= o< b-a )= T(b)- 9(a)

c-a o(c)-c(a) =
=(cg(a);a(b); (c))e Por 4.3.2 Cap IV se concluys que T:K—> K’
es semiafim, y T su extensidn es por tanto semihomografia,

La dltima afirmacidn es ya svidente.




3.2,5 Yafinicidn
sea F: A—> A’ una aplicacidn biyectiva entre rectas proyectivas,

Se dice que f conserva la separacidn armdnica de puntos si para tedo
a,b,c,d ¢ 4 con [g,b;c,qJ=-l, se verifica [f(a),f(b);f(c),?(d2]=-1

Tearema

Sea f: 4+—>4" una biyeccidn entre las rectas proyectivas 4 'y 4

sobre los cuerpos K y K°, entonces:
i) Si f es semihomografia respecto al isomorfisma de cuerpas
. v ‘
T:K—>» K" , entonces [a,b;c,d] =[f(a),F(b);f(c),f(d2] para todo

a,b,c,d ¢4 ., En particular f conserva la divisidn armdnica,

ii) Reciprocamente, si f conserva la separacidn armdnica , y K #22, en-

tonces f es semihomografia.

Demostracidn:

i) Fijemos (a,b,c) tres puntos distintos de 4 vy sea f(a,b,c)=
=(a’yb e ), Tomando h: 4 —» K (respectivamente h’: 4‘—> K°) homogra-
f{as tales que h(a,b,c)=(0,%,1) (respectivamente h'(a';b'{c'):(D;QACl))

se ve que el diagrama? f

— 5 A’
S
K ————_maK
es conmutativo, ya que V’y h’f h-l son semihomografias resbecto al
isomorfismo de cuerpos 0 :K—» K’ que transforman (0, ,1) en (0,x',1)
(apliquese una versidn ampliada de 2,1,7 Cap IX). Se tiene entonces
para a,b,c,d€éd4 :
[f(a),f(b),f(c),r(d)_'l [h°#(a)sh F(b)sh "¢ (c),h t(a)_ = g
o ereiean Tm . <" iz .cconsecusncia del lema 3, 3“-[a,b « q1
ii) Supdngase que f consetva la separacidn armdnica,
Construyames h y h” como en i) a partir de un terna (a,b,c) cd de
tres puntes distintes, y coma antes/sea 6; la aplicacidn gque hace con-
mutative 8l diagrama:
—t o/
k], ~ LW
¥F—T X
Ndtese qué S"(O,M ,l)=(0,MI,l).Sea T=T/K:K —> K°. Es suficiente de=
mostrar (a partir de 3.2;4) que ¢-u<hal<' es isomorfismo de cuerpos:
Como & =h’Ff h-I‘, y h’, f, h™Ll conservan 1la separacidn armonica, se

P ol .
concluye que @ conserva la separacidn armonica, as{ si b,c son puntas




de Ky a= ‘;= s su punto medieo, se verifica:

(agbsc)==l= [a,'w;b;'c] y por tanto [O’(a),%'; G’(b),O’(C)] = -1 , es de=-
cir (0 (a); o(b); o(e))==1. En consecuencia, g(a)= U‘Eligiﬁ&l =
btc

0“('3;' e En particular tomando c=0 se tiene:

U——z-(-b-2-=c’(%) para cada beK o ESto permite concluir que T es aditi-
va, - '
Si x&K, teniendo en cuenta que’ [l;xz;x,-x] ==]1 se deduce que

[1, (_r(xz); o-(x),-O’(x)]=-1 y por tanto 0’(x2)= O’(x)z.

S£ a;be5K tomando a=x+y b=x~y se deduce qus: .
o(ab)= o (x*ey?)= T (x) %= T (y) 2= (T (x)+ T (1)) (T (x)=T (y))= T(a) T (b).
Este finaliza la demostracidn

~ Por Ultimo por 3.1.3 y 3.2.6 i) se tiens:

) Teorema | .

Sea ftE —»E  una biyecéidon entre espacios proyectivos sobre les cuer-
pos K y K ‘respectivamente., Supdngase dim E $ 2, Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

i) f transforma biyectivamente rectas proyectivas de E en rectas pro-

yectivas de E
ii) f es semihomografia

iii) Emiste ¢ :K ~>» K isomorfisme de cuerpos, tal que cualquiera que
sean los puntos alineados a,b,c,d de E se verifica que f(a),f(b),f(c)
£(d) estdn alineades, y [F(a),f(b);?(c),?(d)] =[a,bsc,d] e,
Demostracidn:

i) =3 ii) Es el teorema fundamental 3,1,3

ii) =»iii) Es consecuencia de 3.2,6 i)

iii) i) sea 4 recta proyectiva de E, (a,b,c) sistema de referen-
cia proyective en 4 . Los puntos (a’yb’yc’)=f(a,b,c) estan situados
sobre una recta 4 “ de E°, Sean h:A~>K , h":4 K" las homografias
tales que h(a,b,c)=(0,0¢,1) , h'(a’,b’,c’)=(02'y1). Por hipdtesis

el diagrama: 4 ﬁ A’

kg, !
{ K—T K-

, ~ .
es conmutative., Como hy,h", ¥y U son biyecciones, se concluye que f es
biyectiva, es decir f(A)=4° .




4,GEOMETRIA Y ESTRUCTURA PROYECTIVAS

772) definidos sobre el mis-

Dos espacids proyectivos (E,El,77l) (E,Ez,
mo conjunto de puntos E se dird que inducen la misma estructura proyec-
tiva (sobre E) si definen la misma razdn doble,

En general dos estructuras proyectivas distintas sobre E pueden indu-
cir el mismo grupo de transformaciones proyectivas, El objeto final de
éste epigrafe 4 es por una parte caracterizar las distintas estructu-
ras proyectivas sobre el conjunto E que dan lugar a la misma geometria
y por otra mostrar como la geomegria proyectiva de un espacio viene de=
terminada por la familia de sus rectas proyectivas,

El analisis de éstas cuestiones requieren ciertos preparativos que dan
lugar a resultados con interés prdpio tales como algunos teoremas de

extensidn de homografias, y una caracterizacidn de las semihomografias

como biyecciones que conservan la geometria

E y £E° denotan espacios proyec-
tivos de dimensidn finita sobre los

cuerpos K y K ‘respectivamente

4,1 Teoremas de extensidn de homdéféffas .

El primer teorema fundamental de la geometrfa proyectiva (2.1.7 Cap IX)
nos da un primer e jemplo de la posibilidad de construir transformaciones
proyectivasa las que se axigen ciertas restricciones de partida, Uti-
lizaremos el teorema para mostrar otros resultados de este tipo que nos
serdn de utilidad mds adelante.

4.1.1 Teorema .
Sean A y A subespacies proyectives de E, y g:A—> A  una homografia.
existe entonces una transformacién.proyectiva fs£E —> E tal que F/A=g.
Uemostracidn: Supdngase A=P(ﬁ){A'=P(ﬁ') a=[4].
Sea g'a(go;...,gn) base de E con (30{...,5r> = A . Entonces

(ﬁ(ao),.o.,ﬁ(ar)) es bse de ﬁ

4

7~
‘y puede extenderse a una base 4 =

~ . . ol ol ~ ld - * 'y
=(g(5;),...g(gf);5r+l,...,an) de E, Si f es la Unica transformacidn li-

7 e “arn o~
neal de E tal que f(& )= & se concluye que f/A =G y por tanto
f/A=q , siendo f=[FJ.

7@.1.2 Teorema

’

i
———»A{ i=1,2 homografias,

Sean Ai (respectivamente A ) i=1,2 , subespacios proyectivos ds “E

Yy fi:Ai




L4

Supongase que A1/\A2 = Alf\Aé =@ , existe entonces una transformacidn
proyectiva f&GP(E) tal que f/Aisfi , i=1,2,

Demostracidn:

En virtud de 4,1,1 podemos suponer sin perdida de generalidad que

A1+A2=A1+R2=E.Notese que dim A,=dim A i=1,2,

i i

5i Ai=P(ﬁi) A;:P(E{) fi=(?i] 'i=1,2°, utilizando una técnica parecida

a 4,11 , se pueds construir 0 transformacidn lineal en £ tal que
f/A,=F, 1=1,2 , y tomando f=(?) se tiene f/a =f .
Ndtese que la transformacidn proyectiva f ne es wunica (gporgué?),
4,1.3 Corolario
Si (aa;alfaz) son tres puntes distintes situados sobre una recta pro-
yectiva A de E, y acE=-4A , entonces dada z:{D,'l,‘Z‘I—»{D,l,’Z\[ permu=
tacidn, existé gté:GP(E) tal que gt(ai)a ar(1) * i=0,1,2 , vy gt(a)sa;
Demostracidns
Por el primer teorema fundamental de la geometria proyectiva (2.1.7
Cap IX) existe < GP(A4) con f(ai)=at(i) i=0,1,2, Como An<aj=+¢ ,
se concluye por 4,1,2 que existe gfeaGP(E) con gz/A =f vy gz(a)=a ,
o verifica las condiciones pedidas,
t.1,4 Corolario

Sean (aoial;azfas) cuatro puntes de E de los cuales no hay trés ali-
neados. Fijada 7 permutacidn de {U;IJZ,S} , 8xiste g&GP(E) tal que
gt(ai)=az(i):para i=0,1,2,3, d
Demostracidn: )
Sea P=<é°;al,a2,a3>. Si sl sistema es proyectivaments depehdiante, enton

~ces P es un plano , y (ao,al,azgas) es un sitema de referenciaczproyec-
tive en P, Por el primer teorema fundamental existe f transformacidn

proyectiva en P tal que f(ai)= a i=0,1,2,3 , Aplicando ahora 4,1,1

T(i)
se construye g, .

Si (ao,al,az;az) es proyectivamente independiente, entonces dim P =3,

y podemos elegir a <P tal que (ao,al,az,a3,a) sea sistema de referen-
cia proyective en P. La construccion de 9. es andloga al caso anterior:

Sea toma f €GP(P) c f = =
om (P) con (ai) at(i) f(a)=a ,y se extiende a 9_e

4.2_Biyecciones gue conservan la geometria
42,1 Definicidn
Una biyeccion f entre los espacios proyectivas E y Ef se dice que es
compatible con las geometrfas (proyectivas de E y E°) si f g f-%g GP(E")
para todo g GP(E)a Y f-lg'fg-GP(E) para todo geGP(E").

'Si E=E° se dice que f conserva la geometria




4,2,2 Dbservaciones

i) Si F:E—>E’ es una biyeccidn compatible con:.las geometrias, entom-

ces la aplicaciodn ﬁL:GP(E); Qs f g f‘Eg GP(E°) es un isomorfismo de

grupos.

ii) E1 producto de dos biyecciones compatibles con las geometrias,
también es del mismo tipe, y se verifica: (f f'L =f £°, id_=id

En particular la familia de biyecciones defk que conservan la geome=

tria tiene estructura de grupo., que contiene a GP(E) como subgrupof

Proposicion

Si f:E —E" es semihomografia entonces f es compatible con las geome-
trfas o:

Demostracidn:
Supohligase f semihomograffa respecto al isomorfismo O:K+—>»K . Por
2,2 cap 1V, se concluye que si g&GP(E) , el isomorfismo asociado a
fgftes oidet Y=id , y asf f g f e GP(E). La otra condicidn
se demuestra andlogamente,

4,2.4 ‘Teorema
Supongase K conh mas de tres elementos:
Si F:E~~»E’ es una biyeccién compatible con las geometrias, entonces
f es semihomografia

Demostracidn:

Probaremos que f transforma puntos alineados en puntos alineados., A-

plicando el mismo razonamiento a f-l, se concluye que f transforma
rectas en rectas, y por el segundo teorema fundamental (3.,1,3 Cap X)
que f es semihomografia.

Sean (ao;al,az) tres puntos distintos situgdos sobre una recta proyec-
tiva A de E. Como K tiene mds de tres elementos, es posible elegir

a, 64-{30’31’32}’ tal que /\=fao,al;a2,a3] # -1, y asi

;\¢€0,1,12,3} (pues los a; son distintos).

’

1l
neados, por 4,l.,% se concluye que fijada T permutacidn de {0;1;2,3}

8i en el sistema'F(ao,alga2{a3)=(a;,a ,aé,ag) no hay tres puntos ali-

- ’ P rd ’ » : P "lo
existe g=GGP(E ) con gr(ai)=ﬁat(i) i=0,1,2,3, Por hipotesis g=f Qrf &

€ GP(E) ? y-Nerifica g(a )gf-l "f‘ a f-l , ’, = -1 ,
i gt. ( j_)= gf(ai) f (af(i))= az(i) para
i=0,1,2,3, Como g conserva la razdn doble (3.2,7 Cap IX), se deduce

tomando fa~ permutacion: Tconveniente que

A =[aa,al;a2,‘aa] =[al,a°;a2,33]= -/Tl—

y en particular)ﬁ =-1 . Esto contradice que /4¢ {l,-l% .




AS1 pues en el sistema (a,,a;,a,,3az) Nay alL menos Tres puntos allnea-
dos. 9i por ejemplo a; no estd situado sobre la recta 431 gue contie-
ne a (ai,aé,ag) » por el corolario 4.1.3 se concluye utilizando un

argumento similar al_anterior gque:
1

A =[a 02 5a,0a,]=(a 08 52502, ]= <=
y esto conduce a la misma contradiccidn anterior,
Observacidn
Ndtese que en an espacio proyectivo sebre el cuerpe Z,, la razon do-
ble A de los cuatro puntes distintos de una recta proyectiva 4 es
(por exclusidn, ya que A #£0,1, 0 )igual a =1 cualguiera que sea el

orden &n que se toman. por otra parte, en 23 para A ==]1 se verifican

las igualdades ,\=_l_, l=A = 1 Eﬁf lo que el argumento de

A 1 -4
4,144 no puede incluir el caso K=Z3 (ni poe supuesto K=z2)

Estructura proyectiva., Estructuras que inducen la misma Geometria.

Sea £ un conjunto de puntos sobre el cual se han definido dos espacios
proyectivas (E,El,771) ’ (E,E2,772) gue denotamos abrewiadamente por
(E,77l) y (E,772). Sean K1 y K2 los correspondientes cuerpos base,

Si a,b,c,d son cuatro .puntos alineados en (E,77i) , denotamos por
[a,b;c,d]i su razén doble (i=1,2).

GP(E;W?i) denotan los correspondientes grupos proyectivos,

Definicidn

En las condiciones 4,3.1 se dice que 771 y 772 definen la ﬁisma estruc-~
tura proyectiva sobre E si 771 y 7, definen la misma razdn daoble,

es decir:

i) (E,'Ul) y (E,772) tienen las mismas rectas proyectivas
ii) S5i a,b,c,d son cuatro puntos alineados entonces

Ea,b;c{d]l =[a,b;c,d]2 ¢en particular K1=K2)
Como consecuencia la caractrizacidn de homograffas por medio de la

razdn doble (3,1.4 Cap X) , y la propia definicidn de homografia , se

tiene el siguiente resultado:

Teorema
En las hipdtesis de 4,3.1, son equivalentes las afirmaciones:

i) 771 y T 5 definen la misma estructura proyectiva sobre E

ii) La aplicacidn identidad id:(E,TTl)—a (E,772) es homografia
A A
iii) Existe 9':E1h—= E isomorfismo lineal que hace conmutative el

. 2
diagrama:

x4 "{‘eCLl'f le.e =T"




4,3,4 Coralario ‘
4 Sean xl=(x,xl,udl) ’ x2=(X,X2,£32) dos espacios afines sobre el mis-
mo conjunto X, que inducen la misma estructurahfin sobre X ( véase

. A
l.2.6 Cap 1V), Entonces las estructuras proyectivas-sebre X =XL)°dx
[

y X coinciden.

inducidas por ; 2

1
Demostracidn:

Utilizando 4.3.5 b) Cap IV se deduce que id:Xl—---’o'X2 es aplicaciadn

’ o e (4]
afin , y su extensidn proyectiva id:X, == X, es por tanto homografia.

" 8,3,5 Definicidn
En las condiciones de 4,3,1 se dice que 771 y 772 inducen la misma
geometrfa si GP(E,T11)=GP(E,772)

4,3,6 Dbserwacidn
Ndtese que si Tll y 772 definen la misma estructura prbyectiva en £
por ser la razdn doble invariante caracter{stice ( 3.1,4 Cap X), se
deduce que 171 y 'Wz definen la misma geometrfa proyectiva. 51n em-

bargo como veremos, no se verifica al reciproco:

4,3,7 Teorema ( Se supone que el cuerpo K

1 tiene mds de tres elementos)
En las condiciones 4,3,1, las afirmaciones que siguen son equivalentes:
i) Wﬁl y T72 definen la misma geometria proyectiva
ii) La aplicacidn identidad, id:(E,77l)h;» (E,Tﬂé) es semihomografda
iii) Las rectas proyectivas de (E,TVI) y (E;T72) coinciden
Demostracidn:
i)é&pii) Notese que la afirmacidn i) equivale a decir que la aplica-
cidn id:(E,T7l)&—# (E,772) es compatible con las geometrias, Basta apli-
car entonces 4,2,3 y 4,2,4 para probar la equivalencia
ii) € 1ii) es consecuencia inmediata del segundo Teorema Fundamental

de la geometria proyectiva.

4,3,8 Observacidn
En el caso de que (E,TTl) y (E,712) estén definidos sobre el mismo
cuerpo K que no admita automorfismos distintdés de la idengidad, (por

ejemplo K=R) los conceptos de Geometria y estructura se determinan en-

tre si bignfvocamente.




CLASIFICACION DE CORRESPONDENCIAS EN UN ESPACIO PROYECTIVOD

Dos correspondencias proyectivas en un espacio proyectivo E se consi-
deran equivalentes, si su "expresidn analfitica" puede ser formalmente
la misma , respecto a sistemas de coordenadas homogénecs adecuadamen=-
te elegidos. Lste significa que ambas correspondencias se ven actuar
de la misma forma respecto a puntos de vista proyectivos aducuados,
As{ por ejemplo , se puede intuir facidmente que dos homologfas de
la misma razdn A son proyectivaments equivalentes, ya que la actua-
cidn de este tipo de transformaciones puede describirse geomdtricamen-
te sin utilizar sistemas de coordenadas,(vdase 2.2,5 Cap X)
El problema de clasificacidn proyectiva de correspondencias se resusl-
ve a partir del Teorema de Jordan ( 4, Cap III), y es el objetivo final
de este capitulo. .

E es un espacio proyectivao de

diémensidn n > 1 sobre el cuerpo

K o«

"1, EQUIVALENCIA PROYECTIVA DE CORRESPONDENCIAS, INVARIANTES

1,1 Introduccidn

i;l.l Denotamos como es habitual por CP(E) al espacio proyectivoe de las co-

rrespondencias proyectivas de E , Recordemos gue la estructura proyecti-
va de CP(E) viene definida por la aplicacidn
77 sEL(E) =40y F —> (flecp(E) (véase 3.1.6 Cap III)
En particular si E=Pn(K)=Pn s CP(E) se identifiaa con CP(n)= P(EL(”*”)
={(ﬁ]/ A 6EL(n+l)} con su estructura proyectiva candnica.
l.1,2 Propasicidn
Sa; € un sistema de referencia pfo;;ctivo, y £ la base de E induci-
da por &,
La aplicacidn Mé:CP(E)a [F]h—h[NE(?)JéCP(n) depende solo de € , y es
una homograffa con M =[N€].

M,

Demostracidn CP(E) sCP(n)

|

Basta comprebar que el diagrama Mg
EL(E)={0}) —=——EL(n41)- 0

1

es commutativo, y que para todo ) eK-i{0Yse verifica Ma= M=

lel.3 Observacidn
Notese que en las condiciones 1,1,2 si & CP(E) vy Nc(f)=[ﬁ], entonces
o ¥,
{:ﬁ (g > = ] son las ecuaciones de f en el sistema de coordena-
Y

/
¥ das inducida por & .




Parece pues natural la siguiente definicidn:

Definicidn

Dos correspondencias proywectivas f,f¢CP(E) se dicen (proyectivamente)
equivalentes ( y escribimos f p.,e f°) si existem & y £  sistemas de

referencia proyectivos tales que mé(f)= Mer(f')

'5 Teorema
sean f=[f), f’z(?'jcorrespondencias proyectivas de E, y €& sastema de

referencia proyective, Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o

i) Existe ¢ ° sistema de referencia proyectiva con N&(f)=ma,(f’)

ii) f p.e £’

iii:) Existe JAe¢ K=10)tla que ? es l,e (linealmente equivalente) a’ AP
iv) Existe g €GP(E) tal qus f’=g"1r g
Demostracidn
i) Hii) es trivial
ii) %iii) : Sean &§ y & sistemas de referencia proyectivos con

m(f)=ms (P7) , y 5,5

l1,1,2 se tiene [Ma(f)] [m;l(f )] y existe A ¢ K= 0 tal que
N»(f‘)a,\ Mg (f° )= Mg (A F7)e Por tanto r es 1,8 a ~ Af
iii) =y iv) : Como f es 1.0 a £’ existe § ¢GL(E) tal que Féﬁ-lA? Q.
Tomando gq ={g}€éGP(E) se tiene:
pra(PR (A (7HF 9)) =[87MF §)=(7 (R 1[8)= o7y
iv) =yi) '

A A
Sea € base vectorial inducida por € , vy A =Mz(f). Por hipdtesis exis-

/ o, ® i Py
las bases vectoriales correspondientes, Por

te 9 =[§1eGP(E) con f’= g'lr g , Yy por tanto, existe A g K=¢0O}tal
que = .XA-l? 9. Tomemos €&'= g-l(i.) ( es decir £° A-1(£ )) Se tiene:
PENFgH(E)= A8 (E)=0 0 (E A=A (2)A= €74 R) , y ast
mg,(r )= A&, por tanto Mmoo (f “)=[4] = M. (f).

Observacidn

Dos elementos[ﬁ]y[ﬁf}ecp(n) son proyectivamente equivalemtes cuando
existe AeK-{0Y y P matriz no singular tal que A’= Ap~la P,
Corolario

Sean f, f° é CP(E) y sean £ y €  sistemas de referencia proyectivos,
son equ1valentes las afirmaciones

i) f es p.s a ¢’
ii) Ms(f) es p.e a Mg (f7),

Demostracidn:

i) 3ii) sea & sistema de referencia proyective con m (F)=ms(f7). -

(8 e, o per la osuiva bentla 1)eic) oo 4. 4. $)




ASl pues M _(T)=Mg(T ) Yy M., \f ) son dos representaciones de fen CP(n),
y par tanto saon proyectivamente equivalentes,

ii)3y i) Reciprocaments, si ﬂé(f)=fﬁl es p.s a M_, (f") =[K'J se ve, uti-
lizando 1.1.6 que A° es l.e a XA para cierto M e K=-?07, y teniendo
ahora en cusental,l.4 Cap I1I1 se concluye que ?'y Af son linealmente
equivalentes,

Corolario

La relacidn de squivalencia proyectiva en CP(E) es relacign de eguiva=-
lencia,

Demostracign:

Es consecuencia de la equivalencia ii)eviv) de 1,1.5

Ejemplo

Dos homologfas f y £ en el espacio preoyectivo E son prayectivamente
equivalentes si y sole si tienen la misma tazdn.

En efecto: si f es homologfa de hiperplano central H razdn A#0 , y

centro ¢ , c£ H, tomando en el espacio afin X=E=~H coordenadas cartesia-

A
nas<%3)con origen en ¢ , la transformacidn afin stf/X:X—%>x es uma

h
homotecia de centro ¢ que tiene por ecuaciones:

A 0...,.0. 4 !
0 A % | = *‘

0
A 0... 0 %,
o

A 0 b : /)
: ' N

~

Yy su extensidn proyectiva f=Fs

X o o - A i
'3 ’,
donde[:']son las coordenadas homogeneas en E asociadas al sistema de

. Xi

coordenadas cartesianas de partida ( es decir X;= ;; )

De dsta forma cualquier homologfa de razdn /4£0,1 puede expresarse a-
nal{tivamente per las ecuaciones (1) respecto a ciertos sistemas de
coordenadas homogéneas, y todas son proyectivamente equivalentes,

Si A =1 , se prueba de forma andloga que puede obtensrse para f una

expresidn analitica de la forma -

P J
A o ... o b Q
/1 A....o ) 4 ,i‘; /2)
' 2l

!

' o o - -A/\ ¥
respecto a cierte sistema de coordenadas$ homogéneas,
Reciprocamente , las scuaciones (1) y (2) representan homologfas de ra-

zones )y 1 respectivamente. As{ si f es homologfa de razdn A 40 s Y

f” es p.,e a f entonces f admite una representacidn analftica del tipo




(1) 8 (2) , y asi £ es homolagia de razdn 4  (Utilicese 1,1,7).

l,2 Invariantes proyectivos. Planteamiento del problema de clasifisacidn
1.2,1 Definicidn

Un invariante proyectivo en CP(E) es una aplicacidn @ de CP(E) en um
conjunto A de forma que P (f)=2(f°) si fy f° son p.e

E jemplo

La aplicacidn A :CP(E)—» K tal que A (f)=0 si f no es homologfa, y
A(f) es la razdn de homolegfa en caso contrarie, es en virtud del

e jemple 1.,1.9 un invariante proyectivo, que es suficiente para la cla-
sificacidn de homologfias de CP(E) |

Definicidn

Un sistema completo de invariantes (proyectivos) es uma coleccidn
(éh}...,_§;) de invariantes tales que j?i(f)=,§;(f') i=1ly0009'S
implica que f y f° son proyectivamente equivalentes., El sistema se
dice irreducible, si (.éi,...;j?s) - (£§i) ya no es sistema completo

de invariantes para i=l,..e9S o

1.2.4

La solucidn completa del problema de clasificacidn proyectiva de corres-
pondencias consiste en determinar un sistema completo de invariantes
(_@lg..., 5;) y una coleccidn ] de matrices 3J de Jordan de forma que:
Dado f ¢CP(E) pueda determinarse a partir se §l(f),..., égs(f‘) ufma
matriz aide Jordan talque Ng(f)=[3]para cierto sistema de referencia
proyectivo & de E,

Por otra parte, en virtud de 1,1.,7, si dos correspondencias proyectivas
admiten representaciones de Jordan [3] Yy [37] entonces son proyecti-
vamente equivalentes, si y solo si lo son [3] y fi{l Asf pues interesa-
rd dar criterios practicos para recomocer cuando [D]yfbi}son De®

Para establecer el teorema general de clasificacidn de correspondencias

proyectivas, son aun necesarios algunos prerequisitos:

1,3 Seme janza de polinomios
1.3,1 Preliminar
K[f] denota éomo es habitual el anillo de polinomios sobre el cuerpo

.K en la variable t .
Si Ve K[t] -fDVM/ AérK-(07 se denota por ¥ al polinomio

N 4 (t)=/\msﬂ (t/A ) siendo m el grado del polinomio .
Si por ejemplo ‘f(t)=tm+am_ltm-l+...+alt+ao , entonces se tisne
).59(1:)= tm-l-).am_ltt“':f.....'-/\“'lﬂl 7+ A%,




LN parcticular, Si #J: a es ;f=ao sy S1 \P(t)=t+ab es )?(t)=t+,*ao.

)
No es dificil establecer las siguientes propiedades:
Teorema
Sea Y& KLt]-‘O] ’ A& K -in. Se verifica entonces:
= éK - 0 . .
i) Jyj’ )(/‘50) para ué¢K -0 1‘~f=>0
ii) Si ¥ es monico de grado m, entonces ¥ es monico de grado m
iii) si ¥P= Pl"' Sor entonces A‘70=} ASol...‘ A%r . Em particular si p es
polinomio primo, también lo es P, -

iv) si p =pTl..,p:r es una descomposicidn ds yJ en factores primos, enton

m .
ces )P =Apll...Ap:r es una descomposicion de Y en factores primos.

Demestracidn: ‘
Los apartados i) y ii) son evidentes, Probaremos iii): para y7= F&‘yz
sim, m, y m, son los grados respectivos dekf,\fl y ?2 se tiene
m=mtn, v P1(8) P,(0)= 4" (8740 A2 P, (6/ 4 )= AT p(s/) )= Lip(e).
La afirmacidn iv) se deduce ya trivialmente de iii),

1.3.3 Definicidn

N Dos polinomios ‘P, % & K[t}*se dicen seme jantes si existe J:eK-{Oftal
que } = AP . °¢ denomina a A razdn de seme janza.
Proposicidn
La relacidon de semejanzzdefinida anteriormente , es relacidn de equi-
valencia en K[(t] -{0), e denota por ¥Kft] al conjunto cociente,
Demostracidn:
Es inmediata a partir de i) de 1,3.2
Observacidn
si pet"ta _ t"M4.iiba téa, , = t4b " T4...4b t4b_ son poling-
mios seme jantes de razdn ,A ¢ K -105, entonces:

)Lf(t)=tm+/\am_ltm-l+...+ /\m-lalt-l- /\ma0= %(t) , Y esto equivale a

/&jam_fbm_j para todo j=l,eeeyme |
En particular los polinimios t- Al t-'Az (,\1#0) son seme jantes con
razon =/\l/ ,\2 .
Definician
Si S es un subconjunto de K[tl-|07, y AeK-10}, escribimos
,\S{ )Y/ &flé S}' o Dos familias S y S°de polinimios se dicen semejantes
si existe AgK- 0 tal que S’= 4S.
La relacidn antérior, es obviamente de equivalencia sobre las partes de
KTt]- 0 . Si SC‘K[t]-{D?, denotamos por S su correspondiente clase de

equivalencia,




2, TEOREMA DE CLASIFICACION DE CORRESPONDENCIAS PROYECTIVAS

En ssta apartado se desarrollard el programa esbezado en l.2.,4

2,1 Sistema completo _de invariantss

Se denotard com es habitual :X? y ¢?~ al polinomio caracteristico y

minimo respectivamente del endomorfismo lineal P de E (véase 2.3 y

3.2 cap III),

El siguiente resultado es crucial, y muestra la utilidad del concepto
de seme janza de polinomios para conectar el problema gque nos ocupa con
el de clasificacidn lineal de endomorfismos resuelto en el Capitulo III,

Teorema

Sea ? endomorfismo linsal de E Yy A «K -{0%h S8 tiene entonces:

XA?" )k 3 1i) ¢}f= Adf
Demostracion:
i) si £ es base de E y NA(P) A se tiens:
Tk (t)=dat(t1- AA)-dat(a*( 1 - A))= ) "*ld t( f I - A)= “Alc?(t).
ii) si w‘sK[t] y ea grado de \V es m se verifigan las equivalencias:
\p (,f\‘)=0<-—-—§ AT 50( Af )=0 <> \P(«\?)=D . En consecuencia, todo polino-
mio YéK[t]=- -{0] tal que $f(,Af)=G verifica y\+ (f)=0 , y,yf=; ¢ pa=-
ra cierto ;éK[tJ, y =, /\(,/ q,) A;A%A . En consecuencia Aﬁ»—ﬁ
Corolario
Las aplicaciones ¥X:CP(E) 5 f’=[_?]l—47 )Zf.= JX?&;K Ctl,y
g:cp(E)> f’=-L?’]4-=y ¢f‘= *j?é*K [t] son invarianates proyectivas de CP(E).
Demostracion:
Si f=[F], f'={?'json correspondencias proyectivas de E tales que f es

pee a f°, entonces existe a\e K-{0Y tal gue ?\es l.e A'?' y por tan-
to '2%= 1&f'= k», (respectivamente, ﬂ»-ﬂAf A“A') » por tanto

#‘2% N f, (vy ¢n- ¢A.) como queriamos demosttar.

Para establecer el teorema de clasificacidn se necesita aun del siguien-
te lema tecnico?

Lema

Sea p&K[t) de grado m , f endomorfismo lineal de'e y Ae K ~{o!, enton-
ces ra(p(f))=rg(,p(4?))

Demostracign

rg(,p(A F))= ra(A"p(?))=ra(p(f)).




Lol o<t

i

iggrema

Sea f=(?]ecp(E) con @z =pTl...p2r (orado de p; igual a Y;) la des-

~
composicidn en facteres primos del polinomio minimo de f., Entonces:
i)¥{pl;...,p } depende solo de la correspondencia f _ .
T i
y cada i=0, -V (p.)= EEﬁEijZ )
j 9 4 j ? Pi j \)'
L

riantes proyectivos en CP(E).

ii) Para cada p definen inva-

ii) E1 sistema de invariantes descritos en ii) constituye un sistema com=-
pleto de invariantes,

La correspondencia proyectiva f admite una representacidn analitica

]
¥ e,
de la forma: (3(5)}:[;,] respecto a cierto sistema de coordenadas

L wd, N
homogeneas [xi], siendo J una matriz de Jordan asociada al endomorfismo

lineal ¢ de £ (vease 4,4,3 Cap III)
Demostracidn '

*

i) Es una facil consecuencia de 2,1.1 ii), 1¢3.2 iii) y la definicion

1.3,6.

rg(pj(?)i) son invariantes li=~

\30

ii) Se deduce del lema 2.,1.3 y de que
neales (véase 4.,2.2 Cap 11I) .
rg(pj(f)l) constituyen

Vi "o

{ ’ ”
un sistema completo de inuarigntes para la clasificacion lineal de-

endomorfismos (4.2.2 Cap III).

iii) Es consecuencia de que los invariantes

Establezcames por ultimo un criterip practico para reconocer cuando

dos elementos de la forma [J] y Caf](donde 3 y'ﬁ * son matrices de jor-
dan) son proyectivamente equivalentes:

Notacidn

Recordemas que una matriz 5 de Jordan (correspondiente al endomorfis-

mo ?"de_3.1.4) es de la forma 3¥diag(3xpl);...;3(pr)), donde para

cada p,=p (m=mi, V= vi) es ﬁkp)=diag(c(p,kl);..{;C(p,ks)) siendo

MR 2 Ky eee2k >0 4y A(p). ,

2146

: N )
Cloak)=| "7 Ly agp)

con A(p) y- N, como en. 4,3,4 Cap III,

Denotando para cada )céK-{Uj, A(p)=A(,p) , convendremos en escribir
N

)3(p)=diag(c(gpokl)9-'oic(Aprks)) s Y 3=diag()3(pl)iop-gﬁ(p=))

En estas condiciones se tiene el siguiente criterio:

Proposicidn

~ ' A ~ . ‘
Sea f un endomorfismo lineal de E, y J una representacion matricial

~ A
reducida de Jordam para f , A'é K-{ol Entonces AJ es una representa-




son linealmente equivalentes.
Demostracicn:

) la descompasicidn en factores pri-

Sea ¢F pll...pr ( ' grado de p

J
mos del polinomio minimo de f. Utilizando 2.1l.1 ii) y 1.3.2 iv) se ve

m m . .
A = = l,eep T cad =lye0e =lgeee ., 88
que B 5= ,Bp =4p]leesplT , v para cada jal,e.e,r , dslyees,

a(p (MY | 1eGr AN (saee 20103

9. g/
As{ si J=d1ag(3(pl),...,3(p )) es la representacidn matricial -de Joi-
dan de f deducida (por 4.4.2 Cap II11) de los invariantes de rango,se
concluye que AJ=d1ag(J(Apl),...,J(Ap )) es la correspondlente a AP,
La Jltima afirmacidn es consecuencia de que AJ y AJ son dos repre-
semtaciones matriciales de )? s Y por tanto son linealments equivalen-
tas.“
Corolario
Dadas dos matrices de Jordan J y J°, entonces [5] es proyectivamente
equivalente a fizj si y solo si exists A 6K-f07‘tal gue Svy A5 son
linealmente equivalentes, En particular 5' se obtiene a partir de‘43
por permutacidn de cajas.
Demostraciadn
Es suficisnte observar que Eﬁ] €S pP.B. a [3f]si y solo si existe -*

"no nulo con AJ 1l.e a J°, Apliquese ahora la dltima afirmacidn de 1la
propoesicidn anterior.

La dltima afirmacidn del corolario es consecuencia del criterio de equi-

valencia lineal)l de matrices de Jordan dado en 4.3.6 Cap III,

E jemplo 2 0 0\ - Y20 O
A . A A, :
Si J= 1 20 = c L0 entonces J y J son p.ee.

0 o 1 g 1 1

. A A e (]
de heche se tiene que J° es l.,8 a la matriz J{ s 4 4 12
' e o sz

. 1
v 43 = 3] ve aue (0=t (61 v A=(eD) (= D = By
Observacidn

En general, cuando los factores irreducibles del polinomio minimo son
lineales (por e jemplo si K es algebraicamente cerrado), el criterio

practico para reconocer cuando dos m trices de Jordan son proyectiva-
mente eguivalentes, es que salvo permutacidn de cajas se pueda obtener
una de la otra multiplicando por un escalar no nulc los términos de la

diagonal principal,




2,2 Subespacios invariantes de una transformacidn proysctiva

2,2.1 Definicidn
Sea f una transformacidn proyectiva de E. Un subespacio A de E se dice
f-invariante(d invariante si se sobrentiende f) si f(A)c< A.
NOtese gue la condicidn anterior equivale a decir que f(A)=A, pues
dim P(A)=dim A.
Se tiense la siguiente caracterizacion:
Proposicien
Sea f=[?]éGP(E) , ¥ A=P(R) subespacio proyective ds E. Son eguivalentes:
i) A es f=invariante

ii) A es f-invariante

Demostracidn

i) =pii) Supongase A f-invariante, si 4 €« A-10QY entances (a]leAy

f([a])= {F('é)]eA , luego ?(3)5 A,
El reciproco se prueba de foema andloga.
Corolario

Sea f=[;j ¢GP(E). Los puntos fijos de f son exactamente los .puntos
a=(4) de E definidos por autovectores a de f .
Observacidn
a) La intarseccién de dos subespacios invariantes es siempre invarian-
te, sin embargo no puede dedirse lo mismo de la suma, como veremos
mas adelante en algun e jemplo. ,
b) Para cuerpos algebraicamente cerrados, toda transformacidn lineal
admite un autovector, es decir, toda transformacion proyectiva admite
alqu punto fijo.
Calculo de hiperplanos invariantes
Los hiperplanos ipvariantes de una transformacidn proyectiva f=[?] de
E son los puntes invariantes de la transformacidn dual

¥
£ 2 H—> f(H)e E*, ( vease 1.3 Cap X). En la practica el calculo se .

realiza de la siguiente forma: X
P :0
Si € =[£] es un sistema de referencia proyectivo con coordenadas x

A o n
las ecuaciones de f se escriben de la f‘orma:[ﬁ(f )-]'—‘ [ i ] (1)
Xe. x

t

A LA
siendo A=N€(F). S5i u°x°+...+unxn=0 es un hiperplano H de E, la ecua-
cion de su transformado H’es de la forma u;x;+...+u;x;=0 s, Y se obtie-

ne sustituyendo en la anterior scuacidn cada x; Ppor sw valer a partir

. , , ' Lo
de (1) en fidncidn de xj, es decir, tomando u=(uo""’un) y X = ; >




se tiene: H:(u x = 0) y H:(u A "x’= 0) por tanto u’:=u A"t & bien
u u’ u
fom Yo . A .
(A l)t (: 5]: {jq:}. La invarianza de H se expresa ((A l)t
u, u .
u Aug
6 de forma equivakente {ﬁt (';u): para cierte A& K=0J.
N u xu
n n

Es decir los hiperplanos invariantes H se ebtienen a partir de los

~t
auvtovectors de A°,

Clasificacion de las homoqrafias de.una recta proyectiva

é\=p(3) es uma recta

proyectiva sobre el cuerpo

Ke
Definicidn
Una transformacion proyectiva f<€ GP(4 ),ffid se demomina:
a) Hiperbdlica, si tiene unicamente dos puntos fijos
b) Eliptica , si no tiene punteos fijos
c) Parabdlica, si tiene unicamente un punto fi jo.
Obserraciones
a) Los conceptos de transformacidn hiperbdlica eliptica y parabdlica
son invariantes proyectivos, es decir, si f es de alguno de estos ti-
pos y f° es p.e, a f entonces f° es del mismo tipo que f. Esto es con-
secuencia de que si F es el conjunto de puntod fijos para f, y
£ ‘=q.'f g:-l » 0£GP(AQ) , entonces F’=q(F) es el conjunto de puntos
fijos para f°,
b) Si el cuerpo K es algebraicamente cerrado (por e jemplo K=C) entonces
no existen transformaciones elipticas, Esto es consecuencia de 2,2,4
c) La clasificacidn de homograffas en la recta proyectiva A descrita
en 2.3.1 es exahustiva si se excluye la aplicacidn identidad,.
En efecto: 3i una transformacidn proyectiva f de 4 tiene mas de dos
puntos fijos, por el primer tecrema fundamental de la geometr{a prayec=-

tiva, se concluye que f es la identidad,

La clasificacidn de transformaciones proyectivas de Aﬂ., puede hacerse
por tanteo 'de forma.exahustiva estudiando la clasificacidon de cada uno

de los tipos descritos en 2.,3.,1

Teorema
Sea f=[?]eGP(ZS) una transformacidn hiperbdlica con puntos fijosia,b‘.

Existe entonces una constante ,Xe K -fU? tal que si x ¢ 4 -(a;b}, se




!.3.5

verifica la equivalenciat f(x)=x'¢£7l§,b;x';x] =) . Be denomina

a {),’%ﬁyrazén de la transformacidn hiperbdlica.

Por otra parte dos transformaciones hiperbdlicas son proyectivamente
equivalentes, si y solo si coinciden sus razones respsctivas,
Bemostracidn:

A~ A
Sea rxéA-{a,‘b). sea (3,b) la bass de 4 asociada al sistema de refe-

rencia proyective (a,b3c) de 4 . Se tiens entonces, por 2.2.3 que
A
a Yy ﬁ: somr autovectores de f asociades a autovlores no nulos.

A
Es posible elegir f de forma que ?(5):3 y ?(€)=.lg » ¥ las ecuaciones

[ R

Mandande bm(xoso) a infinite , y tomando en la recta afin D= 4-{b}

la coordenada cartesiana x= xl/xo (vease 2,1,8 Cap X) , las ecuaciones

de f/D son: /1 © 1 1’
(o )) (x)g(x)
y se trata ds una homoteéia de '..Acentro a y razdn A, as{ para xed-{l;b}-
es A =(a;f(x)5x)y =[a,b;f(x),x] .
Intercambiando los papeles de a y b se tiene para x&d=/(a,by

1 =[b;a;f(x);xj s ¥ respecto al sistema de referencia proyectivo

(byajc) f admite una expresidn analitica de la forma:

G )R]

La segunda parte es ahora evidente: Si f y f° son transformaciones hi=-
perbdlicas de razones respectivas () ,/\-J-'-(/ . \),\', ‘-A]-"(?' s Y ambas razones
coinciden, podemos supgner por ejemplo,A = ) y concluir por lo ante-
rior que f y f admiten ecuaciones reducidas de la forma (1) respec=-

to a ciertos sistemas de referenciaj por 1l,1.7 son prayectivamente e-
quivalentes, E1l recipraco se deduce inmediatamente del criteric de equi-
valencia proyectiva de matrices de Jordan establecido en 2;1:7; y gue-
da como ejercicie.

Defipnicidn |

Una transformacidn hiperbdlica de 4 se llama armdnica si su razdn

A

Jaloo

Corolario
Dos transformaciones hiperbdlicas armdnicas de 4 son proyectivamente

equivalentes,




Dos transformaciones parabdlicas de 43 son siempre proyectivamente e-
quivalentes,

Demostracidn:

Si f es parabdlica, y b es su Upico punte fijo, sea D la recta afin

A -!by. Se ve que £/D:D —>D no tiene puntos fijos, y es por tanto una

traslacidn que admite por ecuacidn x ‘=x+l respecto a cierto sistema de

(1\) _ (1 o (l)=(l)
coordenadas cartesianas x) » e decir 1 l) x x "

1l
o
Tomando las coordenadas homogeneas « correspondientes a (x (es de-

Y1 ooy x X7

Xl . (o] o
cir x= —~= ) las ecuaciones de f son l:( )( ) = [ ,)
Xq 1 1 X1

X
X
El resultado se sigue ahora des 1,1.5
Eétudiemos finalmente la clasificacidn proyectiva de transformacionss
elipticas solo en el caso real:

Teorema

Si f «GP(A) es una transformacion eliptica, existe un sitema de caor=-

denadas homogéneas y un &/ 20 tnico de forma que las ecuaciones de f

se escriben : (/0 -1\ /x4] x;
1 o (' >=»(x' denominamaos a & parametro de f,

L 1
En particular, dos transformacioness elipticas son proyectivamente equi-

valentes, si y solo si tienesn el mismo pardmetro,.

Demastracidn:

Tomando f=[?f], como f no tiene puntos Fijos,'?' no tiepe autovalores,

y el polinomio caracteristico de % es de la forma:
2/$,(t)(t-a)2+b2=t2-2at-l-(az+tt=2) donde b es no nulo., Para Ae K-0

88 A’Zf,,(t) 2)?'(t)= t2-2/\at $ )qz(az-l-l:nz) , y podemos elegir - de

-

. » A ’
forma que ,\2(a2+h32)=1 s Y =2)a =030 , Tomando f= ,\? , por el
teorema de clasificacidh lineal de endomorfismos se concluye que exis-

te upa base 2(30,;1) con coordenadas (:°> tal que las ecuaciones de
, 1
~ o -1 X Xq
f son de la forma = P
1 X X X
1l 1l
”
As{ las ecuaciones de f respecto a £ =|%¢] son [ 1

que es lo gque queriamos probar.

El resto del teorema es ya trivial,




Una transformacidn proyectiva f en un espacio proyectivo £ se llama

involucidn, si F2=id.

la calsificacién; proyectiva de transformaciones involutivas en la rec-
vien descrita en la siguiente proposicidn

Proposicidn

Sea f ¢ GP(AQ ) invelutiva, entonces:

i) 8i f es hiperbdlica, entonces es necesdriamente armdénica
ii) Si f es eliptica, su paramstro & es ntilo "~
iii) No existen transformaciones parabelicas inveolutivas en A,
Bemostracidn

El resultado es svidente a partir de las representaciones analiticas
reducidas dadas en (las demoétraciones de ) 2.3.3 23,6 Yy 2.3.7

La condicidn f2=id impone: 1 o 2 1 o
a) En el casa hiperbdlice , existe ke K-%O‘[con( )) = k(o )

o
1
y esto implica que A= 21,

0 - 1 0
b) En el caso eliptico , ) = k( para k ¢ K={0)=y & =0
1 o/ 0 1

la afirmacion iii) es esvidents

Notese en particular, que las involuciones distintas de la identidad

se clasifican proyectivamente en hiperbdlicas y elipticas

2.4 Clasificacidn de transformaciones proyectivas em el plano, -
Sea E=P(E) un plano proyectivo sobre el:.cuerpo K=R d C. Particulari-

zando a esta situacidn el teorema de clasificacidn 2.l1.4 y los crite-
rios de aquivalencia proyectiva de matrices de Jordan dados en 2.1.7
se puede concluir que para f& GP(E)-{id), existe un sistema de refe-

rencia proyectivo Ez(eo;el,ez;e) con coordenadas fki]respecto al cual

A xo
las ecuaciones de f son J xl =

X2 X

g

x r'd
X1
2.

A
donde J puede tomar los si-

guientes valores:

f es homologfa de base <%l,92) centro e_

y razdn A #0.

los puntos fijos (vease figura) son el punto
aD s ¥ los de la recta bass <él,e£7 « Las resc~
tas invariantes son las que pasan por & y Y

/
ademas, la recta base,




i u U

J={0 A 0 A,# )‘z
0 0 ) %

ez

f es una transformacidn proyectiva con puntos fijos 90;91;92 s ¥
rectas invarantes, las determinadas por dichos puntos
1 0 0
~ .
J =1 1 0
o 1} il . 24

f es homologfa de base la recta B=<bl;ez> y centro e, ., Los buntos,

1

fijos son los de la recta B, y son rectas invariantes, todas las que

pasam per el centro e
1 0 o

A

J=1 1 o© A2
0 0 A

f tiene unicamente dos puntos fijos e

<hl;ez> Y (eo;el>‘.

l.

15 92 y: dos rectas invariantes

1l 0 ]
A
J=/{1 1 0
0

e
1l 1

f tiene un dnico punta fijo , 82 y una dnica recta invariante

e1se, (que contiene al punto fijao)

M 0o o
J=(0 0 -1

2o

La transformacidn f tiene.un unico punte fijo e, ¥ una dnica recta
invariante ;<b1,92§ ( que no contiene al punto fijo)

Observacidn

Ndtese que la configuracidn geométrica del conjunto de puntos fijos,
cuande consta de mds de un punto, detremina el tipo proyectivae de 1la
transformacidn (2.4el, .2.8442," .27453y 2,444 )

Cuando sola hay un punto fijo, es preciso recurrir a su posicidn rela-

tiva respecto a la Unica recta invariante (2.4.5, 2.4.6 )

1




CAPITULO XII
FORMAS CUADRATICAS, CUADRICAS PROYECTIVAS

En este Capftulo £ denota un espacie
vectorial de domensidn ntl sobre un
cuerpe K de caracteristica distinta]
de dos. E=P(E) es el correspondiente

'espacio proyectivo.

X
- - o ”, s
Fijado el sistema de coordenadas ( 3) en E s Una expresion del tipo
X

. n
tQ =;i‘aixi (aie K) representa una forma lineal que = si no es iden-

ticame?te nula - da lugar a un hiperplano preoyectiva H de E ds ecua=-
cidn féjaixi =0 , Dicho hiperplano determina la forma lineal & sal=-
ve constantes multiplicativas no nulas, y la identifigacidn H e[ ¢

permite establecer una estructura proyectiva candnica sobre la familia

E“ de hiperplanos de E.

El objetivo de este capitulo consiste inicialmente en desarrollar un
esquema andloge para expresiones de la forma 6 .Zia x xj (aije K)
.'\-°

denominadas formas cuadrdticas, La ecuacién.:é:aiJ i j = 0 representa-
rd ahera lo que serd denominada una cuadrica en el espacio praoyectivo
E, y serd posible dar estructura proyectiva al conjunto GQ(E) de todas
ellas,

El estudio de la relacidn de ortogonalidad (polaridad) inducida por una
forma cuadrdtica (cuadrica) es el ingrediente geométrice fundamental

de esta teoria s Y prepara el camino para determinar expre31ones aha-
1{ticas reducidas. Este serd el ultimo tema del capitulo, que estara
planteado de la forma habitual, es decir, como un problema de clasifi-
cacidn geomdtricae

1, DEFINICIONES Y. RESULTADOS BASICOS .~

1. Formas bilineales Y cuadraticas, Cuadricas
l.1.1 Definicidn

A}

~ »
Una forma bilineal en E, es una aplicacion | —>» K que es lineal
~
E

respecto a cada componente, es decir, para ’ p) 7u € K ¢
£ QCAR #29,0)= AU(R,0) 4 £G(5,0)
11) (9, A% + )= 30(0,%) +48(0,9)

La forma bilineal se dice simétrica si 6(§,9)=ﬁ(?,§) para todoe X,y<E.




l,1.2 Ejemplos
o~ o~ ~ ’50 ~ yo .
Tomando E=P_ , para x =|: y={} se define:

~ P
3 (oY) x, v € K , 0P <4ndl

;:7

a) x
n n
Py nB(Q,?)f;_;—in_lyi_le K , 0<Lp< nil
A A3 e
P P 3 (Xyy)—y ~Z %5 (Vi + zf;xj_lyj_le K , donde ahora
. r=4 J':\)-“

es 0<p entl , y 0<vep,

Se prueba inmediatamente que ﬁf ( 0<p < ntl 0<vep ) son formas

bilineales simetricas,

Antl PO
Se denota a Q, " , directamente por Q, .

Qo ... a,
Fijada la matriz A = <

o _
:‘)con coeficientes en K , la

ahouol a

nn YQ
ﬁ A L) .
aplicacidn Q(x,y)= (xo;...;xn)m(/ ) es uma forma bilineal,
. yn 4

y es simétrica si y solo si la matriz A es simétrica.

Yo ’ :
Notese que Qg(x,y) = (x ,%...,3xn)-A( > siendo-/ 1la matriz dia-
)
Yn

gonal-A = diag(-l,' o'\)o) o 9=1,1, F.—'i)i 91)

1.1,3 Definicidn
) ~ A
Dada la forma bilineal simetrica § de E
asociada a la aplicacidn 4 :€5%- @

, se denomina forma cuadratica
(')l(,‘;() é K L]
Ejempls (continuacidn de 1,1,2)

v P

. A 2
La forma cuadrdatica asociada a Q: es a§(x)= -‘Zﬁ x§_1'+4f; X351
£V -j-

=
Proposicidn ’
Si @ es la forma cuadrdtica asociada atla forma bilineal simétrica 6
de f} se verifica la siguiente identidad de polaridad:
A(%,9)= = (4(x4§)-8(%)-4(§)) para tode %,9<E
En particular, dos formas bilineales simetricas en E‘coinciden si y so-
lo.si inducen la misma forma cuadrdtica.
Demostracians
Q(%49)=0 (547, %47)=0 (%, %) $28(X,7)48(7,9)=0(x) +28(%,9)44(9)
y de aqui, despejande 6(?;;) se obtiene la formula pedida,

La dltima afirmacidn ya es inmediata,

< A 2~ A 2
Teniendo en cuenta que q(A X)=Q( A%, A %)= A“Q(X,%)=A4(x) (J e K)
y la identidad de polaridad, puede establecerse de forma intrinseca el

concepto de forma cuadraticas




- lJl.6

1J1.7

“141:9

ii) La aplicacidn

Qefinicidn
Una aplicacidn a:E-—» K se dice que 8s uma forma cuadratica si
i) Para todo Ae¢K , %XecE es q(A%)= /\23(&\)
Q2 6,E3 (8, 3 (B(3#9)-4(%)-4(§))e K es una for-
ma bilineal,
La ferma bilineal ﬁ ~simétrica por construccidn- se denomina forma polar
asociada a la forma cuadrdtica 5§ .
Proposicidn
Si G es forma cuadratica y 6 su forma polar, entoncss a es la forma

A
cuadrdtica asociada a Q.

Demostracidn
A(%,%) =2 (§(280)-4()=G(R))= T (48()=28(%)) = G4(%)

Praposicidn

A ”~~
51 a es una forma cuadrdtica en E con forma polar 6‘, y F es subsspa=-
cio vectorial de (3 , entonces la aplicacidn ﬁA=ﬁ/E:?9 X—>8(%)<c K , es

A~
una forma cuadrdtica en F con forma polar Q-:F, Fa (%,9)— Q(%,9)< K

F
Demostracidn:
A A A AN A N 24 4 24 .
Notese que para X¢F ,' ) € K es QE(A x)=q(A %)= A“q(%)= qf(x).
Por otra parte, si §;9e-$ se verifica:
% (Gﬁ(§+§)-a§(§)-a§(9))=6(§J§X . Esto concluye la demostracidn,
Observacidn
N A A
51 ),/.eK q, .0,
son las correspondientes formas cuadrdticas asociadas, se define:
A LA ~ AR A P RPN a g oA '
a=4iil+ 0, de la formaA E(x,y)=,iul(x,y)ty«az(x,y)
~ _ - 12 (% A A
Q= )ql+/»q2 es tal que q(X%) )ql(x)t/«qz(X)

Se pruseba de manera totalmente trivial qus ﬁh es una forma bilineal

s q s . ~ A ~A
son formas bilineales simetricas en E, yfql 9,

simetrica con forma cuadratica asociada a.

Por otra parte’t, con estas operacionss sl conjunto de formas bilineales
simetricas, y el de formas cuadraticas sdbre E, son espacios vecteriales,
y se denota a ambos por el simbolo Q(E). La razon de €sta ambigtiedad
esta en la siquiente proposicidn, cuya demostracidn estd contenida en
este mismo epigrafe: n

Propesicidn

La aplicacidn G-A»ﬁ que hace corresponder a cada forma cuadratica su

forma polaf, es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales,




selell UETinicion
.~ Una cuadrica q de E es un-slemento de la forma q=[6] donde § es una
forma cuadrdtica (no nula) de E.
El conjunto de cuadricas de E, es el espacie proyectivae P(Q(f)) construi

do sobre 8l espacieo vectorial Q(f), y lo denotarsmos por Q(E)7

Notese que una cuadrica viene determinada por una forma cuadratica no
nula, y dos formas cuadraticas determinan la misma cuadrica si y: solo

si saon proporcionales,

Cono isgtropo, Puntos de una cuadrica
Definicidn

Un vector QesE s8 denomina isdtropo respecto a la forma cuadratica
dea(E) si §(X)=0.
Proposicidn

A ~ ,~ ”~ N ’
8i x¢E es un vector isotropo respecto a gq<Q(E), entences AXx es isd-

tropo respecto a la forma cuadrdtica /ua s, para todo A {f.el(.

Demostracidn:

Notesa que (,ua)(.&2)=/k.$26(§)

Definicidn _

i) Se denomina cono isdtropo € de la forma cuadritica 4 €a(E) al conjun-
to de sus vectores isotropos. Es de-bir £=\{_>'<‘é€ / 6(£)=0L£ .

ii) Se denomina imagen de la cuadrica q=[€]éQ(E)kal conjunto

im q =C ={(X1¢€E / §(%X)=0Y . Los puntos de im g se denominan puntos de la
cuadrica,

l.2.,4 Observacian

Ndtese que en virtud de 1.,2.2 la definicidn 1.2.3 ii) carece de ambi~
glisdad, es decir, el criterio para decidir si un punteo x=[i]éE es pup=—
to de la cuadriva q =(§) es independiente del vectsr x slegido tal que
x=(X), y de la forma cuadridtica q que verifique g=(4§)].

Ejemplos

En el espacio proyectivo P (R)/determinemes el cono isotropo de la for-

1
A
ma cuadrdtica 6\(en Pl) y la imagen de la cuadrica q=[a] en los siguien-

tes casos?
2, 2 . . - . 2, .2
1 = -xo+xl « La ecuacion del cono isotropo es -xo+xl=0 s ©s decir
I.::o
! Y42, 0 (-xo+xl)(xo+xl)=n. As{ el cono isotropo es la

unidn de las rectas ve::'cs:yr:!.ales---xo-l-x]:_=

y x0+xi=0 o La imagen de la cuadrica es




im0 =f1510(3)
ii) Tomemos 6(:;)=x:+xf

vector nuko , y poe tanto img=f# .

. La ecuacidn x§+xi=0 da lugar udnicamente al

X N V4
iii) a(;:)= xz « E1 cono isdtropo esta formado por la recta vectorial

xa=0 , que da 1ugar a un Unico punto [?J para im q ,

b) Analicemos ahora la cuestidn andloga em PZ(R) para q=[a] en los siguien
tes casos: %o 2 2 2
i) (%)= qx, =x_x ¥x, La ecuacidn del cono isdtropo y de los puntes
' . 2, 2, 2 _
de la cuadrica es -x°+xl+x2=0 » ¥ estan re=-
S / presentados en el cono de la figura. Notese:
gue si mandamos al infinito 1la recta xb=0
la representacidn de im q en el correspon-
diente plano afin (x°=l)' es unacircunferen-~

cia®,

ii) si q(x)=x:+xi+x§ , Claramente im q =§

iii) Pongamos q(x)=-x2+x2 . La ecuacidn (=-x_+x.)(x_%x.)=0 da lugar al
Yo o 1 o 1 o 1

par de planos vectoriales representados en
la figura, que definen dos rectas proyectiwvas

en E , cuya unidn es im g

!
iv) q(x)=xo+x « E1 Unico punte de la cuadrica es el punto (BJ

1l
v) q(x)=x§ . im q es la recta de scuacidn x,=0 , que da lugar a un

%o plano vectorial (doble) en € como aone i-
g P . satropo de §.
4._/__/ “

. v,
1.3 Ex resifhes analfticas
1.3.1 Sea %=(€o“"’3n) una base de E y £=f€] el sitema de referencia pro-

X
yectivo inducido en E, Se denota por'( o), [*3} los correspondientes
Xn Xn

I~
sistemas de coordenadas inducidos sobre E y E respectivamente,
Al ~<
Fijemos ﬁ forma cuadrdtica no nula sn E, y sea Q@ su forma polar, q=[q]

8s la correspondiéente cuadrica en E
A

Proposicidn

Ld . 'y ~ ~ ~ 3 |
En las hipotesis 1,3.,1, si Q(ei,ej)=ai i, j=0yeee9n o se verifica pa-

J




b
R 0

6(5,6)= é—q a, .a.b = (ao,...,an_)f\(f siendo

[ = 1J 1 j
L, y=a
) bn

Demostracion

\
Utilizando la bllinealidad de D sg verifica:

Q(4,b)= Q(.fLa i ,.Z;b )= Zﬁla b Q(e ,e )= Ziqa h.a

N J ) ve 4, e i iy °
Corclaria
La forma bilineal a queda univocamente determinada por la matriz (simé-
trica) A=(aij) con aij-Qfe ,e ) i,j=0yess9ne Se denamina a A matiriz

de Q respecto a la base & , y se escribe Asmg(a).

Benotando por xQ(ﬁn):al espacio vectorial de las matrices simétricas de

orden n+tl, resulta qus la aplicacidn .Q(E)h—a a(P ) es un isomorfise

mo lineal, En particular dim Q(E)= (

Demostracidn:

La linealidad de Mz es svidentej si Mi(a)=0 s la formula de la prope-
sicidn 1.3,2 muestra que 6 es identicamente nula,

POr otra parte, fijada Aé’Q(sn) s la formula de 1.3.2 define una forma
bilineal simétrica Q que tiene a A por matriz asociada (Respecto a £).
Finalmente la dimensicn de Q(an) (igual a la de Q(E)) se calcula tenien=-
de en cuenta que si Sij (i=j) es la matriz de Q(Pn) que tiene todos los
coeficientes nulos escepto el que ocupa el lugar (i, j) vy el (j,i) que
tiene valor la unidad, entonces la familia { S ij / i=j § constituye

yna base de Q(P ) que consta de 142%...4n+l = (i4l)(n$2)/2

Corolario

En las condiciones 1,3.1, si M (q)-A=(a ) s, entonces para cada a¢E

se tiene q(a)- éiaaij}i(a)xj(a)

J=o

Se conviene en escribir entonces ' . . d tambien:

7~ \ P
g= (Xo,ooo?xn)} A (:

Observacidom

N
La expresién anlfitica anterior ﬁ= gf,aijx j puede escribirse en la
')J'= .

forma q = 2 ééda x + Zioa . Q, X.X
A¢J 1 Fzo \ﬁj lj i \j

qij = 2 3 g si 1£J s Y Gy = a5, .

s donde

Rec{procamente , fijada la forma cuadratica por su expresiodn analftica

q = Z, qijxixj , su matriz A respecto a € es de la forma:




9%a * o1/2°°° -qcm'/2

A= | %1/2 Fypees 9/2
qon/2 qln/z"' 9nn

Definicidn

En las condiciones 1,3.4 ¥ 1.,3,5 se dice que (xoy...;xn)

6 bien ;Z

/ X. X,
’s] 93 5%1%;

X
n

=0 es la ecuacidn de la cuadrica g=[(qJ.
Notese que dicha ecuacidn representa la scuacidn implicita de los pun-
tos de la cuadrica, y viene determinada salvo constantes multiplicati=-
vas no nulas,
£ jemplos
Tomando E = Pn(K) y siguiendo la notacidn establecida en 1.1.2 y l.1.4
podemos denotar por qP a la cuadrlca [c'ff] (0< pgndl , 0495_2‘-0 )y
tiene por ecuacidn: = éi,x 21 + zz xJ L= 0.

’ P 4 "’;
Notese que q, = qﬁv o

Cambios de coordenadas

J ‘e Vel

En las condiciones de 1,3,1 , sea ahora Z _(e ,...,e ‘) otra hase de
X ,

E con toordenadas (

?) s, Yy ¢£°'= [£°] el sistema de referencia proyec=

X! ,

X _

tivo inducide con coordenadas {?i‘l. Supongass E;,EP siendo P la ma-
X )

triz cuadrada no singular de cambio de base, En €stas condiciones ss tie

ne:

Teorema

Fijadas las hipotesis 1l.,4,1, si ,(q) = A , entonces N«,(q) P ‘AP,

4

Demostracidn: X Xq xa
Por una parte se tiens @ (5 ) =P (,§'> y ademds q =(x°,...xn)‘ﬁ

X
n xn xn

sustituyende formalmente en &sta dltima iqualdad las xj en funcidn de

las x{ por 8l cambio de coordenadas se obtiene:
Xy
.. T A
(xo,...,x;)P R P ( = q de donde se concluye la tesis,

,
X
n

Como consecuencia inmediata se obtiene el siguiente resultade:




1,4,3 Corolario

En las hipotesis de l.4,1 , si (xo,...xnx A es la ecuacidn

de upa cuddrica en el sistema de coordenadas (xi), entonces
4
Xo )
(X',...;x') PtA P : = 0 son las ecuaciones de la misma cuadrica en
[») n ,
X .

n %o -1{%o
el sistema de coordenadas L= P t
X X
n n

Comentario

fMds adelante probaremos que cualqu%er cuad:iﬁg real admite una ecua-
cidn reducida de la forma g/ (- ﬁ; xi_l +-f§'x§-l = 0) respecto a
cierto sistema de coordenadas homaaéneas. o

Definicidn

En las hipotesis 1,4.1, una forma cuadritica a se dice no degensra-
da si det A £ 0 , siendo A= Né(a).

Si a es no degenerada , se dice qus q=[ﬁ] es cuadrica prdpia.
Observacidn

La definicidn anterior es consistente ya que el caracter no degenera-

do de q no depende de la base concreta ¢& utilizadas Si €= & P

como en 1l.,4,1 vy NE,(q) =A’, se verifica por l.4.2 que A‘=P°A P s Y
det A’=(det P)2det A , as{ det A =0 ¢ det A’=0 .
1J4.5 Ejemplo

La forma cuadratica 85 de 1.1.4 es no degenerada si y solo si e =n+l,

2, ORETOGONALIDAD., POLARIDAD

En este epigrafe se trabaja con
una forma cuadrdtica fija g sobre

E . a denota su forma polar.

2.1 Ranﬂ )
2.1.1 Proposicidn (definicidn)

A partir de la forma cuadriatica a s ¥ fijadoe a ¢t se define
6’(5):292»—' a(é,i)é K . Se tiens:

i) La aplicacidn a’(a) es lineal para todo aef

ii) La aplicacidn a':Eysau—wla“($)£'E* es lineal, Se denomina aplica-

cidn lineal asociada a la forma cuadritica q.




La demostracion es elemental si se tiene en cuenta la definicidn

1.1.1 de foema bilineal.

- 2,1,2 Observacian
Aplicando la notacidn "ambiglla™ para espacio dual (1,1.5 Cap II), se
verifica la identidad: |
0(5,6)=(8%(4)/6)=(8/8* (®))

para todo a , b ef .

%2.133 Teorema

i) La aplicacidn Q(E) 39— Q< FL(E,"EW)‘ es una aplicacidn lineal

ii) si €=(30,‘...,€n) es base de £ y Y

D
£ s su base dual entonces

A
Ma(@)=mz 20 (@7)
Demostracidn

~ » .
i) si al,az€ Q(E): )i, )b €K , vy Q, denota la forma polae correspondien~

i
te , para todo Se’E se tiens:

A

Ay ¥\, ~ £y A -~ (A ~ = A ~ ~ ~ o~ _
(5,074 2,00) (3)/B)=( A 0,4 A0,)(4,b)= 2,0, (3,b)+ 4,0,(5,b)=
=€,Alai(3)+ A26;(5)/6) para tode b E,., De agui se concluye i),
i$#) Teniendo en cuenta la identidad de 1,1,11 Capll referente a bases
Th %o R a"k\ p
duales, si £ , se tiene para A=( - - - =M,(q):
€
W W i
Qe fe,)x,= £ Qs /e )

Como consecusncia de este resultado , resulta consistente la siguiente

n

[y

x,= 2
i

ra, X,
ll‘:‘o ij 1

L=2p

THoA > au g A
a*(8))- Z, (& (8,)/8,)x, =

L=e

definicidn:
2,1.4 Definicidn

Supongase G # 0 , y g=[4)s
i) Se llama radical de 3 y se denota por rad a'al nucleo de la apli-
cacidn lineal Q¥ asociada.

ii) Al conjunte P(rad G) = rad q se denomima conjunto de puntos simgu-
lares de la cuadricé.

iii) Se denomina rango de la forma cuadrdtica G (rg § ) y de la cuadrica
g (rg-q ) al rango de la aplicacidn lineal 6':EL—~ £,

iv) A la correspondencia proyectiva ’=[ﬁfk€E ~ rad g —y E sy se denomi~

na correspendencia de polaridad inducida por la cuadrica q,




24145 Consecuencias inmediatas

A ~
i) i € es base de E y Mg (9)=A , q =[aj:entqnces rg q= rg g = rqg A

En particular se tienen las equivalencias:
. A
a no degenerada «» q cuadrica prdpia avdet A £ 0& Q* isomorfismo lineale

&rg q = rg“;a =n+l ¢ rad Q=0e&rradq=4¢ .
X

0
ii) si (xo;;.iﬁxnﬁ A (in)=0 son las ecuaciones de una cuadrica q em las
' X

coordenadas“[xi}, las ecuaciones del conjunto de puntos singulares son

Xe A
A!. <:\ )= 0 .:
xn

A
iii) Como rg Q¥+dim(Ker a¥)-=-n+1 sae tiens la formula:
rg q + dim (rad §) = nél (1)

Teniendo en cuenta que rad q = P(rad §) y dim(rad q)= dim(rad §)-1 :
rg q $dim(rad q) = n (2)

iv) Ndtese que rad gqcim g ya que si a=[A)érad q ,"'ea-:/é:érad.ﬁ y se tie

ne 0%(4)=0, por tante §(4)=0(4,4)=(8%(8)/4)=(0/a)=0 , y acim q .

. 2,1,6 Ejemple
El rango de la cuadrica qf={65] (1.3.7) es igual a f » yagque P es
el rango de la matriz A= diag(-1, .°J . ,-1,1, ©-¥’.1,0,. . .,0)

Vd A
Ngtese que las ecuaciones de rad rad son X,,.=0
q q y q j*]. }j-‘:P ,ooo,n

2,2.0rtogonalidad y polaridad, Definiciones

2.2.L Definicidn

i) Si 'é,?t\ieg se dice que a es ortogonal a /t; (respecto a q) =i a(ﬁ,??:—)-:(),
y escribimos 3.}_’5 . |
ii) si a=(4a], b=[&)e.£ , se dice gque a y b son conjugados (respects a la
cuddrica q) si 41b (respecto a g) y se escribe alb

2.2.2 Observacidn
Ndtese que la parte ii) de la definicidn carece de ambigliedad, pues
sia es ortogonal a G.respecto a a, entonces N4 es ortogonal a’/«a

respecto a kR q para todo A ,'/a R X3 K- 0.

2.2.3 Definicidn (proposicidn)

2~ ~ Al P
i) Si’S es subconjunto de E, el conjunta S ={3£E / 215 para todo S<¢3
Fa)
es subespacio vectorial de E y se denomina subespacio ortogonal a‘@,

ii) Si S es subconjunto de E, el conjunto S={a ¢E / als para todo se S}t

es subespaciec proyectivo de E, y se denomina subespacio polar de S




Si Q,Gés s/ 9. € K se tiene para todo geg*

m(/\%-l-/,«’ﬁ ;§)=)6(3‘,‘§')+/~’ﬁ(3 s)=040=0, luego ., /bes

ii) Notese que si SCE se puede construir unm uUnico Sc.E tal quse
S s{[s]/ $¢5- 0} (brevemente,‘S=P(5)), y se verifica S =P(SJ).
Proposicidn

i)‘EJ's rad G ii) E%= rad q

Demostracidn

A
aé

{
=]2e® / Q(5,%)=0 YRet]={dc¢
)

ii) Es inmediata a partir de i

i) Ndtese que rad q = Ker-ﬁ* =

El siquiente resultado relaciona la ortogonalidad respecto a la forma

cuadratica q con la ortogonalidad dual establecida en 3,1 Cap II:

=+

2 2.5 Toerema
Sea S subcanjunto de £ , y Q 'E-#»E* la aplicacicon lineal asociada a q

se tiens entonces: A = Q (S) = (6¥)-1(5 )

N
Demostracidn

A & . . .
Sea a¢E , se tienen las equivalencias:

A PS A ~ A
4657y U(4,5)=0 VieS & (8/0%(8))=0 VeSS b0 (5)”

4e8reng(s,8)=(0%(5)/5)=0 V 5 5e 0¥ (8) e sV 2¢ (@)1 (5¥)
Corolario
Sea A subespacio proyectivo de E , Entonces:
Y e dt () = (@)Y
Demostracidn
sea A =P(R), se verifica:

. w w
At =p(RY) =P G*(A)Y) = p(&* ()" =[a*(p(R))] =a"(a)"™:

La etra iqualdad se prueba de forma andlega

2,3 ProEiedades operativas de las relaciones de ortogonalidad y Eolaridad.
23,1 Convenio de notaciones

Para simplificar la exposicidn, describiremos de forma simultdnea las
propiedades de la relacidn de ortogenalidad y de la de polaridad sa-

gun el siduiente convenio de notaciones:

X denota indistintamente al espacio vecteorial E~6 al proyectivo E,
Si S es subconjunte de X, se denotard per s+ al subespacio ortogonal
respecto a a s si XQE , 6 al subespacioc polar respecto a la cuadrica g

si X = E, En general las demostraciones ss sfectuardn solo para el case




¢ ue vuwu A —e Oa  GULEALLUHe
Las reglas de manipulacidn del operador . pueden sistematizarsawen”
los siguientes puntos:

“2f3f2 Si1 S y T son subconjuntes de X, entonces ScT 5L='F¢

Demostracidn : inmediata

2,343 Si S es subconjunto de X , entonces s4 = ¢y

Demostracidn:
Tomemos X=E , Como S € <¢SY> por 2,3,2 es st> <S>"l
Reciprocamente, si a¢ Si s entonces para s € § exiaten sl{..l{sré S

Al,’..'.';,‘/\ K con s-Z,Alsi » Y se tiene
Q(a,s)-Q(a,é,\ Sl)== é_ /\ Q(a,s ) =0 . Luego ae (57 o

2=
2.,3.4 Siuy W son subespacios de X ; entonces (U+V) ur\U
Demostracion:
, 1 4
Como Uc U4V y W< U4V se concluye por 2.3.2 que U N \I'LJ {usv)
A
Por otra parte (tomando X=E) si ac¢ u*N v* entonces para uel , ve&v,

Q(a,utv)=0(a,u)+q(a,v)=040=0. Asi as< (U-HI)'L

Si Uy V son subespacios de X entonces (Uf\u)JC.U¢4wi
Demostracign: Elemental
S U es subespacio de X entonces U< U4
Demostracidn: Elemengal
Si U es subespacio de X entaonces se verifica la formula:
dim U 4 dim U™” = dim X ¢ dim(X™N u)
Demastracidns
Supongase X=€. Aplicando la fdrmula de dimensiones a la aplicacidn li-
nedl ﬁ*/u : U-—a»ﬁ‘(u) » ¥ tenienda en cuenta que
ker(a’/u) = (Ker ﬁ‘)(\u = Eﬁﬂ U, se tiene:

dim BY (V) ¢ dim(F4A U) = dim U (1)

Por 3.1¢4 Cap II se verifica: dim ﬁ*‘(u) # dim 0*(U)” = dim £
Y por 2.2.,5 es ﬁ‘(u)w =u* , asi se tiense:
dim G (U)= dim £ - dim U (2)
Sustituyenda (2) en (1) se obtiene la fdrmula pedida,
(La demostracidn al caso X=E se obtiene ya de forma automdtica)
Las propiedades que siguen, de
2.3.8 a 2,3,11 son vdlidas solo cuan=-
do la forma cuadrdtica q es no degene-

rada,es decir, la cuadrica g es propia.




-~ PG W U UUSOHNGWwAU UDT Le WAt U T Ul U = dim L

233f9 Para U subespacio de E: dim U 4 dim U4= dim E - 1

Las demostraciones son inmediatas a partir de 2,3,7, si se tiene em

cuenta que en este caso £t - 0 nyL = @ , pues entonces se verifiwva
. 2
dim(UNE*)=0 vy dim(un = =1 ,
Para U subespacio de X , es U= Ul¢ o
Demostracion:
Ndtese que por 2.3.6 Uec tu?l , y par 2.3.9 Uy u?* tiemen la misma
dimensidm,
: . , . L S S X
Si Uy W son subespacios de X se tiene: (UNV)” = U U

Demostracidn:

Aoliquemos 2.3.4 a los subespac:i.o_ea_!J."L y V.‘L s S8 tiens entonces:
QU%%U*)J =~Ulﬁﬂ v = unv (por 2.3.,10) . Aplicando a los dos miem=-
bros el operador 4 gqueda , nuevamente por 2.,3.,10:

(U 0L )= (U 4ud)=(un vyt .

EX resultado iv) del siguiente teorema es conocido con el nombre de

teorema fundamental de la polaridad:

243,12 Tearema
i) S a es un punto de E no sinqular para la cuadrica q ( es decir

L

a< E= rad q) entonces a es um hiperplano H de E, Se dice entonces

que a es el polo de H 4, 6 que H es la polar de a.

ii) La aplicacidn E=rad g3 a» a e g” es una correspondeﬁcia proyec—
tiva vy coincide con Q¥=I6?]:E-rad q»—a'E* .
iii) Si A es subespacio preyective de E entonces Q*(A)z(Ai)“J:

iv) En particular si la cuadrica q es propiay a<«E es el polo del
hiperplano H, esntonces QY (H)= a* , es decir:

Wi as polares de los puntos de un hiperplano H son justamente el conjun=-
to de hiperplanos que pasan por el polo de H"

Demostracion:

i) Es consecuencia inmediata de 2,3,7:
Como a€ E- rad q, es dim{{ajnE )= =1 vy se tiens
dim a & dim a? = dim E - 1 , y dim a%= dim E -1 .

ii) si a =[4], la forma lineal ﬁ‘(&) tiene por subespacio anulador
ﬁ»(%)w = at ya que (ﬁ‘(é)/§)=0¢? Q(a,e)=06&» el a , Esto prueba ii)
iii) €s consecuencia de 2,1.,5 y de la prepiedad Lu2= id

L Al _ oyt

iv) Ndtese que si a* =M , por 2.2.10 es a= a

o (W)= x>/ xe W) = a¥ ={ucE”/ acHT,

s ¥ por tanto




Dos formas cuadriticas ( d cuadricas) se diran equivalentes si admiten
una misma expresion analitica formal respecto a sendos sistemas de
coordenadas adecuadamente elegidos.

Plantearemos el correspondiente problema de clasificacifin dede el pun=
to de vidta de la actuacidn del grupo de transformaciones, y lo resol=-

veremos en el caso real y complejo;

Equivalencia lineal y proyectiva

A’ 4 L4
Sea £ espacio vectorial y E =P(€ ) el correspondiente espacio proyectivyg
Proposicidn

A A ~, . -
Sea f¢ E—> E" una aplicacion linealy
i) Si 9° es una forma cuadrdtica en £’ con forma polar Q° , entonces
~ AR AL A, ~ ’ ~
g=f (qd7)=q°, f, es una forma cuadratica en E cuya forma polar es

A A ,
:EE 2(4,0)— 07 (F(2),F(B))e Kk .
’ A A, A .

ii) La aplicacign f“-:Q(E )—>Q(E) es lineal

Demostracidn:

i) La aplicacidn Q" definida en i) es claramente forma bilineal simé-
~ (~ VA P

trica y Q(5,3)= 0°(f(8),7(3))=(5".%) (3).
L A,

ii) si 9;»9, Q€ ) . /\1,‘/\2&K entonces
FEOAAF A8,) (=0 a7+ 4,87) (F(3))= A (8].5) ()% 4,(3;.%) (3)=

. /\# A s Yo, A
CAT(6))+ A7 (3)))(2)
Proposicidn
. an Ao -~ 4., A, .

Si P:E~—>E", QE = E son aplicaciones lineales, emtonces

| ) 4 2

.'.g*. Ademds ()?’)= p) a4 para todo Aé& K.
En particular si ?:éh—#f' es isomorfismo lineal se verifica que
?“EQ(E')h—# Q(g) es isomorfismo lineal con (?*)-l=(?-lf¥
La demostracion es elemental,
Traduciendo estas ideas al lenguage praoyectivoc se tiene:
Corolario

~ A ~, ’
Si f=[ﬁ]:Et——»E es una homografia , la aplicaciogn
4 4 4 4 A 4 - .
f*;[$£j:Q(E )®q="1g Jpa;f*ﬁq )=[F£(ﬁ )]é Q(E) es homografia,.
Ademds si g:E“—~E’" es otra homografia entre espacios proysctivos
* # - -

se verifica (g.f) =f .‘ﬁ. En particular (f*) 1==(f‘ 1f* .
Demostracidn:s

Como () ?’)*; )zf’*, la definicidn de f carece de ambigliedad. Las demas

afirmaciones son triviales a partir de 3,1.2




Volviendo a la notacidn 2.3.1 , y escribiendo G(X) Para expresar el

grupo GL(e) o GP(E) segun sea X=€ 0 X=E , ss tiene la siguiente defini=-
cidm comuns

Corolario (definicicn) :

La aplicacidn G(X), Q(X) > (fyq)—> f#(Q)éQ(X) establece unma actuacidn
por la derecha del grupo de transformaciones sobre el conjunto Q(X)
(de farmas cuadrdticas de E, si X=€£ § de cuddricas de E si X=E).

Dos elementos q,q € Q(X) se dirdn equivalentes si existe f& G(X) tal
que'q'=f#(q). La relacidn es de equivalencia; 3i x=f£ se llama equiva~-
lencia lineal de formas cuadrdticas, si X=E, equivalsncia proyectiva de
cuddricas,

La demostracidn es inmediata.

Prapaosicidn

Bos cuadricas q=[6], '=L$f] son proyectivamente equivalentes si y solo

”~ o,

si existe A4 €K- 0 tal que § es linealmente equivalente a A7q

Demostracidn:
Si fs[?]éGP(E) se tienen las equivalencias:
’ ~ rd - A A rd

P¥(a)= o[ F¥(8)]=(37] Existe A& K-70}con P¥(8)=15" .
El criterio analf{tico para reconocer la equivalencia lineal de formas
cuadrdticas es el siguiente:
Proposicidn

P oS D LN A A e > .
Sea & base de E ., Yos formas cuadraticas q y q° con matrices
Hg(ﬁ)=A ’ Me(q')=A' son linealmente equivalentes, si y solo si exis-
te P matriz no singular tal que A=PtA'P .
Demostracidn:

A ~ AR Ay A . N .
Sea P<GL(E) tal que £ (g°)=q . Las ecuaciones de f en el sistema de

P
coordenadas (xi) inducido por £ es de la forma:

x X
,,(-f) =(=.°> (1)
n\x

n
donde P es una matriz cuadrada no singular, Escribiendo:

xO
L

Al L4

g =(x]y ,» la composicidn qJf se aobtiene sustituyendo

\oo;;x;) A'
’

1 Xn

en la expresidn de q anterior las x} en funcidn de las x; por medio de

X
(1) , v queda: _ 4

o
Al 3 t L4 - t ’
q =f (q )=(x0,...,xn)P AP ) , as{ ng(a)=A=P AP
x.
n
El reciproco se prusba andlogamente,.




Desde el punto de vista analftico formal, dos formas cuadrdticas

Zi)q éi,q

son lineal mente equivalentes, cuan-
1¢‘ ij X3 j

ij X3 j

do ex13te un camblo llneal de coordenadas xl-j?: pijxj i=0,y0eeyn

de manera que la sustitucidn formal de las x{ en funcidn de las x, a
traudés del cambio de coordenadas en la expresidn de q° da lugar a la
expresidn anal{tica de q .

Si se trata de equivalencia proyectiva de cuddricas el criterio es ana-

logo si se hace caso omiso de las constantes multiplicativas no nulasf

Corolario

Dos formas cuadrdticas ﬁ yfa' de E son linealmente equivalentes si y
solo si existe /\ matriz simétrica,'g y 2' bases de E tales que
Nk(a)-mA.(q P EVANE

DemostraCLOn

Se obtiene de forma inmediata a partir de 1,4,2 y el criterio anlitico
de equivalencia lineal 3.1,6

Corolario

Dos formas cuadraticas en‘E linealmente equivalentes, tienen el mismo
rango

Demostracidn:

Si zﬁ. es una representacxon matricial comun para las Formas cuadrati-

cas q w q°, es rg 4= rgfl = rg §° .

Bases ortogonales, Representacidn matricial diagonal

La primera aproximacidn a la resolucidn del problema de clasificacidn

que nos ocupa, consiste-como es habitual-en la obtencidn de represen-
taciones apalftic,s reducidas respecto a sistemas de coordenadas ade-

cuadamente elegidos. En éste ep{grafe se probard la existemcia de repre-
sentacidn matricial diagonalrpara una forma cuadrdatica
: Definicidn
Un sistema (GG;..;:ﬁr) de vectores de E' se denomima sistema ortogo-
nal (respecto a E) si u d- uj para cazda i # j. Si el sistema es ade-

mas base de E s SE denomlna base ortogonal

La existencia de bases ortogonales queda garantizada en el siquiente

Teorema

P
Fijada la forma cuadrdtica g en E, existe (ﬁo,...;ah) base ortogonal_,




A
Se hace por induccidn sobre la dimensidn n+l del espacio vectorial E:
A
Si dim E = 1 el resultado es evidente
A R A
Supongase dim E = n$l (n>0). Si a=0 entonces por 1,1,5,3=0 y cualquiexr

ol Pal
base de E es —-ertogonal, Si q£0 , existe U é E con ﬁ(ﬁ Y£0 , ¥
@)

s una forma lineal no nula (pues (a¥(u )/u )=q(u )#0) cuyec hi=-
ﬁ.L
Yo

perplano anulador H = no contiene al vector uo.
sy A O A ~ N

Considerese la forma cuadratica g/H:H>2>g(a)€K , por 1.1.8 su
forma polar es a/ﬁyﬁ‘= ﬁﬁ; Como dim H=n< n+l, aplicando la hipdtesis
de induccidn se deduce la existencia de una base ortogonal (ul,...u )
para la forma cuadrdtica q/ﬁ, y es evidentememte sistema ortogaonal
/~.I.

Yo

o3
respecto a a.Como H= es u 1 ul para i=l,..eyn , y asi como o¢-H,

’
(u ,...,u ) es base ottogonal de E respecto a a;

Corolario “

"
Sea G'Forma cuadrdtica no nula de E y q=[ﬁ] o Existe entonces un sistema
de coordenadas (x ) en E de manera que la forma cuadritica 4 se escri-

be 4 A X +...+ ) x o La scuacidn de la cuddrica respecto al sistema

¢ - > . 2 R
(xi) séra ono+...+,)nxn-0.
Demostracidn:
. A
Sea (G;{...ﬂun) base ortogonal de £ respecto a §. Entonces u(ui,u )=0

si i#j y'Q(Gi;Gi)=,Xi i=0y.eegne La matriz de q es por tanto de la

forma 14 = diag( Ao;...{ An) o E1l resultado se deduce ahora de 1,3.4

Definicidn n

Una base (3 ;...;g ) de E se dice ortonormal (respecto a la forma cua-
=4lg4=1, 1]

j .j ? ?

La base ortonormal (e ,...,e ) se dice ban ordenada si todaos les j

tales que q(a )==1 corresponden a los primeros elementos de la base,

drdtica q), si es base oﬂﬁgonal, y q(e )= A, , siendo J

’,
o]

Pa
<]

y los ° con q(sj)=0 corresponden a los Ultimos, es decir:

J
((8_ ) 5'eees(8 ))=(-15euey=1415000y1,0,000,50)

Corolario

Si K=R J K=C, el espacio vectorial E~ admite una base ortonormal respec-
to a cualquier forma cuadrdtica q.

En el caso complejo, la base ortonormal (@o;...,gh) puede tomarse de

forma que ﬁ(gj)=0 o1l .




uemostracion

Supongase K=R:, Por 3,2.2 existe una base ortogonal ds E (uor..a,un)

respecto a g con‘ﬁ(ﬁj)= A.. Es facil ordenar adecuadamente los ele-

j.
mentaos de la base para conseguir que
a((l\ )=>l<0 para i=0,oco’:v-l

(U )= AJ$0 para jgv’ooc,P-I‘-
"(u )-) ~ para k='o,’...,fn;

Tomando.
A s
b

”N
e ui para i=0"ooo’7 -1 9 ©8 G(é‘i)g-l
i .

YRR

= Uk para k=P,...,n.~' ? es Q(ek)= 0

para j= Vyeeey0 -1 , es G(3J)= 1

y la_base (3;;...;$n) es base ortonormal biem ordenada.
En el caso K=C , utiliazando un procedimiento andlogo puede conseguirse
una base ortonormal (e ,...,e ) con E(EJ)=1 para j=0,...,w9-l ¥

q(e )=0 paea k= f,...,n e

Corolario

Supangase E espacioc vectorial sobre el cuerpo C de los comple jos:

i) Dos foemas cuadrdticas de E son linealmente equivalentes si y' solo
si tienen el mismo rango
ii)Dos cuddricas en E=P(€) son proyectivamente equivalentes si y sole
si.tienén el mismo rango,

Demostracidns

i) s 9 y §° son formas cuadrdticas en £ con el mismo rango f>, por

3.2.5 existen sistemas de coordenadas lineales (x )y (xi) tales que

, 2
; qg'= x +..; X

p-1

q = x§+...+x; .o Por 3,1.,8 las formas cuadrdticas

son linealmenti equ1valentes.

Recfprocamente, si G y q° son linealmente equivalentes, por 3.1.9
tienen el mismo rango.

ii) Se prueba de forma inmediata a partir de i)g

si q=[§] y' °=(G°] se verifica:

q proy. eq. a q&yJi£0 con g lin eq. a Xgerag g=
& rgq=r19gq’,




PUAINGY WwUQGUALAGUWLWAD LOdLTJe

El espacio vecto;ial Eyel

proyective E=P(E) estdn definides

sobre el cuerpo R dge los numeros |

reales,
Estblezcamos algunos conceptos preliminares

3,3.1 Definicidn
B8ea g una forma cuadr ‘atica de E y ?, subespacio vectorial de E.
i) Sg dice que q es definida positiva en Fosi a(x)> 0 Yxef-i0Y
ii): es definida negativa en F si G(X)< 0 V& F-10}
iii) g es nula en Fosi q(%)=0 VieF
P

A
iv) § es definida en F si es definida positiva & negatiud en F

-~
v) g es definida, definida positiva ,d definida negativa, si leo es en E,

3.3.2 Ejemplos

A 2 2 . . ~ .
a) En pn(R) 0=xo+...4-xn es definida positiva , y q, es definida

»~
+1% 7%
negativa _
. res A 2,.2,.2 . .
b) En PS(R) la forma cuadratica ql=—xo+xl-l-x2 no es definida, sin embar-

go, es definida positiva en el subespacio (xo=0) y definida negativa

1
en la recta vectorial ((D))
0

Comentarios y notaciones
Si § es una forma cuadrdtica en E, aplicando el corolario 3.2.5 se
deduce la exiatencia en £ de una base ortonormal bien ordenada
(50{...;$n) y la expresidn analftica de § en el correspondiente siste-
ma de coordenadas (xi) fs .

9= - LZ:T‘ xi?-l +Z, szl (1)

NER T

A _ _
Denotando por E+=(8°;..m,3v_£> s E

N » ~ -~
e, ,*ooo,'gf’ -1> ,‘ E =<eP,ooo,’9n>
se ve que!
- &4 es definida negativa en & y dim E =V .

toydimet =pov,

- q es definida positiva en E
A0 . /0 4
- q es nula en E y dim E = nél=-p
En éstas condiciones se tiene el siguiente resultado:
3+3.4 Proposician
i) €%= rad 4

-4

ii) Cualquier sistema (x-;x+,xp) con XeE (o¢= =y%+,0) €8 un sistema

ortogonal




uemostracion

, Fa) AL . /N
i) Notese que para i2>0 ,:’ép +i€ £ =<€>J'= E°= rad q , por ser £ Hbase

. , A
orotédgonal .y q(ep+i)=0.
Por otra parte dim(rad ﬁ)=n+1-f (por 2.1.,5 ii)) con lo que (& ;..{;gh)
A P
es base de rad q.
A

ii) es inmediato a partir de la ortogonalidad de la base & ,
Obsergacidn
El rango P de la forma cuadrdtica indica el numero de sumandos de
su expresion reducida (1) de 3,3,3. Probaremos ahora que el nimero

de sumandos negativos no depende mds que de la foema cuadrdtica , y no

de la base ortonormal elegida

PBefinicidn

Sea a una forma cuadrdtica en E. Se denomina indice de ﬁ al ﬁﬁmero
ind(9)=V = méx{ dim F / % £ , ¥ § es definida negativa erm?‘?' N
NOtese que 0 < ind(q) ¢ n+l

sore
Teorema X

. o
Sea vo el indice de la forma cuadratica a de E, Si (5 ) son las

X
n

coordenadas correspondientes a una lgase ortonormal bién ordenada
\

ID
cualquiera , entonces Gz - ,x? +‘Zi/x%_

i=1

Az e 1Y j=1

Demostracion:

+

f « 7 ~ /(-/'* AD‘.
Sea £ una base ortonormal bién ordenada de E , y E ,E ,E como em

3.3./3. Probemos que V =-V° .

En efecto, como dim %-=‘9 y a es definida negativa en %- se deduce
per la dsfinicidn de V_ qus 90 2V = dim E .

Por otra parte, si G es definida negativa em ?w:f, probemos que
dim ?3’? s con lo cual sera V,<V, En efecto:

. A ,
Por 3,3.4 ii) cada vector Q de E se descompone de forma unica en su-
ma %=% +5748° coir o R%E (v = =,440) , y la aplicacidn

A - - P . . A
E 3% (—>» X é'E es una proyeccion lineal, Si F<« E y a es definida

A T A ne ~e- : s - A A
negativa en F 4, probemos que FaXi—Xx ¢ E° es inyectivas Si %cF

° y coma %*L %° se verifica

y X" =0 entances §=§*+§
a(§)=8(§+)+6(§° )=:q(x+)3.0 s Y como q es definida negativa en F es ne-

cesdriamente 'E;(?():U y %=0. De ésta forma es dim ,E:é dim E =V .

De aquf se¢ deduce el siguiente teorema de clasificacidn para formas

cuadrdticas reales:




3.3.8 Teorema
Dos formas cuadrdticas en £ son linealmente equivalentes si y salo si
tienen el mismo ranga y el mismo indice,
Demostracidm:
Sivy y{axhel indice y el rango comunes de las formas cuadrdaticas 6 y
a', entonces por 3.3.7 ¥ 3.3.5 existen en £ sistemas de coordenadas
(x;) 4 (x7) de forma que:
i ? i e v . P
2 2 . .2 2
q-a-Z:xi_l + 2, x L , 1 =~Z,xi_l+i«x N
{=d J=vi - 4=y JEP J=
Por 3.1.8, las formas cuadrdticas son linealmente equivalentes,.

Reciprocamente:

Supangase ‘g y 9° formas cuadrdticas linealmente equivalentes. Existe

4 , . g .
entonces F<GL(E) tal que T%(4°)=8 ( es decir 4.F=4). Se prueba trisi

vialmente qué si a es definida negativa sobre un subepacio ?‘de E;
entonces q° tambidn lo es sobre ?(f). En particular se deduce que
si F tiene dimensidn mdxima dim F= ind(a) entonces es

ind(§) = dim F ='dim F(F) < ind(8")

De forma andloga se prueba que ind(q’)< ind(§).
Los rangos de g y q  coinciden en virtud de 3,1,9

Observaciones:
. . N~
a) EX teorema 3,3,8 se puede enunciar también diciendo que fijado em E

el sitena de chrdenadas-(x ) » entonces la familia de formas cuadra-

ticas: Gg = -{gl xi_l +J‘=Z::,' ii-l con QO£ P < ndl ﬂéVéf.
describe de forma biunfvoca tocdos los tipos de formas cuadrdticas an'E:
es decir, si E es forma cuadrdtica en f de range ~ e indice VvV, la
forma cuadratica af es la Unica linealmente equivalente aq de la fa-
milia anterior,

b) En buena parte de la bibliograffa , al indice ¥ de la forma cuadrd-
tica g se denomina indice de negatividad, y si P = rg'ﬁ s P - vV se
denamina indice de positividad que viene definido de forma intrinseca
por p -V = mdx {dim F/ Fe €, y q es definida positiva em F}-;"

A la pareja (V ,p = V) se denomina signatura de la forma cuadrdtica,

La signatura - ‘es. = en vittud de 3,3,8 el invariante lineal com-

pleto para la clasificacidn lineal de formas cuadrdticas,




3.4 Clasificacidn proyectiva de las cuddricas reales,

A
E = P(E)) es um espacio proyec-
tivo sobre el cuerpo R de los

nimeros reales,

Para establecer el concepts de indice (de Witt) de una cuddrica (que
junto con el range determina un sistema complets de invariantes) se pre-
cisa del siquiente lema técnico:

Lema

Sea § una forma cuadritica en E vy A €R-10", Entonces:

a) si A>0 es Ind( 1%)= Ind(q)

b) si A<o0 es 1ind() 9)= rg(§)-Ind(§)

Demostracidn:

Llamande o = rg(qd) y v= Ind(§) , por 3,3.7 existe un sistema de coor-

denadas (xi) en E tal que:
v F v

qa-Z; 2 -!-4_., x2 ‘y: por tdnﬁo/\q=-i /\x -!-Z/Ax (1)
EY) NERSY J -1 =1 g =V

si JA>0 tomanda yj-l—.x j=0yeceesn se tiene sustituyendo enz(l):
v e

ql=‘,2v' Yz '!'Z/

. Por tanto Ind (A Q)= VvV .
)= o J -1

Si A< 0 se toma Yj=WLX xj J=0yesegsn 5 Yy se tiene sustituyendo em (1)
v

1 = Z:, yf 1 2_, yj r Y tien¢cobviamente indice @ - -V .".
Definicidn i

Se llama indice (de Witt): de 1la cuadrica g= [ﬁj al ndmero

Ind(q)= mirn{ Ind(§), .rq(§)-Ind(8))

Observacidn

En virtud del lema 3.4.1 el indice de la cuadrica- q=[aJ no depende

de la foema cuadrdtica utilizada para definirla ya que para A<:0 se
tiene: (Ind(/\ 9),rg(AQ)=Ind () ’a)) =<rg(a)-1nd(a),rnd(&)>

si A>0 es Ind(qQ)=Ind()Q) , vy la conclusidn se obtiene de forma tri-
vial,

Teorema de Clasificacidn

Doa-cuadricas q y- q°'de E son proyectivamente equivalentes si y solo si
tienen el mismo indice y el mismo rangeo,

Demostracidns

Sea q =[ﬁ); qﬂ;[ﬁ')dos cuadricas de E., Si rg g=rg q° y Ind(q)=Ind(g” ),

por el lema 3.4.l1 , es posible suponer- quizds cambiando el signo a




— R -« - e - - e . - -

son linealmente equivalentes, y por tanto las cuddricas q y q° son pro-
yecgivamente equivalentes,
Reciprocamente ,' si q=[6] w'q'=-La:Json proyectivamente equivalentes
por 3.1,5 existe A & R-{0]tal que § es linealmente equivalente a g’
y por 3,3,8 se tiene P = rg(d)=rg(18°) 4 Ind(§)=Ind(A\§ )= vV . As{
Ind(q)=Ind(q )= min (V af =V) , pues q'=gqu
Comentarios
Todos los tipos de cuadricas en Pn(R) pueden describirse por la fami=
v s

= - 2 2 < zve®

lia © = éﬁ_lq-zxj_l con l&p<nil ogvet

\/‘=\7+l
donde ¥ es justamente el indice de la cuadrica vy f’ su Trango

En los ejemplos 13255 se describen todos los tipos correspondientes

a Pl(R) yspz(R).
Describamos los tipos de cuddricas en PS(R)w De jamos al lector la tarea
de interpretar los nombres y hacer los dibujos sobre un modelo afin

adecuadamente elegido:

Range Indics Ecuacidm Nembre

f: =1 V =g Plano doble

f>=2 v =0 par de planos imaginarios

p =2 ' par de planos resales

P = com imaginario

P ‘ = cona real

Fi; +x§§0 cuddrica prdpia imaginaria (euclidea):
P =4 +x§=0 cuadrica propia real no reglada
2
3

f =4 $x.=0 cuddrica propia reglada




4e LAFALIUS VEUIURLALES METRICOS. CLASIFICACION

4.1
4e1,1

4145

Una forma cuadrdatica q induce en el espacio vectorial E en donde eéfé
definida una estructura adicional ya implicitamenée estudiada en epi-
grafes precedentes, Explicitaramos inicialmente este estudia por medio:
del concepto de espacio vectoeial métrico, con idea de crear una com-
ttexto adecuado para analizar las geometrias indicidas por una forma

cuadrdtica y por una cuadrica,

Espacio vectorial métrico, Sumas ortogonales
ﬁefinicién
Un espacio vectorial metrico es una pxeja E=(E,a) donde E es um espacio

vectorial y § es una forma cuadrdtica en E.

La forma polar a de § (véase l.1,6) se denomina producto escalar em

€ , 9 escribimos paré Q,Er&E s a(é,E)=(é/&) R

Convenio

Haremos frecuentemente referencia a los invariantes geométricos de la

forma cuadrdtica G como invariantes geomeétricos del espacio vectorial
’ ~

métrico E=(&a) , asi escribiremos rq E , Ind E,rad E eee8tC, para re-~

. . . ~
ferirnos a los correspondientes conceptos relativos a gq,

ﬁefinicién
El espacio vectorial métrico E=(E,a) induce sobre cada subespacio vec=-

torial T de E una estructura métrica ?:(?,ﬁ?) ’ donde'ﬁf es la restric-
cidn de a a ? . £y producto escalar en ?‘viene entonces definido tam-~

’ ’ ~ oA ~ 7 A g ’
bién por restricecion: F.F3 (a,b)~—> (3/b)e K , (Véase 1,1,8)

Definicidn

Un espacio vectorial métrico E:(E,a) se dice no singular, si la forma
cuadratica a es no degenerada, es decir, rad E = 0

Mds genetal : Un subespacio ? de E se dice no singular si

rad F ={a¢ F/ (3/x)=0 para todo xeF }.—.-. FNAF es identicamente nulo,
Si todos los vectores de ?‘son“isotropos (G(§)=o para todo‘géjﬁ) se

”~ ~
dice que F es subespacio isdtropo. Em este caso es rad F='F .

Definicidn

i) Yos subconjuntos del espacio vectorial metrico Ez(E,a), ) w7§ se di-~
A

cen ortogonales, y escribimos /ﬂ.LB’, si 41b para todo geﬁ y; todo

be®

~ A :
ii)'Supongase'ﬁzulﬁa...ﬁﬁr R Si’“&’Lﬁj para todo ifj escribimos

. = 3 A
E=Ufi}...C)Ur « _8 dice entonces que E se descompone en suma crtogonal




XI1-25
A ~
de los subespacios U‘il,‘...,Ur .
Comentario
La existencia de una base ortogonal (Gb;...;ﬁn) para el espacio wec~-
Id A 3 a .
torial métrico E=(E,ﬁ)’establec1da en 3,2,2 garantiza una descompo-

sicidn de E eb suma ortogonal de rectas vectoriales de la forma:
E=GpD oDy ¢

El producto sscalar en um espacio vectorial métrico descompuesto em
suma ortogonal de la forma“ E:UIC)...QDU} adquiere una expresidn anali-
tica sencilla en funcidn de las componentes de la descomposicidn, tal
como muestra el siguiente lema cuya demostracidn es elemental:

Lema

A , A A A
Si E es espacio vectoeial metrice ny=Usz...(:Mr s entonces para
L3 h g

" & > -~ A < s o

J=

(3/9)= £(%,/7y)

Proposicidn
Sea E um espacio vectorial metrico:
.\ S+ T " _ = o o
i) i.E-Ung...QQUr ) es rad E rad.ung...C)rad.UrA
ii), En particular si U es subespacio no singular de E , se tiene la
descompasicién’E=ﬁC)ﬁl. Por otra pafte si ademés’E es no singular, en-
tonces~6i es no singular,
Demostracidn:
A A A
Probemos primero que rad‘E=vrad Ul+...+rad Ur:
~ A
i) si % érad E s Supongase §=.Z;xi con=§ié_ui s Utilizando 4.1.7 es
til A
para todo Gié Ei (Q}/G&)=(x/ﬁi)=0 (pues %X ¢rad E). As{ Qié rad U y
A , :
rad E ¢rad ﬁl+...+rad-@ o La otra inclusion se prueba de forma analoga,
Th A A ~ L
Por otra parte aomo rad UiC.Ui y'E=UfQ)...@Dur se deduce ipnmediatamen=-

te la ortogonalidad de la suma de radicales,

ii) si 0 es subespacio no singqular de (3 , €8 rad ﬁ=ﬁf\ﬁJh 0= gr!rad.E.
Por la formula de dimensiones 2,3.7 se deduce que dim ﬁ}dim’ﬂiz dim'E
y asf{ es E:ﬁ@)ﬁ* o S5i ademds rad E={07, por i) se tiene:
{0}= rad U @Drad'ﬁl o En particular , rad U< =i0}.
4,2 Isometrias

Las aplicaciones naturales entre espacios vectoriales métrices serin

aquellas que conservan la estructura vectorial y métrica simultaneamen-
te:




Qelel Derlnlcion
- Seam E= (E,q) (3 =(E’,G')~espacios vectoriales métricos,Un isomorfismo
lineal F:E—>E° se llama isometr{a, si ?*(ﬁ'):ﬁ' (véase 3,1,1 para
la definicidn de f ).'%i existe una isometria de € en B’ se dice que

ambos espacios son isométricos.

2.2 Proposicidn
La composicidn de isometrias es una isometria., Em particular la reza-
cidn de "ser isométricos®™ es relacion de equivalencia.
Demostracidn:
Vease 3,1,2
Teorema

a ~AL D, T A, . N ’, . A
Sean E=(E,q) E‘=(E ,q ) espacios vectoriales métricos, '+ fiE > (3

- . A ~
isier fisio lineal, y £:=(30;...,3n) base de € . Son entonce=® equiva-

lentes las siquientes afirmaciones:
i)?$~ es isometria
11) (P(2)/7(b))=(4/5) para tode 8,b¢E
in)(?(31)/?(8j))=(ai/é‘j) para todo i,j=0y'een
Demostracidns
i) =2 ii) es consecuencia de 3.,1,1 i)
if) v iii) es triv%al
iii) =y1i) ¢ si % _ZaxlAiéh se tiene:

=

(?*"')(Q)— (F(Q)) (Zy\—;xl?\(ei)/zb X f(e )):Zﬁ(f(e )/f‘(e ))X X
Za(s /e dxx, = (/RGR). /

l}?D

4¢2+4 Observacidm
. . . ’ L 4L oA o ’\l Ao . .

Si los espacios vectoriales métricos E=(E,q) T °=(E ) tienen la mis~
ma diimensidm finita y son no singulares, entonces toda aplicacidm li-

A Al ’ - A A p ”~
neal P:E'—> E que conserve la estructura métrica ( es decir f*%q )=q)

' A

es automaticamente isometria, ya que si f(ﬁ)=0 s se verifica

(?(%)/F(&))=(§/§): =0 para tode %X ¢€. Em consecuencia Qéréd €E=0.

Establezcamos por ufitime el concepto de suma ortogomal de isometrias:
4.2.5.Dafinicién-(proposicién)

Sean~E=U<:)...C)U t =0 q;...épu espacios vectorials métricos des=-

compuestos en suma ortegonal, Sea f 'U uA»Ui. una isemetria para
i=l,.0esT .Entonces la aplicacion:

AP~ . A . A A A A A WA A
f5f1®0'°@fr- E> xl+ooo+xrHfl(xl)*...*fr(xr <

Y se denomina suma ortogonal de las ry (x ell)

3 A 4
Jet es una isometr{ia,




Demostracién:

si x =‘Z4x ? . _ » se tiene por 4.1, 7 :

FR)/G5))=(. LR (% )>=Z<f (3,)/%, (5= 2 (R,/5,)=(/7)

I:/ t=

Proposician

Con las mismas hipdtesis de la definicidn anterior, si ss tiene

'y 'y 'y, ~ ’ s P |
€ =ul¢9...@9ur y gizuip—wlh. isometria i=lyeesyT , ©8
" 1 2 | < : o A ! -_ ”~ ~
(glgg...@;g})(ffgg...()fr) (glflxg)...@a(gifr).

La demostracidn es elemental.

4¢3 Clasificacidn de espacies vectoriales métricos

La clasificacidn por la relacidn de isometrf{a de sspacios vectoriales
métricos reales y comple jos constituye una reinterpretacidn del corres=-
pondiente teorema de clasificacidn para formas cuadiéticas dado em

3.3 y 342.6

Teerema

Sean Es(E;a) E'=(E',ﬁ') espacios vectoriales métricos sobre el mismo
cuerpe K y con la misma dimensidn n+l:

i) Si K=R los espacios E yxE' son isom€tricos si y solo si tienem 8l
mismo rango e indice

ii) si K=C, los espacios E~y £ son isomdtricos si y sola si tienen el
mismo ranga,

Demostracidn:

i) sea ?:Epnw E’ una isometrfa. Para probar que rg Eérg (¢ y Ind’E=Ind E
debe observarse que ? transforma una base ortonormal bien ordenada de
£ (véase 3,2.4 y 3,2,5) en una base ortonormal bien ordenada de £’

con el mismo numero de vectores isotropos , y el mismo numero de vec=-
tores ® com (8/8)=-1 .

Reciprocamente, si rg‘f=rng'=F s Y Ind EéInd'E'=V s tomando bases or=
tonormales biem ordenadas % y g’ en'E y/E', el Unico isomorfismo li-

A A - LA > . . g s
neal f:E-»E’ tal que f(g )=€° es una isometr{a por 4.2,3 iii)

ii) se prueba de forma andloga

Para las éuadricas proyectivas se tiene la siguiente réplica:
63,2 Definicidn
Dos cuadricas q y q definidas sobre los espacios proyectivos E y E” se

dicen proyectivamente equivalentes si existe homograf{a de E en E “tal

que €$(q')=q (veass 3.,1,3 para la definicidnn de f*)




L fg8ed FLUPESICGLON
La relacidn dsfinida en 4,3.2 es relacidn de equivalencia
pemostracidn : yease 3.1.3
Teorema

Sean q vy q‘ dos cuadricas definidas em los espacios proyectivos £ y - E°
sobre el mismo cuerpa K y caon la misma dimensidn n:

1) Si K=R las cuadricas son proyectivamente equivalentes si y sole si

q y-q° tienen el mismo rango e indice

ii) si K=C las cuadricas son proyectivamente equivalentes si y solo
si gy q° tienen 8l mismo range.
Demostracidn:
Ndtese que si g=(4] y q'=(q°) se verifca la equivalencia
q proyectivamente squivalente a gz 3 A£0 tal que (E,a)>es isométrico
a(E;Aa').
La conclusidn se obtiene ahora inmediatamente de 4,3,1 y de 3,4,1
Modelos Analiticos
Fijado el cuerpe K (de caracteristica distinta de dos) denotamos:
siendo
+ Z X,
N O [ |

r(':il ) = K'r\:‘!'l para 0% V £ n¥l o
"

Corolarios

(véase 1,1,2 , 1,14 )

b) K

i) Los distintos tipos de espacios vectoriales métricos reales de dimen-
n+l

R, .
(psv) .

ii) Los distintos tipos de espacios vectoriales metricos comple jos

sion n+l vienen dados por la familia con 0<£ p < N+l , 0<V<P

de dimensidn n+l vienen dados por la familia
n+l

Cc
(ps0)

Demostracidn : ydase 4.,3.,1 y 3.3.9

con oéﬁsn-!-l .

pefiniciaon Algunos tipos

' de espacios vectoriales métricos reales tienen denominaciones especia-
les, as{:

i) Los de la forma Rg*l se denominan euclideos positivos, y estdn carac-

terizados .poar que su forma cuadrdtica es definida positiva
n+l
nel
es definida negativa

ii) Los del tipo R son los euclideos negativos, Su forma cudratica

S
iii) tos de la forma Rz'l se denominan espacios de torentz , y tienen

interés en la teorfa de la relatividad.




Un espacio vectorial métrico real es euclideo (positivo'é negativo) si
y solo si no posae vectores isdtropos.no nulos,
Demostracidn:

sea E=(E,ﬁ) espacio vectorial mé€trice real, Supongase qué existen: vec-

LA A, A A~ ,
tores a,bb€E tales que q(a)>» g y q(b)< 0 3 La ecuacion de segundo
grado en A : (&% Xﬂ)=ﬁ(§)+2.k(3/6)§ Aza(ﬁ)zo tiene discriminante
4(a/b)2-4q(a)q(hy> 0 » ¥ esto implica la existencia de vectores iso-

. . . A
tropos no nulos. Asf, si no existen tales vectores entonces E es nece=

sariamente euclideo

5. GRUPO ORTOGONAL. GRUPD DE UNA CUADRICA

£ =(E;a) denotard un espacio vectorial
métrico de dimensidn finita n$l (nzg) defini-
do sobre un cuerpo K de caractristica distinta
de dos., Cuando a_sea no nula, gq={q) es la cua=.

drica definida por a en E=P(E);

5,1 Ideas preliminares
Estableceremos inicialmente los grupos naturales de transformaciones
que inducen una forma cuadrdtica y una cuadrica, y estudiaremos las re-

laciones entre ambos grupos en el caso real y comolejo;

Sel 1 Definicidn _
G i) Llamamos grupo ortogonal ds E}'y lo denotamos por o(a), U(E), u(E;a)
indistintaments, al grupo de las isometrias de £ en si mismo, es decir:
0(d)={ FeaL(E) / P ()= | .
ii) Se llama grupo reducido de la cuadrica gq al grupo
po(a)=I(¥l/ Fco(@)7 .
iii) €l grupo de la cuadrica q , es el grupo de las transformaciones pro=-
yectivas que dejan invariante la cuddrica, es decir:
0(a)={fecr(e) / F(a)=aT

NStese que Pp(g) es subgrupo de 0{q)

5.1.2 Proposicidn
si fc 0(q) entonces f(im q)=im q . por tanto 0(gq) actua sobre im g
Demostracidn
si f=[?] y x=({Xleim q se verifica ‘$*(a)=.kﬁ‘ para cierta Jy #0 , ¥
A(F(%))= AG(X)=0 » asf F(x)=[F(X)) &im q .




_ e e e ccit miiemm mw= mempw= UM 7 FU\M) Y0 AUS LGOUD iGaL
y complse jo:

Teorema

Si el cuerpo K=C 0 bién si K=R Yy 21nd(a)£rg(a) entonces pPo(q)=0(q)
ﬁemostraci&n

sea f=[$}e0(q).£ntonces

=\ s tomando

AR A L A*" e

?,¢ 0(4). Como f=[f ] es farpo(a)
probemos pues que en las hipatesis del teorema siempre existe el esca-
laryjt raiz cuadrada de ) :

Ccuando K=C la afirmacidn es ciertamente vdlida

Cuando K=R, necesariamente A‘>0 (por tanto admite raiz cuadrada) ya que
sf A¢p , como G y: A4 son linealmente esquivalentes es ind(q)=1Ind(Aq)
f por el lema 3.,4,1 es Ind(,kﬁ)= rg 9 - Ind ﬁ e ASi es 2 Ind G=rg a

en contradiccidn con la hipdtesis,

Estudiemos ahora el caso : 2 Ind g = rqg a

Lema

Si K=R v 2 Ind a= rg;a entonces E se daescompone en suma dirscta

~ n A A ~ A . . ”, :

E=1U @\l @®rad & , donde U y ¥V son subespacios isotropos.

Demostracidn:

Una base ortonormal bien ordemnada para £ es de la forma

A ~ ~0 . ;
(e ’...,a\) l,/é‘!.’...’e\) l,eo,iooo,e ) com (G?’/g?)=N/D( ="'l,l,f0 b4

tegld ‘ } " At G AT o AP
por 3.3,4 es rad E =<(e ,...,e ) o Tomando ul_el + 8 » ui_ei CH
i=0yeeey V=1 , se deduce inmediatamente que (u /u ) (v /v )=0 para

todo i,j-ﬂ,oo., V=1 4 Y por tanto U <U ,...,ug l> > U=(V ,ooo,\l’ l>

. . o e s
son subespacios isdtropos de E. La descomposicidn de E enunciada es

A

. A A 7~ A0
ahora consecuencia de que (uo,...,q) l,vo,...,vu l,e ,...,e ) es base,

Teorema

supongase K=R y 2 Ind Q= rg:a o Si E: ﬁ @ft@rad £ es 1la descomposi=-
cion del lema anterior entonces:

i) La simetrfa vectorial ¢;E+sE con base en T y direccign ﬁ@rad’é
verifica 6‘5(6).-.-6\ .

ii) €1 grupo 0(gq) puede escribirse como unidn didjunta

0(a)= Po(q)V = Po(gq) . Dicho de otra forma, P0(q) es subgrupo de p(q)
con indice dos, -




Wik GDwlLidile

~ A . .
i) un vector ¥ €E se escribe de forma dnica como

A A

como G (%)= - ¢ -0, se verifica (T¥4)(%)=4(G-U-0)==2(0/0)=-

ii) sea fe[?}eo(q) . Entances ’f\‘#ﬁ =) G para cisrto )\ £0.
si ;\)0 por la demostracian de 5._1.3 se sigue que ?5 po(ﬁ)
si A¢o tomanda ?l= &;? se verifica:

Xx=0+V 4+ conuell TeV Werad T, y se tiene q(X)=(X/%)=2(0/0).
}
(x)

?f ﬁ=(6‘.1’?6:?‘*(61"'&)=$*(-q)=-?“$= (-/\ )gq. Como -)> 0, por lo ante-
rior EL concluye que fi=[$1]= T .fFepPo(q) y asi 0'f1==f- & Po(q).
Teorema de Cartan-pieudonné
gstudiaremos las simetrias vectoriales de E»que son ademas transforma-
ciones ortogonales-(simetrias ortogonales) y probaremos que las sime-
trias ortogonales respecto a hiperplanos constituyen un sistema gene-
rador del grupo ortogonal (Teorema de Cartan-Uieudonné). ﬁe forma si-
multdnea se irdn analizando las incidencias de estos resultados en la
geometria de una cuadrica.,
Definicidn
Una simetrfa vectorial de E\ que es ademds transformacidn ortogonal, se
denomina simetria ortogonal.
pProposicidn

o

, ”~
Wsea G’:E L;;E una simetria vectorial con base Rry direccidn D. Enton-

= : ' Py ~
ces T es simetria ortogonal si y solo si B.LD
Demostracidn
Y -~ A
Por hipotesis es E:E@ 8. Fijado ll:\réﬁ y ’56 D se tiene G'(b-!-’\ )=€-d y
par tante ‘q(%-(b+d))=4(b-d)=4(b)#q(d)-2(b/d) (1)
' AL AA A A AR AL A
Por otra parte: q(b+d)=q(b)+q(d)+2(b/d) (2)
comparando (1) y (2) se concluye que
- ~
(T (B+d))=q(b+d)e> LG
Esto permite concluir facilmente la demostracidn.
gbssrvacidn
ld A '3
NOtese que si E‘ es no singular, la base a"y la direccion D de una sime-
trfa ortogonal son subespacios né singulares:pe hecho por 5.,2,2 se ve-
~ : 2~
rifica E=a®a y: por 4.,1,8 \ofa rad T = rad B ¢rad 6, es decir
A A
rad B= rad D ={0}%
Reciprocamente, si E'es no singular, y S'es subespacio no singular de
E, entonces E:BQJ&J; y la simetria vectorial de hase 8=y direccidn

es simetria ortogonal,




5.2.4 Corolario (definicidn)

4y Ia simetrfa

si 4¢f es un vector no isotropo, entonces &(5) $+ 4
vectorial T con base fi=34 y direccidn 42) es simetr{a ortogonal,.Se
le denomina simetrfa hiperplano.
El siguiente teorema muestra la traduccidn de este resultado a la geome=-
tria de upa cuadrica:
Teorema
sea agE- im q
i) si dimE 32, 1la homologfa armdnica ¢~ de centro a y hiperplano cen=-
tral H= a2 estd en el grupo reducido de la cuadrica Po (q)
ii) Si E es recta proyectiva , la transformacidn hiperbdlica armdnica
con puntos fijos é y a*+ deja invariante la cuadrica.
En partigularsi im g ={cl;c2k cl¢c2 es [cl;cz;a;a*3= ~1 para todo
a Eé{clﬁcz};
pemostracidn:

i) como a ¢im q es*aw4a4'=Hf; Si a=[$]y H=p(ﬁ)\se verifica 4+ = ﬁ y

£ = (é)@ﬁ‘ . POT 5.2.4 la simetria vectorial & de base § y direcciadn
(&) es simetr{a ortogonal y o =[&]éPo(q). NStese que WU{ajes el
conjunto de puntos fijos para ¥, que es por tanto homologfa de razdn
ke Como q2= id es k2=l y (o #id) k==1.

ii) La primera parte se prueba de forma andloga., Para probar la dltima
afirmacidn basta observar que como @ (im q)=im q y ¢ #£ id , necesdi-

‘riamente es W1c1)=cz o

El siquiente lema es crucial para la demostracidn del Teorema de Cartan:

Lema
A«'\ A ’ AN AN

Seam a,b&E vectores no isotropos con gq(a)=a(b). Existe entonces una
transformacidn ortogonal ?}'producto de una J dos simetrfas hiperpla=-
no, que aplica a en E.
Demostracidn:

~ nah T e a S 24 ~ e
Como (a/é)-(b/b)=(a+b/a-5)=o » €8 atbb &€ (a-b) y a-be(atb):
i) si 4-% es no isdtropo,la simetria hipérplano & con direccién<<§-3>

transforma 4= .12.. (’a‘*ﬁ)*% (@_’B) an g.(g)g., %. (34B)~ %. (g_fg) =

b
ii) si €+G es no isotropo, analogamente la simetria hiperplano con di-
’ ~ R A A 7~ -~
reccidn {atb), O transforma a em U‘(g)g -b 4 y la simetrfa hiperplanc
. ~ P
con direccidn 4%) transforma ~b en if(;g)=b. Hs{ se tiene:

z
T @=7T(b)=b.




e mm rme e mmme que G USRS NGO US CANULLGNSANSHILE Y (aTu)=y(a=o)=Uy
pues si as{ fuera, el subespacio _<$+8)553) serfa isdtropo y en parti-
cular a(§)=a(g)=0 en contra de la hipdtesis,

Teorema (Cartan-oieuddhné)

si E es no singular, entonces el grupo 0(6) estd generadeo por las

simetrfas hiperplano.
Demostracidn:

Sg hace por induccién sobre la dimensidn n$l de E:

si n=0g (dim E =l) el resultado es trivial, ya que se prueba facilmente
que en este caso 0(q) {1d,—idT s Y -id es simetrla hiperpland en E.
Supuesto cierto el resultado para dimensidn inferior a n+l, sea E de
dimension n+l vy ?éU(E):

a) Si existe e vector ne isétropo de E'.ann $k$)=3 » entonces ﬁ:(é)i
es hiperplano invariante por % ( (x/e) 0.»(?(&)/5) (?(Q)/?(Q))=(§/§)=g)
Ademds E=<e>@|—| y H es nﬂ degenerado (por 4.1.8)

Aplicando 1la hipdtesis de induccidn a »l= f/H éo(ﬁ) s se deduce la
existencia de 51metr1as hiperplano 'Tl,..., t‘ en § con bases

’~

' A pa
Li,‘.’..Lr tales que ~;‘__,,fl_-":1§... tr . Tomando Q‘i = id(é‘>o Z','i ?

A~ :
concluye que G‘i es simetrfia hiperplano en‘E con base ﬁi=<%7é>ti

-~ A -~ 2 A ~
por 4,2,6 es Q"’lo.. v’r=(id<é>@zl)ooo(id(s>®zr)=id(g>@(rlooo tr) =
A ~
i :
b) En cualquier otro caso, tomando e vector no isotropo, por el lema

5¢2.6, existe 6\60(3) producto de una d dos simetrias hiperplano

Arara A A B :
con g(f(e));e s Y Q.f se descompone por a) en producto de simetrfas hi-

_perplanq_ ﬁ.‘?’: 6\1... U’ . Si por ejemplo g= O’.T (U’,T simetrias hiper-

plano) se verifica f='t & Vl.... 0‘ K

Nota « i e Thae. . X LT S S S A S S ST TR
P
Ppuede probarse que cada f'éo(ﬁ) puede descomponesse en producto de a
e ’”~ . ’
lo mds dim E simetrfas hiperplano. Véase [BE].

Corolario

El grupo reducido de la cuadrica q, P0O(q) estd generado por las homolo=-
gias arméqicas que de jan invariante la cuadrica,

gemostracidhe _
A A A . A A - A
si fepo(q) , existe T e0(d) con f=(f]. Por 5,2.7 es f= 0 eee T,
& ' ' 21 ra A A
con ¥, .simetrfa hiperplano, as{ f’=[fj=[vﬂ oo oT r') y[$j)es homolo-

gfa armdénica que deja invariante la cuadrica (porS5.2,5)




Como apﬁntabamos en 5.1.2 el grupo U(q) actua sobre im q. 9e probard

que en el caso resal & complejo esta actuacidn es transitiva sobre el
conjunto de bgntos no singulares im q ;7rad q, Yy también sobre el
conjunto de puntos singularés s rad d; Esto geométricamente significa
que dos puntos no singularés (resp. singulares) de la cuadrica son
equivalentes ; Es decir, el estudio geomé€trico-proyectivo de la cuadrica
ben uno.da sus puhtos no singﬁlares, pdede hacerse automdticamente exten-

sivo a los demds puhtos no singulares de la misma.

Definicidn

Des puntos a,b eim q se dicen (proyectivamente)equivalentes, si existe

fe0(q) con f(a)=b. Esta relacidn es obviamente de equivalencia.

Probaremos que las clases de equivalencia correspondientes son exacta-

mente imgq -rad g y rad q. ga requieren algunoé resultados previos:

lLema

Si fco#4g9) y U es subespacio de E , es P(uyr =f(ul). En particular
es f(rad g)=rad g y f(im g - rad g)=im g~ rad q .

Demostracidn:

Sea f.-.:[_?’]." Entonces 7§ =)\% para cierto | Zo. 51 4,bef , y (3/6)=0

es (F(a)/f(B))=\(4/B) = 0 , es decir, albe»f(a)l f(b) 3 utilizando
la biyectividad de f se verifica:

f(a) ¢ F(Ut)e> a€ Ul alu para todo ue U f(a)l f(u) para todo ue ud
o fla)ef(u)t . | | '

Las demds afirmaciones también son inmediatas,

5.3.3 Lema
, . 2
si Qef es un vector isotropo no nulo, gérad E, entonces existe beg
vector isotrope con Cﬁ/g)=l .
Demostracidn:
PN A A
Como a ¢rad E , existe 6cf con (3/e)#0 . Busquemos en el plano

¢a,%) el vector b =)\ 4 + 48 verificande las candiciones del teoremat

(S/G)=.A/b(a/a)+/02(§/$) s Cg73)i/u(3/§)= 1 . ge tiene asi:
P SRR 2 ~oa
O I A

5.3.4 gbservacidn
| NStese que en el lema anterior el plano vectorial métrice P=ca,b) es
no singular, pues la matriz de la forma cuadratica GB respecto a la

base (4,b) es :




0 1 ' » 1 A a A F o Aa
. Por otra parte , si K=R , tomando u= = (a-=h) , v=¢!-(a+b)
1 0 2

e =l 0 A A
La matriz de q| respecto a (uyv) es 0 1 s YTQ P =2 Ind(P)=1
A -

Lema
A
si g gﬁ@fl entances:
~ , A
i) rgE=rg U $¢rg Vv
" » A
ii) si K=R es 1nd(E)=1nd(u)+1nd(u)
Demastracidn:
T A
i) por 4/,1,8 es rad E; rad G 4+ rad Vv, asf rg(f)= dim E- dim(rad.E)=
. N ~ . A A ~ A
=dim U +dim Vv - dim(rad U)- dim(rad V)= rg U +rg V.

ii) Tomemos basss ortonormales bien ordenadas para ﬁ y‘G

1%'!'/‘0 '!' i

(U ;..-,U-;G 90509U o U0~ Q;ooyut)v(v ,0009Vf9V*’°'°’v"v ’

.;.,VE )
com q(u?):q(v”): &, & ==1,1,0 .£§ntonces la base

~ i S 2 P BPS 2 4+ .0 ~0
(U ,ooo,U ,V ,‘ooo,Vrl,iG ,ooo,U G ,ooolb uuo,‘ooogut,\l ,ooo,V&) es orto

normal bien ordenada de E » Y Ccomo se vé es Ind E=(r+l)+(r "+1)=

= 1nd {§ +Ind U.

-

Teorema
Supongase K=R 6 K=C . Dos puntos de im q son proyectivamente equivalen-
tes, si ambos son no singulares J singulares,
En particular, sobre una cuadrica q el grupo,P0(q) actua de forma tran-
sitiva,
Demostracidn:
Por_el lema 5.3.2 se deduce una de las implicaciones del teorema.
probemos la otra para K=R:!

i) si a=[a] a’={4"]son dos puntos de im q no singulares, entonces 2y
4’ son vectores 'isdtropos no pertenecientes a rad 9. De 5.3.3 se de-
duce la existencia de vectores G y B’ de E isotropos, tales gue
(3/6)=(4°/6°)=1 . As{ por 5.3.4 los planos P =(5,%> y P=(G %5 san
no singulares , y por 4.2.,3 el isomorfismo 1ineal$:51—a3' tal qus

9 (4,b)=(476°) es una isometr{a;
Utilizando ahora 4,1.8 ss ve que E=PQ P F'@ P2 y por 5.3.5
se deduce qus rg P4 = rg P74, 1nd(FL)=1nd(PL) con lo que P4y B4 san
isométricos. Fijada T:P—>p“t isometria, por 4.2.5 es

N A A

f=T.T : £+f isometrfa que verifica F(a)-a'. Asf si ¢ =[FJ se tiene




Ld UEmOSTracion para el caso K=C es analoga,
Nota
Existe un teorema debido a witt que prueba qus si G'y G'son subespacios
de espacios vectoriales métricos £ y £°no singulares e isometricos,
si existe una isometrfa &:0 +> 10" entonces existe e~ £ isome-
trfa tal que F/0=T:0+—=>1". (véase (ae? & x])
Esto permite en particular probar facilments la validez de 5,36 sobre
un cuerpo K o

&. POSICIONES RELATIVAS ENTRE CUADRICA Y SUBESPACIO “ -

" Fijada la cuadrica q=Cﬁ] y 8l subespacio u=p(ﬁ) del espacio proyectiva

E, si u¢.im qg entonces ﬁﬁ es una forma cuadrdtica no nula, éenominare

mes posicidn relativa de U (respecto a q) al tipo proyectivo de la cua-
drica [ﬁﬁ] . Analizaremos esta cuestidn detentendenos de forma especial

en las posiciones relativas entre hiperplane~cuadrica y recta-cuadrica%

g= (] es una cuadrica definida sobre el
espacio proyectivo E=P(E). Como es habitual, el
cuerpo base tiene caracteristica distinte de dos

E =(E,§) es am espacio vectorial métrica.

Generalidades

Definicidn .

si u=p()) es subespacio proyective de E, se denomina cuddrica seccidn
de q por U a la cuadrica en U§QI\U=[aﬁ] ’ cugndo ﬁﬁ es no nule (es de-
cir U4 im q).

si ademds Y es subespacio proyectivo de de E, se dice que la pos}cién

¢

relativa de y (respecto a g) es la misma que la de U , si se verifica
alguma de las sigiwientes afirmaéiones:

i) vecim q , Ve im q , dim U= dim ¥ .

ii) u4 img V4im q , y las cuadricas qny y 9NV son proyectivamente
equivalentes ( ver 4,2/6), es decir, existe una homograffa fiy—>y

X% .
tal que ¢ (qN¥)= qNu.

gbservacidn

En las condiciones de la definicidn 6.1.1 hacemos notar que el heche de
gue las cuadricas qNU y gNV sean proyectivamente equivalentes no im-
plica en general que xista fe 0(g) con f(U)=V Yy (foF(qf\W)=qf\U;

Esta condicidn darfa lugar aupa definicidm mds restrictiva (ynatural)

de posicidn relativa, que aquf no vamos a analizar.




«1./3: proposicidn
si U es un subespacio de E, Lhﬁim qs entonces im{(gqnu)=(im gl u
y rad(gNn )= unut ={ueU / ulx para todo xe& U'\'f’
Demostracign |
si u=p(l) , u=(G] se tiene ue€im(gnu)e> aﬁ(&)‘:o@ 9(0)=0 y Ge U
wé(Im q)Nu.
La segunda igualdad es consecuencia de que rad ﬁ = 6(164 o
pefinicidn |
Sea U subespacio proyectivo de E:
i) Se dice que U es exterior a la cuadrica q, si im gnu =¢ .

Notese gue si K=C no existen subespacios exteriores (no vac{os)

ii) se dice que y es tangente a la cuadrica si Uf\UL ##, es decir,
¢ bien Ucim g (entonces UK\U'L-.-:. (im g)Nuy =U) , 6 bien U¢£im q (en=-

tonces qNU es cuddrica degenerada),
En cualguier caso al subespacio UYnuy+ ( que estd contenido en im q) se
denomina subespacio de tangencia. Los puntos de Uf\ul se denominan pun-
tos ds tangenciaf

iii) Se dice que U es secante a la cuadrica si no es tangente ni exteriors

6.1.5 Ejemple
Considerese en p,(R) lacuadrica -x24x2+x2=0 Ly a 2(Ax_+x.=0)
- N 2 071727 " ? ) 0’1

Tomando en U, coordenadas hqmogéneas[-zi]

1 a
correspondientes a la base <TA>{ (0) de y
0 1l
13 ecuacidn de la cuadrica qANU, es
(1- )?)y2+y2=0 o As{ se tiene:
_ o ’1 1
" @s tangente ala cuadrica en el punto[l%}

0
si {)|>1 , U, es exterior a la cuadrica

gi h]¢l UX es secante a la cuadrica
6.1.6 gbservacidn
si a es un punto singular para la cuadricé entonces cualquier subespa-

cio U que contenga al'punto a es tangente a la cuadrica por el punta

q

a, ya que rad qCU’L o

posicidn relativa entre hiperplano y cuadrica,

Estudiemos en primer lugar el problema de la tangencia:




6¢2s,1 Teorema
Dado a&im q punto no singular para la cuddrica, existe un dpico hiper-
plano H que es tangente a la cuadrica por el punto a, Este hiperplane
es justamente sl hiperplano polar a< de a ,

Bemostracidn:

a) Si H es hiperplanc tangents a la cuadrica en el punto a, entonces=-

L

por definicidon- ae¢HANAH~ y por tanto HZ at+ ! como at es. hiperplaho

(273)12) se deduce la igualdad H=a®

4

b) pPor otra parte H= a™ es hiperplano tangente a la cuadrica en a, pues

como a&imq, acf¢ a™ =H , y obviamente aéH'L n

Corolario

Dos hiperplanes tangentes a la cuadrica en puntos no singulares, tie-
nen la misma posicidn relativay.

Demostracidn:

si HyoH,
no singulares a, y a, s PoT 5.3.6 y 5.3,7 existe f<pPo(q) con f(a,)=

son hiperplanos tangentes a la cuadrica g en los puntos

! <4 - ' _ :
a, s ¥y Por tanto f(al )ga2 es decir f‘(Hl)..H2 .

Calculo analftico del hiperplano tangente

X0

Fijemos en E un sistema homogeneo de coordenadas [;41 y; sea a;= 0

’ , ~ - n
una ecuacion para q , donde U= 2;q, X, X *
¥ Ilﬁj 11? i J aO
" Fijado el punto a<im q -rad q , escribamos 2 =-(f ) para denotar
an °
las coordenadas homogeneas de a., Entonces 1la ecuacidn de a-t hiperpla-

no tangente a q por el punto a es de la forma:
~

"N
.25‘23— %X, =0 donde ziL- denota la derivada pareialde q respecto
m. 0%y 471 7 % _

respecto a xi .
En efecto, se verifica la identidad : 3 |
o ‘?A \A
Ay Yo, /zooo-sqm/z % 12
G, /2 qwﬁi;;g,qlk/z .

....Q.....‘....:..O...

b 2 a.
i E 9
U /2 9, /25eeesa,, %&; g
-

as{ el canjunto de puntos x con coordenadas homogéneas x tales qus

: . n
a x se describe por la ecuacidn:

?n ot i‘”‘/z de

. 9;;
' - oA S, 2w =9
(YQ).,-wh) ' ~ 2 iw“/ét 4 |




NOLESS8 gue 1as8 ecuaciones de rad son justamente -t =0 T
.q q j a xi ji=0;ooo’n

5.2.4 Ejemplo;

1

.2 2,2 2 L

En Ps(R) considerese la cuadrica q de ecuacion -xo-x1+x2+x3=0. En a =1
11

punto de im q , el hiperplano tangente es (-xo-xl+x2+x3=0):H:: La in-
teeseccidn de W con im q se obtiene resolvienda el sistema:

(x2+xo)(x2-x0)+(x3-xl)(x3+x1)=n (Ecuacidn de la cuadrica)

Xp=X, =Xy =Xq - (Ecuacidn del plano)
xz-x°=0? 4 ]
'y los de la recta CXZ{

estan contenidos en im gNH.De. hecho im gNH =AuA° s ra(gAH)=2 vy
Ind (qAH)=1. _
Por la transitividad del grupoc 0(q) (vease 5.3) se concluye que para ta-

' : x3-x57--0 '
Los puntos de la recta A : { =0

do punto a¢im q , su hiperplano tangente corta a la cuadrica en un par
‘ de rectas,
6.2.5 Prapesicidn
\ Si H es um hiperplanoc contenido en im g, entonces el rango de q es i',
gual a1 d 2, En el primer case im q=H. En el sequnde im g=HUH’ sien?
do H'otro hibreplano distinto de H. ‘
Demostracien:
Fijemos en E un sistema de coordenadas homogéneas [xi] tal que la ecua-
cidn de H' se reduzca a x0=0. Como H <im q, se concluye que la ecuacidn

nulos), es decir:

[
de q es de la forma xo( Z. uixi)zo (no todos los &y
I=0

O, Yz ) Yoy
&
o LR

(xoyocoxn) .

Nk/z 0)" -
. s . 2 :

y Tg gq=2 a no seT que Vl= cee= =0 (0/0;40) y ©s decir dyx =0 , em
cuyo casp es rg q =1 'y im g= H.
Estudiemos por tltimo para K=R la posible existencia de hiperplanos
exteriores, Demostraremos previamente el siquiente resultado:
Proposicidn |
Tada cuadrica real sin puntes es propia y tiereindice nulo

Bemostracidn

si im q=¢ ,A(E;ﬁ) no tiene vectores isotropos, y pa 4.3.8 es euclideo.

As{ a ‘es-definida con lo que q=[ﬁ] verificd la-:tesis.:




6.2.7 Teorema
R 5i existe un hiperplano H exterior a la cuadrica real g , entonces

necasariamente Ind q es igual a cero 6 la unidad. "demis gNH es pro-
pia y Ind(gNH)=0 .
Demostracign:
Sea th(ﬁ) exterior a la cuadrica q. Entonces im(qnH)=g , y per
4?3%8:_ﬁg(ﬁ;ﬁﬁ) aS-espacia euciideo‘que-podemos suponer positive, es

» decir, »Ind(?k)=0.’ si ,i_=?-li' s por ser H no degenérado ‘se tiene E-.-.T_@ ﬁ ’
y per 5.3.5 se concluye que Ind(E)=Ind(q)=1nd(t)+1nd(ﬁ) que sera por
tanto igyal a0 o la bnidadf La.ﬁltima afirmacion es consecuencia de

6e2¢6 o

Coerolario

Ogs hiperplanos*Hljnz exteriores a la cuadrica real g tienen la misma

posiciénvrelativa respecto a q.

Demostracidn:
PoT 642.7 es rg(qf‘Hl)érg(qr\Hé) =n , Ind(qf\HL)=Ind(qf\Hb)=0 « Aplican-

do alora el teorema de clasificacidn 4.3.4 se obtiene la conclusidny

. Posicibhes relativas entre recta y cuadr1Caf

£l estudio de esta cuestidn requiere de un andlisis explicite previo
del teorema de clasificacian 4,3.4 aplicado a cuadricaé en?rectas
proyeCtivas:i |
Teorema
Sea qlzfﬁl')_ una cuadrica sobre la recta proyectiva A =P(2§) definida
sobre el cuerpe K. Caben trés posibilidades:
a) im qlé¥aL Entonces q, no es propia y rad ql=fa} .

por otra parte, las cuadricas sobre rectas proyectivas (em el cuerpe
K) con un sole punta, son proyectivamente equivalentesf
b) Im ql=€a;b} a#b . ﬁn éste caso ql es propia.Todas las cuadricas_sobre
rectas preyectivas (en K) con dos puntos (distintos) son proyectivamen-
te equivalentes,
c) im q1=¢ s Entonces 9, es propia.

Las cu§dricas sim puntos sobre rectas proyectivas reales son proyec=

tivamente squivalentes,
pemostracidn:

El resultado se deduce a partir de las siguientes reflexiones:

rpd
i) si la cuadrica qfﬁ:’y existe al menos un punta a=[§]e.im 9, enten-




-

53372 Corolario .

ces  =(4,q;) es un espacio no singular y ﬁl(a)=0; por 5.3.3 existe

N ~ Al Xo
bed con _ql(b)=0 y (a/b)=1 . En el sistema de coordenadas [XIJinduci-

: )
de por la base (S,E) de & , 1a ecuacidn de la cuadrica es X,X;=0. Por

tanto a y hsl%} son los Unices puntes de la cuadrica,.
ii) si im gq=f y K=R entonces por 6.2.6 g, es cuadrica propia y tiene in-

2

= F d 2
dice nule. Su ecuacien reducida es xo-l-x1 =0

iii) por dltimo si im q1=€a\f per i) q, no es propia, y rad qlsta&:

~ A ~ i
Tomando a=[31 y be&d con ﬁ\r_(b);éo,‘ podemos suponer = multipllicande 31

- ry o . \ ‘ Y
per a, (b) 1 que Gl(b)=1: Ademis (3/6)=0 pues ae radiﬁlf Respecto al
- - x .

0] inducido por la base (3;3) » la ecuacian de

gistema de coordenadas (xl

la cuadrica es x§=0:

Fijada la cuadrics q=[6] en el espacio proyectivo real E , las diferem—
tes pesiciones relativas de una recta preyectiva 4 enckE Yy q (segﬁn
definician 6:1?1) vienen descritas per la cardianalidad del conjun¥o

im gnd. Expicitamente,sole hay cuatro posibilidades ¢

i) im gnd =Ff : Recta exterior a la cuadrica

ii) im gn4a={al: Recta tangente a la cuadrica (y no contenida en ella)

iii) im gag={a,bl (afb) Recta secante a la cuadrica
iv ) Im gnd=d4 : Recta contenida en la cuadrica

Demostracidn:
cuando A 4 im q se toma qlzqrng s+ basta aplicar ahora el teorema
6e3el.

6.3.3 ghservacidn

La aplicacidn literal de 6.3.1 al estudio de posiciones relativas entre
recta y cuadrica, permite mantener la vaiidez general del corolario
6?3?2 para cualquier cuerpo K, escepto en lo que respecta a las cues=
tiones relacionadas con rectas exteriores a la cuadrica, Concretamente:
a) Si K es algebraicamente cerrado, no existen tectas exteriores

b) pPara cierte cuerpos K pueden encontrarse rectas sxteriores a la cua=-

drica con distinta pesicidn relativa,

A

Calcules analfticos
Fijado en E un sistema [xi] de coordenadas homogeneas la ecuacion de
la cuadrica es de la forma:
- o - JE - P
(xbﬁcoifxn) A S




yna recta proyectiva 4 en E queda definida por dos puntos a y b distin-

S a A b -
tos. Tomande A = (2°> h:=<§°) los vectores que definen las coerdena-~
n

das homogeneas de a y b respecto a [xi), las ecuaciones paramétricas de

A A A : A
4d (yded ) pueden escribirses *=X"a «!}L- o,y [/.,J constituye un:

sistema de coordenadas homogéneas respecto al cual la ecuacidm de la

cuadrica qnA es ()'é-l-/;alﬁ)tA ().3«!-/.« g)sﬂ :‘ Haciendo operaciones queda:

n_t A 2 /\ﬁ' /\t ~ 2 P A §

a A 8)A“$2(8°n A $#(b'a b =0, es decir (A4, () =0

( ) ( )/«A ( A )/—‘ ’ ( 7» ) /1 A )
aaA

()
5%a &
siendo JG,g- A £ A . Tememos asi:

aAb B°a b
1A cim qev A =0
i1) A\ tangente a la cuadrica g« detd] =(atA a)(btA hy-(ath h)2=0
1i1) A secante a la cuadrica q& det A< o it
iv) A exterior a la cuadrica q& det/AA > @ -
La justificacidn de iii) y iv) estd en el siquiente Lema:
5.3.5 Lema .

i X
i o
Sea (xo,xl)/ﬁ(x )
1 B
sistema de coordenadas homogeneas en la recta proyectiva real A 7 en-

=0 la scuacion de la cuadrica q1 respecto a cilerds

tonces el signo de detr. A (=0,1,-1) sole depende de la cuadrica a; y Y
no del sistema de coordenadas.,
En particular;;deb“A-zn &= 1a cuadrica tiene dos puntos 4

) det’/l} 0 &3 la cuadrica no tiene puntos

Demostraciadn:

X x’
mediante un cambio de coorflenadas ( °>, P ( Q) s la nueva ecuacidn de
. X1/ X1
1 d i ( L 1) ’ XO -'D c _A ’ Pt_A p ‘
la cuadrica es xo,xl A o = on A" = s Y

, 1
Signo (det(.A "))= Signo((det P)zdet./.\)= signo (det:A )

» », ) 2 |
Notese ademds que para )éR-(Dj es det(l.A)= A det (A) vy ambos detet-
minantes tienen el mismo signo. -

si det A £0 entonces la ecuacidn reducida de q, es de la forma

2 . | ‘

Xo+x§ =0 (cuadrica sin puntos) o bien-x§+xf=0 (cuadrica con dos puntos)

dependiendo de que detA->0 § det/ « 0 respectivamente,

Cone tangente

Fijado un punto a ¢E no singular para q , cabe considerar el conjunto




ue LwuLas gue contienen al punte a y son tangentes a la cuadrica. La u-
nidon de dichas rectas- cuando existe alguna~ veremos gue censtituye el
conjunte de puntos de una cuadrica que denominamos ceone tangente a q

en el punto a.

Proposicidn (Definicién)

’, ' 2
Fijade a=(a]¢E-rd g, la aplicacidn GE: 3 x> G(A)a(X)=(a/%)c K defi-

ne una forma cuadratica no nula, y la cuadrica qa=£aa] no depends del -
representante g\elegido para a: Se denomina a qa cona tangente a la cud=

drica por el Punto a.

Demostracidn:

La ablicacién G:E-BQL—AV (Q/Q)zé K es una forma cuadratica son forma
béidi G(§;§)=(§/Q)(3/9) sy ¥ se tiene Ga = G(Q)q - shque es diferencia
de dos formas cuadrdticas,

Por otra parte se ve que a;%= )265 para )o#n. Esto concluye la demos-
tracidn,

Teorema

81 a¢ E es un punto na singular , entances

im q_= {x¢ E-{a7/ {a,x) es tangente a q}%){ajf

Por otra parte el punte a es punto singular de qa y se verifica

(im qa)Y\(im q)= a* im q <

Demostracidn:

supongase a=(a) . La condicidn necesaria y suficiente para.qua h=[ﬁﬂ de=
termina con a una recta tangente a q es que <§f§> sea un.plano vectorial
degenerade (respecto a a ) es decir: 4q(2)q(h) - (é/ﬁ)zao , as{

{a,b es tangente a q & b ¢ im qa-‘f’

Para ver que a es punte singular para 9, basta observar que la forma
polar ’ag de la forma cuadrdtica 35 de 6.3.1 es
U5(%,9)=8()2(%,9)-6(8,%(&T) ' v G;(4,%)=0 para todo Rk

Probemos peor Ultimo la igualdad (im q) N (im qa)a ahim q 3

i) si aeim q entonces se va:faéiimehtéuqueiﬁim qa=éa7 y la igualdad

es trivial,

ii) si a dim q , para x¢ (im q) N (im qa) se verifica por le anterier

que la recta (h:x> es tangente a la cuadrica, y por 6.,2.2 es g
Layx)\ im q =3xj{ el punto x de tangencia es por 6.3.1 conjugado con to-
da punto de (a{x)f En particular xé.dﬂnimq.

La otra inclusidn se prueba de forma andloga , y gueda como ejercicio?






