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1 INTRODUCCION. 2

1. Introduccion.

1.1. Geometrias de Klein
1.1.1. Definicién

Una Geometria de Klein en una variedad diferenciable F, viene definida por
un grupo de Lie G que actia diferenciablemente sobre F de forma transitiva:

Gx E—=E,(A,z) = A (z) = Ax

Se denomina a E = (E, G, \) espacio de Klein (con grupo G de transforma-
ciones).

Fijado un punto o € FE, todos los grupos de isotropia GG, de los puntos de
E son conjugados con G,. Claramente G, es un subgrupo cerrado de G, y por
tanto G/G, tiene una unica estructura de variedad diferenciable de dimensién
dim G — dim G, que hace a la proyeccién canénica 7 : G — G/G, submersion.
Hay ademds un difeomorfismo candnico (una vez fijado fijado o):

T:G/Gyo > AGy, — Aa(0) € FE

que permite identificar ambos espacios (E = G/G,). Denotando también por 7
a:
7:G—FE, A— Xs(0) = Ao

Se tiene el diagrama conmutativo:
G —"—~G/aG,
m T

E

Asi F resulta ser un espacio homogéneo en el sentido clasico. Nétese que dar
el espacio homogéneo G/G, es equivalente a dar un espacio de Klein F con un
punto destacado o.

1.1.2. La accién Adjunta

Denotamos por g y go respectivamente, a las dlgebras de Lie de G y G,.
La diferencial 7, = dn(e) : g — T, E induce por paso al cociente un isomor-
fismo canénico
T 1 9/8g — ToE

que permite identificar ambos espacios. Todo esto se concluye cuando se aplica
la diferencial en el origen al diagrama anterior

T x
g——9/do
™ T«

ToE

Recordemos que si A € G, el automorfismo de conjugaciéon Cy : G — G,
a — AaA~! da lugar a
dCA<€) = Ady € GL(g)
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y la aplicacion Ad : G — GL(g) define una representacién denominada repre-
sentacién adjunta. Su restriccién a G,, Adg, : G, — GL(g), da lugar por paso
al cociente a una accién sobre el espacio vectorial cociente g/go , que denotamos

Ad: G, — GL(g/g0) (1)
. Via la identificacién 7 es facil ver que para K € G y definiendo
Ly :G/G, > AG, — (KA)G, € G/G,

los siguientes diagramas son conmutativos:

E—2E
7 T
G/Gy —= G/G,
/Gy == G
GLG
™ s
G/Gy —= G/G,
/Gy == G

Asi, diferenciando en el origen (via la identificacién 7) podemos escribir:
dAK(O) = Adg : T, E = g/go - g/go =T,FE (2)

Recuérdese por otro lado, que si Q¢ € Q! (G, g) es la forma de Cartan de G
se verifica para A € G
(RA) Qg = Adp-1Q¢

1.1.3. Homomorfismos

Un homomorfismo entre los espacios de Klein E = (E,G, \),y E = (E, G, X)

viene determinado por una aplicacién diferenciable ¢ : £ — E , junto a un
homomorfismo ¢, : A\G — AG entre grupos de lie, de forma que ¢ o Ay =
(¢ Aa)0d, paratodo A € G. En el supuesto de que ¢ sea difeomorfismo, entonces
d. 4 = ¢poArao ¢ ' queda unfvocamente determinada, y ¢, : A\G — MG es
necesariamente inyectiva. Cuando ademds ¢, es sobre (y por tanto isomorfismo
de grupos de Lie), se dice que ¢ es un isomorfismo y los espacios de Klein son
isomorfos. Es asf como (E, G, \) y (E, AG, \) son canénicamente isomorfos por
la identidad.

En adelante supondremos que A : G — Difeo(FE) es inyectivo,
y entonces podemos identificar G' con un subgrupo A\G, y A € G con
Aa € Difeo(E).

Un subespacio de Klein (o subespacio homogeneo) de E = (E, G, X), viene
determinado por una subvariedad j : E<F de forma que
G={AcT:\E=F)
determina un subgrupo de Lie j, : G—G de forma que la accién restringida

G x E—E,(A,z) — Xa (2) = A.z hace a E = (E, G, \) espacio homogéneo. En
este caso (J, j«) define un monomorfismo entre los espacios de Klein F y FE.
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1.1.4. Prolongacién de campos.

Se llama campo fundamental (o prolongacién de orden 0) del vector X € g,
al campo X(© de E = Gy (E) definido punto a punto por la férmula

X0 (z) = % B (exp (tX) .x)

Se trata del dnico campo de E que tiene por flujo ¢ : RxFE — FE definido
por ¢(t,x) = ¢, (x) = exp (tX).z. Fijado t, ¢; = Aexpex) : E — E es un
difeomorfismo que induce el difeomorfismo (ver epfgrafe ?? en pdg ?7) Qﬁqﬁt :
GL (E) — G (E) definido por

(Gpo) (9:F) = g (dp 0 ) = exp (¢X) g, f
El caracter funtorial de gl(f) permite demostrar que la aplicacién gb(e) :
RxGS (E) — Gf (E) con oY (t,7) = (GE9,) () define un flujo en G (E), con

¢§é> (v) = o (t,v) = (gf;@) (7), que corresponde a un tinico campo X en
G/ (E) definido por la condicién

(exp (£X) )

d
XO (y) = =
t=0

que se denomina prolongacién de orden ¢ de X. En estas condiciones se tiene

Teorema. La aplicacion g > X — XU ¢ X (Q£ (E)) es un homomorfismo
entre dlgebras de Lie. Es decir, es R-lineal, y se tiene

X, Y](f) - _ [X(K)’Y(l)] VXY eg

1.1.5. El punto de vista de Klein

La accién de G sobre E, puede inducir de forma natural actuaciones Gx M 3
(A, M) — A.M € M sobre determinadas familias M de objetos deducidas
del espacio E o de eventuales estructuras (diferenciable, métrica, conforme,...)
sobre E. La propiedad que define a los objetos de M es conservada por el
grupo G y se denomina propiedad (G—)geométrica. Segiin Klein, el estudio de
la (G—)geometria, consiste en el andlisis de las propiedades y conceptos relativos
a F que permanecen invariantes por la accién del grupo G. Cada vez que tenemos
una tal familia M, queda planteado un problema de clasificacion:

Dos objetos M, M € M se dicen equivalentes (M ~¢g M), si estédn en la
misma 6rbita, es decir, si existe A € G, tal que A.M = M.

Por ejemplo el grupo G actia de manera natural sobre el fibrado de contacto
de orden ¢ :

G x GL(B) — GL(E), (A,0) — Ao = (Gixa) (0)
(vease epigrafe 77) Cada clase se denomina escama geométrica de érden ¢.

1.2. Generalidades sobre Invariantes y clasificacién de va-
riedades.

Todas las variedades las supondremos de dimensién fija p contenidas en el
espacio de Klein fijo E con dimensién m > p y grupo G de transformaciones.
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También debemos suponer (implicitamente) que todas ellas pertenecen a una
cierta familia F invariante por la accién del grupo G. En principio no impondre-
mos a la familia F restriccién alguna. Sin embargo mds adelante serd necesario
imponerle regularidad.

Dos p-variedades M y M sumergidas en un espacio de Klein E se dirén
G-congruentes si existe una transformacion A € G, tal que M = Aa (M). A la
aplicacién restriccién Ay : M — M se le denomina G-congruencia. Notese que
dos variedades G-congruentes son en particular difeomorfas y tienen por tanto
la misma dimensién p.

Hacer G-geometria de p—variedades, consiste a groso modo en estudiar aque-
llas propiedades de las variedades que permanecen inalteradas por la accién del
grupo.

En particular estamos interesados en dar criterios practicos para reconocer
cuando dos p—variedades son G-congruentes.

Obsérvese que M = (f:S), M = (f :'S) son congruentes, si y solo si existe
¢ : S — S difeomorfismo, y A € G tal que Ay o f = f o ¢.

1.2.1. Fibrado tensorial en la Grassmaniana.

Si V es espacio vectorial denotamos T}V al espacio vectorial de los tensores
tipo (k,1) (k veces contaravariantes y [ covariante). El fibrado (k,[)-tensorial en
la Grassmanianana Q; (E) de la variedad E es leg; (E) definido como

TG, (B) = Usegi ()T} 0

que constituye un fibrado sobre G} (E) (con su proyeccién natural) y fibra tipo
T (R™).

1.2.2. Invariantes tensoriales.

Sea G" una subvariedad de G (E) que sea G-invariante. Esto significa que
G.G" C G" en la accién G x G (E) — gy (E) es G.G™ C G". Sea F = F (G")
la familia (G—invariante!) de p-variedades M de E tales que g?M € G" Vz €
M. Un invariante (k,!)-tensorial sobre las variedades de F, es una aplicacién
diferenciable entre fibrados ® : G" C G (E) — TG} (E), que asocia a cada
v € G", el tensor ®, € T} (T,), siendo T, =|T v € G} (E), y se verifica la
siguiente condicién:

(/\A)* (I)A/y = @7, VAe G, Vyegr (3)

es decir, para cada v € G" y cada A € G, como T}y, = AT, y por tanto dA4 :
T, — T4 es un isomorfismo lineal, estamos exigiendo que (d\a)* Dy, =9,
Se dice que el invariante es ® de orden (exactamente) n, si existen 7,75 € G"
cony |=7% le Gy~ (E) y sin embargo @, # ®.
Tal invariante ® asigna a cada variedad M € F un campo tensorial ®; €
TF (M) con
Dy (Z) = Cbg?M Vze M

Si M = (f:S) escribimos ®; = f*®yy.

La condicién (3) supone que ®p; = X3 ®y, (ar), para todo A € G. Esto
significa si M = (f : S) que &y = @, ,.5 para todo A € G.

En general, un difeomorfismo \ : M — M entre variedades sumergidas en
E, se dice que respeta al invariante ®, cuando ®p; = A*®g7. En este sentido
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podemos decir que ® se preserva por congruencias (o transformaciones A4 de
G)

Si tenemos (s1,...sp) parametrizacién (local) de Sy (z1 ... 2m) parametri-
zacién local en F, el invariante ® es de orden r si ®; depende de las derivadas

8'04 (Z] ] f) (81, S Sp)

O0Sqy - --05q,

paraj=1,...m,a = (aq,...,ax) con |a| = > a; < r: Pero no de las derivadas
de orden superior a 7.

Supuesto M = (f : S) , M = (f:5), a= f(s) = f(3) la condicién T7 M =
Tr'M equivale a decir que existe un difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con

¢(s) =73,y ademds j.f = ji (o)

y entonces deberia verificarse

(or27) (5) =@ (5)
Se tiene entonces el siguiente criterio:

Proposicién 1 El invariante @ : f — @¢ es de drden < n si @y (s) = @5 (s)

cada vez que f, f: S — & son p-variedades con j7f = j7f.

1.2.3. Curvaturas.

Conviene resaltar que los invariantes tensoriales x tipo (0,0) son en reali-
dad invariantes escalares, denominados usualmente curvaturas. En adelante solo
consideraremos invariantes tensoriales, que llamaremos simplemente invariantes
y més concretamente centraremos la atencién en la construccién de curvaturas.

Una funcién diferenciable & : g;} (E) D G" — R se llama curvatura de orden
n si k(A7) = k() para todo v € G" y todo A € G tal que Ay € G". El
nombre proviene del hecho de que la curvatura s asocia a cada p-variedad M
sumergida en E, tal que ¢"M C G" la aplicacién diferenciable xp; : M — R
definida por ks () = k(g2 M) (ver notacién en la Nota ?? de la pag 77), y
entonces si M = A.M, entonces

ks (@) = K (g7 M) = K (A.gy M) = i (g% , M) = kg7 (A.)

y por tanto se preserva por congruencias.
Si G C GL(E) se define G*™' =G |,y G" =Gl (E,G) sin > q
Sik:Gy(E) DG" — R, entonces ko | es una curvatura de orden n + 1,
sobre G"*! ya quesiy € G"tly X € ¢

(ro 1) (exp (1X) ) = i ((exp (£X) 7)) I= i (exp (£X) . (v 1))

que por hipétesis no depende de ¢.

Proposicién Sea & : G} (E) D G" — R aplicacion diferenciable. Si k es una
curvatura de orden n entonces k es integral primera de X (™ (prolongacion de
orden n de X ) para todo X € g. Por otra parte si G es conexo y (X1,...X,)
es una base de su dlgebra de Lie g, entonces para que K sea curvatura de orden

n es suficiente con que sea integral primera de cada Xi(n) i=1,...7.
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Demostracion. Si k es una curvatura de orden n entonces para cada X € g
y v € G" se tiene
K (exp (X)) =k (y) = Vt
lo que significa que k es constante sobre las curvas integrales de X (™),
Por otra parte, si x es integral primera de cada X i(n) entonces para cualquier
v € G™ se tiene
k(exp (tX;) v)=k(y) VEVi=1,...r

y la condicién & (A.y) = k() se verifica para todo v € G" y todo A € G de
la forma A = exp (t1X1)...exp (t-X,.). Pero si G es conexo estd generado por
{exp (tX;):t € R, i=1,...7}, ya que la aplicacién

(tr,... tr) = exp (1 X1) ... exp (t1.X1)
es difeomorfismo local en torno al origen. Esto concluye la demostracién. m

Sea g™ la pseudodistribucién generada por (Xz.(") i=1,.. .r.), es decir,
para cada v € G (E),

g™ (~) = Span (Xi(") (y) i=1,. 7’) cT,G, (E)

Por el teorema 1.1.4 se concluye que si X =1 X7 +---+¢,.X, € g, entonces
XM = thl(n) + e+ tTX,En) € g™ y por tanto

g™ (v) = {X(”) (7): X € g}

ademds como [X,Y] (n) — [X (n), Y(”)] la pseudodistribucién g(™ es involutiva.
La llamamos pseudodistribucién porque no es posible garantizar que dim g ()
sea siempre la misma cuando v € G (E) .

Proposicién Si G" C G (E) es un G/ [G,,]-fibrado homogeneo entonces si
v e g g™ (y) C T,G", y la pseudodistribucién g™ induce asi en G" una
distribucién involutiva sus hojas son las 6rbitas G.y.

Localmente las hojas de la distribucién se pueden determinar mediante una

coleccion k',... kFn de funciones diferenciables £* : G' (E) D G" D A" — R de
ab
forma que
k' =c!
Khn = chn
tan 1 i implicitas d hoj da eleccién c! Hn
representan las ecuaciones implicitas de una hoja para cada eleccién ¢, ..., ¢

de constantes. Se supone que las (k”) son funcionalmente independientes en el
sentido de que la aplicacion (/{1, e n“n) : A" — RMn tenga rango médximo. Se
dice entonces que (k',...x#r) forman un sistema completo de curvaturas de
orden n (ver epigrafe siguiente). En estas condiciones se tiene

Lema Si las funciones " : G (E) D G" Iz A" — R forman un sistema
a

completo de curvaturas de orden n,entonces cualquier otra curvatura k de orden
n es de la forma
_ 1
H—¢(H ,...,n”n)

para cierta funcion ¢ : RF» O A —R.
ab
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Demostracién. Obviamente si kK = ¢ (ml, . n“n), entonces k es constante
sobre cada hoja de la distribucién g(™). Reciprocamente: es posible elegir una car-
ta para A™ de la forma (/431, R VI ,wT") yahora (k¥ =¢”, 1 <v <u,)
representa una hoja H (cl, ey c“n) de la distribucién., y la curvatura s toma
sobre ella el valor constante digamos ¢ (cl, ceey c“n). Por tanto la expresién de
k en las anteriores coordenadas k = ¢ (/431, ey KJ””), para cierta funcion dife-
renciable ¢. m

1.2.4. Sistemas independientes de invariantes

Un invariante ® se dice que depende de un sistema (é(l), ceey é(’")) de inva-
riantes, si todo difeomorfismo A que respete a ®1), ... &) respeta necesaria-
mente a ®. Si cada () no depende de los demés elementos de la familia se dice
que el sistema de invariantes (@(1), ey <I>(7“)) es independiente.

1.2.5. Sistemas completos

Un problema fundamental en el estudio de la G-geometria de variedades,
es el de su clasificacién G-geométrica, que consiste en dar criterios algoritmicos
para reconocer cuando dos variedades son G-congruentes.

Partimos de una familia G-invariante de p-variedades de FE, digamos F,
determinada por cierta GV C G (E) que en adelante denominamos variedades
admisibles. Denotamos GV~ =| GV ,...etc.

Naturalmente, dos variedades G-congruentes son difeomorfas. Pongamos M
y M variedades difeomorfas. json G-congruentes? Una buena cosa serfa dis-
poner de un sistema de G-invariantes (<I>(1), ceey <I)(T)) de manera que cualquier
difeomorfismo entre variedades admisibles que los respete a todos, sea necesaria-
mente una G-congruencia. Un tal sistema se denomina sistema G'—completo de
invariantes. Naturalmente, si el sistema no fuera independiente, es tautolégico
que podria reducirse a otro mas pequeno independiente y completo.

La condicién necesaria y suficiente para que (<I)(1)7 ey <I>(T)) sea completo es

que para f, f : S — E p-variedades admisibles se verifique la equivalencia:

(I)gci):@(?i)1§i§r@7:)\Aofparaalg1’1nA€G

1.2.6. Orden de contacto geométrico

Las variedades M, M de E se dice que tienen G-contacto de orden al menos
n (n > 0) en los puntos z € M, Z € M si definen en dichos puntos la misma
n-escama geométrica, es decir: Existe A € G, con Mg (z) =Z, y Aa (M) tiene
contacto de orden al menos r en Z € A4 (M) N M, por tanto

AgiM = g2M

Esta relacion es de equivalencia sobre la familia de variedades punteadas (M, z)
Denotamos por gLn]M a la clase definida por (M, z), que es exactamente la
escama geométrica (o G-escama) de orden n definida por M en el punto z

Supuesto M = (f:S) , M = (f:5), z = f(s), Z = f(5) la condicién
gL"]M = g[;] M equivale a decir que existe un A € G tal que g7 (Aao f) =
g2 f (segtin definicién ??). Por la proposicién de ?? existe un A € G y un
difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con

¢(s) =3, y ademds j;' (Aa o f) = ji (fo o)
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y escribimos entonces gL”] f= g[n]?

s _
Un difeomorfismo ¢ : M — M se dice que define un G-contacto de orden n,
(7] n]

enzeM,sig, M = g([p(z) M. Si esto se verifica para todo z € M, se dice que

¢ define un G-contacto de orden n (entre M y M )

Un sistema de invariantes (@(1), ceey CID(”)) se dice completo de orden n, si
todo difeomorfismo ¢ : M — M que los preserve en un punto z € M, define un
G-contacto en z de orden 7.

Nota 2 Un sistema completo de orden n de curvaturas (@(1), .. .,@(T)) viene

caracterizado por la propiedad de que si @g\? (z) = @% (Z) para todo i, entonces

geM =gz M.

1.2.7. Gérmenes geométricos de variedades

Dos variedades punteadas M y M de E se dice que definen el mismo germen
en z € M NM, si existe un entorno comiin de U de z en M y en M. Escribimos
entonces g§°°)M = ggoo)ﬁ y se denomina germen de M en z. Dos gérmenes
g,(zoo)M y géoo)ﬂ se dirdn G-congruentes, si existen entornos U de z en M y U
deZen M ,y existe A € G tal que A.z =%,y AU = U . Esta relacién de con-
gruencia , es de equivalencia sobre la familia de todas las variedades punteadas.
Denotamos por g,[ZOO]M a la clase definida por (M, z), que denominamos germen
geomeétrico (o G-germen) definido por M en el punto z.

Fijada una M, se probard que existe un n de forma que cualquier difeomor-
fismo ¢ : M — M con G-contacto de orden n es necesariamente congruencia.

Es decir ¢/ M = ggl]z) 77 para todo z € M = ¢™'M = g[o(ozl) M para

todo z € M, y en particular (si M es conexa) entonces ¢ : M — M es una
congruencia.

1.2.8. Niveles de exigencia para la solucién.

Resolver un problema de clasificacién G-geométrica de variedades admisibles
puede entenderse segiin dos niveles de exigencia, que podriamos describir asf:

Nivel 1 Encontrar un sistema independiente (q)(l), ceey <I>(T)) de G-invariantes
con la siguiente propiedad: Si f, f: S —F definen parametrizaciones glo-
bales de variedades admisibles M = f (S), M = f (S), se tiene la equiva-
lencia

<I)§f) = @%) yi=1,...,7 < fof': M — M es G-congruencia

Esta propiedad caracteriza en efecto, a los sistemas completos de invarian-
tes.

Nivel 2 Encontrar las ecuaciones de compatibilidad. Es decir, fijados un abier-
to S (simplemente conexo) de RP y campos tensoriales gb(l) i1=1,...ren

S, determinar condiciones computables digamos (C') necesarias y suficien-

)

tes para que exista una inmersién f de forma que ¢(i) = <I>§f i=1,...7.

Denotemos por

F(S) = {{(ﬁ(i) 1<i< r} : verifican las condiciones (C)}
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Supdngase que {(ﬁ(i)} € §(S). Una vez determinada una solucién [ : S —E
todas las demds son de la forma Ag o f cuando A € G. Por tanto, supuesto
0 =(0,...,0) € S, y fijado z € E (por ejemplo el origen o) los datos o™
determinan un tnico germen geométrico, digamos gLOO]M .

Queda atin por aclarar cuando otra familia de datos {a(i)} € 5 (S) determi-
nan el mismo germen. De hecho, si { : Sg— S es un monomorfismo con Sy C S,
y¢(0)=0,y {(b(i)} € §(S), entonces {Q*(b(i)} € §(S) induce el mismo ger-
men geométrico. Ademds si {E(i)} € 5 (S) determinan el mismo germen {d)(i)}

entonces existe una tal ¢ con {C*d)(i)} = {gb(i)}.
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1.3. Sobre el método de la referencia maévil.
1.3.1. La forma de Maurer-Cartan.

Sea G un grupo de Lie y g su édlgebra de Lie.

La aplicacién G x g — TG, (A, X) — AX = (L), X define una seccién
canonica global del fibrado tangente T'G cuya aplicacién inversa TG — G X g
viene definida por X4 — (A, Qg (X4)), siendo Qg € Q! (G, g) la forma de
Maurer-Cartan. Notese que

(La).'=Q¢:TaG —g (4)
Ademas un célculo de la diferencial exterior de Qg da
dQ (X,Y) =X (Qc (Y)) - Y (2 (X)) — Q¢ ([X,Y])

Si tomamos X, Y campos invariantes por la izquierda, los dos primeros sumandos
se anulan y queda

pero esto es verdad punto a punto sobre vectores tangentes, por lo que se tiene
la ecuacién estructural

1
A% + 3 (26, Q6] =0 (5)

Por otra parte, Q¢ es invariante por traslaciones a la izquierda, es decir si
AeG
(La)" Q¢ =Qc (6)

1.3.2. Derivada de Darboux. Condiciones de integrabilidad

Sea S es una variedad diferenciable G un grupo de Lie y p: S — G aplicacién
diferenciable. Se denomina derivada de Darboux de p a la 1-forma 2, =p* Q¢ €
QL (S, g).

Fijada w € Q' (S, g) se plantea el siguiente problema

1) Establecer condiciones necesarias y suficientes para que exista p: S — G
diferenciable con 2, = w

2) Determinar todas las funciones p.

Usando (5) se ve que también se verifica

1
4% + 5 [, 2] =0 @
Por otra parte, usando (6) es fécil probar que si A € G
Qap =9, (8)
va que Qa, = (Laop) Qg =p* (La)" Qe =p*Qe = Q, y tenemos el siguiente
Teorema Fundamental de Integrabilidad Sea S wvariedad diferenciable,

G grupo de Lie con dlgebra de lie g y sea w € Q' (S,g). Se plantea encontrar
todas las soluciones p: S — G (si existen) de la ecuacion

Qp =w 9)

FEntonces:
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a) La condicion necesaria y suficiente para que exista p: S — G diferencia-
p
ble tal que 1, = w es que se verifique

1
dw+§[w,w] =0

(b) Supuesto que existe py : S — G diferenciable solucion de (9) todas las
soluciones de (9) son de la forma

p=Ap,con AeG

En particular, cualquier solucion p: S — G viene univocamente determinada
por el valor que toma sobre un punto dado de S.

1.3.3. Referencias en un espacio de Klein.

En lo que sigue F = (F,G, \) es una geometria (fiel) de Klein. Fijado un
origen o € E, es G, = {A € G : A.o = o} su grupo de isotropia. La proyeccién
m: G 3> A — Aa(o) € E, induce en G una estructura natural de fibrado
principal (con base E y grupo G, = {A € G: A4 (0) = 0}), (ver definicién y
notaciones en 1.1.1). G se puede considerar como un fibrado de referencias en
el siguiente sentido:

Referencias en un punto Una referencia (o mas exactamente o-referencia)
en un punto (o con origen en) z € E, es un elemento p € G, tal que 7(p) = z.
Asf 771(2) es el conjunto de las referencias en el punto z. Cuando se ve a G
como el conjunto de todas las referencias. Lo denotamos por o (E) = {p: p € G}
y la proyeccién 7 : o (E) — E, que hace corresponder a cada referencia p, su
origen z = p.o € E, es entonces un fibrado (de referencias) con fibra G,. Asf
o(E,z) ={pK : K € G,}

Sip€o(E,z),y A€ G transforma z en A4(z) = b, entonces se entiende
que A transforma la referencia p en la (\4), p = Ap € o(E,b). Reciprocamente
sipeo(E,z),ype€o(E,z) existe una tnica transformacién A4 con A = p~1p
que transforma la referencia p en la p.

Referencias méviles. Una referencia mévil (local) en torno a un punto z €
E, es una seccién local del fibrado de referencias m : o (E) — E, es decir, es
una aplicacién diferenciable p: Y — G donde U es un entorno de z en E, y
p(z) € o(FE,z) para todo z € U. De hecho, E admite referencias méviles p en
torno a cada punto z con un valor predeterminado p(z) = p € o(E, z). Esta
afirmacion, equivale justamente a admitir que o (E) es fibrado principal de base
FE y grupo G,

Referencias en variedades. Sea f : S — F variedad diferenciable sumergida
en el espacio de Klein E = (E, G, \)

El conjunto de las referencias a lo largo de f, o(f) se construye como el
pullback por f del fibrado de referencias o (E), es decir o (f) = Useso (f,s) =
f*G(E) — S donde para cada s € S es

o(f,s) =0(E, f(s)) ={peco(E):m(p) € f(s)}

y tiene por tanto estructura natural de fibrado principal o (f) — S con fibra el
grupo G,
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Referencias méviles en variedades. Una referencia (mévil) a lo largo de
f es una seccién (local) p del fibrado o (f) — S de referencias en f. Por tanto
p: S — G es una aplicacién diferenciable, tal que 7w(p(s)) = f(s) para todo
s € S. Denotamos por I' (o (f)) la familia de tales referencias.

La forma de Darboux de una referencia movil. Si pe T'(o(f)) la 1-
forma 2, =p*Qq € Q' (S, g).se denomina forma Maurer Cartan asociada a
p. El Teorema Fundamental 1.3.2 es la clave que nos permitird usar la forma
Darboux como potente herramienta para la clasificacién de variedades.

1.3.4. Referencias de Frenet.

Supongamos que tenemos una familia admisible F = {(f : S)} de p-variedades
de F, y que disponemos de un procedimiento algoritmico-geométrico para cons-
truir a partir de cada f una familia {p;} de referencias méviles (elementos de
' (0(f))), y que todas ellas se pueden determinar a partir de una dada pe {p; }
por traslacién a la derecha respecto a elementos de cierto subgrupo G, C Gy
es decir

{p;} ={pPK:K: S — Gy diferenciable}

_El procedimiento no debe depender de la parametrizacion en el sentido de que
si f: S — F, variedad p-dimensional sumergida, ¢ : S — S es difeomorfismo y

f=Ffo¢ (ie(f:59)=(f:5)) entonces {ps} = {pfogb}.

Ademss se debe verificar la siguiente propiedad:

f: Agqo fpara A€ G,y pe {pf} = Ap=pc¢€ {pf}

Denotamos {25} = {Q{pf}}.

De esta forma nos aseguramos que la asignacién f ~» {Q;} constituye un
invariante.

Teorema. La asignacion f ~» {Q2¢} constituye un invariante completo para la
clasificacién de variedades de F. Es decir:
Sean f, f:S — &, subvariedades de F entonces:

{Qr} = {Qf};)EIAGGcon f=MXaof

Demostracién.
La afirmacién = es consecuencia directa del TFC 1.3.2 pues si , = 5

para ciertos pe {p;}, p € {pf} entonces
Qp:Q;,:>3A€Gc0nﬁ:Ap:>f:f).0:(Ap).OZAAOf

La implicacién < . es consecuencia de que si pe {p;} = Ap=p € {pf}, y
por TCF 1.3.2 es Q, = Q5 vy {Qy} = {Qf}

Corolario. Sean f : S — €&, f S — & subvariedades de F, M = (f :S),
M = (f : S) entonces son equivalentes

i) 3¢ : S — S difeomorfismo tal que ¢* {Qf} ={Q}

ii) La aplicacion ¢ : M — M, f(s) — f(¢s) es una congruencia.
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Observacién. En el caso extremo G, = {id}, entonces {Qs} consta de un
tnico elemento €2¢, y hay una tunica referencia mévil de Frenet p; para cada
f € F. La formula que nos da Q; € Q! (S,g) a partir de f, nos resuelve el
problema a Nivel 1 el problema de clasificacion.

Esto también es asi en el caso G, discreto, donde la coleccion de las {Qf} =
{Adgw : K € G} es calculable a partir de un cierto w € {Qy}.

Por el contrario el método pierde efectividad a medida que G, aumenta.
Asi en el caso trivial en que G, = Gy, el procedimiento apenas dice nada.



