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ABSTRACT

Se analiza el concepto de orden de contacto, y se sumerge el fibrado de escamas
que describe los contactos de un orden dado, en la Grassmanniana del fibrado
de escamas del orden anterior.
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1. Introduccién

Se dice que el orden de contacto en un punto p entre dos variedades M y M de la
misma dimensién m > 1, sumergidas en una variedad ambiente £ de dimension n > m
es al menos 1, si el punto p estd en M N M y ademas los espacios tangentes T, M y
T, M coinciden.

Hay sin embargo en la literatura diferentes puntos de vista, a la hora de establecer
el concepto de contacto de orden superior, dependiendo del uso que se quiera dar a
tal definicion.

Una posibilidad consiste en definir el contacto en p de orden al menos r > 1
entre M y M, por la condicién de que exista una carta (z1...r,) de £ en torno
a p, y parametrizaciones locales ¢, % : R™ — £ de M y M respectivamente con
»(0) =% (0) = p, de forma que todas las derivadas parciales de orden menor o igual
ardez;opy x;op coincidan en el origen.

Otra posibilidad, si queremos evitar las coordenadas, es considerar las inmersiones
naturales de los fibrados tangentes TM y TM como subvariedades m-dimensionales
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en el fibrado Grassmaniano G, (£). Se define entonces el contacto entre M, y M de
orden al menos 2 en el punto p de £, como un contacto de orden al menos 1 de T"M
y TM en el punto T,M =T, M de G, (£).

El proceso se continua inductivamente para definir ordenes mayores de contacto.
Esta construccion que puede ser util en algunas aplicaciones, tiene el defecto de au-
mentar exponencialmente las dimensiones de los sucesivos espacios ambiente G, (£),
G (G (€)), G (G (G (£))) ... ete. (para més detalles ver [1] (pdgs 1-4)).

Nosotros nos proponemos aqui, sustituir estos espacios ambiente por otros G (€) =
Gm (), G2 (E) C G (G (E)), G2, (E) T G (G (G (€))) ... ete, que determi-
nan en cierto sentido, la parte relevante de los sucesivas Grassmanianas de £ que
intervienen en la definicién de los ordenes de contacto.

Construimos pues, los fibrados G}, (£) — € que denominamos fibrados de escamas
de orden r de £. Cada fibra G, (€, p) estd formada esencialmente por todos los tipos
de contactos en p € £ de orden al menos r entre m-variedades sumergidas.

Este punto de vista, forma parte de un trabajo atin en proceso de elaboracion,
en el que tratamos de exponer una formalizaciéon general del método de Cartan de la
referencia mévil para la clasificacién geométrica de variedades sumergidas (siguiendo
[1]), en donde el espacio ambiente £ pertenece a una clase de Geometrias de Klein
con cierto comportamiento regular respecto a los fibrados de escamas.

En lo que sigue, £ es una variedad diferenciable de dimensién n > 1.

2. Elementos infinitesimales auxiliares

Se presentan aqui los elementos infinitesimales de orden superior, que intervienen en
la construccion de los fibrados de escamas. La referencia general para este apartado
es [2] pags 3-14.

2.1. Vectores tangentes de orden superior.

Dos curvas a = a(t), 8 = ((t) de la variedad diferenciable &, definen el mismo r—jet

ent=0,sia(0) =p5(0) =a, y en algin sistema de coordenadas locales (x1,...,zy)
en torno a a, se verifica para todo k con 1 < k <r:
d* (z; 0 @) d* (z; 0 3)
dt* =0 dt* =0

La propiedad, no depende del sistema local de coordenadas utilizado. La relacion
anterior es de equivalencia, y denotamos por

d"a (t)

e = a("(0) = jja

t=0

a la clase de equivalencia definida por la curva «, y se denomina vector tangente de
orden r en a. Se denota por T7E al conjunto de todos ellos. La unién T7E = Jj (&)
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constituye el fibrado tangente de orden r sobre £. El vector tangente de orden r
definido por o en t =ty es:

. d"« (t + to)

jZﬂOO[ - Oé(r) (to) dtr

S Tg(to)é‘
t=0

T7"E es una variedad diferenciable. De hecho, a partir del sistema de coordenadas
locales (x1,...,2,) = (x;) se puede construir un sistema de coordenadas para T7E,
(w;,z},...27) , en donde se entiende que

dF (z; o
ot (a00) = 5

t=0

Ademas el operador T es funtorial, en el siguiente sentido:
Si ¢ : £ — & es una aplicacién diferenciable queda inducida ¢, = ¢ : T7& —
T"E&5 por la condicién:

") (aP(0) = (60a)" (0)

Ademés (¢ 0 ¢)") = ¢(M 0 (") para v, ¢ aplicaciones diferenciables entre varie-
dades.
Se construyen asi las proyecciones naturales:

THE STE S .. STE=TE - E

2.2. Fibrados de jets

Si f, f:S — & son aplicaciones diferenciales entre variedades, diremos que f y f defi-
nen el mismo jet de orden 7 en s € S y escribimos j7f = j f, si para alguna parame-
trizacién local (uq, ... u,,) de S en torno a s y alguna parametrizacién local (7 ... xzp)
en torno a f(s) en £ se tiene que para todo j = 1,...n, todo a = (ay,...,ax) con
o] => a; <7

ool (zj 0 f) (u1, ... um) B ole (zjof) (u1,. .. um)

OUgqy, - .. OUg, u(s) N OUgqy, - .. OUq,

u(s)

Esta propiedad es independiente de las parametrizaciones locales tomadas.

En particular tomando S = R™, si C3° (R™, ) denota al conjunto de las funciones
p : R™ — & diferenciables en un entorno del origen, podemos construir el fibrado de
Jets

I (€) ={ioy 1 p € C5° (R™, E)}

sobre &, con proyeccién J7, (£) — &€, jie — ¢ (0). Se denota JJ, (€,a) a la fibra
sobre a € €. Nétese la identidad J{ (€,a) = T2 E
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3. Orden de contacto

Proponemos una definicién de orden de contacto (al menos) r en un punto, para
dos variedades sumergidas en un mismo espacio ambiente. Se trata de imponer la
propiedad de que los espacios tangentes de orden r de ambas variedades coincidan en
el punto.

Demostramos que esta definiciéon coincide con otras m&s habituales, en donde
intervienen los jets de orden r de ciertas parametrizaciones de las variedades. Pero
llamamos la atenciéon de que el concepto de orden de contacto, es en todo caso, un
concepto relativo a las variedades desparametrizadas.

3.1. Variedades sumergidas

Una variedad m-dimensional (sumergida) en &£ viene definida por una inmersién'

f S — & donde S es una variedad diferenciable (abstracta) m-dimensional. Dos
inmersiones f1 : S1 — &, fo : So — & se dice definen la misma variedad M (de
£), si existe un difeomorfismo ¢ : S; — Sy tal que fi1 = fy 0 ¢. En este caso,
denotamos M = (f1:51) = (f2:952). A f1 y fo se denominan representaciones
paramétricas (o parametrizaciones) de M. Si X : £ — £ es un difeomorfismo, entonces
AM)= Ao f:95).

Si la variedad M admite una parametrizacién f : § — £ que es incrustamiento?,
entonces todas sus parametrizaciones lo son, y se dice que M es una variedad (su-
mergida) regular en €. En este caso M puede identificarse con la imagen f (S) = M
que admite una tnica estructura de variedad diferenciable (abstracta) que hace a
f S — M difeomorfismo. La inclusion M «— & resulta ser entonces la represen-
taciéon paramétrica distinguida. Ademads la propiedad de ser M variedad regular de
€&, depende solo del conjunto M C & (para mas detalles consultar [3])

Por otra parte, si f : S — & es una variedad de &, para cada sy € 5, existe un
entorno Sy de sg en S tal que (f : Sp) = My es variedad regular de £. Como estamos
interesados s6lo en cuestiones de tipo local, supondremos en adelante que todas las
variedades son regulares (o equivalentemente que trabajamos en el entorno regular de
un punto). En coordenadas locales locales se tiene el siguiente resultado (ver [3]):

Proposicién 3.1 Si f : S — £ es una variedad m-dimensional (sumergida) en &,
entonces para cada punto s € S, existen un sistema de coordenadas v = (%,Z) de €

en torno a a = f(s) con T = (z1,...,%m), T = (Tmi1,---,%n) y x(a) = 0, y otro
u=(U,...,Un) en torno a s con u(s) =0, de forma que las ecuaciones de f son
T=u
f'{ 7=0

1Es decir, aplicacién diferenciable con diferencial inyectiva en cada punto
2Es decir, inmersién inyectiva que induce homeomorfismo sobre su imagen
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3.2. Orden de contacto

Dado un punto a = f(s) € M, el conjunto T)) M = f_(r) (T3 S) C T, € es independiente
del f,S tales que M = (f : S). Las variedades M, M = (f : S) se dice que tienen un
contacto de orden al menos r (r > 0) en el punto a, sia = f(s) = f(3) € MN M y
TrM =TI M, es decir f©) (T78) = 7 (12S) .
Supuesto n —m = ¢ > 0, sea ¢ € C§° (R™,R°) el grafo de C es
M () = {(u,C (u)) : w € R™}

define en torno a 0 una m-variedad sumergida en R™. Descomponiendo:
o T=(r1,...,xy) ER™
R'=R" xR =qax=(2,2) / 2 (@1, Zm) . (3.1)
T=(Tmt1,...,2n) ER

Observacion 3.2 De forma mds general, debemos admitir que el operador “ ~ 7
puede obtenerse seleccionando m posiciones de las coordenadas (no necesariamente
consecutivas) y el “” 7 las restantes. Sin embargo, por razones de simplicidad siempre
exhibiremos la descomposicion dada en (3.1).

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.3 Sea ¢ € Cgo (R™,R¢). Entonces, el orden de contacto en el origen

de M (¢) y R™ x {6} es al menos r (r > 0) si y solo si j5¢ = 0. Es decir:
M (Q) =15 (R < {0}) & jsc =0

Demostracion. Obviamente la condicién ToM (¢) = Ty (Rm X {6}) equivale a decir

()05

=0
’3Uj

u=0

o~

En efecto, supongamos Tg M (¢) = T¢ (Rm X {0}) Una curva en R™ x {6} por el

origen es de la forma
T
z

T (Rm X {6}) = {(O,x(l),x@)) c7l =22 :6}

Una curva arbitraria por el origen contenida en M ({) tiene por ecuaciones

T=ul(t) =
{55 Clur) “O=0

u(t) _5

y por tanto
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y debemos imponer #’ (0) = 2" (0) = 0. Se tiene parai=1,...,c
dt t=0 j=1 6U’j u=0 dt t=0 j=1 8uj u=0
donde xgl) = u’; (0) son arbitrarios. Por tanto (como ya sabiamos)
a¢; )
81‘ =0,i=1, 6 J =1, , I
Uj |y=0

Por otra parte usando nuevamente la regla de la cadena y suprimiendo los sumandos
nulos obtenidos al particularizar en ¢t = 0 se tiene

2 m 2
_ dmig. _ %G ol
- 2 - } : } 3"k
dt =0 ;o1 OujO0uy, w=0
y como antes se concluye
0%¢; . .
0.0 =0,i=1,....¢,5,k=1,...,m
U;OUE w=0
El razonamiento puede concluirse inductivamente. O

Corolario 3.4 Sean (,C € C’g" (R™,R®). Entonces, el orden de contacto en el origen
0de M) yM (€) es al menos r (r >0) siy solo si j5¢ = jiC. Es decir:

Ty M (¢) = TgM (C) < jo¢ = joC

Proposicién 3.5 Sean f: S — &, f :73 — &, m-variedades,con f (s) = f (3), existe

entonces un difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con ¢(s) = § wverificando la
stquiente propiedad

FOTrS = FOTIS = jrf = 57 (F o 0)

Demostracion. Usando para f la proposicién 3.1, podemos tomar una carta = = (z,7)
de € en torno a a = f(s) = f(3) con T = (21,...,%m), T = (Tps1,...,Tn) y Otra
carta w = (U1,...,Up) en torno a s con z(a) = 0, u(s) = 0, de forma que las
ecuaciones de f son
T=1u
I { z=0
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Una carta arbitraria @ = (U1, ..., U, ) por § proporciona unas ecuaciones de f de
la forma x = ¢ (u), y necesariamente

0 (¢1,---Vm)
det(a(ul,...um)>u_o7é0

puesto que f,.TsS = f,T¢S. Podemos construir el difeomorfismo @ = (¢1,...¢m) en
torno al origen que da lugar al difeomorfismo ¢ : S — S que respecto a las cartas u
y u tiene por ecuaciones:

u=¢(u)
y las ecuaciones de fo ¢: S — &£ son ahora de la forma:

fop=pop L: T=u
fogp=pop {%\:C(u)

donde ¢ = (¢1,.--,¢), (¢ =n —m es la codimensién) es una aplicacién diferenciable
R™ — R en torno al origen, con

Nétese que f,T,S = f,TsS si y solo si

| _,
au] u=0
La demostraciéon se concluye ahora usando la proposicién 3.3 d

Definicién 3.6 Sean f : S — &, f:S — & m-variedades, con f(s) = f(3), al
difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con ¢ (s) =3 verificando la propiedad

1OTIs = FUTIS = jif = g2 (Fo o)
se dice que estd [ f (s) = f (5)]-adaptado.

Nétese que por la demostracion de la proposicion 3.5 se ve que ¢ es [f (s)=f (E)} -
adaptado si y solo si pueden exhibirse sistemas de coordenadas x = (z1,...2,) en
E,u= (uy,...um) en S de forma que:

NSRS

8) 8
o) e
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Corolario 3.7 Las variedades M = (f:S) — E , M = (f:5) tienen orden de
contacto al menos r > 1 en un punto a € M N M si y solo si existe un entorno U de
a en & coordenado por (w1, ), un abierto S de R™ y (,( :S — € (i = 1,2) de
forma que M NU = (¢:S), MNU = ({:S), ((0)=¢(0) =ayji¢ =3¢ es decir,
para cada j =1,...,n, para todo a = (a1,...,q) con |a| = > a; < r se tiene

O, ... OUqg, |y OUq, ... 0Uq, o

4. Fibrados de escamas

Se construye el fibrado G7,, (£) — £ de escamas de orden r, cuya fibra en cada punto
de & esta constituida por todas las clases de contacto de orden al menos r en el punto,
de variedades m-dimensionales. Cuando r = 1, obtenemos el fibrado Grassmaniano.
Para orden mayor que 1, se sumerge candnicamente en la Grassmaniana del fibrado
de escamas de orden anterior.

4.1. Escamas de orden superior.

Fijado a € &, y M,, (a,€) es la familia de todas las variedades m-dimensionales
sumergidas en £ que contienen al punto a. Entonces

G (E;a) = {TTM : M € M,, (a,€)}

es la fibra de escamas en a. Un elemento T M € G7, (€;a) se llama escama m-
dimensional de orden 7, en a, y representa una clase, en la relacién de equivalencia
definida en M., (a,&) por el contacto de orden al menos r. La fibra de escamas en a
es difeomorfa a la fibra tipo

Gy = Gr, (R™,0)
Usando el corolario 3.4 es inmediata la siguiente proposicion:
Proposicion 4.1 Supuesto n —m = ¢ > 0, la aplicacion
I (R,0) = Gy, 0, JoC — To M (C)

estd bien definida y da lugar a un difeomorfismo sobre un abierto denso de Gy, ,,. En
particular Gy, ,, es variedad diferenciable localmente difeomorfa a J}, (R¢,0).

Y en consecuencia se tiene:

Corolario 4.2 El espacio de escamas GI, (€;a) tiene estructura natural de variedad
diferenciable, y
G,

m

(€) = Uaee Gy, (E50) — €
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tiene estructura natural de fibrado sobre £. Es el fibrado m-escamas de orden r sobre
& (con fibra tipo Gy, ,,).

Si f:S — &£ donde S es una variedad diferenciable m-dimensional, para cada
s € S, denotamos g7 f = f() (TrS) € GT, (€, f (s)) .

Asisi f: S — € es otra variedad escribir g7 f = g-f equivale a decir que tienen
contacto de orden al menos r.

Proposicién 4.3 Fijada la variedad f : S — £ se considera la aplicacion g"f : S —
Gr (£),s—glf Sif:S—E& esotra variedad se tiene:

1. Si¢p:S — S es difeomorfismo, entonces
9o (Fod) =g (F)oo (4.1)
2. 8i®: & — & es una inmersion entre variedades (de dimensiones > m) y gi f
= g=f entonces g5 (P o f) = gz (Po f)

Por tanto la inmersién @ : £ — £’ induce de forma natural una inmersién G, ® :
Gr (€) — G7, (&), definida sin ambigiiedad por

(G @) (Ty M) = Ty 0y ® (M)
con la propiedad funtorial correspondiente

Gl (Tod)=G, PoG, ¥
para ¥ : & — & @ : £ — &' inmersiones entre variedades. En particular, si ® es
difeomorfismo, entonces G, P lo es.

4.2. Grassmanianas

Nétese que GL, (£5a) = {T,M : M € M,, (a,€)} es exactamente la grassmaniana
G (T,E) de m-planos de T,E. Veamos como pueden darse parametrizaciones locales
del fibrado grassmanniano G}, (£)

La fibra modelo (Gin,n = G, (R™) es una variedad diferenciable de dimensién
m (n —m). Una m-étupla (X1, ... X,,) de vectores de R™ (linealmente independiente)
puede describirse por las columnas de una matriz n X m de rango maximo m

i1 0 Tim
(X1,...Xpn) =X =

Tpl Tnm

denotando por [X] € Gj, ,, el m—plano generado por X se tiene

[X] =[Y] < 3A € R™*"™ no singular con XA =Y
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escribiendo

5{2 11 e Tim merl,l et xm+1,m
X=| & | con X= : : X= : :
X . . . .

Tm1 e Tmm Tnl e Tnm
y suponiendo det X # 0 tenemos

1
— - — f : mxm
[X]—{ -1 ] con I= matriz identidad en R

Llamando k = n — m La aplicacién
(n—m)xn |: I :| r
R 37— 7| € G

constituye una parametrizacién (no global!) de G,,,. Otras parametrizaciones

analogas se obtienen por seleccion de otros menores de rango maximo.
Con este criterio, si = (z1,...,,) es un sistema de coordenadas locales para &
entonces es posible construir a partir de él, un sistema de coordenadas (x, X) , con

X=(zn)=1<i<n 1< X<n—-—men Gl () donde para o € G, (T,€) es

v(o)=x(a)y ) 9 I
UZSP@”((a_Il7.”7%>a( X (o) >)

Proposicién 4.4 a) Si f : S — & es m—variedad, entonces g f : S — GL (€) es
m—uvariedad.

b) Si f,f: S — & son m—uwariedades, se tiene para k > 1,
R = = 3 (9 1) = 35 (')

Demostracion. a) Por la proposicién 3.1 existen un sistema de coordenadas = = (7, )

de £ en torno a a = f(s) con T = (v1,...,%m), T = (Tmi1,---,Tn) y x(a) =0,y
otro u = (u1,...,um) en torno a s con u(s) = 0, de forma que las ecuaciones de f
son B
T=u
f'{ 7=0

Tomando las coordenadas (z, X) para G, (£) como en el apartado 4.2 se concluye
que las ecuaciones de g'f: S — G, (£) en estas coordenadas son

g'f:

<Ry ]
Il
o @O
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y por tanto g'f : S — GL (€) es m-variedad.

b) Tomando para f las coordenadas x = (z,Z) de € en torno a a = f (s) y las
u = (ug,...,un,) en torno a s del apartado a) al ser jlf = jslf se concluye como en
la proposicién 3.1 que las ecuaciones de fen estas coordenadas es de la forma

f:{ gj&u)

donde ¢ = ((1,...,¢.), (c = n—m) es una aplicacién diferenciable R™ — R¥ en torno
al origen, con
~ 00
0) =0, 5 =0
¢ ( Ouq | ,—o
Las ecuaciones en las coordenadas (z, X) y u de glf son
~ oG ... 9G
_ T=u Ouy Oum
g'Fd F=Cw) ,conDi=| .
X =D¢ e . O
ouq O
por tanto
G = e O =06 58 (DO) = 0 jE (' f) = it (g f) -

En particular, hemos demostrado también:

Corolario 4.5 Sean f : S — &, f:8 — & m-variedades, tales que glf = gif
y sea ¢ : S — S un difeomorfismo [f (s) = f (5)]-adaptado (segin Definicion 3.6).
Entonces también ¢ estd [g;f = g%ﬂ -adaptado, es decir:

95 (9" F) = g5 (9" F) = 3% (4" f) =¥ (¢" (Fo9))

Corolario 4.6 Para k > 1 son equivalentes las siquientes afirmaciones:

i) gitLf =gttt f
i) g¥ (9*f) = g% (9" f)

Demostracién. Sea ¢ : S — S un difeomorfismo [f (s) = f (5)]-adaptado (segun la
definicién 3.6)

f =gttty
IIProp35
GEFLE = R+ (Fo ¢)
IIProp44b)y(41)
i (9'f) =3 (9" (Fo9)) =5k (9" () o 0)
II Cor.4.5
gt (9'f) = gk (9 F)

253



J. Lafuente Orden de contacto

Proposicién 4.7 La aplicacion GE™ (€) — GE (GL, (€)) definida por g*t1f —
gk (glf) (para f: S — & , m-variedad) estd bien definida y sumerge candnicamente

a GEFY(E) como subvariedad de G, (G}, (£)).

Demostracién. La aplicaciéon G (€) — GE (GL, (€)) definida por g¥ 1 f — g* (' f)
estd bien definida ya que si gF+'f = g5™'f para otra f : § — &, entonces por la
proposicién 3.5 existe un difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con ¢ (s) = 5 veri-
ficando la propiedad jF*!f = jk+! (? o (b) y por la proposiscién 4.4 b) es j¥ (glf) =
i (9" (fo9)) = ji (9" (f) 0 9), v esto implica que g (¢"f) = g¥ (9" (f) o) =
952(5) (91 (f>)

En lo que sigue los indices i, j varian de 1 a n. Mientras que «, § varian de 1 a m,
yvlos A, pudelac=n—m.

Probemos que la aplicacién G2, (£) — GL, (G, (£)) definida por g2f — gl (¢' f)
es inmersion:

A partir de un sistema de coordenadas (z;) = (2, %) de £ donde T = (z,) T = (z*)
en torno a a = f (s) puede construirse un sistemas de coordenadas en G2, (£) de la

A

2) (332 ﬁ> <ﬁ) , de manera que fijado un sistema de coordenadas
a_

forma, ((a:a,x)‘) , (a:

u = (uy) en S en torno a s respecto al cual f tiene por ecuaciones

To = Ug,
f:{ 2 = G (ua)

Asf g' f v g2 f se escriben

To = Uq
rq = o P = Gy (1)
g'f:{ =0 (ua) Lg% f: 2 = 9 (4.2)
A _ O e Oug
Ty = Oug x)x _ 62@\
aff T Quadug

Por otra parte, las coordenadas ((xa, x’\) , (x{;)) de G, (€) permiten fabricar por
reiteracién coordenadas en G, (G, (€)), que las denotamos por

((Yas ™) s (™) (827)) -

de forma que para una inmersién F : S — G (€) general con ecuaciones

Lo = Ugq
F: = Cx (ua)
xé = Gy (ua)
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las ecuaciones de g'F : S — G}, (G}, (£)) sean:

Yo = Uq
y)\ = C)x (ua)
g'F: Y = Oy (ua)
A 90
Yo = ou
Ay %) C)\’y
a T Qug

En particular g' (gl f) tendra ecuaciones de la forma:

Ya = Uq

yA = CAagua)
Ay — 96

g' (9" f) ¢ ¥ T o, (4.3)

A _ OO

Yo = Oug
Ay — 9%¢x
(e OUa Ou~

Asf teniendo en cuenta (4.2) y (4.3) las ecuaciones locales de la aplicacién G2, (£) —

GL (GL (£)), g2f — gt (d*)

(0 2) 2 (22) 5 (120) ) = ((00) - (577) 2 (2) (27) )

queda
AY A

A A A A A A
Ya =Tay Yy =2 7y’Y:‘r'y’ya:xa’ya = Za

~
y los elementos G}, (G}n (5)) que son escamas de orden 2 se caracterizan por la
condicién
A A
v =y;
Este argumento se generaliza facilmente para un valor de k arbitrario, en donde
las ecuaciones finales de la transformacion G (£) — GE (GL, (€)) serfan:

= X _ A PR P Y
Ya = To y =z y'y_x'y Yo = Lo
M — A X — e —
ya - xa'y e yal...ak - Yoq...op yal...ak - Yaq...agy
y efectivamente dan lugar a una inmersién (local). O

4.3. Escamas y grassmanianas

Veremos que el fibrado de escamas G7.F! (€) de orden r + 1, puede sumergirse canén-
icamente en la grassmaniana de las escamas de orden anterior GL (G" (£)) gracias a
la identificacion g' (¢" f) = g"T1f . La formalizacién de este hecho viene establecida
en el siguiente teorema:
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Teorema 4.8 a) Si f : S — & es m—uvariedad, entonces g"f : S — G, (E) es
m—uvariedad.

b) Sean f, f: S — &, definiendo m-variedades. Se tiene la implicacion
e A S HU B )
¢) Hay una inmersion candnica:
G () = G (G ()

definida segun el esquema
9 f = 9. (9" f)

para cada m-variedad f: S — &

Demostracion. Se hace por induccién sobre r. La prueba del Teorema para r = 1
esta ya concluida:
a) Ver la proposicién 4.4 a).
b) Ver la proposicién 4.4 b).
¢) Ver el corolario 4.6 para k = 1.
Supuesto probado el Teorema, para r > 1, probemos el Teorema para r + 1.
Tenemos
a) Si f : S — & es m—variedad, entonces por la proposicién 4.4 a) g'f : S —
G}, () es variedad. Por la hipétesis de induccién y la proposicién 4.7. se tiene que
g (9" f) =g " f: S — Gt (€) — Gr, (G*(E)) es variedad.
b) Sean f, f : S — &, definiendo m-variedades. Tenemos:
gt =grttf
|} Prop.4.4 b)
o (g f) — jrt (glf)
| Hip. Induc.
it (6'5) =it (97 (4'F))
| Prop.4.7
i) =gt (o)
¢) Por la hipétesis de induccién tenemos para 1 < k < 7 la inclusién gFt!f —

g: (9" 1)
GhFH (&) = Gy, (G (8) g5 f — gl (4" F)

que da lugar, por la proposicién 4.3, a la inclusion

Gr— k(Gk+1 (8)) s Q- k(Gl ( 'Ifn ))
g

m m m

gt (gH) = gk (ot ( f))
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Por la proposicién 4.7 tenemos

GT k+1 (G'lrcn( )) N G'r‘ k (G%n( 51 ))
g (") — g5k (9" (65 )))

lo cual significa que la imagen de la inclusién (4.4) cae en GJ,, * (G%, (£)) y se tienen
asi la cadena de inmersiones candnicas

G (&) = G, (G (€) = - = GIrE (GLF(€) = o = G (G, (£)) (45)
definidas segun el esquema

g =gl (g ) == gl () = =gk (9T )

Nuevamente por la proposicién 4.7 tenemos
Gii2 (&) = GrH (G (£)) (4.6)

Aplicando (4.5) en el paso inicial g' f : S — G (€) y teniendo en cuenta (4.6) se
tiene:
GLI2 () — GL (G, (6)) — G (G, (G, (€))) —
C= G (GR (G (8) = - = G (G (G (6)))
y por composicién queda una inmersién G572 (£) — Gy, (Gr, (G, (€))) con gt T2 f —
gl (gT (glf)) =g! (g”rlf), (la ultima igualdad justificada de nuevo por la proposicién
4.7), y tenemos ya la inmersién:

G2 (&) = G (Gt (£) g2 f — gl (9" )

Observacién 4.9 FEs ahora inmediato probar directamente (por induccion) la equiva-
lencia entre la definicion de orden de contacto dada en el apartado 3.2, y la indicada
al final de la Introduccién (y expuesta en [1] (pdgs 1-4)).
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