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ABSTRACT. Using a new characterizationof 11w Lorentzquadries,weestablisha
reformulationof the .S’pecial Re¡ativity Theory.

O. RESUMEN

Un puntocentraldeunafigura Fde un espacioproyectivoE, es un punto
c, que es centrode simetríade F respectoa algunarestricciónafín de E, y
cadarectaque pasapor c corta a Fen exactamentedos puntos.

En la primerapartedel trabajo,secaracterizaa las cuádricasde Lorentz,
como las únicas figuras cerradasdel espacioproyectivo cuyo conjunto de
puntoscentralestiene interior no vacío.

En la segundaparte, se haceuna breveincursión a los modelosgeomé-
tricosde la cinemáticaclásicade partículas,para mostrarcómo el resultado
anterior permite reformular el Principio Fundamentalde la Relatividad
Especial,y obtenerel espaciode Minkowski como modelode la cinemática
relativista.

1. INTRODUCCION

Se denominapunto interior de unacuádricaji de un espacioproyectivo
realE (dedimensiónn=2)a un puntopEE desdeel cual no puedetrazarse
unarectatangentea ji. El puntop sedenominaexteriora g si no es interior,
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ni pertenecea la cuádrica.Denotamospor im p al conjuntode puntosde la
cuádrica,y por mt ji (ext ji) al conjuntode puntosinteriores(exteriores).

Los conjuntosmt ji, im ji, y ext ji inducenunapartición del conjuntode
puntosde E quesecorrespondeconla clasificaciónsubordinadapor el grupo
GP(E, ji) de transformacionesproyectivasquedejan invariantela cuádrica,
al actuarsobrelos puntosde E.

Sepruebaquesi ji esunacuádricade E conpuntosinteriores(esdecir, mt
ji # 0) entoncesrespectoa un sistemade coordenadashomogéneas[xi]
adecuadamenteelegido,las ecuacionesde ji sonde la forma:

cxg+~x2—o (cz±1)
1=1

Cuando c = 1, la cuádricase llama euclídea,y el conjunto de puntos
interiores,mt ji coincidecon E, mientrasqueim ji=ext ji=O

Cuando c=—l, la cuádricase llama de Lorentz. Una cuádrica ji de
Lorentz puede,por tanto, caracterizarsepor las condicionesmt ~# 0 y ext
ji#0(que equivalena mt ji#0, e im p#O). Setieneel siguienteresultado.

Lerna 1.1 ([4] vol 4 pág73)

Si ji es una cuódricade Lorenizy pEE, entonces:

E/puntop es interior a ji siy sólost cadarectaproyectiva.~ quepasapor
p, coria alconjuntodepuntosdela cuódrica, im ji enexactamentedospuntos
distintosa, b. •1

U j

Por otra parte, si p-1- denoto al Jn»erplanopo/ande,p respectoa ~t
entoncesp, AqpJ, a, b son puntos armónicamenteseparados,es decir:

En particular se tiene que la razón simple (p:a: b) en la’ recta afín
A— Aflp-1- es igual a —1, y, por tanto,p escentrode simetríade im ji en el
espacíoafín E-p’. Se llega así a la siguienteconclusión: -

Proposición1.2

Si ji es una cuádrica de Loreníz, entoncesel conjunto £‘ = im ji es
cerrado, y verWca.ta s~guieni’epropiedadpara todop ~Mt ji:
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(1) Cadarectaproyectiva A quepasapor p corta a en exactamente
dospuntos.

(2) ExisteH hiperpianode E tal quep es centro desimetríade g en el
espacioafin E-II..

El conjunto~ esentoncesun cono de luz, segúnla siguientedefinicion:

Definición 1.3: Conode luz

Sea£~ un subconjuntono vacío deun espacíoproyectivo E.

a) UnpuntopEE, se llamapunto central de51’, si:

1) Cadarecta quepasapor p corta a 5=’en exactamentedospuntos
distintos.

2) Existeun hiperpíanoH de E deformaquep es centro desimetría
dell” en el espacioafin E-H. Sedenominaa H hiperpíanocentraldep.

b) Sedice que51’es un conode luz, si es cerrado,y el conjunto§2) desus
puntoscentralestiene interior no vacío.

El propósitode estearticulo es demostrarel siguiente

Teoremadel cono

Si5=’esun conodeluzen el espacioproyectivoreal E, entoncesexisteuna
(única)cuádrica de Lorentzji en E tal que:

im ,i=S1’

El esquemaparala demostracióndel teoremadel conoes el siguiente:

Seapun punto interiora2 y seaDun abiertoconexoconpEDG2. Se
probaráentoncesla aplicación:

D~a~H(a)EE*

que hace correspondera cada punto aCD su hiperpiano central H (a),
preservala razóndoble, e induce unaúnicapolaridad:

E ~ a — 1-1(a)E E*
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con H¡D=H. Esta polaridad define una cuádrica ji que tiene a por
conjuntode puntosinteriores(es,por tanto,cuádricade Lorentz)e imji =5=’.

Se requierenalgunospreparativos:

2. APLICACIONES QUE PRESERVAN LA RAZON DOBLE

En esteepígrafeE y E’ denotaránespaciosproyectivosrealesdela misma
dimensiónn=2.Si 5 es un sistemade puntos, se denotarápor <5> el
subespacioproyectivogenerado.

Comenzaremosestableciendoalgunasdefinicionespreliminares:

Definición 2.1

a) Un conjuntoD de E se llama convexo,si para todopar depuntosa,
beD (a # b), alguna de las dos componentesconexas del conjunto
<a, b>—{a, 1,] está contenida en D. El conjunto [a, b]~ denota una
componentede<a, b>—ja, 14 contenidaen D. (Si ambascomponentesestán
contenidasen D entonces[a, b]¡) denotaa cualquierade ellas.)

ti) Dadoscuatro puntosa, ti, c d de E, la razóndoble (a, ti; c; di está
definida,silos cuatropuntosestánalineados,y al menoshay tres distintos.

El convenioque seguiremospara definir la razóndoble es el siguiente:

Si a, b, c son tres puntosdistintosde unarectaproyectivareal A, existe
unaúnicahomografíati: A — R = RU {oo} con ti (a) = oc, ti (c) =1. Entonces:

[a,b;x,c]=h(x) paratodo xeA

En panicular: [a, ti; a. c] = O, [a, ti; ti. c] = oc, [a. ti; c, c] = 1.

Nótesequesi A=R,es [a,oo;x, c]=(a:x:c)= xa, y [a. b;x,c]=ia.tc)
c—a (b:x:c)

cuandoa, ti, x, c son puntosde R y ademásx#b.

Las igualdades[a,b;x, c]=[a, b;c,x]1 =[b, a;x, cf’ =[x, c;a, ti] permiten
extenderel conceptode razón doble [a. b;x, c] cuandoen [a, ti, x, c] hay al
menostres puntosdistintos.

Observación2.2

No esdifícil probarque si D esconvexoy el subespacio<D> generado
por D coincidecon el espaciototal E, entonéesmt D#~.
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Definición 2.3

Sea D un suticonjunto de un espacioproyectivo E. Una aplicación
f: 13— E’ se dice quepreservala razóndoble, cuandopara cadacuaternaa.
ti. c. d de puntosde D para los que[a, b; c, djj está definida, se vertfica que
[(a), f(b); f(c), f(d)] está definida,y ademas:

[a, b; c, d] = [¡(a), f(b); f(c), f(d)].

El objetivo es probarque toda aplicación f.’D—E’ con dominio D un
abiertoconexode E, si preservala razóndoble,es restricciónde unaúnica
homografíaj7~ E—. E’.

Proposición2.4

Sea O un suticonjunto convexode E, y f O — E’ una aplicación que
preservala razón doble. Entoncespara a, b, cE OseverWcala equivalencia:

cE<a, ti> —~ f(c)E<f(a), f(b)>

Demostración:

La aplicaciónfes claramenteinyectiva,puessia. ti E D, a # ti, y f(a) =1(b),
entoncespudentomarsed,ee(DO<a, ti>), d#e, y por tanto:

[a, d; b, e] # O = [f(a), f(d); f(b), f(e)]. Así f(a)#f(b).

Veamosquesi a, ti, c sonpuntosdeO talesquea’ =f(a), ti’ =f(b), c’ =f(c),

estánalineadosentoncesnecesariamentetambién lo estána, b. y c.

En efecto,supuestoquea, ti, y c no estánalineadosse ve que la imagen
de [a, c],, U [c, ti],, U [ti. a],, coincide necesariamentecon la recta A’ que
contienea los puntosa’, ti’, c’. Porotra parte,tomandoc1E [a. ti],,— a, bu, el
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segmento[c, c¡],, se aplicatambiénsobreA’, lo quecontradicela inyectividad
def

Corolario 2.5

Si Oesconvexode E, y fi O—’>E’preservala razóndoble,entoncesf(O)
es convexode E’, y ftt: 1(0)—E preservala razóndoti le. .

Proposición 2.6

Sea O un suticonjuntoconvexode E, y f O — E’ una aplicación que
preserva la razón doble. Entoncespara a, a

0,...,akE O se ver~/7ca la
equivalencia:

Demostración:

Por el anteriorcorolario,es suficienteprobar la implicación

~aE<a0 ak>~f(a)E<f(ao),...f(a0>

ya queestatánkbiénseríaválida paraf—’:f(D)—-E.

La implicación severificaparak= l,por el corolario 2.5. Probémoslopor
inducciónparak=2:

Podemossuponerde entrada,que (a0 ak) esproyectivamenteindepen-
diente,aE<a0 ak>flD=

0k, y quea~ <at Qk>. Sea ti un punto de
Ca

1 ak>fl O interior a
0k (queexiste por ¡.3).

Si aE<a
0, ti> por la hipótesisde inducción:

a e<a0, ti>
=4.f(a)E<f(a0), f(b)>.

(a, b0,b)CO
~f(a)c<f(a~f(aO..f(aJ>

(b,a¿...ak)CD 1
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Si a~ <a0, ti> entoncesP=<a, a0,ti> es un planoquecortaa<a¡ ak>
en una recta A que contieneal punto ti, y existe un punto ti0 en alguna
componenteconexade (<a, ti >—(a. b~) fl D tal que b¡ = <a0, ti0> ÑA E D.

Nuevamentepor la hipótesisde inducción se tiene:

aE<b0,b> 1
f(a)c<f(bj f(h)>

(a, tio, ti) C O
f(a)E<f(ticj,f(aO,... f(ak)>

tiE<a¡ ak> )
(b,al,...ak)GDJ

Veamospor último que <f(b0), f(a¡) f(ak)>=<f(ao), f(a1)
f(a,j>.

En efecto, como a0c<b0, ti1>, y bíE<aí ak>, por la hipótesisde
inducción es, f(a0)E<f(b4 f(b~)> y f(ti~)E<f(a1) f(ak)> luego:

f(a0)E<f(b0),f(a¡) ,... f(ak)>

Análogamentese ve que como b0E<a0,ti1> y ti1 E<a1 a>, es:

f(ti0) E<f(a0),f(a1) ,... f(ak)>

Teorema 2.7

SeaD un abiertoconexodeE. Sif~D —. E’ es unaaplicaciónquepreserva
la razóndoble, entoncesexisteunaúnica homograflaj:E—E’, queextiende
a f(es decir f¡D=f).
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Demostración:

Probaremos,en primer lugar, queparacadae0E O existe U entornode e0
contenidoen O, y f~: E—E’ homogratia tal que fu=f en U.

Sea e = (e0,e1 e~;’u) C D un sistema de referenciaproyectivo de E.
Denotamospor H~ =<e0 ,...,e1,...,e~> dondeé1 significa queeJ punto e1 no
apareceen el sistema. Sea [xi] el sistema de coordenadashomogéneas

x,(p

)

inducidaspor e,y paracadapcE—H0,escribimos:Xjp)= i= 1 n.
x~ (p)

NótesequeX1 (p), esla coordenadacartesianai-ésimadep, inducidapor [x1]
enel espacioafín E—II0.

Paraa>O,seaU~(e)=~jpCE—H0:IX,(p)I<ai. Lafamilia[UÁe):a>0I,
constituyeuñabasedéentornosparae0, y por serO abierto,existea>0 con
U= U~ (e) C O. Reeligiendosi fueranecesarioel puntou, podemossuponer
sin pérdidade generalidádquea>1, y por tanto, uC ~ja~

FIg. a

SipcE—H0,sea~n-,(p)]=<e0,e,>fl(p+ II,) parai= 1 n. Claramente
U es invariantepor cadair,, y se verifica la igualdad:

X,(p)=[ee, e,; ir,(u),w¡&)]

Por la proposición2.6, f(c)=(e¿ e% u’) es un sistemade referencia
proyectivocontenidoen f(D). Como antes,denotamos:
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Nuevamentepor 2.6 se deduceque:

En particularse verifica para todoPC U:

f(w¡ (¡‘» =f(<e0, e1>fl (p + III)) =f(<e0, e=)flftp± I-I~) =

<ea, e;>fl (f(p)+ II»

Denotandocomo antes,[x;] las coordenadashomogéneasrespectoa e’ y

se verifica parap’ =f(p), con p E U:

X3f~p))= [e¿, e;, w¡(u’), ir;(f(p))] = [f(eo), f(e1);f(ir¿(u)), f(ir¡ (p))] = >4(p).

Por tanto,f coincideen U conla únicahomografíaf~ quetransformae
en e’. Probemospor último quef(a) =fu(a) paratodo a E D. En efecto,si D0
denotaal interior del conjunto faE D:f(a) =fu(a)}, seve queD0 es no vacío,
puespor ejemplo,e0COo, y abierto. Veamosquetambiénescerrado(relati-
vamenteaO):

Si el puntoa~D pertenecea la adherenciade
0o~ por la mismaconstruc-

ción anterior,podemossuponerquef coincidecon cierta homografíafven
cierto entornoVde a, y entonces,fuYfvcoincidensobreel abiertono vaéío
Vfl D

0. Así, fu fv, y necesariamenteVGD0, y a eD0.

Como O esconexo,D~= O, y esto concluyela demostración..

El siguienteresultado,junto con el teoremaanterior,constituyencomo

veremoslos puntosclavede la demostracióndel teoremadel cono:

Lema2.8

Seah: A — A una involución distinta de la identidad, conpuntosfijos Po~

Poo(Po#Poo) deuna rectaproyectivareal A. Supóngasep~EA—{po,p4,y sea
q1 EA1 —{pj, siendoA1 la componenteconexadeA—{p0,p4 quecontiene
a Pí•

Fina/mentesea5 un subconjuntode A~ verificandolas condiciones:

1) p,q1ES
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u) Sip, q, r son trespuntosde A,, talesque[p, h(p»q,r]=—l y dosde
ellosestánen 5, necesariamenteestáen & el tercero.

Entoncesseconcluyeque5 esdensoen A1.

Demostración:

El sistema (p0,p», Pi) constituye un sistema de referencia proyec-
tivo en A, y proporcionapor tanto un sistemade coordenadashomogéneas
i:A:r&=R.U{ochtal que i(po)=0, ~(p4=oo y ~(p~) 1.

Por tanto, la restricción x de i a la recta afín A—[p>4 proporcionaun
isomorfismo afín x:A—{p,4—.R, que define en A—jp,>} un sistema de
coordenadascartesianas.Denotamospor RaÁ Px E A—[p4 a la aplicación
inversa.Así setiene la identidadx (p~= X, y las ecuacionesde h se escriben:
h(pO=p ~. Ademásse verifica que A, =fp~: Á>0}, y como la aplicación
X:Aí.3PX~~XER+ eshomeomorfismo,bastademostrarque S={X:p~ES~
eh densoen R~.

Supóngáset(qjÉk. La propiedadO se escribeahoracomo:

1’) SCRt’I,kÉS’, y k#I. Teniendoen cueñta,quex preservala razón
doble se deducea bartit de Ii), que el conjunto 5 Veriftca la propiedad:

it’) Si x,X,pER±, y[x,,—x;X,p]=—l, entonces si dos elementosde
fr, X, ji) ¿stárien’S, también lo estáel tercero.

Como[x,-~Yk;X,ji]Áá—l ~x
2Xji, las condicionesi9y u’) setraducen

a travésdel logaritmo Neperianolog: R+~.R sobreel conjunto T=log(S)
por:

1”) 0, K=log(k)cT,O#K
Un 1-

b+cu”) Si a, ti. cER, y a = 2 entoncessi dos elementosde fa, ti. c} están

en T, también lo estáel tercero.

ÉI conjunt¿ir contieneentonce&necesariamentea{_m
___ K:mEZ,nENI,

porloqu¿esd&nso’en R. Así, S=~exp(7) es densoen R+, y S=x—’ (5) es
densoen A,. .
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3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL CONO

Recordemospreviamentesu enunciado:

Teoremadel cono:

SiS1’es un conodeluzenelespacioproyectivoreal E, entoncesexisteuna
(única)cuádrica de Lorentz ji en E tal que:

im ji=SC

Demostración:

Si dim 12=1, la demostracióndel teoremadel cono es trivial, pues
entoncesnecesariamenteS=’estáformadopor dos puntosdistintosa, ticE,
que constituyenel conjunto de puntos de una cuádricade Lorentz con
ecuación—x5 + x?= O, siendo[x0, xl] un sistemadecoordenadashomogéneas
en el que a tiene por coordenadas[1,1] y ti [l,—l]. Nóteseque en estecaso
el conjunto9 de suscentros,coincide con E—[a, 14.

Se supondráde ahoraen adelanteque dim E es mayor o igual a dos, y
para cadape

9 (9 es el conjunto de centros) se denotarápor 11(p) al
hiperpíanocentral dep, y por y,,: E E la homologiainvolutiva de centrop
e biperpíanocentral H(p). Recuérdeseque tal homologiavienedefinidapor
la condícion:

[p, <p, x> fl H (p); ‘,‘,, (x), x] = —

para todo xcE—(H(p)U(pj), dejando fijos los puntos de H(p)U{pI.

La restricción dep~ al espacioafin E—H(p)es la simetriaafán decentro
p, que por hipótesisdejainvarianteel conode luzY

Por hipótesis9 contiene a cierto conjunto O abierto que podemos
suponerconexo:

Fijemosp,eDyA unarectaproyectivaquepasaporp,.LarectaAcorta
a en exactamentedos puntosdistintos ¡lo, p~. Denotemos por A, a la
componenteconexa de A—[p

0,p>.) que contiene al punto p,, y sea
q,E(A,—[p,j)ÑD.

Tomemos L=h’}p~)flR(q¡), sea S={sEAíÑ9: LCH(s)), y sea
= [He 12*: LG II), quees rectaproyectivade 12*, y finalmenteseati: A — A

la involución hiperbólicacon puntosfijos tpo, Poo}.
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En estascondicionesprobaremosel siguienteresultado:

Lerna

El conjunto 5 coincidecon A,. y el siguientediagrania esconmutativo:

H
A, ~

ti 1’~
A

Siendo ir la homografla ir: LWB ¡1— AÑ HcA. En particular, la apli-
cación:

Aí~p-.H(p)ELw

preservala razón doble:

Demostración:

a) Probaremos,que el conjunto 5 es densoen A,.

Verificaremosla hipótesisu) del lema2.7para la involución hiperbólicati
y el subconjunto5. Estoes suficientepara probar la afirmación a):

Sip, q, r sontrespuntosde A, talesque[p, ti (p); q, r] = —1, y supuestopor
ejemplo que p, qES, como H(p)flA=h(p), se concluye que p~(q)=r, y

Por otra parte, rE9. En efecto:

Si Res una recta proyectiva que pasa por r. entonces~p~(R)es uná recta
proyectivaquepasapor q, y como qE9, corta aiC en q0 y q~> con qo#q>,,.
Así ~

Finalmente,si ‘p es la homología involutiva de centro r e hiperpíano
centralg~(H(q)),se ve queg=q~p~q,q•~pp,y~ escomposiciónde aplicaciones
quedejan invarianteaSJ.Asi,qi dejainvariantef&, rE9, y H(r)=p~(H(q)).

Como L=HQ,)flH(q),’p~ dejafijos los puntosdeL, y L=qi~(H(q))=
H(r). EstopruebaquerES. .

b) Probaremosahoraque5 esexactamenteigual a A,: (Véasefigura 4).

Fijado un puntoqE A, tomemosunasucesión(q,) C 5con hmq1=q. Los

hiperpíanosH(q~ contienena L y al puntoh(q¡). Sea II0 el hiperpíano que
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contieneaL y a h(q). Demostraremosque qEQÁ y H(q)=h’q. En efecto,si
Q esuna rectaproyectivaquepasapor q, y {x} = Qfl “q’ se puedetomaruna
sucesión(x,) con x1E 11(q1) y Iimx1=x. Lasrectas<q1, x,> cortanaS=’en dos

puntosdistintosq~ qyde forma queq’q;(qfl=q7, es decir:

FIg. 4

Como~‘ escompacto,podemossuponer(quizástomandosubsucesiones)

que (qfl convergea ciertopuntoq~ES=’,y (qfl a qES=’•Los puntosq
4 y q

estántambiénen la recta<x, q>= Q, por lo que fq~,q—}CQflS=’

Por otra parte, tomandolímites queda:

[q,x; qt q—]=—1

esto prueba en particular que q+$q, que Qfl51’=[q±, q—j, qE9 y
Hq=II(q).

c) Paraprobar la conmutatividaddel diagrama,es suficienteobservar
que para cada qEA~ se verifica que IJ(q)flA=h(q), ya que [q,h(q);po,
f~>o]= — l.S

La demostracióndel teoremadel cono,seconcluyedela siguienteforma:

Seap,un punto interior a9. ParacadarectaA quepasaporp
1 deno-

tamospor Aí a la componenteconexade A—(AÑÍ1’) quecontieneap,. Sea
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£~p,) el conjunto formadoporla unión detodoslos segmentosA, cuandoA
recorretodas las rectasproyectivasque pasanpor Pi~ Entonces9(p,) es un
abiertoconexo,y por el lemaanterior,9(p,)G9 y la aplicacion:

preservala razón doble.

Por el Teorema 2.7, existe una homografía única H: E— 12* con
71J

19(p,)=H.

Paraver que Hesunapolaridad,essuficientecomprobarque paratodo
puntopc3 (p,) severificala equivalencia:

qGH(p)~pcH(q)

Si pE9(p1), entoncespc§~, y poik tanto peE-H(p), Supóngase
qE 11(p), y seaA la rectaqueunepy q. H(A)ts unarectaproyectivade 12*,
y puede describirseen la~ forma:H (A) = L”~ pa5ta cierto subespacioL de
codimensión2 en E. Denotandopor ti: A—A la involuciónhiperbólicacon
puntosfijos AÑS=’={p0,p,,j,y por A, la compdnenteconéxadeA-{p0,~j
que contieneap, por el Lema, se verifica la conmutatividaddel diagrarna:

II
A,— 1=>

ti jir

3.

PorserII homografíaextensiónde H, seconcluyequetambiénconmuta
el diagrama:

7’

A,— LW

~

A

así,comoqE!! (p)ÑA esq=h(p), y al ser ti involutiva se tieneh(q)=p. es
decir,p E ¡1(q)ÑA C 11(q). Recíprocamente,si pGH (q) entoncesqcH (p).

La polaridadH vieneinducidaentoncespor unaúnicacuádricaji con

‘m ji=[pcE:peH(p)]

Claramente51’ estácontenidoenim ji, y los puntosde9 soninterioresa
ji. Así, ji es una cuádricade Lorentz. Por otra parte, im pC< ya que si
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existepEim ji—ll’, tomandop,E9 la rectaA=<p, pi> cortaríaa im ji en
tres puntosdistintosPo. p>~, yp, siendoAÑÍ1’=[p

0,p4.

4. APENDICE: SOBRE LOS FUNDAMENTOS GEOMETRICOS
DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL

4.1 La cinemática Galileana

La cinemáticaclásicade partículasestáfundamentadaen la existenciade
un espacio(cuclideo)y un tiempo absolutos,junto con el principio de relati-
vidad de Galileo (invariancia de las leyes físicas frente al movimiento
mercial).

El modelomatemáticoadecuadoparasuestudiolo denominamosespacio
de Galileo, y viene dado por un espacioafín real M de dimensión4, que
representael espaciode sucesos,y un biperpíanovectorial 5 del espacio
vectorialM(dirección de M), quese denominasubespaciode simultaneidad.
Si 5 está dotadode una métricaeuclideag, se denominaa M=(M,S,g)
espacíoeuclideode Galileo.

En un espaciode Galileo,dossucesosa, ti EM se consideransimultáneos
si EScS. El espaciode sucesosM quedafoliado así por hiperpíanosafinesde
simultaneidadde la formaa+S con acM. Cadauno de estoshiperpíanos
representanuestroespacioordinario consideradoen un cierto instantede
tiempo.

Desdeel puntodevista físico 5 representaelconceptodetiempouniversal
dela cinemáticaclásica.Unamedidade estetiempoesdesdeel puntodevista
geométricounaaplicaciónafín t: M — R tal que t—’ (X) es un hiperpíanoafín
de simultaneidadparatodo XER.

La aplicación lineal asociadaa t, t: M — R verifica ker 1= 5, y puede
entendersecomo un isomorfismo linealiM/S—.R. A un isomorfismo lineal
u:M/S—R se le denominaunidad de tiempo. u—’ (Re) es una de las dos
componentesconexasde (M¡S)—[O}. Tal elecciónse correspondecon la idea
físicade sentidodel tiempo,y se denominaorientacióntemporalinducidapor
la unidad de tiempo u.

Nótesequeunaunidadde tiempou viene unívocamentedeterminada,por
la elecciónde la hojau~í(l)E(M/5)~[OI o bien por la elecciónde un vector
u1 c u—’ (1). Por otra parte, una media del tiempo t queda determinada
cuando se conoce un sucesoinicial a0EM (con t(a0)0) y la unidad de
tiempo t.
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Unapartículamaterial,describeen M unatrayectoriaP(no parametrizada
a priori) que determinasu historia, y se denominalínea del universode la
partícula. E espor definición una subvariedadunidimensionaltransversaJa
los hiperpíanosde simultaneidad.En particular, las líneasdel universoque
son rectas,sedenominan(observadoreso) partículasinerciales.

Los observadoresinerciales,y el tiempouniversal5 determinancomple-
tamentela estructuraafín, y, por tanto, el espacioM de Galileo.

SeaA un observadorinercial, esdecir, A es unarectaafín cuyadirección
4 es transversala 5. El espaciovectorial M sedescomponeentoncesen la
forma: M=X®s.

Seair,~: M—A la proyecciónparalelacon baseA y dirección 5, es decír:
ir~(p) = (p±S)ÑA para cadap EM. Se denominaposicióndel sucesopEM
respectoa A, al vector11Á U’) = irÁ (p)p. Nóteseque la aplicación flÁ: M —5

es afín, y su lineal asociadaHA: M —Scoincidecon la proyecciónyectorial
sobre5 con direcciónAL Si ¡‘es unapartículainercial,al conjunto ~Á (1’) se
le denominatrayectoriaespacialde E respectoa A.

‘4

A

as

‘4

Una medidadel tiempo t: M—. R, induce sobrela partículamaterial E un
difeomorfismot=P—R,cuyainversat~1 =‘y~: RBr—y

9(r)EJ’es unacarta
global de E, que sedenominaparametrizacióntemporalde P.
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Las aplicacionesHA. y,,: R —5y suderivada(~Á y,,)’: R —5 establecen
respectivamentela posicióny la velocidad respectoa A de la partículaP en

funcióndel tiempo t. DenotamosA P(i-) = (~Á y,,)(T) y AP(y) = (~A ‘y,,)’ (r)
parai-CR. Si nuestroespaciode Galileo escuclideo,al número ¡A P(i-)¡¡ se
le denominavelocidadescalarde P respectoa A en el instantey.

Setieneentoncesel siguienteresultado,quees independientede la medida
del tiempo t elegida,y tiene demostraciónelemental:

Teorema

La partícula ¡‘es inercial, siy sólo si la velocidadAP: R — 5 es constante.

(Se denota por AP = AP (i-) a dicho vector constante). En este caso, la
aplicación AP:R H4 (P)C 5 defineunaparametrizaciónclin dela trayectoria
espacial

11A (P).

En particular, las partículas inercia/es fi tales que AB = O, se dicen en
reposorespectoa A (su trayectoria espacialflÁ (B) se reducea un punto),y
vienencaracterizadaspor ser rectasafinesparalelasa A, es decir, A = B.

Si A, B, y C sonpartículasinerciales se ver(fica: AB+ BCAC, y esto
expresala regla de adición Galineanade velocidades..

4.2 Espacio de velocidades

Las direccionesde las partículasinercialesse identifican con puntosdel
espacioV = 1’ (M) — P(5) quees un espacioafín, por sercomplementariodel
hiperpíanoP(S) en el espacioproyectivoP(ÑI). Se denominaa V espaciode
velocidades.Si y, wEV, el vector«libre» it definido por ellos, representala
velocidadrelativa de B respectoa A, cuandoA y II sondos partículasiner-
ciales que definen las direccionesy, y w respectivamente.Este vector, no
dependeen principio de la medidadel tiempo t, pero una vez elegida, se
identificacon el vectorAS, a travésdel isomorfismoafín V ~v vfl 5, e 5,,
donde5,~~7—i (1) tiene estructuraafín canónicasobreS=ker~). Si nuestro
espaciode Galileo es cuclídeo,entonces5,, y, por tanto, V, se transformaen
un espacioafín euclídeo, y ¡ARI¡ es la velocidad escalar constantede B

respectoa A.

Nótesequela estructuraafin euclideadel espaciode velocidades,depende
de la unidadde tiempo7, y no de la medidadel tiempo t asociada.
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F¡g. A

5

4.3 El Modelo Aristotélico

Un espacio Aristotélico es una terna GV’= (M, 5, a>), donde (M, 5) es
un espacio Galileo, y a> es un punto del espacio afín de velocidades
V=P(M)—P(5).

Denominamosa a> referenciade reposo.Las partículasinercialesA, con
dirección <o, se llamanobservadores(en reposo)de ~

El espacioAristotélico es, pues,un espaciode Galileo «personalizado».
Aquí, el conceptode «reposoabsoluto»entraa formarpartede la estructura,
rompiendoasí el principio de relatividadde Galileo.

Un subconjuntoit’deP(M) se llamaradiaciónen ÁV si co espuntocentral
dell’ con hiperpíanocentral:Sfverdefinicíón1.3 a). En particular,51’CV.

Por ejemplo, el conjunto de rectas vectoriales(puntos de P(M)) que
contorneanel paralelogramodibujado en el plano S~ de la figura 7, deter-
minan unaradiación en (M, 5, a>), ya quecadarectaafin de 5, quepasapor
£o~ (intersecciónde a> conS¡) cortaen dos puntosal paralelogramo,que son
simétricosrespectoa <o,.
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Fig. 7

1

ivM
o

Un rayo (de5=9),esunapartículainercial R,cuyadireccióny = JI pertenece
a 5=’Respectoa un observadoren reposoA de ~‘ la velocidad de 1? viene
medida por el vector ÓX. Como a> es punto central de 511 las partículas
inerciales R’ con dirección y’ tal que —mv= mv’ (es decir, con velocidad
«opuesta»)tambiénson rayosde £~

Una radiación en =1/sepuedecaracterizarpor la siguiente propiedad:

Dado un sucesoaEM, un observadorenreposoA con a E A, y unarecta
vectorial U de 5, existenexactamentedosrayos de£ JI y R’quepasanpor
elsucesoa, con direccionesA = y, y A’ = y’ talesque: 114 (R)= 114 (R»— U, y
mv= —a>v.

En estascondiciones,el observadorA, seve en cadainstante,comopunto

medio del segmentoqueune losrayosR y R’. De forma más precisa:

ParacadapEA. p es e] punto medio del segmento(en el espaciode
simultaneidadp+ 5) definido por (p±5) Ñ R y (p+ 5) fl JI’. (Véasefigura 8.)

Nótese por otra parte, que el rayo R’ es el transformadode E por la
simetríaafín con basea±Sy dirección la referenciade reposoa>.

Si seinterpretanlos rayosde 5=~como señalesfácilmentereproduciblesen
cualquier momentoy lugar, la condición anterior implica quedichasseñales
puedenser usadaspor el observatorioaristotélicozt para «reconstruir»su
espaciode simultaneidad5. En efecto:
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El rayoR de la figura 7 representaunaseñalenviadapor el observadoren
reposoBenel momentob, eB, quees reflejadapor el observadoren reposo
A,,en el momentoacA siguiendoR’, y recibidade nuevo pcír Ben el suceso
ti2 c B.

El observador fi, interpretaráque el sucesoaEA es simultáneocon el
sucesob=(a+5)ÑR, pues es el punto medio del segmentoti, y ti2.

Nótesequeel conceptoderadiaciónaquíestablecido,esestrictamenteafin,
y no requiereel usode es¡ruc¡u+aeuclídeasobreel espaciode simiáltaneidad.

4.4 Sobre el Principio Fundamental de la Relatividad Especial

El Principio Fundamentalde la Relatividad Especialestablecequelavelo-
cidad(¡escalar!)c de la luz es la mismaindependientementedel observatorio
‘nercial desdeel cualseamedida.

Estaafirmaciónpresuponeimplícitamentela existenciade una estructura
euclideasobreel espacioy de la~ velocidadescorrespondieñtea cadaposible
perspectivaAristotélica &‘¿= (M, 5, a>).

Una reformulaciónde este principio, que no exige estructuraeuclídea
previa, y quecomo veremosconducea la mismateoría, podría inicialmente
enunciarseasí:
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La luz determina una radiación, independientementedel laboratorio
inercial desdeel cual sea observada.

De hecho,seríasuficienteexigir queestapropiedadfuerasatisfechapor un
«entornoabierto»de observadoresinerciales.De forma más precisa:

Existe unaradiación5=’(la definidapor los rayosde luz) respectoa cierto
observatorioAristotélico2=1=(M. 5. a>), verWcandola siguientepropiedad:

Hay un entorno U de a> en P (M), tal quepara cada o/E ti, existe 5’
hiperpíanode M, deformaqueenel espacioAristotélicos/’=(M,S’, a>’), 51’
siguesiendoradiación.

Se concluyeasíque5=’debeserun conode luz en P (M) segúnla definición
1.3.

El teoremadel Cono probadoen§1 demuestraque en estascondiciones
existe unaúnica cuádricade Lorentz en P(M) de formaque5=’=imji.

En particular, para todo wcint ji, si w’=P(5), entoncesen el espacio
Aristotélico 2=1=(M,a>, 5), 5=’es unaradiación.

Llegamosasí al siguiente:

4.5 Modelo de Minkowski parala relatividadespecial

El modelode Minkowski consta de un espacio afín real de dimensión
cuatro M (espaciode sucesos),dotadode unaforma cuadrática, que define
una cuádricade Lorentz ji en el infinito P(M).

En estemodelo,un observadorinercial vienedefinido por unarectaafin A
de M, cuya dirección a> = 1 perteneceal interior de la cuádricamt ji. Al
observadorA se le asociaentoncesel espacioAristotélico }=I<»= (M, a>, 5),
siendoP(Sa) el hiperpíanode P(M) conjugadode a> respectoji. Seentiende
que todos los observadorescon dirección a>, realizan sus observaciones
cinemáticasusandoel espacio.~(, segúnse analizóen 4.1, 4.2 y 4.3. En
particular,unamedidadel tiempot: M — R en2=1<»sedenominatiempopropio
de a>, y una unidad de tiempo propio, u:NI R viene unívocamentedeter-
minadapor un vectora>~ cM, tal que [a>]=co, y u(a>D= 1.

La cuádricaji restringidaa P(S<») esunacuádricacuclidea,quedetermina
en S~»un productoescalarcuclídeog, salvoconstantesmultiplicativaspositivas
no nulas. Fijar g significa fijar la unidad de longitud.
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ng. 9

s —s

El conjunto Z’=im ji es la radiación luminosa,y es observadacomo tal
radiación (segúndefinición de 4.3) desdecadaperspectivaAristotélica_c=1_

Los rayos de la radiación se denominanahora rayos de luz, y vienen
definidos por rectasafinesde M, cuyadirección pertenecea .1=’

La unidad de tiempo propio u, ‘ la unidad de longitud g, permitedefinir
una estructuraeuclídeaen el espacioafín de velocidadesY,» = P(M) —P (SJ
(ver 4.2), y el conjunto11’, puedeescribirseentoncesde la forma:5=’= (vE V,»:
IIc~II =c}, siendocunaconstantep&itiva,querepresentala velocidadescalar
constantede los rayosde luz, medidosdesdela perspectiva’déiV’,».

Si a> cM, es tal que[ci] = ¿o, y u(w,) = 1, la formacuadráticaq en NI que
induces¿bre5,» la unidadde longitudg, hacea a> ortogonala 5,», y tomavalor
4(w,)= —8, es una forma cuadráticadel Lprentz que induce en P(Nl) la
cuádricaji. Podemosdenominara q unidad de inteÑ’alo.

No es difícil diseñarexperimentos1cinemáticosque p~rmitan ponerde
acuerdoaotro observatorio.=V~paraque«ajuste»susunidadesde lóngitud y
tiempo, de formaquedenlugar a la misma unidadde intervaloq. El ajustees
único, y hacequela velocidadescalardé la luz desdec4 tengael valor ci

El espacioafín~M, setransformaasí,por medio de q, enunavariedadde
Lorentz, con una orientacióntiempo (en la que el vectora>, apuntahaciael
conopositivo). Estees elespacioafín de Minkowski, queconstituyeel-modelo
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geométricoclásicoparael estudiode la cinemáticarelativista.El Capitulo V de
[1] constituyeunaexcelentereferenciaparaesteestudio.
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