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ABSTRACT. Using a new characterization of the Lorentz quadrics, we establish a
reformulation of the Special Relativity Theory.

0. RESUMEN

Un punto central de una figura F de un espacio proyectivo E, ¢s un punto
¢, que es centro de simetria de F respecto a alguna restriccidn afin de E, y
cada recta que pasa por ¢ corta a F en exactamente dos puntos.

En la primera parte del trabajo, se caracteriza a las cuddricas de Lorentz,
como las Unicas figuras cerradas del espacio proyectivo cuyo conjunto de
puntos centrales tiene interior no vacio,

En la segunda parte, se hace una breve incursidén a los modelos geomé-
tricos de la cinematica cldsica de particulas, para mostrar como el resultado
anterior permite reformular el Principio Fundamental de la Relatividad
Especial, y obtener el espacio de Minkowski como modelo de la cinematica
relativista.

1. INTRODUCCION

Se denomina punto interior de una cuidrica u de un espacio proyectivo
real E (de dimensién #=2) a un punto p€E desde el cual no puede trazarse
una recta tangente a u. El punio p se denomina exterior a u $i no es interior,
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ni pertenece a la cuadrica. Denotamos por im u al conjunto de puntos de la
cuédrica, y por int u (ext w) al conjunto de puntos interiores (exteriores).

Los conjuntos int g, im p, y ext p inducen una particion del conjunto de
puntos de E que se corresponde con la clasificacion subordinada por el grupo
GP (E, p) de transformaciones proyectivas que dejan invariante la cuadrica,
al actuar sobre los puntos de E.

Se-prueba que si ¢ es una cuadrica de E con puntos interiores {es decir, int
H#(D) entonces respecto a un sistema de coordenadas homogéneas [x|]
adecuadamente elegido, las ecuaciones de p son de la forma:

ex0+2 xl=0 (=11

Cuando =1, la cuadrica se llama euclldea y el conjunto de puntos
interiores, int u coincide con E, mientras que'im p=ext p=."

Cuando £=-1, la cuddrica se llama de Lorentz. Una cuddrica u de
Lorentz puede, por tanto, caracterizarse por las condiciones int p;ﬁ@ y ext
p#D (que equivalen a int u# @, ¢ im u # D). Se tiene el siguiente resultado.

‘ . ' N L Lt

Lema 1.1 ([4] vo! 4 pag 73).

o H i
Si p es una cuddrica de Lorentz y p€E, entonces:
, , . y ‘

El punto p es interior a u si y solo si, cada recta proyectiva A que pasa por
D. corta al conjunto de punios de la cuddrica, im p en exactamente dos puntos
distintos a, b. . - : .-
R . . ! . R oo

Por.otra parte, si pl denota al hiperplano polaride p respecto a u,
entonces p, AMp*, a, b son puntos armdnicamente separados, es decir:
[p.ANPp+ a, bl=—1 =

En particular se tiene que la razén simple (p:a:b) en lasrecta afin
A—ANptesigual a —1, y, por tanto, p es centro de simetria de im g en €l
espacio afin E-pt. Se llega asi a la siguiente conclusién:, -

1L o . . - B T

Proposicién 1.2

Si u es una cuddrica de Lorentz, entonces el conjunto & =im, y es
cerrado, y verifica la siguiente propiedad para todo peint u.
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(1) Cada recta proyectiva A que pasa por p corta a¥ en exactamente
dos puntos.

(2) Existe H hiperplano de K tal que p es centro de simetria de 6 en el
espacio afin E-H. n

El conjuntog ¢s entonces un cono de luz, segin la siguiente definicién:

Definicion 1.3: Cono de luz
Sea & un subconjunto no vacio de un espacio proyectivo E.
a) Un punto peE, se llama punio central de &, si:

1) Cada recta que pasa por p corta a & en exactamente dos puntos
distintos.

2) Existe un hiperplano H de E de forma que p es centro de simetria
de8 en el espacio afin E-H. Se denomina a H hiperplano central de p.

b) Se dice que es un cono de luz, si es cerrado, y el conjunto D de sus
puntos centrales tiene interior no vacio.

El propodsito de este articulo es demostrar el siguiente

Teorema del cono

§i % esun cono de luz en el espacio proyectivo real E, entonces existe una
(tnica) cuddrica de Lorentz u en E 1al que:

impu=%

El esquema para la demostracién del teorema del cono es el siguiente:

Sea p un punto interior a7 y sea D un abierto conexo con p€ DCZ ., Se
probard entonces la aplicacién:

D3a—H(a)cE*

que hace corresponder a cada punto @¢€ D su hiperplano central H(a),
preserva la razdn doble, € induce una Gnica polaridad:

Esa—H(a)c F*
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con H|D=H. Esta polaridad define una cuadrica p que tiene a & por
conjunto de puntos interiores (es, por tanto, cuadrica de Lorentz) ¢ imu =%,

Se requieren algunos preparativos:

2. -APLICACIONES QUE PRESERVAN LA RAZON DOBLE

En este epigrafe E y E’ denotaran espacios proyectivos reales de la misma
dimensién 7n=2. Si § es un sistema de puntos, se denotard por <S> el
subespacio proyective generado.

Comenzaremos estableciendo algunas definiciones preliminares:

Definicion 2.1

a) Un conjunto D de E se llama convexo, si para todo par de puntos a,
beD (a#b) alguna de las dos componentes conexas del conjunto
<a, b>—1{a, b} estd contenida en D. El conjunto [a, blp denota unag
componente de <a, b>--{a, b} contenida en D. (§i ambas componentes estdan
contenidas en D entonces [a, b)p denota a cualquiera de ellas.)

5) Dados cuatro puntos a, b, ¢, d de E, la razén doble {a, b; c, a] estd
definida, si los cuatro puntos estan alineados, y al menos hay tres distintos.

El convenio que seguiremos para definir la raz6n doble es el siguiente:

Sia, b, ¢ son tres puntos distintos de una recta proyectiva real A, existe
una dnica homografia 7: A — R=R U {es} con h{a) =, h{c)=1!. Entonces;

[a. by x c]= h:('x) para todo xe A
En particular: [a, b;a, ¢]=0, [, b; b. c] =99, [a, b;c, c] = .
{a:x:¢)

Z‘—a“ yla, bix, c}= (b:-x:¢)
cuando g, b, x, ¢ son puntos de R y ademas x# b.

Notese quesi A=R, es [a, o0, x, ) =(a: x:¢

Las igualdades [a, b; x, c]=[a, b; ¢, x]7"=[b. a; x, ¢}~ =[x, ¢; &, b] permiten
extender el concepto de razon doble [a, b, x, ¢] cuando en {a, b, x, ¢] hay al
menos tres puntos distintos.

Observacion 2.2

No es dificil probar que si D es convexo y el subespacio < D> generado
por D coincide con el espacio total E, entonces int D= ¢.
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Definicion 2.3

Sea D un subconjunto de un espacio proyective E. Una aplicacién
S:D—E’ se dice que preserva la razén doble, cuando para cada cuaterna a,
b, ¢, d de puntos de D para los que [a, b; ¢, d} estd definida, se verifica que
[fea) fb): flc), f(d)] estd definida, y ademds:

[a’ b; cn d] = U(a)' f(b)’. f((")' f(d)]‘

El objetivo es probar que toda aplicacion f> D—E’ con dominio D un
abierto conexo de E, si preserva la razén doble, es restriccion de una tnica
homografia f: E—~E"

Proposicion 2.4

Sea D un subconjunto convexo de E, y f: D— K’ una aplicacion que
preserva la razon doble. Entonces para a, b, c€ D se verifica la equivalencia;

ceELa, b= fle)e<fa) f(b)>

Demostracion:

La aplicacion fes claramente inyectiva, puessia, be D, as b, v fla)=f(b),
entonces puden tomarse d, ec{DM<gq, b>), d#e, y por tanto:

[a.d: b, e]#0=1f(a), f(d); f(b), f(e)]. Asi f(a)7f(b).

Veamos que si a, b, ¢ son puntos de D tales que &’ =f'(a), &’'=f(b), ¢ =f(c),
estdn alineados entonces necesariamente también lo estdn g, b, y ¢.

Fig. 1 ¢
b'

o

En efecto, supuesto que @, b, y ¢ no estan alineados se ve que la imagen
de [a, clpUlc blpU[E, alp coincide necesariamente con la recta A que
contiene a los puntos &, §’, ¢". Por otra parte, tomando ¢\€ [a, b]p— {a, b}, ¢l
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segmentio [c, ¢]p se aplica también sobre A', lo que contradice la inyectividad
de f.

Corolario 2.5

vy [

Si D es convexo de E, y f: D—E’' preserva la razon doble, entonces f(D)
es convexo de E', y - f(D)— E preserva la razén doble.n

Proposicion 2.6 o
Sea D un subconjunto convexo de E, y f: D—E’ una aplicacidn que

preserva la razén doble. Entonces para a, ag,...,ay€D se verifica la
equivalencia:

ac<ay,.,q> e fa)e< flay),. . . fla)>

Demostracion:
Por el anterior corolario, es suficiente probar la implicacion

A€y, ,> = f(a)E< flap) ... fa)>

ya que esta también serfa valida para f-': f(D)— E.

La 1mpllcac10n se VCrlIlCd parak=1, por el corolario 2.5. Probémoslo por
induccion para k> 2: -

Podemos suponer de entrada, que (ay,..., @;) €s proyectivamente indepen-

diente, ae<ay,...,q, >N D= Dy, y que a¢ <a,...,aq,>>. Sea b un punto de
<ay,....,ax >N D interior a Dy (que existe por 1.3).

Si ae<ay, b> por la hipbtesis de induccion:

a€<au, b>
' = f(a)e<f(ap) f(b)>.

(a' bU’ l‘))c D .
=fla)c<fla) fa).. fl@)>

¢E<al ,..'.,ak>
o = fb)e<f(a) ..., f(a)>

i

(b,a, ...a)C D
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Flg. 2 »

-4

A N B
' /

Sia¢ <ay, b>> entonces P=<la, a4y, b> es un plano que corta a <a, ,..., ;>
en una recta A que contiene al punto b, y existe un punto by en alguna
componente conexa de (<a, b>—{a, b})M D tal que b =<ay, by>MNAeD.

Nuevamente por la hipotesis de induccidn se tiene:

ae< by, b>
= fla)e<[f(by) f(b)>

(a, by, b)C D
= f@)e< fboh f(a),.. fla)>

= f(b}e< fla)), ..., flap)>

be<d| ,...,ﬂk>

(b, ai ,...ak)CD

Veamos por ultimo que <f(by), f(ai),..., fla)>=<f(ag), fla\}....,
Sflag>.

En efecto, como gqye<by, b,>, y bje<ay,...,a,>, por la hipdtesis de
induccidn es, f(ag) €< f(bo), f(6)>y flB)e<Sf(@),..., f(a;)> luego:

Slag) €< f{bo). fa)},-.. fla)>

Andlogamente se ve que como bye<dgg, b > vy b e€<a,...,a,>>, es:

Fb)e<[f(a). f(a),... fa)>

Teorema 2.7

Sea D un abierto conexo de E. Si [: D —E’ es una aplicacion que preserva
la razén doble, entonces existe una unica homografia f: E— E', que extiende

a [ (es decir f|D=f).
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Demostracion:

Probaremos.en primer lugar, que para cada ¢g€ D existe [/ entorno de g,
contenido en D, y fi: E—E’ homogratia tal que fy=fen U.

Sea e=(eyp, €1 s..., e,-t)C D un sistema de referencia proyectivo de E.
Denotamos por H; =<gy,..., 8;,..., ,>> donde & significa que €l punto ¢, no
aparece en el sistema. Sea [x;] el sistema de coordenadas homogéneas

H
X (p)
_ . Xo(p)
Noétese que X, (p), es la coordenada cartesiana i-ésima de p, inducida por {x;]
en el espacio afin E—H,.

inducidas por s; y para cada p € E— H, escribimos: X;(p)= i=1

PRIET)

Para a >0, séa U, () ={p € E— Hy: | X;(p)|<a}. La familia { U, (): «> 0},
constituye una base de entornos para ey, y por ser D abierto, existe >0 con
U= U, ()C D. Reeligiendo si fuera necesario el punto u, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que a>>1, y por tanto, u€ U,.

Fig. 3

Si pe E— Hy, sea fm(p)} =<ey, ;>N (p+ H) parai= 1 ,...,n. Claramente
U es invariante por cada m;, y se verifica la igualdad:

Xi(pt=le, e; m{w), m(p}]

Por la propesicion 2.6, f(e)=(¢},...,e;, u’) €s un sistema de referencia
proyectivo contenido en f(D). Como antes, denotamos:

Hi=<ef 80, 0>, {1 (p)} =< e}y e>N (' + HY)
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Nuevamente por 2.6 se deduce que:
SHNU)=HN f(U), y f(E—H}N U)=(E'— HYNf(U)
En particular se verifica para todo p€ U:
frp)=f(<epe;>N(p+ HY) =f(<ep,e>)Nflpt H)=
<eg >N () +HY)=m(f(p)ef(V)

Denotando como antes, [x;] las coordenadas homogéneas respecto a €' y

X (P
(P)—xo(p)

se verifica para p’=f(p), con pe U
X F @) =le, e, mj(w'), m{(f(pN]=I[f(eo}, f(ed; f(mi (), f(mi(p))] = Xi(p).

Por tanto, fcoincide en U/ con la Gnica homografia fi; que transforma e
en £’. Probemos por Gltimo que f{a)=f;,(a) para todo ac D. En efecto, si Dy
denota al interior del conjunto {a € D: f(a) =fy(a)}, se ve que D, es no vacio,
pues por ejemplo, ¢, € Dy, y abierto. Veamos que también es cerrado (relati-
vamente a D).

Si el punto a€ D pertenece a la adherencia de Dy, por la misma construc-
cion anterior, podemos suponer que f coincide con cierta homografia Jfren
cierto entorno ¥ de a, y entonces, f; v fi coinciden sobre el abierto no vacio
VM Dy, Asi, fy=fy, y necesariamente VC Dy, y a€ Dy,

Como D es conexo, Dy= D, y esto concluye la demostracion. =

El siguiente resultado, junto con el teorema anterior, constituyen como
veremos los puntos clave de la demostracién del teorema del cono:

Lema 2.8

Sea h: A — A una involucién distinta de la identidad, con puntos fijos p,
P {Po7 Do) de una recta proyectiva real A. Supéngase p,€ A—{py, p<}. ¥ sea
G €A, —{p}, siendo A, la componente conexa de A—{p,, p=} que contiene

ap,.

Finalmente sea S un subconjunto de A, verificando las condiciones:

i) PI:QlES
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il) Sip, q, rson tres puntos de A, tales que [p, h(p):q,r)=—1 y dos de
ellos estdn en S, necesariamente esta en S el tercero.
. A . V'

Entonces se concluye que S es denso en A,

Demostraciéon: .. o

El sistema (pg,p., p,) constituye un sistema de referencia proyec-
tivo en A, y proporciona por tanto un sistema de coordenadas homogéneas
£ A= R=RU{ee}, tal que X (py) =0, & (px) =00 y X(p))= .

Por tanto, la restriccion x de X a la recta afin A—{p.} proporciona un
isomorfismo afin x:A—-{p.} —~R, que define en A—{p.} un sistema de
coordenadas cartesianas. Denotamos por R9A — p, € A—{p.} a la aplicacién
inversa. Asi se tiene la identidad x (p,) = A, y las ecuaciones de A se escriben:
h(p,)=p_,. Ademads se verifica que A, ={p\: A>>0}, y como la aplicacion
X: A2 pp—AERT es homeomorfismo, basta demostrar que S={\:p,< S}
en ‘denso en R*.

Supéngase X (q) =%. La propiedad i) s escribe ahora como:

fig SC R+ 1, kES y k# I. Teniendo en cuenta que X preserva la razon
doble se deduce a partir de ii), que el conjunto § verifica la propiedad:

i) St x, A ,uERf, y [x,—x; A, u]=—1, entonces si dos elementos de
{x ?\ ud estan en ‘S, tamblen lo esta el tercero

' Corno [x "k, )\ u]=—1 &= x>= A\, las condiciones i’) y ii") se traducen
a través del logaritmo Neperiano log R* — R sobre el conjuntoe T=1log(S)
por:

#

qiv) 1 a, K:‘]"og(k)'E__T,, 0= K.

Do L
ii") Si«:z,b,cER,ycz:bﬂ

'

entonces si dos elementos de {a, b, ¢} estan

en T, también lo estd el tercero.

e LT ) . - ’ * Lo m
El conjunto Tcontlene entonces necesatiamente a {— K:melZ, neN},

por-lo'que es dénso’en R. Asi, S=exp(7) es denso en R+, y S=x-! (S) es
densoen A, =
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3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL CONO

Recordemos previamente su enunciado:

Teorema del cono:

Si% es un cono de luz en el espacio proyectivo real E, entonces existe una
(tinica) cuddrica de Lorentz i1 en E 1al que:

im u=%

Demostracion:

Si dim E=1, la demostracién del teorema del cono es trivial, pues
entonces necesariamente % esta formado por dos puntos distintos a, b€E,
que constituyen el conjunto de puntos de una cuadrica de Lorentz con
ecuacion —x% + x3 =0, siendo [x;, x,] un sistema de coordenadas homogéneas
en el que g tiene por coordenadas [1,1] y & [1, —1]. Ndtese que en este caso
el conjunto Z de sus centros, coincide con E—{a, b}.

Se supondra de ahora en adelante que dim E es mayor o igual a dos, y
para cada p€Z (Z es el conjunto de centros) se denotard por H(p) al
hiperplano central de p, y por ¢,: E—E la homologia involutiva de centro p
e hiperplano central H(p). Recuérdese que tal homologia viene definida por
la condicion:

(2. <p, x>NH(p); ¢p(x), x]=—1
para todo x€ E—=(H{p)U{p)}), dejando fijos los puntos de H (p)\{p}.

La restriccién de ¢, al espacio afin E— H(p) es la simetria afin de centro
p., que por hipétesis deja invariante el cono de luz %

Por hipétesis & contiene a cierto conjunto D abierto que podemos
suponer conexo:

Fijemos p; € D y A una recta proyectiva que pasa por p;. La recta A corta
a % en exactamente dos puntos distintos p,, p.. Denotemos por A, a la
componente conexa de A—{p;,p.} que contiene al punto p,, y sea

@A —{pHND.

Tomemos L=H(p)MNH(q), sea S={s€A,NZ: LCH(s)}, y sea
Le={HeE*: LC H}, que es recta proyectiva de E*, y finalmente sea h: A— A
la involucién hiperbélica con puntos fijos {pg, Pe}.
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En estas condiciones probaremos el siguiente resultado:

Lema
El conjunto S coincide con A, y el siguiente diagrama es conmutativo:
H
AI —> Lw

R
A

Siendo m la homografia w: [*oH—ANHe A, En particular, la apli-
cacion:

Apdp—H(p)ele
preserva la razon doble:
Demostracién:
a) Probaremos, que ¢l conjunto S es denso en A,

Verificaremos la hipétesis ii) del lema 2.7 para la involucion hiperbolica A
y €l subconjunto §. Esto es suficiente para probar la afirmacion a).

Sip, g, rson tres puntos de A, tales que [p, & (p); q. r}=—1, y supuesto por
ejemplo que p, g€ S, como H{(p)NA=h(p), s¢ concluye que ¢,(q)=r, ¥
¢, (r)=¢}(g)=gq. Por otra parte, re Z. En efecto:

Si R es una recta proyectiva que pasa por r, entonces ¢, (R) €s und recta
proyectiva que pasa por ¢, ¥y como Q'E@, corta a% en Go ¥ Geo CON o7 (e

s 7 __ ¢
Asi RNE =, 0, (RINE = {0, (qy), ¢, (q=)}.

Finalmente, si ¢ es la homologia invelutiva de centro r e hiperplano
central @, (H(q)), se ve que ¢ =g, ¢, @, ¥ v €s composicidén de aplicaciones
que dejan invariante a‘%’. Asi, ¢ deja invariante %, reZ, y H(r)=¢,(H(q)).

Como L= H(p)N H(q), ¢, deja fijos los puntos de L, y L=¢,(H(q))=
H{(r). Esto prueba que r€ 5. »

b) Probaremos ahora que § es exactamente igual a 4: (Véase figura 4).

Fijado un punto g€ A, tomemos una sucesion (g)C S conlimg;=gq. Los
hiperplanos H(q;) contienen a L y al punto A(q;). Sea H, el hiperplano que



Conos de luz 77

contiene a L y a & (g). Demostraremos que g€ % y H(q)= H,. En efecto, si
Q es una recta proyectiva que pasa por g, y {x}= QM H,, se puede tomar una
sucesion (x;) con x;€ H(g;) y lim x;= x. Las rectas <g,, x;,>> cortan a§" en dos

puntos distintos g*, g7 de forma que ¢, (¢%) = g7, es decir:

L, xi gt g7 )=—1

A
iz

Como % es compacto, podemos suponer (quizas tomando subsucesiones)
que (g%) converge a cierto punto g€ 2, y (¢7) a - €% Los puntos g* y -
estan también en la recta <x, g>=Q, por lo que {g*, 4~} C ONYE

Por otra parte, tomando limites queda:
lg. % g%, ¢1=-1

esto prueba en particular que g*#4g-, que ONE={q", g}, g2 vy
H,=H(q).

c) Para probar la conmutatividad del diagrama, es suficiente observar
que para cada g€ A, se verifica que H(g) A =h(q), ya que [g, h(g);po,
Pe]=—1.a

La demostracién del teorema del cono, se concluye de la siguiente forma:

Sea p; un punto interior a &. Para cada recta A que pasa por p; deno-
tamos por A, a la componente conexa de A—(ANY) que contiene a p,. Sea
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T (ppel conjunto formado por la union de todos los segmentos A, cuando A
recorre todas las rectas proyectivas que pasan por p,. Entonces & (p;) €s un
abierto conexo, y por el lema anterior, & (p,) CZ vy la aplicacién:

H:Z (p)op— H(p)cE*
preserva la razén doble.

Por el Teorema 2.7, existe una homografia tinica H:E—E* con

HiZ (p))=H.

Para ver que F“es una polaridad, es suficiente comprobar que para todo
punto p€Z (p,) se.verifica la equivalencia:

ge H(p)e=>pc H(g) |

Si peZ (py), entonces pcZ, y por tanto peE-H(p), Supdngase
g€ H(p), y sea A larecta que une p y ¢. H (A)'es una recta proyectiva de E*,
y puede’ describirseé en la forma:'H (A)= L para cierto subespacio’ L de
codimension 2 en E. Denotando por h: A — A la involucién hiperbélica con
puntos fijos AN% ={py, p..}, vy por A, la componente conéxa de A-{py, p..}
que contiene a p, por el Lema, se verifica la conmutatividad del diagrama:

H

A, —> [
hlm
YA

et

f 0 . B
Por ser H homografia extension de H, se concluye que también’c'onmuta
el diagrama:

H
Ay — L
AT

A

asi, como g€ H (p)N A es g=h(p), y al ser h involutiva se tiene h(q) -—;p es
decir, p€ H(g) N AC H(q). Reciprocamente, si p € H (g) entonces g& H (p).

La polaridad H viene inducida entonces por una Gnica cuadrica g con
imp={pekpeH ()} .

Claramente %’ est4 contenido en im u, y los,puntos de & son interiores a
#. Asi, u es’'una cuidrica de Lorentz. Por otra parte, im uC%’, ya que si
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existe p€im u %, tomando p, € Z la recta A=<p, p,>> cortaria a im u en
tres puntos distintos pg, p.., ¥ P, siendo ANE ={py, p.}.

4. APENDICE: SOBRE LOS FUNDAMENTOS GEOMETRICOS
DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL

4.1 La cinemitica Galileana

L.a cinematica clasica de particulas esta fundamentada en la existencia de
un espacio (euclideo) y un tiempo absolutos, junto con el principio de relati-
vidad de Galileo (invariancia de las leyes fisicas frente al movimiento
inercial).

El modelo matematico adecuado para su estudio lo denominamos espacio
de Galileo, y viene dado por un espacio afin real M de dimensidén 4, que
representa_el espacio de sucesos, y un hiperplano vectorial § del espacio
vectorial M (direccion de M), que se denomina subespacio de simultaneidad.
Si § estd dotado de una métrica euclidea g, se denomina a M=(M, S, 2)
espacio euclideo de Galileo.

En un espacio de Galileo, dos sucesos a, <M se consideran simultineos
si ab € S. El espacio de sucesos M queda foliado asi por hiperplanos afines de
simultaneidad de la forma ¢+ .S con a€ M. Cada uno de estos hiperplanos
representa nuestro espacio ordinario considerado en un cierto instante de
tiempo.

Desde el punto de vista fisico § representa el concepto de tiempo universal
de la cinematica clasica. Una medida de este tiempo ¢s desde el punto de vista
geométrico una aplicacidon afin t: M — R tal que t—'(h) es un hiperplano afin
de simultaneidad para todo A€R.

La aplicacién lineal asociada a t, € Iﬁ—-R verifica ker =5, y puede
entenderse como un isomorfismo lineal tM/S— R. A un isomorfismo lineal
wM/S—R se le denomina unidad de tiempo. u='(R™) es una de las dos
componentes conexas de (M/S$)—{0}. Tal eleccidn se corresponde con la idea
fisica de sentido del tiempo, y se denomina orientacidn temporal inducida por
la unidad de tiempo u.

Noétese que una unidad de tiempo u viene univocamente determinada, por
la eleccidn de la hoja u~! (1) € (M/S) — {0} o bien por la eleccién de un vector
u;eu—f(1), Por otra parte, una media del tiempo t queda determinada
cuando se conoce un suceso inicial qg€M (con t{gy) =0) y la unidad de
tiempo 1,
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Una particula material, describe en M una trayectoria P (no parametrizada
a priori) que determina su historia, y se denomina linea del universo de la
particula. P es por definicion una subvariedad unidimensional transversal a
los hiperplanos de simultaneidad. En particular, las lineas del universo que
son rectas, se denominan (observadores o) particulas inerciales.

Los observadores inerciales, y el tiempo universal 5 determinan comple-
tamente la estructura afin, y, por tanto, el espacioc M de Galileo.

Sea A un observador inercial, es decir, A es una recta afin cuya direccion
A es transversal a S. El espacio vectorial M se descompone entonces ¢n la
forma: M= 4@ §.

Sea m M — A la proyeccidn paralela con base A y direccion S, es decir:
T{P)=(EP+S)NA para cada pM. Se denomina posicién del suceso peM
respecto a A, al vector I, (p) = m, (p)p Notese que la aplicacion [, : M — §
es afin, y su lineal asociada ﬁ M — S coincide con la proyeccién vectorial
sobre § con direccién A. Si P es una particula inercial, al conjunto IT, ( P) se
le denomina trayectoria espacial de P respecto a A.

A
A
A

+

Una medida del tiempo ¢ M — R, induce sobre la particula material P un
difeomorfismo t,: P— R, cuya inversa r;' =y, R37— v,(r) € Pes una carta
global de P, que s¢ denomina parametrizacién temporal de P.
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Las aplicaciones I, - v, R — S y su derivada (11, - v,): R— § establecen
respectivamente la posicién y la velocidad respecto a A de la particula P en
funcidon del tiempo r. Denotamos AP(P) =1, v (D y AP (+}=(14-v,) (1)
para 7€ R. Si nuestro espacio de Galileo es euclideo, al nimero §|A_I5 (7| se
le denomina velocidad escalar de P respecto a A en ¢l instante 7.

Se tiene entonces el siguiente resultado, que es independiente de la medida
del tiempo ¢ elegida, y tiene demostracidn elemental:

Teorema

La particula P es inercial, si y sélo si la velocidad AP :R— S es constante.
(Se denota por AP=AP () a dicho vector constante). En este caso, la
aplicacion AP: R — 11, (P) S define una parametrizacion afin de la travectoria
espacial 11, (P).

En particular, las particulas inerciales B tales que AB=0, se dicen en
reposo respecto a A (su trayectoria espacial 11,4 (B) se reduce a un unio), y
vienen caracterizadas por ser rectas afines paralelas a A, es decir, A=B.

Si A, B, y C son particulas inerciales se verifica: AB+ BC=AC, ¥ esto
expresa la regla de adicion Galineana de velocidades. «

4.2 Espacio de velocidades

Las direcciones de las particulas inerciales se identifican con puntos del
espacio V=P (M)—P(S) que es un espacio afin, por ser complementarlo del
hiperplanc P (5) en el espacio proyectivo P(IW) Se denomina a V espacio de
velocidades. Si v, weV, el vector «libre» v definido por ellos, representa la
velocidad relativa de B respecto a A, cuando A4 y B son dos particulas iner-
ciales que definen las direcciones v, y w respectivamente. Este vector, no
depende en principio de la medida del tiempo ¢, pero una vez elegida, se
identifica con el vector AR, a través del isomorfismo afin V3v-vN S8,
donde S,=7-!(1) tiene estructura afin canénica sobre S=ker(?). Si nuestro
espacio de Galileo es euclideo, entonces §,, y, por tanto, V, se transforma en
un espacio afin euclideo, y EIA_ﬁiI es la velocidad escalar constante de B
respecto a A.

Notese que la estructura afin euclidea del espacio de velocidades, depende
de la unidad de tiempo 7, y no de la medida del tiempo ¢ asociada.
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4.3 El Modelo Aristote:lico(

Un espacio Aristotélico es una terna &/=(M, S, w), donde (M, S) es

un espacio Galileo, y w e¢s un punto del espacio afin de ve1001dades
V=P (M)-P(S).

Denominamos a w referencia de reposo. Las particulas inerciales 4, con
direccion w, se llaman observadores {en reposo) de o7,

El espacio Arlstotellco es pues un espacm de Galileo «personahzado»
Aqui, el concepto de «reposo absoluto» entra a formar parte de la estructura,
rompiendo asi el principio de relatividad de Gallleo

Un subcoﬂjunto_"ﬁ de P (1\71) se llama radiacion en % si w es punto central
de % con hiperplano central -S, (ver definicién 1.3 a). En particular, € CV.

Por ejemplo, el conjunto de rectas vectoriales (puntos de P(M)) que
contornean el paralelogramo dibujado en el plano S| de la figura 7, deter-
minan una radiacién en (M, §, @), ya que cada recta afin de 5, que pasa por
w; (interseccidén de w con.§)) corta en dos puntos al paralelogramo, que son
simétricos respecto a wy.
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Un rayo (de %), es una particula inercial R, cuya direccién v= R pertenece
a % Respecto a un observador en reposo 4 de & la velocidad de R viene
medida por el vector wv. Como w es punto central de %, las particulas
inerciales R’ con direccién V' tal que —wv=wv" (es decir, con velocidad
«opuestan) también son rayos de %

Una radiacién en &/ se puede caracterizar por la siguiente propiedad:

Dado un suceso a €M, un observador en reposo A con a€ A, y una recta
vectorial U de S, existen exactamente dos rayos de ¢, R y R’ que pasan por
el suceso a, con direcciones R=v, y R’'=v’ tales que: I, (R)=I,(R)=U, y
WV =—wv’

En estas condiciones, el observador A, se ve en cada instante, como punto
medio del segmento que une los rayos Ry R De forma mas precisa:

Para cada pe A, p es el punto medio del segmento {en el espacio de
simultaneidad p+ §) definido por (p+ S)M Ry (p+ S)M R’. (Véase figura 8.)

Nétese por otra parte, que el rayo R’ es el transformado de R por la
simetria afin con base a+ 5 y direccidn la referencia de reposo w.

Si se interpretan los rayos de % como sefiales facilmente reproducibles en
cualquier momento y lugar, la condicién anterior implica que dichas sefiales
pueden ser usadas por el observatorio aristotélico &7 para «reconstruirn su
espacio de simultaneidad 5. En efecto:
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El rayo R de la figura 7 representa una sefial enviada por el observador en
reposo B en €l momento b, € B, que es reflejada por el observador en reposo
A, en el momento a€ A siguiendo R’, y recibida de nuevo por B en el suceso
b,e B.

El observador B, interpretarda que el suceso a€ A es simultineo con el
suceso b =(a+ 8§)M B, pues es el punto medio del segmento b, y b,.

Nétese que el concepto de radiacion aqui establecido, es estrictamente afin,
¥ no requiere el uso de estructura euclidea sobre el espacio’de simultaneidad.

4.4 Sobre el Principio Fundamental de la Relatividad Especial

Fl Principio Fundamental de la Relatividad Especial establece quela velo-
cidad (jescalar!) ¢ de la luz es la misma independientemente del observatorio
inercial desde ¢l cual sea medida.

Esta afirmacion presupone implicitamente la existencia de una estructura
euclidea sobre el espacio V de las velocidades correspondlente a cada posible
perspectiva Aristotélica &/=(M, S, w).

Una reformulacién de este principio, que no exige estructura euclidea
previa, y que como veremos conduce a la misma teoria, podria inicialmente
enunciarse asi:
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La luz determina una radiacién, independientemente del laboratorio
inercial desde el cual sea observada.

De hecho, seria suficiente exigir que esta propiedad fuera satisfecha por un
«entorno abierto» de observadores inerciales. De forma mas precisa:

Existe una radiacién % (la definida por los rayos de luz) respecto a cierto
observatorio Aristotélico &/'=(M, S, w), verificando la siguiente propiedad:

Hay un entorno U de o en PM ), tal que para cada w' € U, existe S’
hiperplano de M, de forma que en el espacio Aristotélico /"= (M, S, o), &
sigue siendo radiacidn.

Se concluye asi que % debe ser un cono de luz en P (M) segiin la definicién
1.3.

El teorema del Cono probado en §1 demuestra que en estas condiciones
existe una Gnica cuadrica de Lorentz en P(M) de forma que % =im u.

En particular, para todo we€int u, si wt=P(S), entonces en el espacio
Aristotélico &/=(M, w, S), ¥ ¢s una radiacion.

Llegamos asi al siguiente:

4.5 Modelo de Minkowski para la relatividad especial

El modelo de Minkowski consta de un espacio afin real de dimension
cuatro M (espacio de sucesos), dotado de una forma cuadrdtica, que define
una cuddrica de Lorentz u en el infinito P(M).

En este modelo, un observador inercial viene definido por una recta afin A
de M, cuya direccién w=A pertenece al interior de la cuadrica int w. Al
observador A se le asocia entonces el espacio Aristotélico &7, =(M,w, 3),
siendo P (S,) el hiperplano de P (M) conjugado de w respecto u. Se entiende
que todos los observadores con direccidon w, realizan sus observaciones
cinemdticas usando el espacio .97, segln se analizo en 4.1, 4.2 y 4.3. En
particular, una medida del tiempo 1: M — R en %7, se denomina tiempo propio
de @, y una unidad de tiempo propio, u: M — R viene univocamente deter-
minada por un vector w; €M, tal que [w]=w, y ulw)=1.

La cuadrica u restringida a P(S,) es una cuddrica euclidea, que determina
en S, un producto escalar euclideo g, salvo constantes multiplicativas positivas
no nulas. Fijar g significa fijar la unidad de longitud.
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El conjunto % =im g es la radiacién luminosa, y es observada como tal
radiacion (segun definicidén de 4.3) desde cada perspectiva Aristotélica o7,

Los rayos de la radiacién se denominan ahora rayos de luz, y vienen
definidos por rectas afines de M, cuya direccion pertenece a &

La unidad de t:empo propio u, y la umdad de longltud z, permlte deﬁmr
una estructura euclidea en el espacio afin de velocidades V,, =P(M)—P(5,)
(ver 4.2), y el conjunto %, puede escribirse entonces de la forma: & = {vev,:
lwv|| = c}, siendo'c una constante positiva, que representa la velocidad escalar
constante de los rayos de luz, medidos desde la perspectiva'de &7,

51w &M, es tal que [w[] w, ¥y u{w)=1,la forma cuadratica g en M que
induce sobre 8, la unidad de longitud & hace a w ortogonal a §,,, y toma valor
q(ml)———c’- es una forma cuadratica del Lorentz que 1nduce en P(M) la
cuédrica p. Podemos denommar ag umdad de mtervalo

No es dificil disefiar experimentos’cinematicos que permitan poner de
acuerdo a otro observatorio 07 para que «ajuster sus unidades de longitud y
tiempo, de forma que den lugar a la misma unidad de intervalo g. El ajuste es
Gnico, y hace que la velocidad escalar de la luz desde .o7; tenga el valor ¢

- El espacio afin' M, se transforma asi, por medio de ¢, en una variedad de
Lorentz, con una orientacidon tiempo (en la que el vector w, apunta hacia el
cono positivo). Este es el espacio afin de Minkowski, que constituye el- modelo
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geométrico clasico para el estudio de la cinemdtica relativista. El Capitulo V de
[1] constituye una excelente referencia para este estudio.
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