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Capitulo 1

Introduccion

La geometria diferencial conforme forma parte de la teoria clasica de estructuras en
variedades diferenciables, y surge con el estudio de aquellas propiedades en geome-
tria Riemanniana que permanecen invariantes bajo las llamadas transformaciones con-
formes de la métrica. Tiene sus origenes en los trabajos de H.Weyl, que le llevaron a
descubrir un tensor invariante, conocido ahora como el tensor de curvatura de Weyl, y
cuya anulacion caracteriza a las estructuras conformes localmente planas. Una estruc-
tura conforme sobre una variedad se entiende asi como una familia de métricas con-
formemente equivalentes, esto es, de métricas proporcionales a través de una funcion
diferenciable de escala. El estudio de la geometria conforme se lleva a cabo mediante
la teoria de variedades Riemannianas, donde la conexion de Levi-Civita constituye una
herramienta basica.

Los trabajos de E.Cartan son también una referencia fundamental. En ellos se
caracteriza la estructura conforme mediante la construccion de un ”..brado esférico”
sobre la variedad, cuyas ..bras son esferas conformes. Precisamente, las complecciones
conformes de los espacios tangentes. El transporte paralelo de estas esferas da origen
a la nocion ya clasica de conexién normal conforme de Cartan. También es necesario
..Jar en este contexto una eleccion particular de la métrica en la estructura conforme
para obtener un conexién Unica de Cartan, que variara en funcion de la métrica elegida.

En esta tesis se aborda el estudio de la geometria de las variedades conformes desde
la nueva perspectiva que ofrece el uso de un paralelismo natural univocamente deter-
minado por la estructura conforme. Este paralelismo se denomina de Fermi-Walker,
y tiene sus precedentes en la Teoria de la Relatividad, donde sirve para modelizar,
por ejemplo, el movimiento de giréscopos. No se trata ya de un paralelismo asociado
a una conexion lineal; en su lugar, va ligado a una nocion mas general que puede
interpretarse en cierto sentido como una conexién en el segundo orden.

La naturalidad de la de..nicion de la conexion conforme de Fermi-Walker queda
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también avalada por el hecho de que puede extenderse sin ambigliedad al modelo de
Cartan. Se obtiene entonces una conexién esférica de Fermi-Walker que permite trans-
portar de manera candnica las esferas conformes tangentes de la variedad. Este particu-
lar punto de vista permite tratar los invariantes conformes de manera extremadamente
sencilla.

Ofrecemos a continuacion una descripcion somera de los contenidos de esta memo-
ria. Un desarrollo mas pormenorizado puede encontrarse en las introducciones al inicio
de cada capitulo.

El Capitulo 2 esta dedicado a repasar la teoria fundamental de conexiones lineales
sobre variedades diferenciables. Los origenes de la nocidon de conexion se hallan en la
necesidad de ofrecer un criterio que permita comparar vectores tangentes apoyados
sobre puntos distintos de una variedad diferenciable; un criterio que reproduzca el
paralelismo natural del espacio afin R™. Con esta intencion, Levi-Civita presentd
en 1917 la nocién de desplazamiento paralelo de vectores a lo largo de curvas sobre
super..cies (Levi-Civita [32]). Con ella se da sentido geométrico a una operacion de
derivacion covariante sobre el espacio de campos de vectores tangentes. Cartan y eyl
generalizaron estas ideas en su de..nicion de conexiones a..nes, proyectivas y conformes
(Cartan [9], [10], [8] y Weyl [52]), donde el paralelismo asociado preserva ademés la
estructura adicional -afin, proyectiva o conforme- del espacio tangente.

Este primer capitulo pretende repasar las distintas formalizaciones equivalentes
de la nocion de conexion y paralelismo, que seran utilizadas indistintamente en los
siguientes capitulos. Y sobre todo, pretende recuperar las ideas originales que hay tras
estos conceptos para revelar mejor su naturaleza geométrica.

Se estudiara en especial el caso de las conexiones lineales sobre variedades con
una estructura adicional en su espacio tangente, dada por lo que denominamos una
G-estructura. Se de..ne una G-estructura sobre una variedad como una reduccion B
del ..brado de referencias lineales tangentes LA/ para un subgrupo G C GL(m,R); y
una conexion lineal en la G-estructura es aquella que preserva la reduccion B en su
transporte paralelo de referencias lineales. Un gran ndmero de estructuras geométricas
clasicas pueden describirse mediante la nocion de G-estructura. En particular nos
interesan la geometria métrica Riemanniana, que se obtiene cuando G = O(m), y la
geometria conforme (Riemanniana), que se alcanza cuando G = C'O(m). Si bien una
estructura Riemanniana admite una Unica conexion simétrica, no ocurre asi en el caso
conforme.

La aportacion original de esta tesis tiene su clave en el descubrimiento de un
paralelismo candnico de..nido sobre las curvas de las variedades conformes. Dicho
paralelismo busca una operacioén natural de desplazamiento del espacio conforme tan-
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gente. Sin embargo, no va ligado a una conexion lineal como es habitual. De hecho, se
vera (en el Capitulo 4) que puede entenderse a través de un tipo de conexién especial
asociada al segundo orden.

En el Capitulo 3 nos centramos ya en el contexto de las variedades conformes
Riemannianas. En contraste con la geometria métrica Riemanniana, una estructura
conforme distingue toda una familia de conexiones lineales y simétricas, en correspon-
dencia con el espacio de 1-formas de la variedad. Esta ambigledad implica que a lo
largo de cada curva parametrizada ¢ — ~,, las distintas elecciones en la familia de
conexiones conformes del ambiente daran lugar a distintos transportes paralelos del
tangente. La falta de canonicidad es evitable si se introduce un criterio adicional de
adaptacion a la geometria de la curva ~y,, que consiste en exigir que sea paralelo el
campo velocidad v, € X(). Este procedimiento nos lleva a la de..nicion de un pa-
ralelismo natural de la estructura conforme, que llamamos paralelismo conforme de
Fermi-Walker.

A lo largo de una curvaregular t — v, € M el paralelismo de Fermi-Walker
coincide localmente con el transporte inducido por las conexiones lineales
simétricas y conformes que tienen a v, como curva geodésica. EIl operador
asociado D7 /dt : X(v) — X(v) es tal que:
D7 \Y
i

cuando V es conexion conforme veri..cando V+//dt =0 en (t — e, t + ¢).

v

t

Esto permite por ejemplo determinar que para que un difeomor..smo entre varieda-
des sea conforme es condicion necesaria que preserve sus correspondientes paralelismos
de Fermi-Walker. Si ademas se sabe que la diferencial respeta en algun punto las es-
tructuras conformes, esta es también una condicion su..ciente.

El procedimento de doble adaptacion, a la geometria conforme del ambiente y
a la geometria propia de la curva parametrizada, ofrece una nueva técnica para la
de..niciéon de invariantes conformes ligados a curvas. Su aplicacion a los tensores
asociados a la curvatura de una conexion conforme nos permite descubrir un nuevo
invariante conforme para curvas, establecido a partir del tensor de Schouten.

Sobre una curva t — v, € M se de..ne el tensor conforme de Schouten
LY € Al(+) como el tensor caracterizado por la condicion:

L") =LY (4},v) eR (Vo € T, M)

donde LV € T3(M) denotael tensor de Schouten de una conexién conforme
V adaptada alacurvaent (Vy/'/dt=0en (t—e,t +¢)).
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En el Capitulo 4 nos planteamos estudiar la naturaleza especial del paralelis-
mo Fermi-Walker asociado a una estructura conforme. Se demuestra que éste puede
entenderse como una conexion ligada al segundo orden, esto es, al espacio tangente
de segundo orden TﬁM formado por los 24ets j3(v) de curvas regulares v, en M.
Obsérvese la siguiente comparativa:

e Una conexion lineal se asocia a una operacién de elevacion horizontal
Ky TyM — T,LM, Ybe LM,

que sumerge el tangente 7, M como un subespacio Hy = kp (T M) en T LM.
Esta operacion describe el transporte paralelo a nivel in..nitesimal en el siguiente
sentido: el transporte paralelo de una referencia b € LM, sobre t — v, € M
viene dado por una curva t — (P,b), € LM con (P,b);, = b, que veri..ca:

(Pyb): = Keeyp), (1), VE.
e El paralelismo Fermi-Walker se asocia a una operacion de elevacion horizontal
Kot T2M — ToLM, Vb€ LM,

que sumerge el tangente de segundo orden TQ?M en T,LM como H;, = sz(T:SM ).
Esta elevacion horizontal se corresponde con el transporte Fermi-Walker para-
lelo a nivel in..nitesimal en el siguiente sentido: el transporte paralelo de una
referencia b € LM, sobre ¢ — v, € M da lugar a una curva t — (Pyb); € LM
con (IPyb);, = b, que veri..ca:

(Pyb) = hie,py, (i (7)), Vt.

Se tiene ademas que a través de las funciones de elevacion Fermi-Walker horizontal,
se pueden recuperar las elevaciones horizontales asociadas a cada una de las conexiones
lineales y simétricas en la estructura conforme (Proposicion 4.3).

El Capitulo 5 esta dedicado a estudiar la geometria conforme diferencial desde el
modelo propuesto por E. Cartan, y obtener también en este contexto una conexion de
Fermi-Walker univocamente determinada por la estructura conforme.

Desde este punto de vista, una variedad conforme apoya sobre cada uno de sus
puntos z € M una esfera conforme tangente 7, M doblemente punteada. En la esfera
se distinguen: un punto origen O, que representa el punto de apoyo = de modo que

To, (T, M) = T, M, y un punto in..nito co, que permite considerar la esfera como
T,M =T, M U {occ,} a través de un analogo a la proyeccion estereogra..ca.
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La nocion natural de paralelismo hace referencia aqui a un desplazamiento de las
esferas tangentes, y se realiza mediante la introduccion de la nocién de conexion normal
de Cartan. Es un resultado conocido que cada conexion lineal y conforme da lugar
a una unica conexion normal de Cartan. Es decir, todo paralelismo que desplaza el
espacio tangente preservando su estructura conforme se extiende a un paralelismo sobre
las esferas conformes tangentes. La ambigledad en la eleccion de una conexidon lineal
conforme conlleva una ambigiedad también en la eleccién de una conexion normal de
Cartan que mueva las esferas.

Se demuestra entonces que el paralelismo Fermi-Walker, candnicamente de..nido
sobre el espacio tangente conforme, se extiende también a un paralelismo canénico
sobre las esferas tangentes en el modelos conforme de Cartan. Va ligado a una conexion
de tipo Cartan que denominamos conexidn esférica de Fermi-Walker (De..nicion 5.12).

Podemos resumir que este criterio adicional de adaptacion a la geometria de la
curva, presentado aqui de manera original, permite alcanzar los siguientes resultados
en el contexto de variedades conformes:

e En primer lugar, distinguir de manera univoca un paralelismo preferente de los
espacios tangentes conformes.

e Este mismo criterio distingue también en el modelo esférico de Cartan un para-
lelismo preferente de las esferas conformes tangentes.

Vemos asi que la introduccion de este criterio de adaptacion es su..cientemente natural
en el ambito de las variedades conformes. Esto nos hace pensar en la conexion de
Fermi-Walker como el andlogo confome de la conexion de Levi-Civita de la geometria
Riemanniana, y proporciona una herramienta adecuada para el estudio de la geometria
conforme diferencial.

En el Capitulo 6 estamos en posicion de estudiar los invariantes conformes clasicos
asociados a curvas, a partir del paralelismo natural de Fermi-Walker. Los invariantes
que aqui presentamos son originales del articulo de Cartan [10], en donde aparecen
de..nidos a partir de una eleccion concreta para la conexion normal. Estas de..ni-
ciones adquieren un signi..cado conforme que ..nalmente las hace independientes de
la conexién considerada. La conexion esférica de Fermi-Walker permite caracterizar
directamente estos invariantes conformes sobre las curvas, con la ventaja de que pode-
mos despreocuparnos directamente de la canonicidad de las construcciones implicadas.
Finalmente, ofrece también la ventaja de poder expresar estos invariantes en térmi-
nos de la conexion de Fermi-Walker D7/dt y el tensor de Schouten L” de la curva.
Demostramos entonces lo siguiente:
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(a) Se distingue el parametro proyectivo de una curva I', como aquel de..nido por las
parametrizaciones ¢t — v, € I" que veri..can:

LY(v;) =0.
(b) Las curvas t — ~, tales que su tensor de Schouten es identicamente nulo,
L' =0e Al(y),

forman una familia distinguida por la estructura conforme y reciben el nombre
de geodesicas conformes (Friedrich [18], Bailey-Eastwood [4]).

(c) Con la ayuda de la estructura conforme, el tensor L¥ € A'(v) induce un campo
ortogonal de Schouten .7 € X(~). El arco conforme s de una curva general esta
caracterizado por la propiedad de que en todo instante los vectores v, y L] son
de la misma longitud en T°, M. A través de las sucesivas derivadas del campo L
respecto a la conexion de Fermi-Walker D7 /ds se constuye un referencia movil
de Frénet (F,..., E,,), € CO(M)con E; =/, E; =1L"y

span {EZL7, .., (B2)IL7} = span{Es(s), ..., Ej12(s)}, Vi > 1.

Las funciones (A2)s, ..., (Am—1)s que intervienen en las ecuaciones de Frénet aso-
ciadas: L2 Ej=—\;.1E;.1 +\;Ej1, de.nen las curvaturas conformes de la curva.

Estas caracterizaciones de los invariantes conformes son totalmente anélogas a
las caracterizaciones de los bien conocidos invariantes métricos sobre curvas en un
ambiente Riemanniano. La conexion de Fermi-Walker ocupa entonces el lugar de la
conexion de Levi-Civita sobre la curva, y el tensor de Schouten de..ne un anélogo a la
nocion de aceleracion Riemanniana.

El Capitulo 7 se desmarca ligeramente de los capitulos anteriores con la intencion
de presentar una nueva nocion de holonomia para las variedades conformes. La mo-
tivacion ultima de esta holonomia es dar una interpretaciéon mas geométrica al tensor
de curvatura de Weyl. Este tensor es bien conocido en geometria conforme y tiene
la propiedad de ser idénticamente nulo Unicamente cuando la estructura conforme es
localmente plana (para m > 3).

La nocion de holonomia de una conexion reteja la dependencia del transporte
paralelo en funcidén de la curva considerada. Dicho de otro modo, la holonomia se
obtiene a partir del transporte paralelo a lo largo de las curvas cerradas de la variedad.
Este transporte da lugar a un grupo de holonomia, que mide lo que dista la estructura
conforme de ser plana. El teorema de Ambrose-Singer demuestra que la holonomia
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de una conexién en un ..brado principal esta determinada por los valores que toma la
forma de curvatura de la conexién (véase para mas precision el Teorema 7.2).

En una variedad conforme la nocion de holonomia que proponemos responde al
siguiente procedimiento. En primer lugar, la propiedad en una curva cerrada de que
el desplazamiento paralelo de la esfera tangente deje ..nalmente el origen en su sitio,
no depende de la conexiébn normal de Cartan considerada. Se tiene ademas que la
diferencial en el origen de este movimiento de la esfera tampoco depende de la conexion
que elijamos para el transporte. La diferencial en el origen de este tipo de movimientos
dalugar ..nalmente a un isomor..smo conforme del espacio tangente 7, M. Lafamilia de
estos isomor..smos conformes forman un grupo que de...ne la holonomia de la estructura
conforme en el punto x € M. EIl grupo asociado de holonomia es en este caso un
subgrupo de CO(m). Ocurre entonces que en el algebra asociada de holonomia se
encuentran los valores que toma el tensor de curvatura de Weyl. Podemos pensar en
un analogo del Teorema de Ambrose-Singer, y preguntarnos si ocurre también que los
valores que toma el tensor de Weyl determinan de hecho el algebra de holonomia en
su totalidad. También nos preguntamos si esta holonomia conforme puede construirse
mediante el transporte Fermi-Walker paralelo de las esferas tangentes. Estas cuestiones
permanecen aun abiertas, pero consideramos importante su inclusion en esta memoria
debido a que en nuestra opinion ofrecen prometedoras perspectivas.

Incluimos en este capitulo algunos resultados parciales sobre esta nueva nocion de
la holonomia. En particular, demostramos que Unicamente cuando la estructura es
localmente plana, la holonomia conforme resulta ser trivial. Podemos concluir con ello
que la holonomia conforme asi de..nida reteja ..elmente la presencia de curvatura en
la estructura conforme.
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Capitulo 2

Desarrollo preliminar: Teoria de
conexiones

En este primer capitulo se hace un repaso a la teoria de conexiones lineales sobre
variedades difererenciables; los resultados que aqui se presentan son por tanto mas o
menos bien conocidos. El propdsito del capitulo es asentar los conceptos clave que
forman la base de la teoria de conexiones ligadas a una estructura geométrica. Es en
este contexo en el que, en capitulos posteriores, se de..nird una caracteristica conexion
(de Fermi-Walker) asociada a la estructura conforme. Se ..jan también aqui la notacién
y la terminologia que se emplearan a lo largo de este trabajo.!

En la primera seccion se trata inicialmente la nocion de conexion a lo largo de
una curva parametrizada. Esta puede entenderse como una operacion de transporte
paralelo de vectores que hace identi..cables los distintos espacios tangentes sobre la
curva. Una conexion lineal en una variedad diferenciable se de..ne entonces como una
regla de derivacion de campos, que permite asociar a cada curva parametrizada de la
variedad un transporte paralelo de vectores. Los origenes de estas ideas se hallan en
los trabajos de Levi-Civita [32], Weyl [52] y Cartan [9], [10], [8].

Tras las de..niciones naturales previas, que revelan la naturaleza geométrica de
las conexiones, damos paso a la de..nicion de conexién en el ..brado de referencias
LM como un sub..brado horizontal H C T'LM univocamente asociado a una 1-forma
horizontal w € A'(LM, gl(m,R)). Esta de.nicion, debida a Ehresmann [14], permite

! Asumiremos por ejemplo la siguiente notacion estandar:

e R™ es el espacio Euclieo m-dimensional, formado por vectores columna V € R™.
e R™* es espacio dual de R™, formado por vectores ..lan € R™".

e AT € My xm indica la traspuesta de una matriz A € Mmxn.

e El producto usual del espacio Euclideo R™ es (U, V) =U"V € R, YU,V € R™.
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generalizar el concepto de conexion para ..brados arbitrarios, en particular, para los
..brados asociados a la nocién de G-estructura que se introduce en la seccion 2.

Una G-estructura sobre una variedad se de..ne como una reduccion de su ..brado de
referencias a un subgrupo cerrado G del grupo lineal GL(m,R) (Chern [12], Stenberg
[48]). La nocion de G-estructura alcanza a describir un gran nidmero de estructuras
clasicas de la geometria diferencial, y en particular, las estructuras conformes sobre
variedades. Estas ideas tienen sus origenes en las propuestas por Klein en su Erlangen
Program, que concibe la geometria como el estudio de propiedades invariantes bajo la
accion de un grupo de Lie.

Una conexion en una G-estructura sobre la variedad es una conexion lineal que
en su transporte paralelo preserva necesariamente la estructura. Equivalentemente,
puede entenderse como una conexion en el ..brado de la G-estructura, en el sentido
de Ehresmann, y va asociada a una 1-forma horizontal w que toma valores en el
algebra de Lie g = T.G del grupo de estructura G. Esto da lugar a un resultado
fundamental (Teorema 2.1): el espacio de conexiones simétricas de una G-estructura
esta controlado por la primera prolongacion g; = (R™ ®@g) N (SQ(R”"*) @ R™) del
algebra de estructura g.

Finalmente, se incluye también en este capitulo una ultima seccion en la que se
tratan una serie de operadores naturales sobre el espacio de tensores de la variedad.
Destacamos especialmente los operadores ligados a la presencia de estructura conforme
en la variedad, y a los que haremos frecuentes referencias en el siguiente capitulo.

2.1 Generalidades sobre conexiones lineales

La teoria de conexiones surge para dar respuesta al planteamiento béasico de cémo
pueden ser considerados paralelos vectores tangentes apoyados sobre puntos distintos
de una variedad diferenciable. La de..nicion natural de paralelismo que existe en el
espacio Euclideo R™, en cualquier otra variedad implica necesariamente la idea de un
transporte paralelo de vectores tangentes. Formalmente, una conexion en una varie-
dad se presenta a través de una operacion de derivacion covariante sobre sus campos
tangentes que describe el paralelismo a nivel in..nitesimal. El transporte paralelo de
vectores se puede realizar entonces por integracion a lo largo de cualquier curva de la
variedad.

“Una vez conocida la ley de acuerdo con la cual uno pasa de un punto a un punto
in..nitamente cercano, uno estd inmediatamente en posicidn de realizar el transporte
de direcciones paralelas a lo largo de cualquier curva C”, Levi-Civita [32].
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2.1.1 Conexiones a lo largo de curvas

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional, y sea v : I > ¢ — ~(t) € M una
curva parametrizada que siempre supondremos regular (esto es. ~ es una aplicacion
diferenciable de un intervalo abierto 7 ¢ R! en la variedad A/, con la condicion de
regularidad +/(¢) # 0, Vt € I).

El espacio de campos a lo largo de la curva parametrizada ~(t¢) se de..ne como

X(y)={V :I— TM diferenciable / V(t) € T,y M, vVt € I}
y forma un espacio vectorial real de dimension in..nita.
De..nicidn 2.1 Una conexion a lo largo de la curva ~(¢) es un operador R-lineal
V/dt 2 X(y) — X(),

que satisface las siguientes condiciones para V,U € X(v), f € C*®(7):

Y V..V,
() =(V+U) ==V +=U;
Y d, \Y
(ii)a(fV)ZFJ;V%—f%V.

Un campo V(t) € X(vy) se dice campo V/dt-paralelo cuando V/dt (V)= 0 € X(v).

Fijando a lo largo de la curva ~(t) una referencia mévil (Vi(¢), ..., V,,(t)) de cam-
pos V; € X(v), la conexion V/dt queda univocamente determinada por la familia de
funciones I'(t) € C'*°(), tales que

%Vj(t) = Zz Th(t) Vi(t), Vi =1, ..., m.

Por las propiedades (i) y (ii) en la de..nicién de V /dt, la accion de la conexion sobre
un campo U(t) = Y ! (t) V;(t) € X (), con u? € C'>(v), puede expresarse en términos
de sus componentes F§ € C'*°(~) mediante la relacion

%U(t) => (Cé—f(t) + Zj W (t) F§(t)> Vi(t). (2.1)

Los campos paralelos para la conexion V /dt se hallan entonces determinados por
el sistema lineal de ecuaciones diferenciales

(@) (®) ==Y WOTi), i=1.m,
que se desprende de la identidad (2.1) = 0. En consecuencia, el espacio de campos los
V /dt-paralelos a lo largo de ~(t),

X (v) ={V(t) € X(v) : V/dt (V) =0},

constituye un subespacio vectorial X(~y) cuya dimension sobre R es m = dim(M).
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Observacion 2.1 Al declarar paralelos los campos de una referencia movil (V(t)) a
lo largo de ¢ — 7(t), queda ..jada una Unica conexion lineal V /dt sobre la curva. Dos
referencias moviles (V;(¢)) y (U;(t)) de..nen la misma conexion sobre ~(¢) Gnicamente
cuando di..eren en funciones constantes ag € R tales que

Uj(t) = Zi at Vi(t), vtel=Dom(y).

La evaluacién de los campos V/dt-paralelos en un instante ¢, del intervalo de
de..nicién de la curva, da lugar a una aplicacion

evy, :%H(’y) — Ty M
V. — V(to)

con estructura de isomor..smo lineal entre los m-espacios vectoriales X () Y Ty ) M.
El isomor..smo correspondiente a su aplicacion inversa,

| o o= (evee) "+ Tya)M — X[ (),

consiste en asignar a un vector v € T, ;)M el Gnico campo V/dt-paralelo V' € X |(v)
univocamente determinado por el valor que asume en el instante ¢y, V(ty) = v.
Para cada par t,,t; € I, la composicion

._ -1 .
| ‘t07tl '_’ ‘tl o‘ ’t()' T’y(tO)M I T'y(tl)M

es un isomor..smo lineal que identi..ca los distintos espacios tangentes a M.
Se llega de este modo a una operacién asociada de transporte paralelo sobre la
curva, formada por la familia de isomor..smos

{1

que veri..ca las propiedades:

totr - DTyito)yM — Ty M }to,tlel (.2

@ | ‘tO,to =id: Ty M — Ty 0) M;

© | ‘7:0,152 = | ‘tl,tQ o |t0,t1 : Tw(to)]w—> Tv(tz)M-

El operador V/dt : X(y) — X(v) puede recuperarse a partir del transporte paralelo
(2.2) mediante la siguiente operacién natural de derivacion:
Lema 2.1 Dado un campo U(t) € X(vy) y t € I = Dom(y), se veri..ca la identidad

\Y% L gm0 UlE+R) - UR)  d
—U(t) = Jimy . ‘Eo{' e o Ut D)}
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Demostracion. Sea (Vi(t),..., Vi (t)) una referencia movil sobre ~(¢) de campos
V/dt-paralelos, de modo que | [, ,, (Vi(to)) = Vi(t1) y F§ = 0, Vi,j. Un campo
cualquiera U (¢) = Y. u'(t) V;(t) € X(v) de..nido por las funciones coordenadas u‘(t) €
C'*°(), veri..ca las identidades:

(i) | |t+h,t (U<t + h)) = ZZ ' (t+h) Vi(t)§
e V du’
(i) UM =Y = Vi(b).
De ellas se deriva la siguiente cadena de igualdades
d

%‘0@ oo UL+ 1)} = — {Zu (t+ W) Vi(t)} = Zd;t (t)%(t)z%U(t)

que concluye con la férmula del enunciado. ®

Observacion 2.2 La equivalencia que la conexion V/dt de..ne entre los espacios tan-
gentes a través de isomor..smos | |m1 2 TygyM — Ty, )M de (2.2), se extiende
de manera natural a sus espacios duales y productos tensoriales. Asi, sobre tensores
arbitrarios K € v* (2%(M)) existe igualmente una ley de derivacion de..nida por

VKU i | leyng 0 K(t+h)—

dt i h (® TM > <® TW)M) '

2.1.2 Conexiones lineales en variedades diferenciables

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional cuyo espacio de campos tangentes
diferenciables denotamos por

X(M)={X: M — TM diferenciable / X(z) € T,M,Vx € M}.

De..nicion 2.2 Una conexién lineal en la variedad M es una aplicacion R-bilineal,
V:X(M) x X(M) — X(M), con V(X,Y) = VxY, tal que para todo X,Y € X(M),
feC>®(M), veri..ca:

(i) VyxY =fVxY
(il) Vx(fY)=X(N)Y +[VxY
El campo VxY € X(M) recibe el nombre de V-derivada de Y con respecto a X.

Una conexidn lineal es un operador localizable. Sobre un abierto ¢/ de M la co-
nexion local inducida, que por abuso mantiene la notacion V : X(U) x X(U) — X(U),
esta perfectamente de..nida por la propiedad

(VxY) (2) = (V£Y)(x), Vo € U,
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para)?, Y € X (M) campos globales extendiendo al par de campos locales X, Y € X(U).
Fijada la carta (U, ¢ = {2',...,2™}), los campos coordenados F; = 9/0z" € X(U)
de.nen una referencia del espacio X(l{), en el sentido de que para todo campo X €
X(U) existen funciones X € C>°(l{) tales que

X = Zz X'E;.
Por las propiedades (i) y (ii) de la De..nicion 2.2 una conexion lineal V queda entonces

localmente determinada en & por su accion sobre la referencia (Ey, ..., E,,). A partir
de las funciones F?j e C>*U) (i,j,k =1,...,m) de..nidas por

Vg E; = Z:”:l T By, Yigj=1,.,m,

que reciben el nombre de simbolos de Christocel de V en (E;), es posible describir la
derivada de Y = 3, Y'E; con respecto a X =, X' E; (X',Y' € C>(U)) a través de
la identidad:

;OYF ivrik
VxY = ZW (X == +X Yﬂrij) Ey. (2.3)

Tiene sentido de..nir asi la V-derivada de un campo Y € X(M) con respecto al
vector v € T, M, como el vector V,Y € T, M obtenido por la siguiente identidad

VoY = (VxY)(z) e Tp,M, VX € X(M) con X (x) = v.

La conexion lineal V ofrece entonces en cada punto = € M un operador R-bilineal
Ve : ToMxX(M) — Ty M, con (Vg)(v,Y) =V,Y,que paraY € X(M), f € C>°(M),
veri..ca la siguiente identidad:

vv(fy) = df(v) Y + f(x) VY.

De...nicién 2.3 Sea V una conexion lineal en la variedad diferenciable M. Se de..ne
la torsion de V como el tensor Tor € %5 (M) antisimétrico ligado a la formula

Tor(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y], VXY € X(M). (2.9)
Una conexion V se dice simétrica cuando su torsion es idénticamente nula.

Obsérvese que en presencia de una carta local (U, p = {z,...,z™}) con campos co-
ordenados E; = 0/9xz € X(U), la torsion de la conexion V con simbolos de Christocel
(Fg) tiene componentes

Tor;j = Tor(E;, Ej) = Zm

k k

La condicion de la conexién V sea simétrica equivale a la simetria I'¥; = T'%; en sus
simbolos de Christoael.
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Transporte paralelo inducido a lo largo de curvas

Seay:I >t — ~(t) € M una curva parametrizada en la variedad diferenciable M.
Una conexion lineal V en M da lugar a una conexion inducida V7 /dt a lo largo de la
curva «(t), caracterizada por la siguiente condicion:

“VY € X(M), el campo asociado Y oy € X(v) veri..ca la relacion
VAl

—=(V 0 7)(t0) = Voyr(a)Y € Tye)M, Vto € 1"

Mediante el transporte paralelo inherente a las conexiones sobre curvas parametri-
zadas, la conexion lineal V tiene asociada una familia de isomor..smos lineales de la
forma:

{| tots © TayM = ToyM [ 7(t) cuvaen M, to,t € Dom(y)}, (2.5)

siendo | |, =1 155 ¢ Thae)M — Ty,)M el isomor..smo asociado a la conexion
V7/dt inducida sobre la curva ~(t). (\Véase estructura de paralelismo en Poor [37]).

Observacion 2.3 El transporte paralelo que la conexion lineal V induce a lo largo de
curvas de M es geométrico en el sentido de que no depende de parametrizacion tomada
sobre la curva. Siy: 1 >t v(t) € M se reparametriza mediante el difeomor..smo
t:J > s+—t(s) € I, sobre la curva reparametrizada s — 7(s) =y ot(s) se veri..ca

T

rot(so) M — Tyeg(s))M,  Vso,s1 € J.

’ |’Yot750751 = ‘ ’77t(80)7t(81)

Partiendo de la familia de isomor..smos (2.5) asociada a una conexion lineal, es
posible recuperar la de..nicion del operador V mediante el siguiente procedimiento
geométrico:

v | |y tgrngg © Y (y(to + 1)) =Y (y(to))

Vel =), Ve =i h

parat — (t) € M curva parametrizada con +/(to) = v € T, M. Esta identidad es
consecuencia del Lema 2.1 y de la de..nicidn de conexién inducida a lo largo de una
curva.

Extendiendo los isomor..smos lineales de (2.5) a los espacios de tensores, se de..ne
también la accion del operador V sobre tensores arbitrarios K € T7(M), a traves de
la formula

V7 . |’y,t0+h,t0 o K(y(to +h)) — K(v(to))
vt T T tO(KOV)_;?i% I

(.6)

para t+— 7(t) € M curva parametrizada con 7'(tp) = v € Ty, M.
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Variedades paralelizables

De..nicion 2.4 Una paralelizacion de la variedad diferenciable M es una referencia
global (X1, ..., X,,) de su espacio de campos X(M). Las variedades que admiten alguna
paralelizacion se dicen variedades paralelizables.

Si (Xi,..., Xin) denota una paralelizacion de la variedad M, para cada par de
puntos z,y € M existe un isomor..smo natural entre sus espacios tangentes

| gy : TeM — TyM

caracterizado por ser | |, (X;(z)) = Xi(y), Vi = 1,...,m. Existe entonces una Unica
conexion lineal V en M cuyo transporte paralelo asociado coincide con la familia de
isomor..smos | |, = | |7(tom(t1) t Ty M — Ty M.

En una variedad diferenciable arbitraria existen obstrucciones de tipo topoldgico
para la existencia de paralelizaciones globales. No ocurre asi con las conexiones line-
ales, cuya existencia esta siempre asegurada en cualquier variedad diferenciable. La
de..nicion de conexion lineal constituye de este modo una generalizacion del concepto
de paralelizacién, asociada a una identi..cacion -o paralelismo- entre espacios tangentes
que a nivel in..nitesimal depende (linealmente) de la direccion tomada.

En el caso particular en que una conexion lineal V en M tenga asociado un trans-
porte paralelo a lo largo de curvas que depende exclusivamente de lo extremos de la
curva y no del recorrido de ésta, se dice que la conexion V es globalmente planay la
variedad M resulta ser paralelizable. En efecto, obsérvese que cada referencia lineal
de vectores tangentes (v, ..., v ) €n Ty, M origina la paralelizacion (X1, ..., X,,) de M,
caracterizada por ser

Xi(x) =1 [, 01 () € LM, Vi=1,...,m

para cualquier curva v : [0,1] — M uniendo los puntos zp = v(0) y = = ~(1).

La dependencia del transporte paralelo de una conexion lineal respecto a la curva
tomada sobre M se reteja mediante su tensor de curvatura R = [V, V]| — Vi€
(M), que sera tratado en detalle en el siguiente capitulo (véase (3.23) pag. 53). El
tensor de curvatura R es idénticamente nulo Unicamente cuando la conexion lineal es
localmente plana.

2.1.3 Conexiones en el ..brado de referencias

La estructura vectorial propia del tangente de una variedad diferenciable M va ligada
aun .brado 7 : LM — M de referencias lineales sobre M. Una referencia lineal b
LM, consiste en una m-upla ordenada de vectores tangentes (v1, ...,vn,) linealmente
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independientes en el espacio tangente 7, M sobre = € M. Equivalentemente, b € LM,
se puede entender como un isomor.smo R™ = T,M de..nido por la aplicacion de
coordenadas que lleva la base canédnica (eq, ...,e,,) de R™ a (vq,...,v,,) en T, M.

El grupo GL(m,R) de los automor..smos del espacio R™, identi..cado con el grupo
de matrices reales m x m con determinante no nulo, actta por la derecha en LM,

LM x GL(m,R) — LM
(b,g) +— b-g

siendo b- g = (v1, ..., um) - (92) = (3 Vi g1, s 32 Vi), O equivalentemente, b- g es el
isomor..smo bog : R™ % R™ b, T, M. Esta accion es transitiva y libre sobre las ..bras
de la proyeccién = : LM — M, y dota al ..brado de referencias lineales de estructura
de ..brado GL(m, R)-principal sobre M.

Se tienen asociadas las siguientes aplicaciones:

Vbe LMy, Ly:GL(m,R) — LM, Ly(g)="b-g;
Vg € GL(m,R), Ry:LM;— LM,, Ry(g)=0b-g.

Sea gl(m,R) el algebra asociada a GL(m,R), formada por los endomor..smos de
R™, identi..cables con matrices reales m x m. El ..brado vertical de 7 : LM — M,

V=g Vo Vo =Th(LM) C TLLM,

admite una “paralelizacion” natural proporcionada por gi(m,R) mediante el siguiente
procedimiento:

VA € gl(m,R), el campo fundamental vertical A# € X(LM) se de..ne como
A#(b) = 4|, {b-exptA} = (L), (4) , ¥be LM. 2.7)
La aplicacion gl(m, R) > A +— A#(b) € V, de..ne un isomor..smo lineal entre el &lgebra

de Lie gl(m, R) y el subespacio vertical V, C T;, LM, Vb € B.

Dada una conexion lineal V en la variedad M, se puede de..nir en el ..brado de
referencias = : LM — M una operacion de elevacion horizontal de curvas parametri-
zadas, basada en el paralelismo naturalmente asociado a la conexion V (véase (2.5),

pag. 15).

De..nicion 2.5 Sea t — ~(t) € M curva parametrizada en M. La curva elevacion
V-horizontal de ~(t) por b = (v1, ...,um) € LM, s la curvaen LM de.nida por

trs (P0) () = | g b= (|

Yto,t <U1)7 3% | |ry,t0,t (Um)> € LM’y(t) )



2. Desarrollo preliminar: Teoria de conexiones 18

Como consecuencia de la Observacion 2.3 anterior, la operacion de elevacion de
curvas preserva los cambios por reparametrizacion: (Pyctb) (s) = (P,b) (t(s)), para
t : s +— t(s) difeomor..smo. Este hecho permite hablar de una operacion de elevacion
V-horizontal de curvas en el ..brado = : LM — M.

El concepto de conexion lineal en una variedad diferenciable M, que en la De...nicién
2.2 se presentd mediante un operador derivada covariante V sobre el espacio de campos
X(M), se formaliza en el ..brado de referencias lineales = : LM — M a través de las
siguientes de..niciones alternativas.

De..nicion 2.6 Una conexion lineal en la variedad M viene dada por un ..brado
horizontal H = (J,c 5, Hs, Sub..brado vectorial de TLM — LM, tal que:

(i) Vb € LM, el subespacio H; es suplementario al subespacio vertical V, = ker(r+),
y da lugar a la descomposicién TpLM = Hy D Vs,

(ii) Vg € GL(m,R), Rg«(Hp) = Hp.g-
El isomor..smo W*‘Hb : Hp — T M de..ne a través de su inversa un monomor...smo
wy o TeM — TyLM, con ky(TrpyM) = Hp,
de elevacion horizontal in..nitesimal del espacio tangente T, M en T, LM, Vb € LM,.

De..nicion 2.7 Una conexion lineal en M viene dada por una 1-forma horizontal
w € AY(LM, gl(m, R)), cumpliendo las siguientes propiedades:
(i) VA € gl(m,R), w (A#(b)) = 4;
(ii) Vg € G, Riw = Ady-1 o w.
Las distintas de..niciones de conexion lineal se relacionan del modo que sigue:

De..nicién 2.2 = De...nicién 2.6

Dado el operador V : X(M) x X(M) — X(M) de la De..nicion 2.2, es posible
de..nir las aplicaciones de elevacion in..nitesimal xy, : T M — T, LM mediante
la caracterizacion (Y (t)) = (P,b) (t), siendo (P,b) (t) la curva elevacion V-
horizontal de ~(¢) por b € LM (De..nicién 2.5). El ..brado horizontal de la
conexion se obtiene entonces como Hp = Im(ks), Vb € LM.

De..nicién 2.6 = De...nicién 2.7
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Dado el ..brado horizontal H de la De..nicién 2.6, la forma horizontal de la
conexion w € AY(LM, gl(m,R)) se caracteriza por la condicion de que V&, € Ty, B,
el elemento w(¢,) € g es el Unico veri..cando

w(&)*(b) =1(&) € Vs

en donde [ : T,LM — V), denota el proyector vertical de la descomposicion
ToLM = Hp ® V.

De...nicién 2.7 = De..nicién 2.2

Dada la forma horizontal w € A' (LM, gl(m,R)) de la De..nicion 2.7, el operador
V de la conexidn se recupera por la siguiente relacion:

Sit b= (V1,...,Vin)(t) € LM esuna curva parametrizada que se proyec-
ta sobre la curva t — ~(t) = n(b;) € M, entonces,

W) = W) € g & ~V(0) = 3 Vi) w0

Se tiene asf la relacion (FVi(t), ..., 5 Vin(t)) = (Vi(t), ..., Vi (1)) - (w(8;)) que de
manera abreviada expresamos como

Y /
—b(t) = b(t) - w(¥ (t))- (2.8)

Las de..niciones 2.6 y 2.7 para la nocion de conexion tienen su origen en Ehres-
mann [14], que introdujo con estas formalizaciones una de..nicién general de conexién
sobre ..brados arbitrarios y demostro que su existencia esta siempre asegurada sobre
cualquier ..brado. En particular, se de..ne una conexion principal en un ..brado G-
principal B — M, con G grupo de Lie, como un campo de sub..brados horizontales
H = U™y C T'B en las condiciones de la De..nicion 2.6; y tiene univocamente
asociada una forma horizontal w € A'(B,g) en las condiciones de la De..nicién 2.7,
con valores en el algebra g asociada al grupo de Lie G.

2.2 Conexiones en G-estructuras

La idea de estructura geométrica que Klein propone en su Erlangen Program -en
parte inspirado por los trabajos de Galois y Lie-, va estrechamente ligada a un grupo
fundamental de transformaciones. De tal modo que una propiedad en el espacio es
geométrica cuando permanece invariante bajo la accion del grupo.

La presencia de estructura en un espacio vectorial V distingue una familia de
referencias lineales en la que el grupo de estructura actta transitiva y libremente.
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Asi, una orientacion en V queda determinada por la familia £ (V) de sus referencias
positivamente orientadas, sobre la que actta el grupo lineal GL™(m, R) de matrices
reales con determinante positivo; del mismo modo, una métrica (producto escalar) en
V esta caracterizada por la familia O(V) de sus referencias ortonormales, y el grupo
O(m,R) de matrices ortonormales actta en ella transitiva y libremente.

Sobre un variedad diferenciable se introduce la nocion de G-estructura, que puede
verse como una asignacion diferenciable de estructuras geométricas equivalentes sobre
cada espacio tangente de la variedad. Formalmente, una G-estructura se de..ne como
una reduccion del ..brado principal de referencias lineales a un subgrupo lineal G C
GL(m,R).

La teoria de G-estructuras basa su desarrollo en la combinacion de propiedades
diferenciales y algebraicas. En particular, un resultado fundamental es el hecho de que
el espacio de conexiones lineales en la G-estructura venga directamente controlado por
la primera prolongacion g; del &lgebra de estructura g = 7.G (véase apartado 2.2.4).

2.2.1 Estructura en un espacio vectorial.

Sea V un espacio vectorial de dimension m, y sea GL(V) el grupo de Lie de los
automor..smos del espacio V. El grupo lineal GL(m,R) actla transitiva y libremente
en el espacio £(V) de referencias lineales de V, a través de la accion por la derecha

L(V) x GL(m,R) — L(V)
(b,g) — b-g=(Cvighs D vigh)
siendo b = (v1,....,vm) € L(V) Y g = (¢5) € GL(m,R).

De..nicidén 2.8 Sea G un subgrupo cerrado de GL(m,RR). Una estructura lineal en V
de grupo estructural G viene determinada por una familia distinguida B en el espacio
de referencias lineales £(V), tal que, si bp € By g € GL(m,R),

bp-geB & ge.

Fijada la referencia en la estructura by € B, el par (by,G) permite recuperar la
totalidad de la familia B por medio de

B=by-G={by-g:g€G}CLWV).

Se observa asi que una estructura en el espacio vectorial V es equivalente a un par
(bo, G) formado por su grupo estructural G € GL(m, R) y por una referenciaby € L(V)
en la familia de referencias distinguidas B5.

Cada subgrupo cerrado G de GL(m, R) da lugar a una estructura B ) en el espacio
vectorial R™, al asumir como referencia distinguida la referencia candnica (e, ..., em)
del espacio Euclideo m-dimensional R™.
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Observacion 2.4 Sea (bp, G) una estructura en el espacio vectorial V. Mediante la
aplicacion de coordenadas bg : R™ — V, que lleva la base candnica de R™ a la base by
de V, el dato G € GL(m,R) resulta equivalente a ..jar

G={bpogoby' :ge G} C Aut(V),

subgrupo cerrado del grupo de Lie de automor..smos de V. G constituye el grupo de
transformaciones de la estructura (V, B).

Un isomor..smo entre las estructuras (V, B) y (V, B) viene dado por un isomor..smo
lineal ® : V —V, tal que ® - B = B. Se tiene entonces un isomor..smo asociado entre
los correspondientes grupos G y G, dado por la correspondencia

¢”f» :G — @
g (I)@(Q)Z(IDOQC’@_I

Fijada una estructura BB en el espacio V, de grupo estructural G ¢ GL(m, R), cada
referencia distinguida b € B de..ne un isomor..smo entre (R™, B ¢)) y (V, B), mediante
la aplicacion de coordenadas b : R™— V. Se tiene entonces la identidad

G=b,G C GL(V). 2.9)

2.2.2 (G-estructura en un variedad diferenciable

Una estructura en una variedad diferenciable M, m-dimensional, consiste en una asig-
nacion diferenciable de una estructura en cada espacio tangente (7,M,B,), = € M,
con idéntico grupo estructural G C GL(m, R). La condicion de diferenciabilidad puede
expresarse del siguiente modo:

Vao € M, existe Uy entorno de xg en M y o : Uy — LM seccion local, tal
que es By =o(z) - G, Yx € Up.

Obseérvese que B = J, .y, B, — M de..ne una reduccion del ..brado de referencias
lineales LM — M, para el grupo G. De esta forma, se recupera la nocion clésica de
G-estructura en M, que puede de..nirse en términos de ..brados como sigue:

De..nicion 2.9 Sea G un subgrupo de Lie de GL(m,R). Una G-estructura en una
variedad diferenciable m-dimensional M es una G-reduccién B del ..brado de referen-
cias m: LM — M. Es decir, B C LM es tal que 7|z : B — M de..ne un ..brado
principal cuyo grupo de estructura es G C GL(m,R).
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Dada la G-estructura 7= : B — M, se de..ne la forma canénica vertical asociada
6 € A' (B,R™), a través de la siguiente identidad: Vb € B, &, € T, B,

0(&) = b 'm(&p) € R™ (2.10)
Si Wy = ker(m,) C Ty, B denota el subespacio vertical del ..brado 7 : B — M, es
ker(0y) = V.

De..nicién 2.10 Un isomor..smo entre dos G-estructuras B — My B — M viene
dado por un difeomor..smo entre las variedades base ® : M — M tal que ®.B = B.
Es decir, tal que

b= (vl,...,vm) €eB, & ¢.b= (Q*(Ul),..., CID*(vm)) S B<I>(x)-

Ejemplos de G-estructuras sobre variedades diferenciables

1. Estructura trivial.

El grupo GL(m,R) de matrices reales m x m con determinante no nulo esta natu-
ralmente identi..cado con el grupo de los automor..smos del espacio R™. Su algebra de
Lie asociada gl(m,R) es el algebra de matrices reales m x m o el &lgebra de endomor...s-
mos de R™. El ..brado de referencias lineales LM — M es una GL(m, R)-estructura,
en correspondencia con la estructura trivial de espacio vectorial del tangente.

2. Orientacion.

Sea GLT(m,R) = {A € GL(m,R) : det(A) > 0} el grupo de Lie de los auto-
mor..smos positivos con algebra de Lie asociada gl(m, R). Una GL* (m, R)-estructura
LT™M — M es equivalente a una orientacion en la variedad diferenciable M. El sub-
.brado LTM de LM corresponde a la familia de referencias positivamente orientadas
de M.

3. Forma de volumen.

Sea SL(m,R) = {A € GL(m,R) : det(A) = 1} el grupo especial lineal cuya
algebra de Lie asociada es sl(m,R) = {A € gl(m,R) : tr(A) = 0}. Una forma de
volumen en la variedad diferenciable M va ligada una Unica SL(m, R)-estructura sobre
M, correspondiente a la distincion de aquellas referencias b = (v1,...,vm) € LM
cuyos vectores determinan un paralelepipedo m-dimensional de volumen 1 en el espacio
tangente.

4. Estructura Riemanniana.
El grupo ortogonal O(m) = {A € GL(m,R) : ATA = I,,,} distingue aquellos
automor..smos que preservan el producto Euclideo de R™, (U, V) = S UVi = UTV,
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Su algebra de Lie asociada es o(m,R) = {4 € gl(m,R) : AT = —A}. Una variedad
Riemanniana es una variedad diferenciable M dotada de una O(m)-estructura con
..brado asociado O(M) — M. Una métrica Riemanniana en ) se de..ne como un
tensor g € TY(M) que Vx € M cumple las condiciones:

(i) simétrico: g(u,v) = g(v,u), Yu,v € T, M,

(ii) de..nido positivo: g(u,u) > 0, Vu € T, M y g(u,u) =0 sblo si u = 0.
En cada variedad Riemanniana existe una Unica métrica g determinada por la estruc-
tura, que se caracteriza por veri..car Vb € O(M)

gu,v) = (b1 (w),b" (v)), Yu,v € Ty M.

Reciprocamente, dada la métrica Riemanniana g en M, la familia de sus referencias
ortonormales,

{b = (v1,..,om) € LM : g(vi,vj) = bi;},
forma un sub..brado O(M) en LM, que de..ne una O(m)-estructura sobre M.

5. Estructura conforme Riemanniana.

El grupo conforme CO(m) = {A € GL(m,R) : Ir € R,, ATA = ¢*"I,,,}, con algebra
asocida co(m,R) = {A € gl(m,R) : AT = rI,, — A}, distingue aquellos automor..s-
mos de R™ que preservan su estructura conforme usual, determinada por el producto
Euclideo (U, V) = UTV. Una variedad conforme Riemanniana es una variedad dife-
renciable M dotada de una C'O(m)-estructura cuyo ..brado asociado denotamos por
CO(M) — M.

Existe en M una Unica clase de métricas Riemannianas conformemente equivalentes
C={e¥g: feC>(M)} con la propiedad de que Vb € CO(M), Ir € R tal que

g(u,v) = e2r <b_1(u), b_l(v)> y Vu, v € Ty M.

Reciprocamente, la familia de referencias conformes asociadas a una métrica Rie-
manniana g en M,

{b=(vi,..,vm) € LM : g(vi,v;) = e 6;; parar € R},

de..ne un sub..brado CO(M) de LM que da lugar a una CO(m)-estructura en M.

2.2.3 Conexiones de una G-estructura

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional dotada de una G-estructura con
..brado de referencias = : B — M, y grupo estructural G C GL(m,R).
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De...nicién 2.11

(a) Una conexion V/dt a lo largo de la curva parametrizada v : t € I — ~(t) € M se
dice compatible con la G-estructura del ambiente M cuando el transporte para-
lelo asociado esta formado por isomor..smos entre las G-estructuras vectoriales
tangentes

’ |'y’t07t1 : (T’Y(to)M7B’7(t0)) ; (T’Y(tl)M7B’y(t1))

(b) Una conexion lineal V en la variedad M se dice compatible con la G-estructura
cuando la conexion inducida a lo largo de cualquier curva parametrizada en M
es compatible en el sentido de la de..nicion (a) anterior.

En otras palabras, una conexion lineal V en M es compatible con la G-estructura
B — M cuando la operacion asociada de elevacion de curvas al ..brado de referencias
LM (De..nicion 2.5, pag.17), admite ser restringida al sub..brado B. Esto signi..ca
que la elevacion V-horizontal de una curva t — v(t) € M por b € B, €s una curva
t — (P,b) (t) € LM que mantiene todo su recorrido en el sub..brado B,

(Pyb) (t) € By, YVt € Dom(v).

Recuérdese de la pagina 18, las distintas formalizaciones de la nocion de conexion
lineal a través del ..brado de referencias LM, y la relacién que las hace equivalentes.
Es claro entonces que la condicion de compatibilidad con una G-estructura admite las
siguientes caracterizaciones alternativas.

Proposicion 2.1 Las conexiones lineales de una G-estructura B — M se caracterizan
por cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) El ..brado horizontal de la conexion, H C T'LM, cumple la condicion de ser
Hy C TyB, Vb € B,

y da lugar la descomposicion 7, B = Hp & Vs, Siendo V, = ker () el subespacio
vertical del ..brado = : B — M. Existen asi funciones de elevacion in..nitesimal

ko= (Tulyy,) "+ TeyM — Hy C T, B.

(b) La 1-forma horizontal asociada w € A*(LM, gl(m,R)) veri..ca la condicion
w(T,B) Cg, Vbe B

en donde g C gl(m,R) denota el algebra ascciada al grupo de Lie G. La res-
triccion a B de la forma horizontal de la conexion da lugar a una 1-forma
w e A(B,g).
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Esta Proposicion 2.1 a.rma en de..nitiva que una conexién lineal es compatible
con la G-estructura B — M, cuando su de..nicidbn admite ser restringida al sub..brado
B del ..brado de referencias lineales LM, y da lugar a una conexion en el G-..brado
principal B — M.

Conexiones simétricas

La torsion de una conexion lineal V en M viene dada por un tensor Tor € T(M),
de..nido por la formula (2.4), pagina 14. En el caso de una conexion en la G-estructura
B — M, su torisién puede describirse también a partir del sub..brado horizontal
asociado H = | J,c.gHy C T'B. Los resultados que se ofrecen aqui sin demostracion
forman parte de la teoria clasica de conexiones y pueden encontrarse por ejemplo en
Poor [37] y Kobayashi-Nomizu [24].

Sean kY y IV los respectivos proyectores horizontal y vertical de la descomposicion
ToB = Hy & Vb, Yy S€a Ky : TxM — Hp C T B la elevacion horizontal asociada.
Considérese la forma canonica vertical 6 € A' (B,R™) del ..brado B — M de..nida en
(2.10), pag.22. Entonces,

Tor(ug,vg) =bodf (kp(uz), kp(vz)), Yug,vy € TyM, b€ By

Si denotamos por T' € A? (B,R™) a la parte V-horizontal de la diferencial df, es decir
T (&,Cp) = dO(RVE,, hV¢,), T se anula sobre los vectores verticales de B y veri..ca

bo T (&, Cp) = Tor(mu(&p), me(Cp))s V&b, G € ThB

El tensor 7' € A% (B, R™) se conoce con el nombre de forma de torsion de la conexion
V. Siw € AY(B,g) de..ne la 1-forma horizontal de V (De..nicién 2.7), entonces,?

) =-wAO+T, (2.12)

Esta identidad recibe el nombre de primera ecuacion de estructura.
Una conexidn es simétrica cuando su forma de torsion 7' € A? (B,R™) es idéntica-
mente nula, o de manera equivalente, cuando

df = —w N 0.

2El producto w A 6 € A% (B,R™) entre la forma de la conexion w, tomando valores en el algebra
g C gl(m,R) de matrices reales m x m, y la forma vertical 6, con valores en el espacio R™ de vectores
columna m x 1, se de..ne a través del producto matricial

(WAO) (€ Cp) =w (&) - 0(Cy) —w(Cp) - 0(&p)y V6, G, €THB.
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2.2.4 Primera prolongacién

Dos conexiones lineales simétricas V yv en la variedad diferenciable A/, di..eren en
una aplicacion ®VV : X(M) x X(M) — X(M) de..nida por

dW(X,Y) =VxY — VyY

que da lugar a un tensor simétrico vV ¢ T1(M), denominado tensor diferencia entre
las conexiones V' y V.

Supongemos ahora que se tiene una G-estructura B sobre la variedad diferenciable
M. La familia de conexiones lineales admisibles con la G-estructura de..ne una subfa-
milia de tensores diferencia asociada al grupo de estructura GG, 0 mas concretamente,
a su algebra de Lie g.

De..nicidén 2.12 Sea g una subélgebra de Lie de g((V) el lgebra de endomor..smos
de un espacio vectorial V. Llamamos primera prolongacion de g al conjunto g; de las
formas bilineales simétricas

O :VxV3 (u,v) = P(u,v) =P(u)(v) €V

tales que ®(u) € g para v € V. Un elemento ® € g; puede interpretarse también como
una aplicacién lineal

O:Vou—P(u) eg
que veri..ca ®(u)(v) = (v)(u) Yu, v € V. Asi, se tiene g; = (S?(V*) @ V)N(V*® g).

Obsérvese que g; constituye un subespacio del espacio vectorial V* ® g, y esta
dotado de una estructura natural de espacio vectorial real.

Observaciéon 2.5 La primera prolongacién g; es una nocion algebraica que va ligada
a la cohomologia de Spencer de g como subalgebra de gl(m,RR). Pueden consultarse a
este respecto Guillemin [21], o Sdnchez [41] VI.1.2.

Un isomor..smo ¢ : (V,G) — (V,G) entre G-estructuras de espacios vectoriales
da lugar a un isomor.smo natural ¢_ : g1 — g; entre las primeras prolongaciones
de sus algebras de Lie g = .Gy @ - T.G. En particular, dada una G-estructura
B — M, cada referencia b € B, proporciona, mediante la aplicacién de coordenadas
b:R — T, M, unisomor..smo lineal b, : g1 — (g.); de..nido por la correspondencia

g1 &+ b,® = bodo (bLb7) €(gs), (2.13)

en donde g, denota el algebra de Lie asociado al grupo de transformaciones GG, de la
estructura (T, M, B;).
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Teorema 2.1 Sea V una conexién lineal y simétrica de la G-estructura B — M,y
sea ® € TH(M) un tensor (simétrico) tal que &, € (g.);, V& € M. Entonces, la
conexion V de..nida en M a través de la identidad

VxY =VxY +®(X,Y), VX,Y € ¥(M) (2.14)

es una conexién de B. Ademas, todas las conexiones simétricas de B pueden obtenerse
por este procedimiento.

Demostracion. El operador V dado por la ecuacion (2.14) del enunciado de..ne
una conexion lineal y simétrica en M, veamos que es ademas compatible con la G-
estructura. Para ello bastara con demostrar que la 1-forma horizontal asociada @ €
AYLM,gl(m,R)) veri.caT(TyB) C g, Vb € B (véase Proposicion 2.1).

Dado &, € T,B, sea t — b(t) € B una curva parametizada con ¥/ (0) = §,, y sea
t— y(t) =mo~y(t) € M la curva proyeccion con 7/ (0) = v = m, (&) € T M. Haciendo
uso de la relacion (2.8) de la pagina 19, se observa que

b-w(&) =b-TM(0)) = % Ob(t) :va(t) = V,b(t) +®(v) ob
%|ob(t) +®W)ob="0b-w(&) + P(v)obd

T(&) = w(&) + b o ®(v) b (2.15)

Por hipdtesis el tensor simétrico ® es tal que ®(v) € g, y al ser b € B una referencia
de la G-estructura se tiene que b= o ®(v)ob = (b 1), ®(v) € g. Por otra parte, dado
que V es una conexion de B — M se tiene también que w(¢,) € w(1;B) = g. Se
conluye entonces de la identidad (2.15) que @(¢,) = w(&,) + b 1o ®(v) ob € g.

Reciprocamente, sea V conexion de la G-estructura B — M que di..ere de V por
un tensor diferencia ® =V — V € T4(M). Para que ® esté en las condiciones del
enunciado debe ser @, € (gz), = (S2(T3M) @ T, M) N (T3 M ®g.), Yo € M. Dado
que la condicion de simetria es automatica para ®,, basta demostrar que Vu € T, M
se cumple ®(u) € g, 0 equivalentemente, b= o ®(u) ob € g para b € B,.

Haciendo uso de la ecuacion (2.15) anterior, obtenemos la relacion

b lo®u)ob=0(&) —w(&), V& € ToM con (&) = u € T M.

Dado que @ y w son las formas horizontales de dos conexiones en la G-estructura
B, es (&), w(&,) € g para &, € T, M. Se concluye entonces que b~! o ®(u) o b =
W(&,) —w(§) €9.1
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Corolario 2.1 Sean V y V conexiones simétricas en la G-estructura B — M. En-
tonces, existe una aplicacion diferenciable ¢ : B — g; con la propiedad ¢, = g;lgbb,
y tal que controla la diferencia entre las conexiones V' y V en el siguiente sentido:

(1) D(&p) — w(&p) = 9(0(&p)), V¢, € Ty B;

(i) Ky (v) — kY (v) = — (6,0~ ()) " (b),Yv € ToM,¥b € By.

Demostracion. Sea ® = V-V € T4(M) el tensor diferencia entre las conexiones.
Se de..ne entonces la aplicacion diferenciable ¢ : B — g1, b— ¢y = b@jlqnx =blod,0
(b,0) paraxz = 7(b) € M.

La identidad (i) es consecuencia directa de la relacion entre la forma horizontal y
la derivada covariante asociadas a una conexion (véase (2.8), pag. 19). Basta tomar
una curva t — b(t) € B con ¥/ (0) = &, € T,B, y si y(t) = w o b(t) denota su proyeccion
en M, entonces,

@ - w)ie) = @ -t ©0)= b (F] 0~ Fl,b00)
= b Lo (®(+(0)ob) =bLo®(bob(E,)) ob=0,0(,))

La segunda identidad (ii) se deduce trivialmente de (i). Para cada v € T, M y
b € B,, los respectivos vectores elevacion f@bv(v),nbv(v) € T, B di..eren en un elemento
del ..brado vertical V},, en correspondencia con un unico A € g tal que /{bv(v) — kY (v) =
A7#(b). Por otra parte,

=
I
&l
=
<
=
_I_
.
Ik
S
I
€l
X
=<
S
+
N

de lo gque se concluye que debe ser A = —¢, (bfl(v)) € g, Y ..nalmente se obtiene la

relacion ry (v) — kY () = — (Gp(b~(0))™ (b). ™

El Teorema 2.1 hace referencia a las conexiones de una G-estructura que son Si-
metricas, dado que en ellas centraremos en adelante nuestro interés. No obstante,
la misma demostracion sirve para ofrecer un resultado méas general para conexiones
con una torsion no necesariamente nula. Si inicialmente ..jamos una conexion V en
la G-estructura B cuya torsion viene de..nida por un tensor T' € T3(M), entonces,
cualquier otra conexién V en la G-estructura con la misma torsién 7" di..ere en un
tensor diferencia ® =V —V que continda siendo igualmente simétrico. De este modo,
si en el enunciado del Teorema 2.1 se sustituye “conexion simétrica” por “conexion
con torsioén 7™ se obtiene una caracterizacion de todas aquellas conexiones lineales en
la G-estructura B — M con idéntica torsion T' € T(M).
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Conexion de Levi-Civita en una variedad Riemanniana

Una variedad Riemanniana m-dimensional viene de..nida por una O(m)-estructura
sobre una variedad diferenciable )/, cuyo ..brado O(M) — M coincide con la familia
de referencias ortonormales de una Unica métrica Riemanniana g en M.

Lema 2.2 La primera prolongacion del algebra de Lie o(V) asociada una estructura
métrica O(V) de un espacio vectorial V, es o(V); =0.

Demostracion. Fijemos b = (v1, ..., um,) UNa base ortonormal del espacio V. Un
elemento ® de la primera prolongacion o(V); C V* ® V* ® V se corresponde a través
de b, conun () € o(m)1 C R™ @ R™ @ R™, tal que ®(vi,v;) = >, thvg. Por
de..nicion, debe veri..carse la condicion de simetria ®(v;, v;) = ®(vs, v;), de modo que
tF, = t. Ademas, al ser para un i ..jo (tf);x una matriz en o(m) se tiene también
que tf; = —t7,. Entonces, Vi, j, k

tiy =tj; = =t = —lpy =ty =tj, = —tj; & ;=0

Se tiene asi que (t;;) =0y por lo tanto ® = b, (t¥) =0 € o(V);. Concluimos entonces
que o(V); = {0}. =

El Teorema 2.1 permite relacionar la primera prolongacion del algebra o(m) con
el espacio de conexiones simétricas de la una O(m)-estructura. EIl resultado que
acabamos de probar indica que en una variedad Riemanniana existe una Unica co-
nexion simétrica compatible con su estructura métrica. Esta conexion se conoce como
la conexion de Levi-Civita de la variedad Riemanniana y de..ne una herramienta fun-
damental para el desarrollo de la geometria Riemanniana.

A partir de la métrica Riemanniana g en la variedad M, la conexion de Levi-Civita
V se describe como la Unica que veri..ca simultaneamente las condiciones:

(i) simetria: VxY —VyX —[X,Y] =0;

(i) compatibilidad con la métrica g (< Vg = 0):
0=(Vxg) (Y, 2) = X(g(Y, 2)) — g(VxY, Z) — g(Y, Vx 2).
De la combinacion de estas condiciones se deduce la formula de Koszul
2g(VxY, Z) = X(g(Y, 2)) + Y(g(X, 2)) — Z(g(X,Y)) (2.16)
+g([X,Y],Z) — g([Y; 2], X) + (12, X],Y)

En la carta local (u, o= (zl,..., xm)), la métrica g tiene asociadas unas componentes
gi; = g(0/0x% 9/027) € C>(U). Asumiendo la notacién (g¥) = (g;;)~! para la
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matriz inversa, se tiene que la formula de Koszul determina los simbolos de Christozel
Ffj de la conexion de Levi-Civita V, asociados a la carta (U, ¢):

g ; 0g; 08
kE _ 1_kh 7h ih ]
Pu 58 ( Ot + Od 8:1:h> :

2.3 Operaciones sobre el espacio de tensores

Una variedad diferenciable A/ admite sobre su espacio de tensores (1) una serie de
operadores naturales como son, entre otros, el producto tensorial ®, la contraccion de
indices ¢, la diferencial exterior d sobre el espacio de formas A(M), la derivada de Lie
L,... Estos operadores forman parte de la geometria diferencial clasica y se tratan en
numerosos trabajos, sirva como ejemplo el libro de Gallot-Hulin-Lafontaine [19]. En el
posterior desarrollo haremos uso de algunas de estas operaciones clésicas, asi como de
otros operadores que basan su de..nicién en la presencia de una estructura adicional
sobre la variedad.

Recuérdese que en una variedad diferenciable general M, la operacion de contrac-
cion de indices se de..ne para k,l > 1 como un operador

¢ T(M) — TZH(M)

bien de..nido para todo par (r,s) con r > ky s > [. En términos de componentes, la
contraccion de K € T5(M) es el tensor €F K € T7~1(M) obtenido mediante la siguiente
expresion entre componentes

k 7:1a~'~7i'r‘—1 _ ilr'vik—l ahaika'“7i7'—1
(Qtl K>j17"'7j3*1 - Zh Kjl:"':jl*l 7h7jl""7jsfl

Obsérvese que en el espacio de tensores de tipo TL(M) con s > 1, el tensor contraccion
¢lK € T9 (M) se de..ne también a través de la siguiente traza

(CIK) (X1, ., Xo 1) = tr{Y — K(X1,... X1 1,Y, ... Xs 1)}, Xs1 € X(M).

La presencia de estructura adicional sobre la variedad diferenciable permite de..nir
nuevos operadores sobre su espacio de tensores. Mostramos a continuacion los casos
particulares en que sobre la variedad M se tiene una estructura métrica Riemanniana,
y una estructura conforme Riemanniana.

2.3.1 Operadores asociados a una métrica

Una variedad Riemanniana tiene asociado un tensor métrica g € T9(M) que da lugar a
las operaciones de subida y bajada de indices en el espacio de tensores. Consideramos
en particular el siguiente par de operaciones bien conocidas, inversas la una de la otra,
y cuya notacién mantenemos a lo largo de este trabajo:
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1. Subida del ultimo sub-indice, para r» >0, s > 1:
Tg: To(M) — — T (M).
En términos de componentes, el tensor T, (K) = K4 se caracteriza por
(KTg)t::::szfl = ZZ Kll,y.'.‘..,’gfl,igi’ﬂ_l'
Obsérvese que para f € C°(M) = 3J(M) se tiene (df );, = gradg f € TZH(M).
2. Bajada del ultimo super-indice, parar > 1, s > 0:
lg TH(M) — T (M),
En términos de componentes, el tensor |, (K) = K|, esta caracterizado por:
(Kig)y " hapn = 2 KUt Heisr.
Obsérvese que para K € T7(M), es K|; = €7, (K ® g) € T, 1(M).

2.3.2 Operadores con caracter conforme

El caso en que la variedad M esta dotada de una estructura conforme CO(M) — M
sera de especial interés en este trabajo. Existe una Unica clase C = {*fg : f €
C'*>°(M)} de métricas conformemente equivalentes asociadas a la estructura conforme
de la variedad M, y es por medio de esta familia de métricas que se hace posible la
introduccion de nuevos operadores en (M) propios de la estructura conforme.

En primer lugar, para » > 0, s > 1, se de..ne el operador

“Lmon — T (217)
K r— "K=(Kyg)®g

siendo g una métricaconforme en C, y Kig € T.11(M) el tensor asociado a la subida
de indices T g. Obsérvse que para un cambio conforme de la métrica , g = e?/ g, es

(Krg) ®B = (e_szTg) ©elg = (Kig) ©8

El operador ~ esté perfectamente de..nido por la estructura conforme C, y la de..nicion
(2.17) es independiente de la métrica conforme que se tome.

Para una funcién diferenciable f € C*°(M) = TY(M), se observa que el tensor
conforme ~ (df) € T1(M) actta del siguiente modo:

~(df) (X,Y) = (gradgf @ g) (X,Y) =g(X,Y)gradg f VX,Y € X(M)  (2.18)
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Observacion 2.6 La composicion ¢! o~ : 9(M) — F2(M) da lugar al operador
identidad en T2(M). En efecto, VK € TY(M) se da la identidad entre componentes:

(Qt;- (~K)).]177J8 = (Qté (KTg ®g))]17,]s = Kj17"'7j5717h ghz gzjs = Kjl?"szfl?js :

El mismo razonamiento demuestra la identidad ¢}, o ™ =id : TYM) — TI(M).
Nos interesa también asociar a la estructura conforme el siguiente operador,
T IU(M) — (M) (s >1). (2.19)
K +— "K=¢(K)

Destacamos aqui las siguientes propiedades del operador ~ , que seran utilizadas en
capitulos posteriores:

(a) Para g métrica conforme en C, es “g = mg.
(b) Para K € T)(M)y g € C métrica conforme,
"K=¢j (TK)= ¢ (Kig ®g) = Q%(KTg) ®g = Q%(KTg) g
siendo Kig € TH(M) y €H(Kig) = tr{Kig} € C°(M).
(c) Sobre el espacio T3 (M) se cumple la identidad (7)? = m ™ : TY(M)—TY(M),
como consecuencia directa de la siguiente cadena de igualdades

(") (K) =" (€i(K1g) 8) = Ci(Kre) "8
= (¢(Kg)) mg=m (C(Kg) g) =m("K).



Capitulo 3

Variedades conformes.
INnvariantes

Esta memoria centra su interés en el contexto de las variedades conformes Rieman-
nianas, que se identi..can con las G-estructuras asociadas al grupo lineal conforme
G = CO(m) Cc GL(m,R).

En una primera seccion se estudia el espacio de las conexiones lineales y simétricas
de una CO(m)-estructura. Por el Teorema 2.1 sabemos que esta directamente rela-
cionado con la primera prolongacién del algebra. Veremos que en el caso conforme es
co(m); =2 R™* (Proposicion 3.1), y una CO(m)-estructura CO (M) — M admite toda
una familia de conexiones lineales conformes,

COOM)={V =V +,:ac A (M)},

en correspondencia con el espacio A'(M) de 1-formas de M (Teorema 3.1).

Sin embargo, es posible distinguir una conexion canénica sobre las curvas parame-
trizadas de una variedad conforme. Esta conexion, que denominamos de Fermi-Walker
(De..nicion 3.1) basa su de..nicion en la introduccion de un criterio de adaptacion a
la curva en la familia de conexiones simétricas y conformes. Una conexion V esta
adaptada a la curva en el instante ¢ si tiene como geodésica a la restriccion de la cur-
va en un entorno de ty. Demostramos que la existencia de conexiones adaptadas esta
siempre asegurada (Proposicion 3.2). Ademas, este criterio resulta determinante: toda
conexion conforme adaptada induce sobre la curva una misma conexion (Proposicion
3.3). Por de..nicién, ésta coincide con la conexion de Fermi-Walker. (Véase también
Lafuente-Salvador [28] y Salvador [39]).

En la seccién 2 repasamos brevemente el concepto de invariante geométrico, es-
trechamente ligado a la nocion de G-estructura. En este sentido, mostramos que la
conexién de Fermi-Walker de..ne un invariante en la geometria conforme Riemanniana

33
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que comparte propiedades caracteristicas de la conexién de Levi-Civita en la geometria
Riemanniana.

En la dltima seccién se tratan los invariantes conformes a nivel de curvatura.
Damos un rapido repaso a las nociones de curvatura ligadas a una conexion lineal
general (apartado 3.3.1), a una conexion métrica Riemanniana, y a una conexién
conforme (apartado 3.3.2). Destacamos en este Ultimo, la introduccion de algunas
novedosas de..niciones asociadas a la curvatura de las conexiones conformes. En el
apartado 3.3.3 se trata el tensor de curvatura de Weyl W € T3 (M) (Weyl [53]), que
da lugar a un conocido invariante conforme. Damos aqui una de..niciobn més general
que permite de..nir W a partir de cualquier conexién conforme, no necesariamente
métrica.

Finalmente (apartado 3.3.4), se muestra que el criterio de adaptaciéon a la cur-
va permite de..nir un nuevo invariante conforme a partir del tensor de Schouten L
de las conexiones conformes. Sobre una curva parametrizada ~ la estructura con-
forme ambiente determina un tensor L7 € A'() que denominamos tensor conforme
de Schouten.

3.1 Conexiones asociadas a una estructura conforme

Las conexiones lineales y simétricas coherentes con la estructura de una variedad con-
forme forman una amplia familia de conexiones. Con el proposito de de..nir un des-
plazamiento natural y Unico en las variedades conformes, se introduce un criterio de
adaptacion mas restrictivo que el usual para G-estructuras. Con ello logramos distin-
guir a lo largo de cada curva parametrizada un Unico transporte paralelo preferente,
doblemente adaptado: a la geometria del ambiente conforme, y en cierto sentido tam-
bién adaptado a la geometria de la curva. Se llega de este modo a la de..nicion del
transporte conforme de Fermi-Walker sobre curvas parametrizadas, que debe su nom-
bre a los precedentes que hallamos en la Teoria clasica de la Relatividad.

3.1.1 CO(m)-estructuras: variedades conformes Riemannianas

La teoria de G-estructuras se ocupa de las variedades conformes Riemannianas cuan-
doel grupo de estructura es G = CO(m), el grupo lineal conforme, que puede enten-
derse como el grupo de matrices reales m x m,

CO(m) ={A € GL(m,R) : Ir c R con ATA = e¥I,,,}.
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O equivalentemente, como el grupo de automor..smos de R que preservan su estruc-
tura conforme lineal candnica, ligada al producto Euclideo (U, V) =UTV, VU,V € R™,

g€ CO(m) < Ir € R, tal que g(U)Tg(V) =e*UTV, VU,V € R™

(1) Unespacio vectorial arbitrario V con estructura conforme lineal CO(V) C L(V),
tiene univocamente asociada un familia C de productos escalares (métricas) conforme-
mente equivalentes en V,

C:{62T<.,.> ;T eRY,
que viene determinada por la estructura conforme de V a través de la propiedad
(LYeCaeYbeCOW),IreRtg. bU),bV)) =erUTV, VU,V € R™.

Se dice entonces que CO(V) es la familia de referencias conformes de C.

Sobre el espacio V existen otros invariantes bien de..nidos por su estructura con-
forme. Por una parte, tiene sentido considerar la medida del &ngulo formado por pares
de vectores de V:

(U, V)
(U, U)% (v, V)3

£(U, V) = arccos € [-m,n] para (.,.) €C,

en cuanto a que este valor no depende de la métrica (.,.) que se tome en C. Del mismo
modo, esté bien de..nida en V la nocién de equidistancia, y tiene sentido hablar de una
esfera en el espacio conforme V como aquellos conjuntos de puntos que equidistan de
un centro dado:

SesferaenV < Jug eV, t.g Yu,veS, |u—uv| =|v—vo| para (,.) €C

Obsérvese que, tal y como ocurre en el espacio métrico Euclideo, tiene sentido hablar
de un centro de la esfera v, pero no ya de un radio.

Estos invariantes son determinantes para la estructura conforme CO(V), en el
sentido de que un automor..smo de V es conforme Unicamente cuando se preserva la
medida de angulos, o Gnicamente cuando se preserva la familia de esferas conformes.

Veremos més adelante que, en particular, la familia de esferas conformes de la
CO(m)-estructura juega un papel fundamental en el mmodelo que Cartan propone
para los espacios conformes. Este modelo se trata es detalle en el Capitulo 5.

(2) Sea M una variedad diferenciable dotada de una CO(m)-estructura de ..brado
CO(M) — M. Sobre cada uno de sus espacios tangentes T M, = € M, existen
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los invariantes conformes de (1) propios de un espacio vectorial conforme, a saber:
una familia C, de métricas conformes en 7, M, una medida de angulos entre vectores
tangentes 4, y una nocion de esfera tangente S, C T, M.

Sobre la variedad pueden construirse métricas Riemannianas g € T9(M) tales que

g, €C,, Yre M. (3.1

La construccion de metricas en tales condiciones es trivial a nivel local, y hacien-
do uso de particiones de la unidad, es posible construir también métricas globalmente
de..nidas (véase Kulkarni [26]). Ocurre entonces que la CO(m)-estructura tiene univo-
camente asociada una familia de métricas conformemente equivalentes

C={c¥g: feC>(M)}

caracterizadas por veri..car la condicion (3.1).

Una variedad conforme Riemanniana puede entenderse entonces como un par
(M,C) en donde C denota una clase de métricas conformemente equivalentes (tal y
como Weyl plantea las variedades conformes), o igualmente, puede entenderse como
una CO(m)-estructura en donde la familia de referencias conformes de C de..ne el ..-
brado de estructura CO(M) — M (en el contexto de G-estructuras sobre variedades).

3.1.2 Espacio de conexiones en una variedad conforme

Sabemos (Teorema 2.1) que la familia de conexiones lineales y simétricas admisibles
para una G-estructura viene controlada por la primera prolongacion g; del &lgebra
de estructura g = 7.G. Con el proposito de estudiar las conexiones simétricas de
una variedad conforme Riemanniana, esto es, de una variedad dotada de una CO(m)-
estructura CO(M) — M, vamos a determinar la primera prolongacion del algebra
conforme.

Sea V un espacio vectorial con estructura conforme lineal CO(V). El subgrupo de
Lie de los automor..smos de V que preservan su estructura conforme viene dado por

CO(V) = {A € Aut(V) : Ir € R, (A(u),A(v)) = e*" (u, v)}

para cualquier métrica (producto escalar) conforme (.,.) € C. Su &lgebra de Lie
asociada coincide entonces con la subalgebra

co(V) ={a € End(V) : Ir e R,, (a(u),v) + (u,a(v)) =r (u,v)}.

Un elemento ¢ en la primera prolongacion conforme co(V); es una aplicacion lineal
¢:V — (V) tal que

o(u)(v) = p)(u), Yu,veV. 3.2
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Dado u € V, debe existir un r, € R tal que (¢(u)(v),w) + (v, p(u)(w)) = 21y (v, w),
para cualquier métrica conforme (., .) € C. La asignacion V 5 u — r, € R es lineal, y
concluimos que ¢ € co(V); tiene asociada una forma lineal n € V* de modo que

(p(u)(v),w) + (v, p(u)(w)) =2n(u) (v,w), Yu,v,w e V. (3.3)

Es posible determinar la relacion entre ¢ € o(V); yn € V* considerando las identidades
resultantes de (3.3) por permutacion circular:

{p(v)(w), u) + (w, p(v)(w)) = 2n(v) (w, u) 3.4)

{p(w)(w), v) + (u, p(w)(v)) = 2n(w) (u, v). (3.5

Teniendo en cuenta la propiedad de simetria (3.2), al sumar (3.3) y (3.4) y restar (3.5)
se obtiene la relacion:

2 (p(u) (v), w) = 2n(w) (v, w) +2n(v) {w,u) = 2n(w) (u,v).

Es decir, si 7 : V' ® SQ(V) — V es el operador ligado a la estructura conforme de V,
tal que “n(u,v) = (u,v) .., Paracualquier (.,.) € C (comparese con (2.17) pag.31),
entonces,

p(u)(v) = n(u)v +n(v)u = "nlu,v), Vu,veV.

Proposicion 3.1 La primera prolongacion co(V); del algebra conforme esti en co-
rrespondencia con el espacio dual V* a través del isomor..smo

V¥ — co(V);
N o— @, (3.6)
Q) (u,v) =nw)v +n(v)u — "nu,v) eV, V(u,v) € VXV,

Demostracion.  En primer lugar, es trivial comprobar que efectivamente &,
de..ne un elemento de co(V);. La linealidad y suprayectividad se deducen directamente
de lo anteriormente desarrollado. Para ver la inyectividad basta observar que si existe
ve 'V tal que ®,(v,v) =0y v# 0, entonces

0= Py(v,v) =2n(v)v—"n(v,v) & “nv,v) =2n)v
& (v,v) M., = 2<77T<,,,>7U> v (para (.,.) €C)

g 77T<4,.):0 & n=0

De este modo queda probado que (3.6) de..ne efectivamente un isomor..smo. m
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Corolario 3.1 Los elementos de la primera prolongacion co(m); son aplicaciones ®;;,
en correspondencia con las formas n € R™, a través de la formula:

¢,(U, V) =nO)V +n(V)U —(UTV)nT € R™, VU,V € R™.
(\Véase también este resultado en Kobayashi [23]).
Una referencia conforme b € CO(V) de..ne la equivalencia entre grupos de Lie:
CO(V) =b,CO(m) ={bogob':geCO(mM)}
(véase (2.9), pég. 21), que llevada al nivel de las algebras da lugar a las identi...caciones:
co(V) =b,co(m)={boAobl:Acco(m)},
co(V)1 = b, co(m)1 = {bopo(b~1,b71) : g€ co(m)1}.
Observacion 3.1 De las demostraciones anteriores se deducen los siguientes hechos:
(a) Dada b referencia conforme de V, se veri..ca la relacion:
D, =0, (Pyap) € co(V)1,
paran € V¥, nobe R™,y &, € co(m)1.
(b) La primera prolongacion conforme tiene la siguiente propiedad:

si peco(V)yJveV—-{0},, ¢(v,v) =0 & p=0.

La primera prolongacion g; del &lgebra asociada a un grupo de Lie G ¢ GL(m,R)
esta directamente relacionada con el espacio de conexiones lineales y simétricas com-
patibles con una G-estructura B — M. El Teorema 2.1 del capitulo anterior hace
explicita esta relacion: la diferencia entre dos conexiones distintas de una misma G-
estructura viene dada por un tensor ® =V —V € T4(M) que toma valores en la
primera prolongacion, esto es: ®(x) € g(IT, M), Yx € M. En el caso particular de
una estructura conforme Riemanniana, en el que es G = CO(m) y la primera prolon-
gacion co(T,; M ); esté en correspondencia con el dual 7*M (Proposicion 3.1), se tiene
el siguiente resultado..

Teorema 3.1 Sea V una conexion lineal y simétrica en M compatible con la estruc-
tura conforme CO(M) — M. Entonces, para cualquier otra conexion conforme V,
existe una 1-forma o € Al (M) tal que VX,Y € X(M)

VxY — VxY = 0u(X,Y) = a(X)Y + a(Y)X — "X, Y), (3.7)
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siendo ~ : TY(M) — T(M) el operador conforme de..nido en (2.17) pag. 31, tal que
Ta(X,Y) =g(X,Y) are, Vg métrica conforme. La familia de conexiones simétricas y
conformes de M coincide entonces con el espacio

CCOM)={V+&:aecA (M)},
en correspondencia biunivoca con el espacio de 1-formas A*(M).
Demostracion. Consecuencia del Teorema 2.1 y de la Proposicion 3.1. m

Si V es la conexion de Levi-Civita de una métrica conforme g de CO(M) — M,
y a € AY(M) es una 1-forma exacta, con o = df para cierta funcion f € C°(M),
entonces la conexién conforme ¥V = V + @, de..nida por

VxY = VxY +df(X)Y +df(Y)X — "df(X,Y), VX,Y € X(M),  (3.8)
es la conexion de Levi-Civita de la métrica conforme g = ¢>/, dado que veri..ca
XEY,2)=8(VxY.Z)+8 (V.VxZ).

Se recupera asi la conocida formula que relaciona las conexiones de Levi-Civita de dos
métricas conformemente equivalentes.

3.1.3 Paralelismo Fermi-Walker a lo largo de curvas

Sea v : I >t +— ~(t) € M una curva parametrizada en una variedad conforme
Riemanniana con ..brado de estructura CO(M) — M. Se entiende siempre que la
parametrizacion de la curva es regular, de modo que su velocidad de..ne un campo que
en ningun punto de la curva se hace nulo, v # 0 € T, M, Vt € I.

Obsérvese que las métricas conformes de M forman una familia {2/g} cuyo grado
de libertad viene dado por f € C'°°(M); la introduccion de la condicion g(v},v:) =1
permite ..jar un factor de escala f sobre la curva ¢ — ;. Es decir, el hecho de declarar
unitario el campo velocidad determina sobre la curva una Unica métrica compatible
con la estructura conforme.

La idea consiste en introducir en criterio igual de determinante en el espacio de las
conexiones conformes. Por el Teorema 3.1, las conexiones lineales y conformes de M
forman una familia en correspondencia con el espacio de 1-formas A'(M). A lo largo
de la curva t — ~(t), la diferencia entre las conexiones inducidas viene controlada por
una forma o € Al(y) tal que:

=V -—=V=a)V+alV)y -"a,V), VWV eX(v)).
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Veremos que el hecho de declarar paralelo el campo velocidad ~; € X () permite ..jar
el grado de libertad o € A'(y) y de..nir de este modo una Unica conexion conforme a
lo largo de la curva t — ~,.

Proposicion 3.2 Sea v :1 >t — ~(t) € M una curva parametrizada en la variedad
conforme (M,C). Para cada to € I existe una conexion conforme V y un entorno
abierto I de to en I, tales que la restriccion v, = |, : Io — M es curva V-geodésica,

V.,
—v(t)=0, Vtelp.
—7/(t) 0
Demostraciéon. Sea § € C una métrica conforme auxiliar en M, y sea V la
conexion simétrica y conforme correspondiente a su conexion de Levi-Civita.
Cada conexion lineal V compatible con la estructura conforme queda determinada

por una 1-forma o € A1 (M) controlando su tensor diferencia con la ¥ inicial,
VxY =VxY + 8,(X,Y) =VxY + o X)Y + a(Y)X —E(X,Y)arg. (3.9)

El problema de hallar una conexion conforme V en las condiciones del enunciado se
reduce a encontrar la adecuada 1-forma a.
A lo largo de la curva ~(t) la ecuacion (3.9) da lugar a la siguiente relacion

%V - %V =a(Y)V+a(V)Y =B, V) (gon), (VW eX(v)). (3.10)

En particular, para el campo velocidad +/(t) € X(~y) es

_z ) INAS =) A -
~ dt7—2a(7)7 g2(7,7) (g o).

La condicion de que (t) sea curva geodésica para la conexion V, esto es V+//dt =0,
resulta entonces equivalente a la siguiente identidad:

/

v -
—=7 =22(y) 7 —B(/,) (arg 07)- (3.11)
Aplicando g(+/, .) a esta ecuacion, permite determinar a(y') = —E(%’}/, YE )
Al substuir este valor en (3.11) se obtiene la siguiente ecuacion para ayg o v € X(7):
wmor LY EE)
& B(Y,) dt g0, )2

equivalente a la identidad ) = A(t) € Al(y), para

L (Y LEE)
A_—< ) <dt7/> 2 TV, 72 )& (312
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En conclusién, una conexion V =V + &, que tenga a |z, (t) como curva geodésica
esta en correspondencia con una 1-forma « cuyo valor sobre los puntos de la curva
esta determinado por la 1-forma A € Al(y) de (3.12).

Por el Lema 3.1 a continuacién, ..jado ¢, € I puede construirse « € A'(i), una 1-
forma en un entorno abierto &/ C M de v(to), tal que extiende a la 1-forma A € Al(y)
de..nida en (3.12), esto es:

ayp = Alt), Vtely= (st +e)

La conexion V que o € AY(U) de..ne en U a través de V = V + @, tiene a Yy, (£)
como curva geodésica. B

Una conexion lineal y conforme de CO(M) — M se dice adaptada en ¢y a la curva
parametrizada t — y(t) € M, cuando existe un ¢ > 0 tal que

A

dt
La Proposicion 3.2 a.rma que existen siempre conexiones adaptadas a un instante ¢
en el intervalo de de..nicion de la curva t — ~(t).

/(t) =0, Vte (to—e,to+e).

Lema 3.1 Sea A(t) € Al(y) una 1-forma sobre la curva v : I > t — ~(t) € M.
Entonces, dados tgp € I y ¢y € R existe una funcion local f € C*°(Uy) de..nida en un
entorno abierto U de ~(to) en M, tal que:

for(to) =co
(df )y = At), VEE (tg—e,tg+e)
Demostracion.  Sea (U,p = {z',...,2™}) una carta local en torno al punto
y(to) € M tal que g oy(t) = (t,0,...,0), Vt € (to — &,t0 +¢). La 1-forma A € Al(y)
viene dada por unas funciones de coordenadas A;(t) tales que

A =37 A@) (dat)

i=1

La funcién A;(t) puede integrarse a una funcion fi(t) tal que f; = A1 y fi(to) = co.
Sea f € C*(Uy) la funcidn de..nida en un entorno abierto U, de ~(ty) € M por

flat, .. 2™ = fi(a!) + Zm Ai(zt) 2 € R.

Entonces, f es una funcion diferenciable que veri..ca

df (2!, .., ™) = (Zi>1 Az :1:’) dat + Zzl Ai(zh) dat.
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Sobre la restriccion de la curva t — ~(t) al abierto (to —¢, to+¢) se dan las identidades:

f O’y(to) = f(to,0, ...,0) = f1(t0) =Cp
(df) gy = df (£,0,..,0) = 337 Ai(t) (da')y ) = aft).

y concluimos que f € C *°(Up) de..ne una funcion en las condiciones del enunciado.

Seobserva entonces que al aplicar este Lema 3.1 ala demostracién de la Proposicion
3.2, la forma o € A'(U) que extiende a A € Al(~) puede suponerse cerrada, de modo
que existe una funcién f € C*°(U) con df = o. En tal caso, la conexion V =V + &,
a la que da lugar coincide con la conexion de Levi-Civita de la métrica conforme
g = e2fg.

Corolario 3.2 Dada una curva t — ~(t) € M en la variedad conforme M, puede
exigirse que la conexion adaptada a v en ¢y sea la conexion de Levi-Civita de una
meétrica conforme g que tenga a 7|(t0_€’t0 +e) COMO geodesica unitaria.

Demostracion. Es su..ciente asumir en la demostracién de la Proposicion 3.2 que
V =V 4 &, viene dada por una un forma cerrada oo = df € A'(U4) para cierta funcion
f € C*(U) veri.cando df o ~(t) = A(t) =(3.12) y f(1(to)) = —§ ImE((to). 7/ (t0)),
construida segun el Lema 3.1. m

Este resultado se encuentra también en Schouten [44], en donde se a..rma que toda
curva (regularmente) parametrizada puede verse localmente como una curva geodésica
respecto de alguna de las métricas en una estructura conforme dada.

Proposicion 3.3 Sean Vl y V2 dos conexiones simétricas compatibles con la estructura
conforme CO(M) — M. Si la curva parametrizada ¢ — ~(t) es curva geodésica de
ambas, entonces, las conexiones inducidas sobre ~(¢) coinciden, esto es:

V., V V., Vv

— ==+ =0 & =V ==V, ¥V € X(»).

at| ~at) 7V =@ TV Ex0)

Demostracion. Por el desarrollo en la demostracion de la Proposicion 3.2, se
observa que el hecho de que las conexiones conformes v y \Y tengan ambas a la curva
t — (t) como geodeésica implica que su tensor diferencia ¢, —V — Ve T3 (M) viene
dado por una 1-forma o € AY(M) que se anula sobre los puntos de la curva:

Oé,y(t) =0 S T’::(t)M’ Vt
Asi, por la relacion (3.7), pag. 38, se tiene que

(Vx Y)((t) = (Vx Y)(v(t)), YX,Y € X(M)



3. Variedades conformes. Invariantes 43

En particular, % y V inducen a lo largo de la curva ¢ — ~(t) la misma conexion
V Jdt =V Jdt : X(7) — X(7). =

Estos resultados de existencia y unicidad demuestran que el criterio de adaptacion
a la curva distingue a lo largo de las curvas parametrizadas de una variedad conforme
una conexién unica y perfectamente de..nida.

Teorema 3.2 Sea v : I 5 t — ~(t) € M una curva parametrizada en la variedad
conforme Riemanniana M. Entonces, a lo largo de ~(¢) existe una Unica conexion
D7 /dt veri..cando la siguiente propiedad que la caracteriza localmente:

“Si V es una conexion conforme de M adaptada a la curva «(t), esto es, tal que
tiene como geodésica a la restriccion de la curva 4|, , para I, C I, entonces,

DY Y »
o —V(t) = aV( ), Vtely, Ve X(v).

De..nicion 3.1 La conexion del Teorema anterior recibe el nombre de conexion de
Fermi-Walker a lo largo de la curva parametrizada ¢ — ~(t) € M,
DY
dt
y esta canonicamente asociada a la estructura conforme CO(M) — M.

FX(7) = X(),

Obsérvese que la conexion de Fermi-Walker D7 /dt da lugar a una conexion a lo
largo de ¢t — ~(t) que respeta la estructura conforme del tangente, y que por de..nicion
se anula sobre el campo velocidad de la curva:

% ,(t) =0¢ T,y(t)M, Vt.
Lema 3.2 Sea g una métrica Riemanniana en M, y sea C = {e*fg} la estructura
conforme inducida por g. Para una curva parametrizada ¢t — ~(t) € M, g-unitaria,
la conexidn de Fermi-Walker D7 /dt de..nida por la estructura conforme C, veri..ca:

Lig(V.W) =g (&V.W) +g(V,Z2W), VYV, WeX(y) (3.13)
Ademas, D7 /dt : X(y) — X(y) queda caracterizada por las condiciones:
Dy 7 _
=~ =0
a (3.14)

WV nor(dtV) YV € X(y) con g(v/, V) =0

siendo V la conexion de Levi-Civita de g, y nor(V) = V —g(V,¥)Y € ()" la
proyeccion ortogonal a la curva. La conexion conforme de Fermi-Walker D7/dt y la
conexion métrica de Levi-Civita V/dt sobre la curva ~(t), se relacionan entonces por

DY

— _—) = — {g Vo' }fy + nor o Z(norV) YV e X(7). (3.15)

dt
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Demostracion. Por de..nicion, el operador D”/dt viene caracterizado por coin-
cidir localmente con la conexion de Levi-Civita'V de una métrica adaptada g = e2/g €
C, donde el factor de escala f es tal que su diferencial df = « veri..ca la condicion
(3.12) de la Proposicion 3.2. En este caso, por ser g(v',7') =1y g(v/, V/dt|, (7)) =0,
la ecuacion diferencial queda reducida a

V.
(gradgf) o(t) = ='(¢) (3.16)

En primer lugar, esta identidad implica

& (7 (1) =87, =7) =0,
0 equivalentemente, f o~(t) = ¢ constante. Las métricas g y g di..eren, por tanto, en
un factor de escala constante a lo largo de la curva «y(t). Dado que el operador D" /dt
coincide con V/dt, la formula (3.13) es consecuencia inmediata de la compatibilidad de
¥V con la métrica g, y por ser constantemente proporcionales, también con la métrica
inicial g = e=2"g a lo largo de la curva ~(t).

Por otra parte, partiendo de la ecuacion (3.8) que relaciona las conexiones de Levi-
Civita de las métricas conformes g y g = €2/g, y de la identidad (3.16), se observa
que la conexion de Fermi-Walker D7 /dt se de..ne sobre V' € X(~) como:

BV =3V =3V +df (V)Y — V.Y )gradgf) oy
=3V 8. V)Y —s(Viv)E
La identidad D7+'/dt = 0 en el sistema (3.14) es trivial. Supongamos ahora que el

campo V (¢) es en todo momento ortogonal a ladireccion de la curva (i.e. g(v', V) = 0),
entonces, por la formula que acadamos de obtener se tiene

LV=3V+eg(H/. V)Y
=3V + (£ {g,V)} -8, ZV)) ¥
=XV —g(v.¥%V)Y =nor(¥V).

Concluimos asi que efectivamente el sistema (3.14) del enunciado caracteriza a la
conexion de Fermi-Walker a lo largo de la curva.

La férmula ..nal (3.15) es entonces consecuencia de que todo campo V(t) € X(v)
puede descomponerse ortogonalmente en V = g(V,~')y + nor (V), y al ser D7/dt un
operador lineal se tiene la siguiente cadena de igualdades

L= (g(V, 7)) +L2 (nor (V)
L {e(V.y) o + gV, v )22 +nor o % (norV)
4 {&(Vir)} 7 + nor 0 §(norV)

DY
dt 4
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para cualquier campo V' € X(y). ®

Laconexién de Fermi-Walker ofrece la posibilidad de dar una nocién de paralelismo
candnico a lo largo de curvas parametrizadas en una variedad conforme Riemanniana.

En el espacio X(~) de campos de..nidos sobre la curva parametrizada t — ~(t) € M,
la conexion conforme de Fermi-Walker D7 /dt : X(v) — X() distingue un subespacio
m-dimensional de campos paralelos

X 1) ={V(t) € X(v) : D7/dt(V) = 0}

gue depende exclusivamente de la estructura conforme del ambiente. Se tienen ademas
los siguientes hechos:

@ ~ € X (7).

(b) La estructura conforme induce en cada espacio tangente 7,,M una medida de
angulos entre vectores que denotamos «,. Los campos Fermi-Walker paralelos
tienen la propiedad de que el angulo que forman un par de campos U,V € X ((7)
premanece constante a lo largo de la curva:

£y) (Ullo), V(t)) = Loty (U(1), V(11)), Vi, ty € 1.

Por esta Ultima propiedad, tiene sentido introducir en el espacio X () la de..nicion
de una medida de angulos « entre campos paralelos U,V € X |(v), de modo que:

LU, V) =4yp(U(), V(1) € [-m,7], Vtel.
Entonces, la aplicacion asociada al transporte Fermi-Walker paralelo en cada tg € I,

| |t0 : T'y(tO)M - %| |(ry)
v o— V, V(ty) =v

da lugar a un isomor..smo lineal que preserva las medidas de angulos en los espacios
vectoriales X () Yy Ty4)M, naturalmente de..nidas por la estructura conforme.

A lo largo de la curva t — ~(t), el transporte Fermi-Walker paralelo de vectores
entre dos instantes ¢y, t1 € I va asociado a un isomor..smo lineal

-1
| |t0,t1 :| |t1 o | ‘to 3T7(t0)M _>T7(t1)M’ (3.17)
que preserva las estructuras conformes de los espacios tangentes:

Ly(to)(uav) = iy(tl)(‘ |t0,t1 (u),| |t0,t1 (v)), Vu,v. € Ty (t) M-
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3.1.4 Paralelismo Fermi-Walker bajo reparametrizaciones

En este apartado se estudia en qué modo depende el paralelismo conforme de Fermi-
Walker de la parametrizacion tomada sobre la curva.

En el caso de una conexion lineal, es conocido que el paralelismo asociado per-
manece invariante por reparametrizaciones de la curva (Observacion (2.3), pag. 15), y
da lugar a un transporte geométrico sobre las curvas de la variedad. Veremos que no
ocurre asi con la conexion de Fermi-Walker de una variedad conforme. El hecho de
que la conexion de Fermi-Walker tenga como campo paralelo a la velocidad de cur-
va parametrizada implica que el transporte paralelo se altera por reparametrizaciones
en la medida en que el campo tangente vea alterada su longitud. Se tiene entonces
que los isomor..smos asociados al transporte Fermi-Walker paralelo sobre la curva re-
specto a distintas parametrizaciones di..eren por homotecias de los espacios tangentes
(Corolario 3.4).

Una reparametrizacion de unacurvay : I >t — (t) € M viene de..nida a partir
de un difeomor.smo t : J > s — t(s) € I que da lugar a la curnva parametrizada

F=7o0t:J>s—=7(s)=(t(s)) € M.

Lema 3.3 Sean g y g = ¢*/g dos métricas Riemannianas conformemente equivalen-
tes, que tienen como geodésica unitaria a ¢ — ~(¢) y a su reparametrizacion s —
J(s) = yot(s), respectivamente. Entonces, la funcion de escala f € C'*°(M) veri..ca:

(gradef ) =~y 7 (4(5) (318)

Demostracion. Recordemos de (3.8) que las conexiones de Levi-Civita V y V,
respectivamente asociadas al par de métricas conformes g y g = ¢>/g, cumplen la
siguiente relacion:

VxY =VxY + X(f)Y +Y(f)X — g(X,Y)gradgf, VX,Y € X(M).

En particular, dado que V+//dt =0, se tiene

=2 (ve) e — (gradgf). - (3.19)

Por otra parte, de 0 = (V7 /ds) = t"(s) vy, + t'(s (_’y'/dt (s S& deduce la
identidad
v,
dt

t” (S)

t/( )2 ’yt(s) (3:20)

t(s)
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Al sustituir (3.20) en la relacion (3.19) anterior, se concluye:

Aplicando g(q/;(s), .) a esta ecuacion, es posible determinardf(fy’t(s)) = —t"(s)/t'(s)?,
de manera que (3.21) adquiere ..nalmente la expresion
ts) Y, ()
(gra'dgf)y(t(s) ( (8)2 - At/(8)2> Vt(s) - t ( )2 ’Yt(s)a
tal y como se a..rma en el enunciado. ®

Proposicion 3.4 Sean D"/dt y D7/ds las conexiones de Fermi-Walker respectiva-
mente asociadas a una curva ¢t — ~(t) y a su reparametrizacion s — 5(s) = y(t(s)).
Entonces, si VV € X(y ) dentamos V =V o t € X(7), Se veri..ca:

t/l( )_
e V(s) (3.22)

Demostracién. Por la propia de..nicién de la conexion de Fermi-Walker, ..jado
un so € J existe un e > 0 tal que Vs € Jp = (so —¢e,s0 +¢) se tiene
DY v D| V¥V

dt t(s):at(s) y ds 8: dSS

siendo V y V las conexiones de Levi-Civita de dos métricas conformes g y g = e2/g
que tienen como geodésicas unitarias a las restricciones de las curvas ylt(JO) y FIJO,
respectivamente.

Por el Lema 3.3 anterior, conocemos el valor sobre la curva del gradiente gradg f
de la funcion de escala f. Las conexiones que V y V inducen a lo largo de la curva se
relacionan entonces mediante la ecuacién (3.8) que en este caso adquiere la siguiente
expresion, al contar con la identidad (3.18) para gradg f:

v v t(s)
-V ==V Vi Vs € Jo.
dt |y, dt |y (92"
Por lo tanto, Vs € Jy se tiene la identidad
ﬁ— ? _ / v _ / v o t”(s) -
RV = Even| = v, = vl e T

cque da lugar a la siguiente relacion entre las conexiones de Fermi-Walker:
D7 D7 t"(s0)=—
iy v - I(SO)V(SQ).
ds dt t(so) t (8[))
Este razonamiento puede reproducirse para cualquier instante sg, y la identidad (3.22)
se cumple de manera global a lo largo de todo el intervalo de de..nicion la curva. m

=t'(s0) ==

S0
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Corolario 3.3 Si V(t) € X| |(v) es un campo Fermi-Walker paralelo a lo largo de la
curva parametrizada ¢t — ~(t), entonces, el campo

V(s)=t'(s) V(t(s)) € X(7)
es un campo Fermi-Walker-paralelo a lo largo de la reparametrizacion 5(s) = yo t(s).

Demostracion. Sea V € X |(y) campo Fermi-Walker paralelo (DVV/dt = 0).
Con la notacion V=V o t € X(7) de la Proposicion 3.4 anterior, y la formula (3.22)
se deduce la siguiente cadena de identidades:

D7

DT {r
ds 4 ds

6V() = ¢ (V) + () LV
= (V) +¢(s) (t(5) BV],(, — SHV(s)
//(5 v

YW i(s) —t"(s)V(s) =0.

S

Concluimos asi que V =t (V ot) es un campo Fermi-Walker paralelo en X |(¥). ®

Este resultado permite relacionar los isomor..smos entre espacios tangentes (3.17)
de..nidos por el transporte Fermi-Walker paralelo de vectores a lo largo de dos para-
metrizaciones distintas de una misma curva.

Corolario 3.4 El transporte Fermi-Walker paralelo a lo largo de las parametrizacio-
nes t — (t) y s — 7(s) = v ot(s) da lugar a dos isomor..smos tangentes entre los
espacios tangentes 77 (s,))M Y Tt (s,)M, que se relacionan por la identidad:

ot
| Lo = Pty © 1 [soyecsn) = Tttt M — Tyes )M

t/ (sq)

- , /
para hy., la homotecia en T, M de razon :J,(j—;% eRycentro 0 € T, ) M.
t/ (sg)
En conclusion, la operacion de transporte Fermi-Walker paralelo sobre curvas
adquiere un sentido geométrico, independiente de la parametrizacién tomada, cuando
se aplica sobre el espacio de direcciones (rectas vectoriales) del tangente:

ot
Pl s =Pl Risoy sy © Preson™M — Pae(s M-

50,51

Precedentes en la conexiéon de Fermi-Walker

El interés de este trabajo se centra en las estructuras conformes exclusivamente Rie-
mannianas. No obstante, el procedimiento que se ha seguido para la de..nicién de
esta nueva conexion conforme sobre las curvas parametrizadas, puede desarrollarse de
manera analoga también para los casos semi-Riemannianos. En particular, en el caso
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de las estructuras conformes Lorentzianas, es posible de..nir igualmente una conexién
candnica a lo largo de cada curva parametrizada cuya velocidad no caiga en ningun
momento en una direccion luz. Esta restriccion sobre el caracter del campo veloci-
dad es consecuencia natural de los siguientes hechos conocidos: en primer lugar, una
geodésica preserva su caracter temporal o espacial a lo largo de toda su trayectoria;
por otra parte, es también bien conocida la rigidez de la familia de curvas geodésicas
luz de una estructura conforme, cuyas trayectorias son invariantes y tienen como Unica
libertad la posibilidad de reparametrizacion.

Es precisamente en el caso Lorentziano en donde la Teoria clasica de Relatividad
proporciona los precedentes que dan nombre a la conexion conforme aqui presentada.
En el contexto relativista, se de..ne a lo largo de las curvas observador (esto es, a lo
largo de las curvas temporales unitarias en la variedad Lorentziana del espacio-tiempo)
una nocién de conexion especial midiendo la variacion rotacional en el desplazamiento
de la curva. Esta conexion se de..ne a partir de la conexion de Levi-Civita del ambiente
métrico mediante la formula (3.15) del Lema 3.2, y recibe el nombre de conexion de
Fermi-Walker. Su interpretacion fisica es utilizada, por ejemplo, para modelizar el
movimiento de giréscopos, o para el estudio del spin del electrén (véase por ejemplo:
Misner-Thorne-Wheeler [35], Sachs [38]).

Los precedentes en la de..nicion de la conexion conforme de Fermi-Walker aparecen
por tanto en ambientes exclusivamente métricos. Sin embargo, los resultados que aqui
hemos expuesto nos hacen pensar en el transporte Fermi-Walker paralelo como un
transporte de naturaleza propiamente conforme; precisamente, como el naturalmente
de..nido por la condicion de preservar simultaneamente el campo velocidad de la curva
y la estructura conforme del ambiente. Su de...nicidn en términos de operadores métri-
cos (tal y como se expresa en (3.15)) es consecuencia de la relacion que de manera
obvia existe entre la estructura métrica y la estructura conforme asociada.

3.2 Invariantes conformes

El concepto de invariante hace alusion a una propiedad u objeto geométrico que se
preserva inalterado bajo cierta clase de transformaciones. Su de..nicién se apoya por
tanto en la existencia de un grupo fundamental de transformaciones actuando sobre
el espacio.

Asi, en un espacio Euclideo la distancia y la medida de angulos entre vectores
(la congruencia de triangulos) tienen calidad de invariantes en cuanto que éstas son
preservadas por las isometrias del espacio; mientras que en un espacio conforme Eu-
clideo unicamente la medida de angulos entre vectores (semejanza de triangulos) tiene
sentido como invariante. Utilizando la terminologia de 2.2.1, para una estructura li-
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neal arbitraria sobre un espacio vectorial, se entiende como invariante aquel objeto
geométrico cuya de..nicion es preservada por los automor..smos de la estructura.

En la teoria de G-estructuras sobre variedades diferenciables el concepto de inva-
riante es fundamental. Fijado el subgrupo lineal G C GL(m,R), un invariante (locali-
zable) es una propiedad u objeto geométrico que se preserva por isomor..smos locales
entre G-estructuras. Fieles a las ideas de Klein, podemos entender que la geometria
de G-estructuras trata precisamente del estudio de sus invariantes.

Invariantes Riemannianos

En el caso G = O(m), una G-estructura no es mas que una variedad Riemanniana
(M, g) cuya familia de referencias ortonormales coincide con el ..brado de estructura
O(M) — M. Es claro que la métrica asociada g € T9(M) de..ne un invariante
caracteristico de la estructura Riemanniana. Otro invariante bien conocido es el dado
por la conexion de Levi-Civita V, cuya de..nicion esta canénicamente ligada a la O(m)-
estructura. En este caso, la conexion de Levi-Civita llega a convertirse en un invariante
caracterizador de la estructura Riemanniana mediante el siguiente resultado:

Teorema 3.3 Sea ¢ : M — M un difeomor..smo local entre variedades Riemanni-
anas. Entonces, si M es conexa las siguientes a..rmaciones son equivalentes:

(i) ¢: M — M es una isometria;

(i) Existe un bg € O(M) tal que ¢,by € O(M), y ademas ¢ preserva la conexion
de Levi-Civita, esto es:

0. (VxY) =V, x)e(Y) € X(M), VXY € X(M).

Demostracion. La demostracion se basa en el hecho de que si ¢ preserva la
conexién de Levi-Civita, preserva también el transporte de referencias ortonormales
y el conjunto {x € M : ¢, b € O(W)g,(m) para b € O(M);} es abierto y cerrado en
M. Luego, al ser M conexa este conjunto debe ser el total (dado que no puede ser el

conjunto vacio porque por hipotesis contiene al menos el punto 7w(by) € M). W

Es claro que todo tensor de..nido en términos de g y de V dara lugar a un nuevo
invariante de la estructura Riemanniana. Este es el caso de los tensores cladsicamente
asociados a la curvatura: R € T3(M), Ric € T3(M), Sc € C>(M) (véase su de..nicion
en el apartado 3.3.1).
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Invariantes conformes

Este trabajo se centra especialemente en el contexto de las variedades dotadas de una
CO(m)-estructura CO(M) — M; que se corresponden con las variedades conformes
Riemannianas (M, C) por la existencia de una clase de métricas conformemente equi-
valentes C = {¢*/g: f € C°°(M)} univocamente asociada a la C'O(m)-estructura.
Cléasicamente, los invariantes conformes se obtienen a partir de aquellos tensores
Tig € Z(M) de..nidos en términos de un métrica g en la estructura conforme C tales
que a través de un cambio conforme de la métrica g = e2/g permanecen invariantes,

T(g) = T(EQfg) S X(M)

Este es el caso del clasico tensor de curvatura de Weyl W € TL(M) que de..ne un
importante invariante de la geometria conforme Riemanniana.
La familia de conexiones lineales simétricas y conformes de..ne un espacio

CCO(M) ={V+ ®,: ac A'(M)} (Teorema 3.1)

univocamente asociado a la C'O(m)-estructura. Igualmente, pueden obtenerse inva-
riantes conformes mediante aquellos tensores 7y € T(M) de..nidos en términos de
una conexion conforme V € CCO(M), tales que a través de un cambio de métrica
conforme V = V + &, permanecen invariantes,

Tiw) = Tiv+aa) € TUM).

En el apartado 3.3.3 se presenta una de..nicion mas general de tensor de curvatura
de Weyl W € T (M) asociado a una conexién conforme no necesariamente métrica.
Su de...nicidén se mantiene inalterada por los cambios de conexion conforme, y de este
modo la curvatura de Weyl puede verse también como un invariante conforme ligado
a la invarianza en el espacio de conexiones conformes.

En el capitulo anterior se ha demostrado la existencia de una conexion canoni-
camente asociada a la estructura conforme CO(M) — M, que llamamos conexion
de Fermi-Walker D7/dt, y que se de..ne de manera natural a lo largo de cada cur-
va parametrizada t — ~(t) € M de la variedad (De..nicion 3.1). Su de..nicidn esta
basada en el hecho de que es posible introducir en el espacio de conexiones conformes
un criterio determinante de adaptacién a la curva, en el sentido de la velocidad de la
parametrizacion de..ne un campo paralelo.

Se obtiene ademas el siguiente resultado:

Teorema 3.4 Sea ¢ : M — M un difeomor..smo local entre variedades Riemannianas
conformes. Entonces, si M es conexa las siguientes a..rmaciones son equivalentes:
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N o: M — M es un difeomor..smo conforme.

(i) Existe un by € CO(M) tal que p,bg € CO(M ), y admas ¢ preserva la conexion
de Fermi-Walker, esto es: para una curva t — ~(t) € M, se tiene que

D Vhiad
o <%V> = =—(p.0V) € X(poy), W eEX().

Demostracién. Su demostracion es analoga a la del Teorema anterior, corres-
pondiente la conexion de Levi-Civita de la geometria Riemanniana. B

La conexion de Fermi-Walker de..ne por tanto un nuevo invariante conforme que
mantiene claras similitudes con la conexion de Levi-Civita de la geometria Riemanni-
ana. En particular, ofrece igualmente un invariante caracterizador de la estructura.

El procedimiento seguido para la de..nicion de la conexion de Fermi-Walker puede
generalizarse para obtener nuevos invariantes sobre las curvas parametrizadas de una
CO(m)-estructura. De este modo, aquellos tensores T, v € () de..nidos (localmente)
sobre la curva parametrizada ¢ — ~(t) € M en términos de una conexién conforme
V € CCO(M) adaptada a la curva (i.e. que la tenga localmente como geodésica), y
tales que a través de un cambio de conexién conforme V igualmente adaptada a la
curva, permanezca inalterado,

Ty = Twﬁ’

daran lugar a lade...nicién de invariantes conformes a lo largo de curvas parametrizadas.

3.3 Curvaturas en una variedad conforme

En esta seccion se discute la posibilidad de que el criterio de adaptacion a curvas
parametrizadas en una variedad conforme Riemanniana, de..nido sobre las conexiones
lineales y simétricas compatibles con al CO(m)-estructura, de lugar a un nuevo inva-
riante conforme, de segundo orden, procedente de los tensores de curvatura asociados
a las conexiones conformes.

En primer lugar, es necesario partir de los diferentes tensores que pueden asociarse
al nivel de curvatura de las conexiones lineales en una variedad conforme. Se toma
como referencia bien conocida el caso de las variedades Riemanianas, en el que las
conexiones métricas (de Levi-Civita) tienen asociados los tensores de curvatura R €
TL(M), de Ricci Ric € TY(M), y de curvatura escalar Sc € TY(M) = C (M), tensores
clasicos de la geometria Riemanniana (véase Aubin [3], Lafontaine-Gallot-Hullin [19],
Haperlin-Grueb [20]).
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En el caso en que la variedad conforme tenga dimensién m > 2, la teoria clasica de
variedades conformes Riemannianas nos da ya a conocer la existencia de un tensor de
curvatura de Weyl W € Ti(M) con carécter conforme. En su de..nicién interviene un
tensor L € T9(M), asociado a la curvatura de las conexiones conformes, que se conoce
con el nombre de tensor de Schouten. Este tensor L no es ya un invariante conforme,
pero mediante el criterio de adaptacion a la curva permite llegar a de..nir un nuevo
invariante sobre las curvas parametrizadas.

3.3.1 Curvatura de una conexion lineal

Sea V una conexion lineal en M compatible con la G-estructura = : B — M, para
G c GL(m,R). Seaw € AY(B, g) la 1-forma horizontal de la conexion V, con valores
en el &lgebra g del grupo de Lie G, y tal que kerw, = Hp, C Ty B, Vb € B.

De...nicién 3.2 La forma de curvatura Q € A%(B, g) de la conexion V es el tensor
&y, Cp) = dw(hVE, BV Cy), Y€y, ¢, € ThB, (3.23)
siendo Y : T, B — H,, el proyector horizontal de la descomposicién T, B = Vy & Hp,.
La forma de curvatura € veri..ca la siguiente identidad: !
Q=dv— 3 [w,w] € A%(B, g) (3.24)

que recibe el nombre de la segunda ecuacion de estructura para la conexion lineal V.
La de..nicion de la forma de curvatura Q € A%(B,g) viene dada a menudo mediante
la ecuacion de estructura (3.24).

De..nicién 3.3 El tensor de curvatura R € T3(M) de la conexion lineal V se de..ne
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ -~V xy|Z, YX,Y,Z € X(M).

La relacion de R con la forma de curvatura €2 es entonces la siguiente: Yu,v € T, M
el tensor de curvatura de..ne la funcion lineal R(u,v) : TuM 3 w — R(u,v)w € T, M,
y para toda referencia b € B, se tiene que

Q&,¢) = (Y, R(u,v)=b"1oR(u,v)obeg

cuando (&) = u, m«(¢) = v € Ty M.

Estas equivalencias que aqui damos sin demostracién son resultados bien conocidos
de la teoria de conexiones lineales. Pueden consultarse a este respecto Poor 9.17 [37]
0 Kobayashi-Nomizu [24] I11.5.

! Se entiende que para todo par de 1-formas «, 8 € A*(B,g) el corchete [ , ] del algebra g permite
de..nir su producto [a, 8] € A*(B,g), tal que

[, B] (&, Cy) = [a(€), B(C)] — [a(Ch); BEp)] €8, V&, ¢, € Ty B.
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Curvaturas de una variedad Riemanniana

El caso en que el grupo de la G-estructura se corresponde con el grupo ortonormal
lineal O(m) C GL(m,R), describe las variedades Riemannianas.

Una variedad Riemanniana tiene univocamente asociada una métrica g para la cual
el ..brado asociado O(M) — M coincide con la familia de referencias g-ortonormales.
Es conocido que en M existe una Unica conexion simétrica compatible con la estructura
O(M) — M, que recibe el nombre de conexion de Levi-Civita y puede expresarse en
términos de la métrica g (formula de Koszul (2.16), pag. 29).

El tensor de curvatura R € T5(M) de la conexién de Levi-Civita V permite de..nir
una nocion de curvatura propia de la variedad Riemanniana M. Asi mismo, a partir
del tensor R € T3(M) se de..nen sobre M un tensor de Ricci Ric € T5(M) (simétrico)
y una funcion curvatura escalar Sc € C'*°(M) tales que:

o Ric(Y,Z) = CAR(Y, Z) = tr{X — R(X,Y)Z} € C=(M), VY, Z € X(M);
o Sc(x) = €} (Ricyg)(x) = >, Ric(vi, vi), Y(v1,...,vm) € O(M), (x € M).

Estos tensores dan lugar a invariantes clasicos de la geometria Riemanniana, que han
sido ampliamente estudiados (véase por ejemplo Aubin [3])

3.3.2 Curvaturas de una conexion conforme

Las variedades conformes Riemannianas pueden entenderse con esta terminologia como
las G-estructuras asociadas al grupo lineal conforme G = CO(m) C GL(m,R).

Sea V una conexion lineal y simétrica compatible con la estructura conforme
COM) — M,y sea R € TL(M) el tensor de curvatura de V. Al igual que en el
caso métrico Riemanniano, al aplicar sobre R € T5(M) operadores de..nidos sobre el
espacio de tensores de la variedad conforme M (véase 1.3.2), se pueden asociar nuevos
tensores al nivel de curvatura de V.

Mediante una operacion de contraccién de indices, similar a la del tensor de Ricci
de una conexion métrica Riemanniana, se de..ne un tensor Ric € T(M) asociado a la
conexion conforme V mediante la formula:

Ric = iR+ L¢iRe TY(M) . (3.25)

Obseérvese que en el caso en que la conexion V resulta ser también una conexion
compatible con alguna métrica g de la estructura conforme, se tiene que ¢i1R =0, y
el tensor (3.25) coincide con el tensor de Ricci usual de la geometria Riemanniana:

Ric = C3R = Ric € TYI(M).
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Por medio del operador conforme ~ = ¢} o ™ : TY(M) — F5(M) (de..nido en 2.19,
pég. 32), se asocia a la conexion conforme V un tensor SC € (M) de..nido por :

SC =" Ric € TY(M). (3.26)

De nuevo se observa que en el caso de que la conexion conforme V sea ademés com-
patible con alguna métrica conforme g, el tensor (3.26) permite recuperar la nocién
clasica de curvatura escalar de V respecto a la métrica Riemanniana g, esto es, la
funcion Sc = €} (Ric;g) € C>°(M). En particular, se da la identidad:

SC="" Ric = €} (Ricig ® g) = €} (Ricig) ® g = Sc @ g.

Diferencia de tensores de curvatura de conexiones conformes

De la expresion para el tensor diferencia entre las distintas conexiones lineales com-
patibles con una misma C'O(m)-estructura, formula (3.7) del Teorema 3.1, se derivan
las relaciones que existen entre los correspondientes tensores asociados al nivel de
curvatura.

Sean V y V dos conexiones lineales y simétricas compatibles con la estructura
conforme CO(M) — M. Por el Teorema 3.1, su tensor diferencia ®, = V-V € TY(M)
viene dado por una 1-forma o € AY(M) tal que

VxY — VxY = 0, (X,Y) = o(X)Y + a(Y)X — (X, Y). (3.27)

Los tensores de curvatura Ry R en Ti(M) respectivamente asociados a las co-
nexiones conformes V y V se relacionan mediante una expresion derivada de (3.27).
Para simpli..car dicha expresion, introducimos la de..nicién de un tensor @ € TY(M),
ligado a la 1-forma a € AY(M) por la formula:

QX,Y) = X(a(Y)) — a(VxY) —a(X)alY), VXY € X(M). (3.28)

Obsérvese que se cumple la identidad Q(X,Y) — Q(Y, X) = da(X,Y), y el tensor
Q € TY(M) es simétrico tinicamente cuando la 1-forma « es cerrada, o = df.

Entonces, a partir de la relacion (3.27) se deduce que la diferencia entre las curva-
turas de las conexiones conformes V y 'V viene dada por la siguiente ecuacion

(R-R)(X,Y)Z = {QX.2)+a(Ta(X,2))}Y (3.29)
QY. 2)+a(Ca(Y,2))} X
+7Q(Y, X, 2) — "Q(X,Y,Z) + do(X,Y) Z.

Lema 3.4 Para las conexiones conformes Vy V = V +®,, o € A'(M), se veri..can
las siguientes relaciones VY, Z € X(M):
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(@ (Ric —Ric) (Y, 2) = 2-m)Q(Y, 2) + (1-m)a (" (Y, 2)) — ~Q(Y, 2);
(b) (SC—SC)(Y,2) = (1-m) (2 "Q(Y,Z) +m a(TaY, 2))).
Demostracion. Partimos de la expresion (3.29) que relaciona los correspondien-
tes tensores curvatura.

(a) Dado que Ric = €3R+==E{R € TH(M) (3.25), se de..ne a través de operaciones
de contraccion de indices que se reducen al caculo de trazas, conviene recordar las
siguientes propiedades de la traza de automor..smos en un espacio V:

- Vr € R constante, tr{X — rX} =r dimV
VY eV, Vf eV, tr{X — f(X)Y} = f(Y)
Teniendo en cuenta estas propiedades, el hecho de que €} o~ ="y la identidad
o Q=0Co"Q=Q cTY(M) (Observacion 2.6),
se llega a las siguientes identidades, derivadas de (3.29):
(GR-GR)(Y,Z) = (1-m{Q(Y,Z) + a("a(Y, 2))}
+Q,2) - "QY, Z) +da(Z,Y)

(€EIR—¢lR)(X,Y) = mda(X,Y).
De ellas se concluye la relacion del enunciado:
Ric —Ric) (V,2) = (2-m)QY,2) + 1 —m)a (Ta(Y, 2)) - ~Q(Y, 2).

(b) Dado que se de.ne SC = ~Ric € TY(M) (3.26), haremos uso de alguna de
las propiedades del operador ~ : (M) — TJ(M) demostradas en el apartado 2.3.2
del capitulo anterior. Asi, por ejemplo, se tiene la identidad ~(TQ) =m~Q € TY(M),
consecuencia de la propiedad (c), pag. 32. Por otra parte, el tensor (a0 ~«) € TI(M)
es proporcional a cualquier métrica conforme g, dado que

(a07a) (V,2) =a("alY, 2)) = alrg) gV, 2), VY, Z € X(M),

y en consecuencia veri..ca = (a«o ~«a) =m (a o " «), por la propiedad (a) del operador
~ dada en la pagina 32.

En estas condiciones, se deduce de la formula que se acaba de demostrar en (@)
para la diferencia Mic — fRic, la siguiente ecuacion:

(SC-SC) (v,2) = (2= m)"Q(Y, Z) + (1 —m) ™ (a0 "a) (Y, 2) — ("PQY, Z)
=@-m)"Q(Y,Z) +(1—m)m (a0 ~a) (V, 2) - m"Q(Y, 2)
=1-m) 2 QY. 2) +ma("a(Y,2))
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que concluyen con la identidad del enunciado. B

El calculo para estas relaciones puede encontrarse también en Kulkarni [25], y para
un célculo en coordenadas véase Eisenhart [15].

3.3.3 EIl tensor de curvatura de Weyl

Los resultados obtenidos en el apartado anterior (Lema 3.4) indican que los tensores
que se han asociado a la curvatura de una conexion lineal lineal V en una estructura
conforme CO(M) — M mediante las de..niciones (3.25) Ric € TY(M) y (3.26) SC €
T9(M), no permanecen invariantes por cambios conformes de la conexion.

Del Lema 3.4 se deduce que un par de conexiones conformes Vy V = ®,, con
a € AY(M), en una misma estructura conforme CO(M) — M con dim(M) = m > 2,
tienen asociados a su curvatura tensores que Vveri..can la identidad

(%_Z(m_l—l)ﬁ) - <9‘tic—2(m—1_1)SC’> =2-m)(Q+3aoa),

en donde Q € TY(M) es el tensor asociado a la 1-forma o € A'(M) a través de la
formula (3.28) de la pagina 55.

Por lo tanto, si de..nimos el tensor de Schouten L € 9 (M) asociado a una conexion
conforme V como el de..nido por la identidad

L =1ty (Ric - 5ig;SC) € T3(M), (3.30)

entonces, las conexiones conformes V y V veri..can la siguiente relacion entre sus
correspondientes tensores de Schouten Ly L:

L-L=Q+4a0 acTYM). (3.31)
Al aplicar el operador conforme ~ : T9(M)— T1(M) sobre (3.31), obtenemos:
("L-"L)(X,Y,2) ="Q(X,Y,Z) + % (a0 "a)(Y, 2) X. (3.32)

La deseada condicion de invarianza respecto a cambios conformes de conexion,
llega con la de..nicién de la siguiente nocién tensor de curvatura conforme.

De..nicion 3.4 El tensor de curvatura de Weyl de una conexion conforme V es el
tensor W € T3(M) que sobre campos X,Y, Z € X(M) actGa del siguiente modo:

W(X,Y)Z = R(X,Y)Z + L(Y, Z)X + ~L(X,Y, Z) (3.33)
~L(X,2)Y - "L(Y, X, 2)
—{L(X,Y) = L(Y, X)} Z.
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En el caso en que la conexion conforme V sea ademas compatible con una métrica
conforme g, el tensor de curvatura de Weyl de..nido por (3.33) adquiere su expresion
clasica para conexiones Riemannianas:

W(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ L(Y, 2)X — L(X, 2)Y + g(Y, Z) L1g(X) — g(X, Z) L1(Y)
donde L € TY(M) es el tensor de Schouten con su de..nicién usual

L =~z (Ric — 5y ) (3.34)

gue Unicamente en el caso de las conexiones métricas da lugar a un tensor simétrico.

Proposicion 3.5 Para dos conexiones conformes Vy V =V + &, o € AY(M), de
una misma estructura conforme CO(M) — M, los respectivos tensores de curvatura
de Weyl de..nen el mismo tensor en T3(M),

W(X,Y)Z=W(X,Y)Z, VYX,Y,ZeX(M).
Demostracion. De la identidad (3.31) aplicada a los tensores de Schouten Ly
L respectivamente asociados a las conexiones V y V, se deduce que

Por otra parte, una combinacion de las relaciones (3.31) y (3.32) implica que:
(L-L) (Y, 2)X + (CL="L)(X,Y,2) ={Q(V, Z) + a("a(Y, 2))} X +"Q(X,Y, Z)

A la vista de estas identidades, y de la ecuacion (3.29) de la pagina 55 que relaciona los
tensores de curvatura de las conexiones V 'y V, se observa que las diferencias quedan
compensadas en la de..niciéon de la curvatura de Weyl, dando lugar a la identidad :
WX, Y)Z -W(X,Y)Z=0.m

El tensor de curvatura de Weyl W € T1(M) es por tanto un invariante conforme
y permite de..nir una nocién de curvatura para la CO(m)-estructura. Se tiene asi
que la curvatura de Weyl es un importante referente que mide el alejamiento de la
estructura conforme de ser localmente plana. En este sentido, es un resultado bien
conocido de la geometria conforme (véase Lafontaine [27], Aubin [3] 0 Yano [54]) que
una variedad conforme CO(M) — M con dim(M) > 3 es localmente plana Unica-
mente cuando su tensor curvatura de Weyl es idénticamente nulo, W = 0. En el caso
dim(M) = 3, en que la variedad conforme es tridimensional, el tensor de Weyl es
siempre idénticamente nulo, y la condicion de ser localmente plana equivale entonces
a la condicion Vx L(Y,.) — VyL(X,.) =0, para cualquier conexion métrica V de la
estructura conforme.
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Se observa asi que el tensor L € T9(M) juega también un signi..cativo papel en
la curvatura de las variedades conformes. La trascendencia del tensor de Schouten
se vera consolidada en resultados posteriores que lo relacionan con la conexion de
Fermi-Walker y con la geometria de curvas parametrizadas en una variedad conforme
Riemanniana.

3.3.4 El tensor de Schouten a lo largo de curvas

Una conexion lineal y simétrica V en la estructura conforme CO(M) — M, con
dim(M) = m > 2, tiene asociado a su curvatura un tensor de Schouten L € TJ(M)
de..nido por la férmula (3.30) de la pagina 57,
N | ; 1 0
L= o (9‘{1c — mSC’> S 12(M> .

Proposicion 3.6 Sean Vy YV = V+®,, dos conexiones conformes en M relacionadas
por la 1-forma o € A'(M). Si tienen como geodésica comln de ambas a una curva
t — ~(t) € M, entonces, sus tensores de Schouten L y T en T9(M) veri..can:

T(Y(H.V() =L (0. VE), W(D) €X()

Demostracion.  Por la Proposicion 3.3, sabemos que en las condiciones del
enunciado la 1-forma « € A'(M) tiene la propiedad de ser idénticamente nula sobre
los puntos de la curva: o, = 0, Vt. Por lo tanto, el tensor ) € T9(M) asociado a «
por la férmula (3.28), pag.55, que regula la diferencia a nivel de curvatura, es tal que
sobre los puntos de la curva veri..ca:

Q(X, Y)'y(t) = Xw(t)(a(Y))i VX,Y € %(M)

En particular, para el campo velocidad +/(¢) € X(vy), la condicién « o~ = 0 implica
ademas que YV (t) € X(~) es

QWY (®), V() =7'(t) (a«(V)) =0. (3.35)

En estas condiciones, las ecuaciones obtenidas anteriormente para la relacién entre
los tensores de tipo curvatura de dos conexiones conformes (Lema 3.4 y férmula (3.31)),
quedan reducidas a las siguientes expresiones sobre campos V, W € X(v):

o (Fic — Ric)(V, W) = (2=m)Q(V, W) — “Q(V, W);
o (ST - 5C) (V, W) = —2(m—1)"Q(V, W);

o« T-L)(V,W)=QV,W)
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Dado que el tensor Q € 39(M) puede hacerse idénticamente nulo a través de (3.35),
concluimos que YV € X(v) se ver..ca

(z - L) (’V/v V) = Q(’7/7V> = 07
equivalente a la condicién L(y/,V) = L(+/,V) del enunciado. m

El resultado de unicidad para el tensor de Schouten que ofrece esta proposicion,
puede aplicarse entonces a la familia de conexiones conformes adaptadas a una curva
arbitraria t — ~y(t) € M.

Se tiene asi que, por un razonamiento analogo al empleado para la conexion de
Fermi-Walker, existe sobre cada curva parametrizada ¢ — ~(t) € M de una variedad
conforme Riemanniana, con dim(M) > 2, untensor L” € A (y) perfectamente de..nido
por la condicion:

“si L € TY(M) es el tensor de Schouten de una conexion conforme V adaptada a
7(t), esto es, tal que tiene como geodésica a la restriccion de la curva |, para
un intervalo Iy, entonces, Vt € Iy se veri..ca:

LD'(w) =Ly (t),v), YveTl,uyM” (3.36)

La Proposicion 3.6 asegura que no hay ambigiiedad alguna en la de..nicién (3.36) de
L7 € Al(v), que depende exclusivamente de la estructura conforme CO(M) — M.

De...nicién 3.5 El tensor LY € Al(«y) de..nido por (3.36) recibe el nombre de tensor de
Schouten de la estructura conforme CO(M) — M a lo largo de la curva parametrizada
t—(t) € M.

3.3.5 El tensor de Schouten bajo reparametrizaciones

La estructura conforme Riemanniana CO(M ) — M de una variedad con dim(M) > 2,
va ligada a un tensor de Schouten conforme que de..ne sobre cada curva parametrizada
t — ~(t) € M un tensor LY € Al(v). En este apartado se estudia en qué modo depende
la de..nicion del tensor de Schouten conforme de la parametizacion tomada sobre la
curva.

Lema 3.5 Sean g y § = g dos métricas conformes que tienen como geodésica
unitaria a una curva t — ~y(t) y a su reparametrizacion s — 7y(s) =y o t(s), respecti-
vamente. Si Ly T denotan los tensores de Schouten asociados a g Yy g, entonces,

"(g (g 2
(T/ — L)(’V;(s)v‘/t(s)) = — <t/(i)g _ 2?:’((3))4) g(’Y;(sth(s)), YV e X().
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Demostracion. Por el Lema 3.3 de la pagina 46, la funcion de escala f € C *°(M)
entre las métricas conformes g y g, veri..ca en tales condiciones la ecuacién (3.18). Es
decir, si denotamos F' = (gradgf) oy € X(7), entonces,

F(t) = —c(t) 7 (t) (3.37)

parac(t) € C*(v) lafuncion de..nida por cy(s) = t"(s)t'(s) 2, para t(s) difeomor..smo.
Por otra parte, la formula (3.31), pag. 3.31, aplicada a los tensores de Schouten de
las métricas g y g da lugar a la relacion

LY, V) =L, V)=QW,V)+%df Cdf(+',V)), YV € X(v).
De la identidad (3.37) para F' = df; € X(7), se deducen las ecuaciones:
Q(, Vi) = v (df(V)) — df (V., V) — df () df (Vi)

df (Tdf(v,, Vi) = df (g8(7, Va) ) = g(7, Vi) (B, Fi) = ¢ (7}, Va).
De modo que se cumple la siguiente igualdad
(L —L) (3, Vo) = —(¢ +3) (7 V). (3.38)

La funcién ¢; € C°°(y) viene de..nida por cq,) = t4(t;) 2 y su derivada c; € C*°(y)
veri..ca ¢, = (t4't, — 2(t{)%) (t,) . Entonces,

I S 6 el L0 N N L0 B A 5.0
R (t,)* 2(t)* (8)%  2(t5)"

y de (3.38) se concluye que efectivamente es

T / t;” 3 tg)2 /
(L = L) (V(s)> Vais)) = — ECTCAE 8(Ve(s)» Va(s))-

Un difeomor..smo real s — t(s) tiene asociada, a través de la estructura proyectiva
inherente a R' como abierto de la recta proyectiva P! ~ R'U{cc}, una funcién derivada
de Schwarz s — S(t)s (de..nida originalmente por Schwarz [45]) tal que

_ t”/(S) 3 t//(8)2
50 =F05 " Tvee

(3.39)

La derivada de Schwarz de..ne una operacion natural de derivacion en P!, compatible
con su estructura proyectiva, con las siguientes propiedades (véase Lehto [30]):
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(@) S(Eot)s = (t5)>S()g(s) +S(b)s

(B S(t)s =0 & te Hom(P') & t, =234 (2}) € SL(2 R)

© S(hot)s =S(t)s, Yh € Hom(P').

Esta derivada sera retomada mas adelante en el capitulo 5, en donde se muestra su
importante papel en el tratamiento de los invariantes asociados a curvas en un ambiente
conforme Riemanniano.

Se observa entonces que en el Lema 3.5 que se acaba de demostrar, la variacion
entre los tensores de Schouten L y L viene controlada por la derivada de Schwarz de la
reparametrizacion t(s). Al aplicar este resultado al tensor de Schouten conforme sobre
curvas parametrizadas de una variedad conforme M, se obtiene la siguiente relacion
entre los tensores de Schouten de dos parametrizaciones distintas de una misma curva.

Proposicion 3.7 El tensor de Schouten ligado a una variedad conforme M, con
dim(M) > 2, veri..ca que si s — t(s) de..ne un cambio de parametro para la cur-
va parametrizada ¢t — y(t) € M, entonces,

LWOt(‘//\vS) = (t;)2 Ly (‘/t(s)) - S(t)s g(fyg(s)a ‘/t(s))
para V; € X(7) y Vs =t} Vi) € X(y 0't).

Demostracion.  Por el Corolario 3.2, para cada instante s, existen métricas
conformes g y g tales que tienen como curva geodésica unitaria a las restricciones de
'V’t(Jo) y v ot|,,, respectivamente, para un entorno abierto .Jo de so. En consecuencia
el tensor de Schouten conforme, viene de..nido por los tensores L y L asociados a las
métricasg y g.

L) = L(ypv), YE€t(J) Yy L(v) =L((yot),,v), Vs € Jp.
Se tiene asi que para V; € X(7) y V; = t/(s) Vi(s) € X(v0t), €s
L°Y(V) = (70 t)5, 6 Vi) = t/(5)*L(ya9» Vacs))

= t/(5)2L<7;;(5)> Vis)) —S(t)s g(’Y;(S) Vi(s))
_ t/(8)2L7(Vt(s)) —S(t)s g(')/;(s)a %(s))1 Vs € Jo

como consecuencia de la relacion dada por el Lema 3.5 para Ly L. ®

En capitulos posteriores se hara hincapié en la transcendencia de esta relacion entre
el tensor de Schouten y la derivada de Schwarz, y su importancia a la hora de dotar a
las curvas en una variedad conforme Riemanniana de una P!-estructura heredada del
ambiente.



Capitulo 4

La conexion de Fermi-Walker en
el ..brado CO(M)

En este capitulo se estudian con detalle la naturaleza y propiedades de la conexién de
Fermi-Walker univocamente asociada a las variedades conformes Riemannianas.

En una variedad conforme, el paralelismo de Fermi-Walker que hemos introduci-
do en el capitulo anterior, de..ne un transporte paralelo preferente sobre cada cur-
va parametrizada de la variedad. El transporte de las referencias lineales da lugar
a una operacion de elevacion de curvas parametrizadas en el ..brado LM — M,
igualmente canonica (recuérdense del Capitulo 2 las distintas de..niciones asociadas
a la nocion de conexion). Asi, para una curva parametrizada ¢t — ~(t) € M, ca-
da referencia b € LM, ) de..ne una Unica curva elevacion Fermi-Walker horizontal
t— (Pyb), € LM tal que (Pyb), =0b € LM, ) y 7(P4b), = ~(t) (seccion 4.2.1)

En el caso de las conexiones lineales V la operacion de elevacion de curvas cumple la
propiedad de que la dependencia entre la curva base t — ~(t) y la curva elevacion en el
.brado t — (P,Yb)t puede reducirse a nivel in..nitesimal a una relacion de primer orden
entre sus tangentes. De este modo, tiene sentido la operacién de elevacion horizontal
in..nitesimal de..nida sin ambigtiedad como:

kY : T.M — TyLM (Vb € LM),
Y(0) —  (BYb)'(0)
y el espacio tangente 7, M estd en correspondencia con un subespacio V-horizontal
Hp = k) (T M) C TyLM, Vb € LM.
En la seccion 4.2.2, se discute qué dependencia existe a nivel in..nitesimal (tan-
gente) en la operacién de elevacion de curvas parametrizadas de la conexion conforme

de Fermi-Walker. Mediante la introduccién del concepto de espacio tangente de segun-
do orden T2M — M, que se trata previamente en la seccion 1, el Teorema 4.1 resuelve

63
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que la operacién de elevacion in..nitesimal asociada a la conexion de Fermi-Walker va
ligada a funciones que esencialmente se de..nen como

Kb : TEM — TyLM (Vb € LM,).
j(Q)('Y) — (va)/(O):j&(va)

y el ..brado horizontal asociado tiene como ..bras las copias H;, = ry,(T2M) C T, LM
de los tangentes de segundo orden 72 M de la variedad M.

Ademas, la relacion que por de..nicion existe entre la conexién de Fermi-Walker
y la familia CCO(M) de conexiones lineales y simétricas de la estructura conforme
CO(M) — M, queda mani..esta también a nivel de sus funciones de elevacion en el
..brado conforme. En de..nitiva, se puede a..rmar que la funcién de elevacion Fermi-
Walker horizontal «p : ﬁ?M — TyLM, es el resultado de “ensamblar” las distintas
funciones de elevacion ) : T,M — T, LM (monomor..smos) ligadas a las conexiones
conformes V € CCO(M), en el siguiente sentido:

(@ T2M =/ veccoon {0V (T:M-{0;})} (Proposicion 4.2);

(b) kpooY = ry (Proposicion 4.3).

4.1 EIl ..brado tangente de segundo orden de M

Fijado un punto x en una variedad diferenciable M, se denota por C(x, M) al conjunto
de curvas diferenciables por z, esto es, de curvas parametrizadas ¢ — ~(t) € M, no
necesariamente regulares, tales que estando de..nidas en un entorno abierto del origen
0 € Rveri.cany(0) =z € M.

En el espacio C(x, M) se introduce la siguiente relacion de equivalencia ~:

y~%F <& Fcarta (U, p={z', ..., 2™}) con z €U, tal que Vk =1, ...,m es:
: & |y @

-
. d2£xko:2 d2£$ko—:2
] = ‘t:o T a ’t:O

El sistema de condiciones [ 1], [ii] es independiente de la elecccion de la carta (U, ¢) en
unentorno de = € M, como puede demostrarse operando con el difeomor..smo asociado
a un cambio de carta. Notese ademas que la condicidn [i] expresa la identidad entre
las velocidades iniciales de las curvas, v, = ¥ € 1M, cuya independencia de la carta
tomada es bien conocida.

@.1)
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De..nicion 4.1 El 2-jet j2(v) de una curva parametrizada ~y(t) por = € M es la clase
de equivalencia que esta de.neen C(z,M)/~, y

TI‘ZM = {]g(’}/) € C(:I;7M>/~ oS C($7 M)} 5
denota el espacio de 2-jets en x € M (Cordero-Dodson-de Leon [13] o Liberman [33]).

Dado que la condicion [i] equivale a la identidad en las velocidades iniciales de las
curvas, tiene sentido de..nir la siguiente proyeccion, Va € M:

pe: T:M — T,M
‘ ‘ 4.2
G() () =+(0)
Proposicion 4.1 Una conexidn lineal V en la variedad M de..ne una biyeccién
Ve: T2M — ToM xTpM (Vz € M) 4.3)
BO) — (%Y1
que identi..ca a la proyeccion p, de (4.2) con la proyeccion natural T, M xT, M — T, M
en la primera componente del producto.

Demostracion. La demostracion es inmediata al observar que la relacién de
equivalencia ~ de..nida en C'(x, M) por (4.1) admite ser expresada de manera alter-
nativa mediante el par de condiciones

[i]: 7% = WeTuM
[ii]": %fy"o = %ﬁ’}o el M
Esto es consecuencia de que para una carta (U, p = {z!,...,2™}) se tiene

[ P(ho k d(z* oy) d(@Ion)
%7/’0 — (J%ﬁ +FZ]($) aiit =0 mdt’y ‘t:()) (527)33

-
con Ffj € C°(U) los simblolos de Christozel de V respecto de la carta (U, ¢). ®
Para dos conexiones lineales distintas V'y V en M, la variacion entre las biyecciones

respectivamente asociadas V, y V, por (4.3) entre 12M y T,M x T,M, viene dada
por la relacion

(va?) ° (vlb)il (767 d_vt7l|()) = (767 %’Y,}O + (I)(/%)?’%)))?

siendo ® =V — V € TY(M) su tensor diferencia. O de manera equivalente,

(Vo) (w,v) = (Vo) (u, v+ ®(u,u), Yu,v€TpM 4.4
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que de..ne un isomor..smo del ..brado afin T, M x T, M — T, M.

Existe en p, : T2M — T,M una Unica estructura de ..brado afin tal que para
cualquier conexion V de M el difeomor..smo V,, : T2M — T, M x T,, M de (4.3) de..ne
un isomor..smo entre ..brados a..nes. De este modo,

p:T?M = UmeMTgM — TM
tiene una estructura canodnica de ..brado afin con ..bra m-dimensional sobre T M. Se
de..ne el ..brado tangente de segundo orden
q: T°M — M
ity — ~(0)

Larelacion de equivalencia ~ de..nida por (4.1) es cerradaen la subfamilia 5’(3:, M)
de curvas por x regularmente parametrizadas, y su espacio de 2-jets asociados se denota

T2M = {jg(y) .y e Cla, M)} c T2M. 4.5)

A través de la proyeccion p,. : ﬁ?M — T, M-{0}, el espacio de 2-jets de curvas regulares
T2M de..ne un ..brado afin sobre T, M-{0} con ..bra m-dimensional.

De...nicion 4.2 Una conexion lineal V en M de..ne candnicamente una seccion global
para el ..brado q : T>M — T M tal que

oV: TM — T2M (4.6)
v 0V ()=o)
siendo 7Y (¢) la Unica curva V-geadésica con velocidad inicial (vY)y = v € T, M.

Obsérvese que a través del isomor..smo asociado V. de..nido en (4.3), pag.65, es
oV (v) =V;(v,0), y laseccion oV se corresponde con la seccion cero del ..brado afin
Usens(TeM x T, M) — TM.

Proposicion 4.2 Sea M una variedad diferenciable con estructura conforme Riema-
niana CO(M) — M. Si CCO(M) denota el espacio de conexiones lineales y simétricas
V compatibles con la estructura conforme de M, entonces, el espacio TBM de (4.5) se
obtiene como:
Usecconn (07 TM-{0:1)} = T2M,

y esta union es de espacios disjuntos o coincidentes.

Para toda conexion V es oV (0;) = j2(7,), con ~,(t) = = la curva con posicion
constante en xz € M.
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Demostracion. Cada 2-jet ji(v) € fﬁM esta representado por una curva
parametrizada regular v € 5(95, M), con ji(y) = v € T,M-{0,}. Por la Proposicion
3.2 en el capitulo anterior, existe una conexién simétrica y conforme V adaptada a la
curva y(t) en t = 0, que tiene como geodésica a ~(t) en un entorno de 0. Para dicha
conexion es oV (v) = j2(v). Concluimos asi que

oM = UVECCO(M) {o7 (L M-0a3)}

Veamos ahora que se trata de una unién de espacios disjuntos o coincidentes. Por
el Teorema 3.1, dos conexiones conformes di..eren en un tensor V. — V = ®,, con
a € AYM). Si existe un vector v € T,M-{0,} tal que Uv(v) = oV (v), se tiene
entonces que por la relacion (4.4) debe veri..carse la igualdad

Y, (0.0 =0 (1) =¥ (v) = V' (v,0) =V, (v, Ba(v,v).
De ella se deduce que ®,(v,v) =0con v # 0, y por la propiedad (b) de la Observacion
3.1, esto implica necesariamente que o, = 0. Queda entonces probado que en tales

condiciones los espacios oV (T, M-{0,}) y o (T M-{0,}) coinciden. m

4.2 Funciones elevacion de la conexion de Fermi-Walker

La conexion de Fermi-Walker candnicamente asociada a luna variedad conforme pro-
porciona una operacion natural de elevacion de curvas parametrizadas en la variedad
M al ..brado de referencias lineales L.

En contraste con lo que ocurre con las conexiones lineales, al pasar a la de..nicién
de una elevacion horizontal in..nitesimal, las funciones que obtenemos en el caso de
la conexion de Fermi-Walker se aplican sobre el tangente de segundo orden de la
variedad. Este hecho puede interpretarse diciendo que el criterio de adaptacion a
la curva t — ~y(t) puede reducirse en cada instante a un criterio de adaptacion al
correspondiente 2-jet j3(v) en T2 M.

4.2.1 Elevacion Fermi-Walker horizontal de curvas parametrizadas

Sea M una variedad conforme cuya CO(m)-estructura viene dada por el ..brado prin-
cipal CO(M) — M de referencias conformes.

A lo largo de cada curva parametrizada ¢t — ~(t) € M, la conexion conforme
de Fermi-Walker de..ne una ley de derivacion D7/dt : X(y) — X(v), ligada a una
nocién canonica de paralelismo entre los espacios tangentes (seccién 3.1.3 del capitulo
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anterior). EI espacio de los campos Fermi-Walker paralelos sobre la curva ¢ — ~(t)
recibe entonces la notacion

X ((v) = {V(t) € X(y): D"V/dt = 0}.

En el ..brado de referencias lineales = : LM — M, el paralelismo de..nido por la
conexién de Fermi-Walker da lugar a una operacién de elevacion horizontal de curvas
parametrizadas en M:

Vb = (v1,..,vm) € LMy, se de.ne la elevacion Fermi-Walker horizontal de
t —~(t) € M por b como la curva t — (P,b), € LM de..nida por:

(Pb), = Vi, Vi)t € LMy, VEEI,
para V;(t) € X| |(7) el tnico campo Fermi-Walker paralelo veri..cando V;(to) = v;.

La operacién de elevacion de curvas de..nida a lo conexién de Fermi-Walker satisface
la condicion de compatibilidad con la accion del grupo GL(m, R):

(By(b- 9))e = (Byb)i - g € LM, Vg€ GL(m,R),
tal y como ocurre con las conexiones lineales usuales.

Teorema 4.1 Sean v,% € C(x, M) dos curvas regularmente parametrizadas en una
variedad conforme Riemanniana M, y sean P,bg y P5by sus elevaciones Fermi-Walker
horizontales por una misma referencia by € L, M. Entonces,

o (Pybo) = G (Bsby) € Ty LM < j3(v) = ja(3) € T2M

Demostracion. Supongamos que la referencia inicial esta formada por vectores
(U140, Um) = bo € Lz M.

La estructura conforme cuenta con conexiones admisibles V y V tales que tienen
como geodésica a las respectivas restricciones de las curvas «(t) y 5(¢) en un entorno
de t = 0 (Proposicién 3.2). Entonces, las elevaciones Fermi-Walker horizontales se
corresponden, por de..nicion, con las curvas

(Pybo)e = (BYbo)i = (Vi oo, Vin) () € LMy

(Psbo)e = Psbo)y = (V1 ... Vi )(t) € LMoy
siendo V; € fﬁ () (respect. V; € %ﬁﬁ)) el campo V-paralelo (respect. V-paralelo)
con V;(0) =V;(0) = v; € T, M.
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Fijando una carta (U, = {z',...,2™}) en un entorno U de = € M, se obtiene
también una carta inducida® ¢, = {a:i;m;} para el .brado LA en un entorno de by.
La condicion de igualdad para el 1-jet de..nido en by, € LM por las curvas (P,bg); =
(’yi(t);Vij(t)) y (Psbo)e = (F(t); V”( )) se expresa entonces mediante las siguientes
identidades entre componentes:

(47(0) = (7Y (0 .
{ Vo) =T &0

La condicion de paralelismo veri..cada por los campos V;,V; permite desarrollar las
igualdades del sistema. Si Ffj y TZ denotan los simbolos de Christocel asociados a las
conexiones V y V para la carta ¢, sus respectivos campos paralelos deben veri..car la
siguiente relacién en coordenadas:

(VIY() = =3 (")) Vi (1) T (v (2))

S

V() = 7)) Vi) TLF )

,S

<

<

Fijando ¢ = 0 en estas ecuaciones, y teniendo en cuenta que V;(0) = V;(0) = v; € T, M,
el sistema anterior (4.7) resulta equivalente al sistema de ecuaciones:

' ] 4.8
2773(78)6 K <T7J”s - Fz’s)z =0 ( )

Por otra parte, el hecho de que V y V sean conexiones simétricas y conformes en
M permite controlar su tensor diferencia mediante una 1-forma o € A'(M) tal que
V -V = ®, (Teorema 3.1). De este modo, la segunda ecuacion del sistema da lugar
a la cadena de equivalencias siguiente
0=3,s(7)o vF (Ra)ls = Palyp,vi) (Vi,])

& 0=2a(yp,vs) (Vi)

< 0= (I)a(’%)) € CO(TIM)

< ax) =0€TrM (véase Obs.-3.1, pag. 38)

Concluimos entonces que la igualdad entre los 1-jets jj (P, by) = jj(P5bo) de..nidos

en by € LM por las respectivas elevaciones Fermi-Walker horizontales de las curvas
parametrizadas ~(t), (t) C M, rompe en el siguiente par de condiciones:

!La carta ¢, asigna las coordenadas (z'; %) a una referencia b= (v1, ..., vm) € LM, tal que

{ o(@) = (a*, .. z™)
dw(vﬂ):(x;v- 5Ly )<:>UJ Z x] B_z-
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(i) Y 0)=70) € TxM,

(i) (V-V). = ®o(z) =0 (coincidencia en x para las conexiones haciendo geodésicas
a las respectivas restricciones de las curvas y(t) y ¥(t)).

Obsérvese que partiendo de la doble implicacion @,,)(7(0),7(0)) = 0 & a(z) =0
(Obs.-3.1), y de la cadena de identidades siguiente:

a8

0 %‘07(” =% Y| = 3]0 = P (Y(0),7(0)),

_Y
o ']

resulta obvio que la condicion (ii) admite también la expresion alternativa:
s N Y| =
11 - = = t).
@ ¥v|, =¥, 70
Llegados a este punto, hemos logrado expresar la condicion j§ (P, by) = ji (P5bo)
mediante el sistema de ecuaciones (i), (ii)’; y este sistema es precisamente el que de-

scribe la identidad j3(v) = j73(F) (véase la de..nicién alternativa de ~). Es clara
entonces la equivalencia del enunciado. B

4.2.2 Elevacion in..nitesimal de Fermi-Walker

Del Teorema 4.1 se desprende que la operacion de elevacion Fermi-Walker horizontal
de curvas parametrizadas da lugar a una operacién de elevacion horizontal a nivel
in..nitesimal ligada al tangente de segundo orden.

De..nicién 4.3 Para b € LM,, x € M, la funcion de elevacién Fermi-Walker hori-
zontal se de..ne como

ke 1 T2M — T,LM (4.9)
Jg(V) = jtl)(va)

Obsérvese que el Teorema 4.1 anterior asegura que no existe ambigledad en la expre-
sion ky (53(v)) = js (P4b), y la funcién x;, esta perfectamente de..nida.

La nocidn clésica de funcion de elevacion asociada a las conexiones lineales (De...ni-
cion 2.6), da paso a una nocién mas general, asociada a la nueva familia de funciones
de elevacion rp : T2M — T,LM, de segundo orden, veri..cando:

1. Compatibilidad con la accion del grupo de estructura G L(m,R) en el ..brado de
referencias lineales LM:

Kbg = (Rg)« o kp, Vg € GL(m,R).
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2. Relacion inversa respecto a la proyeccion del ..brado = : LM — M:
0 my(j5(7)) = jo(7) € Tub.

3. Correspondencia con la operacion de elevacion de curvas a nivel in..nitesimal:

“Dada una curva t +— 7y(t) € M y una referencia lineal by € LM,4,), la elevacion

horizontal ¢ — (IP,bp); en LM es una curva integrando la ecuacion diferencial

(Pybo); = K. b0y, (78 (Y 0 7¢))

para el valor inicial (Pybg )y, = bo.”

La funcion de elevacion x; de Fermi-Walker

La relacion que por de..nicion existe entre la conexion de Fermi-Walker y la familia
CCO(M) de conexiones lineales y simétricas compatibles con la estructura conforme,
gueda mani..esta también a nivel de las correspondientes funciones de elevacion en
el ..brado conforme. Mostramos en la Proposicion 4.3, que la funciéon de elevacion
natural y : T:fM — Ty LM arriba de..nida es el resultado de “ensamblar” las distintas
funciones de elevacién ’%v : Ty M — T, LM de conexiones conformes V a través del
espacio i?M en el sentido que veremos a continuacion.

En la Proposicién 4.2 de la pagina 66 se a..rma que la presencia de una estructura
conforme en M provoca que el espacio de 2-jets TEM rompa en la unién

U (oY (T, M-{0,})} =T2M
VeCCO(M)

de copias disjuntas de 7, M-{0,}, indexadas por las distintas conexiones lineales de la
estructura conforme en = € M. Recuérdese que oV : T,M — T2M es la seccion de
(4.6) tal que oV(v) = j2(vY), para 7Y (t) la V-geodésica con velocidad inicial .

Proposicion 4.3 Al componer la funcion & : f,fM — Ty LM de elevacién Fermi-
Walker horizontal, con la seccion oV : T,M-{0,} — Tl?M de (4.6) ligada a la conexion
conforme V € CCO(M), se obtiene la funcion de elevacion V-horizontal /@bv,

kpooV =ry : T,M-{0,} — T,LM (4.10)
v o kY () = (vab)(),, Y =V

Demostracion. Sea v € T,M-{0,} y sea vy € é(x, M) la curva V-geodésica
con velocidad inicial v, entonces,

Kb O UV(U) = ’fb(]% (%v)) :j& (P(Vy)b) = j&(P(Y,y)b) = (P(zy)b)f) = ’fbv(v)-
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Se ha utilizado que al ser vy una curva V-geodésica, es Pvyb= P&V)b. [ ]
Es claro que esta propiedad, junto con la descomposicion

U {o¥(TM-{0.})} =T2M
VeCCO(M)

determina totalmente la funcién g : ZNZEM — T, LM de elevacion Fermi-Walker hori-
zontal, paracada b e LM.

La Proposicion 4.3 indica también que la de..nicion de la funcién de elevacion
puede extenderse de manera coherente al 2-jet de la curva constante ~,(t) = = € M,
mediante el siguiente procedimiento

k(35 (7)) = Kb 0 0¥ (Gg(1,)) = Ky (05) = 0p € T,LM.
De este modo es posible de..nir una funcién de elevacion extendida,
ky: TEM U {52 (v,)} — T,LM

conservando aun la propiedad «;, 0oV =y : T M — T, LM para toda conexion line-
al V compatible con la estructura conforme.

Vamos a ver ahora una serie de Lemas previos, que seran utilizados posteriormente

en la demostracion de que x, tiene estructura de monomor..smo entre ..brados a..nes.

Lema 4.1 Sean V,V dos conexiones lineales y conformes en la variedad M, tales que
¥V -V =&, € TYM) para la 1-forma a € A*(M) (véase Teorema 3.1). Entonces,
Yo eTyMybe CO(M) es:

(0¥ (v)) = (0¥ (v) = = (@, (V))#(b)

con: V=>0b"1(v) eR™,
n=aobeR™,
(®,V)* el campo fundamental dado por ®,V = (V) I, + Vi —nTVT € co(m).

Demostracion. Este resultado es consecuencia de la Proposicion 4.3 y del
Corolario 2.1 (ii) del Capitulo 2. De la combinacion de estos resultados se deduce

() = re(0™ (v)) =y (V) = Ky (v) = = (Gp(V)) (D),

en donde la aplicacion ¢, esta de..nida por ¢, = b o @y, o (b,0) = b1 ®,. Por la
Observacion 3.1 (a), se tiene que ¢, = b;léa(m) = @ (z)0p Y queda asi demostrada la
relacion del enunciado. m

<

Ky (o
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Recuérdese que cada conexion V permite ver T2\ como T, M x T, M a través de
la equivalencia dada por V, de (4.3), pag.65. En particular, se tiene el isomor..smo
de ..brados a..nes (sobre T, M-{0,})

Vi : ToM — T,M-{0:} x ToM,, Vo (73(7) = (v, 37 |,)-

Lema 4.2 La conexion lineal y conforme V en M de..ne también el siguiente isomor-
..smo entre ..brados a..nes (sobre 7, M-{0,}):

sV 0 T, M-{0,} x TiM  — T2M
V(,U’a) = V_l (Uv_q)a(v7 U))

(v,a) +— s v

Demostracion. Veamos que Vo0 sV : T,M-{0,} x TxM — T, M-{0,} x T, M
es isomor..smo de ..brados a..nes.

Fijado v € T, M-{0,} es: V, 05V (v,a) = (v,—®u(v,v)), Va € T; M. Esta trans-
formacion respeta la estructura de espacio afin de las ..bras y ademas es inyectiva:

—Ou(v,v)=0€ LM & a=0eT,;M (Obs.-3.1, pag.38).
Por cuestion de dimensiones, obtenemos que es isomor..smo afin entre las ..bras. ®

Si 'V es otra conexion conforme tal que V = V + &, para a € A}(M), entonces,
(Vo) ! (0, 1) = (Vo) Hv,u+ Bu(v,v)) (Véase (4.4), pag.65). Por lo tanto, es

oV () = (V)" (©,0) = (Va) " (1, ~Pa(v,0)) = 57 (v,@).
Teorema 4.2 La aplicacion de elevacion xy : T2M — TyLM, con b € CO(M), de..ne
un monomor..smo entre ..brados a..nes sobre T;; AM/-{0,}.

2M 2 T,LM-{0y}
Pz l lw*
T.M-{0,} —4  T,M-{0,}
Demostracion. Fijamos la presencia auxiliar de una conexién lineal y simétrica
V compatible con la estructura conforme.
Por el Lema 4.2, la conexion de..ne unisomor..smo sV : (T, M-{0,})x T} M — TEM

entre ..brados a..nes. Mediante la referencia conforme b € CO(M), se identi..can los
espacios T, M-{0,} con R™-{0} y de T,y M con R™*, dando lugar a la parametrizacion

R™-{0} x R™ — T2M
(4.11)
Vi) — sV (0(V),nob™)
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Por otra parte, la conexion V da lugar a la descomposicion
T,LM =Hy @V, =0 (T:M) @ (Ly), (gi(m,R)),
que permite de..nir la siguiente identi..cacion

R™-{0} x gl(m,R) —> T,LM-{0,} @12
(V.a) = K (0(V)) +a™(b)

La funcion xy : TQ?M — Ty LM actta entonces del siguiente modo

kb o sV (b(V),mob™) = kpooV(v) =kpoaV(b(V)) + (2(V)¥ (D)

siendo V =V + &, con a € AY(M) tal que a(xr) =nob~! € T*M. En esta cadena
de igualdades hemos utilizado el Lema 4.1

De este modo, a través de las equivalencias (4.11) y (4.12), la funcion xy se corres-
ponde con la asignacion

R™-{0} x R™ 3 (V) — (V,@y(V)) € R"-{0} x gl(m, R) (4.13)

que de..ne un monomor..smo entre ..brados. B

Corolario 4.1 La elevacion horizontal x, : T2M — T,LM-{0,} de..ne un monomor-
..smo entre ..brados a..nes (sobre T, M-{0,}) en cualquier referencia b € LM.

Demostraciéon.  Es consecuencia del Teorema 4.2 anterior y de la propiedad
Kb.g = (Rg)« 0 Kp, Vg € GL(m,R). &

El ..brado horizontal H, de Fermi-Walker

La conexion conforme de Fermi-Walker can6nicamente de..nida sobre las curvas para-
metrizadas de M, se caracteriza a través de una operacion asociada de elevacion del
tangente de segundo orden de)M, al tangente del ..brado de referencias LM.

Para b € LM,, el espacio JN}?MU {j2(v,)} de segundo orden en z € M se eleva
candénicamente a un espacio horizontal H, = Im(kp) C Tp LM.

Partiendo ahora de la siguiente cadena de igualdades

Hy=ry (EMU{R0Y) = U moo"@M)= U M,
VeCCO(M) VeCCO(M)
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se observa que el espacio horizontal H, C T3 LM coincide con la unién de los espacios
horizontales Hbv = Im(,‘{bv) disjuntos?, dados por las distintas conexiones lineales y
conformes V. Cada H) es una copia de 7T,,M en T,LM. Podemos decir que la
“laminacion” natural de T2M U {j2(v,)} en copias de T.M (de la Proposicion 4.2),
se corresponde con una “laminacién” natural también del horizontal H;, C T3 LM por
copias de T M. Precisamente, la dada por los distintos subespacios horizontales de
las conexiones simétricas y conformes.
El horizontal Hy C T LM de la conexion conforme de Fermi-Walker veri..ca

Hy NV, = {04}

Por otra parte, por el Teorema 4.2, el espacio Hy = rp(T2M) = Hy-{0p} de..ne
un sub..brado del ..brado afin T,LM-{0,}— T,M-{0,}, que es una copia del ..bra-
do T2M — T, M-{0,}, obtenida por la elevacién natural de Fermi-Walker ;.

Lema 4.3 Dado &, € H,, conb € CO(M), existe un Unico subespacio vectorial suple-
mentario a V;, en T,CO(M ), contenido en Hy, y tal que contiene al vector &,.

Demostracién. Dado &, € Hj, = Uveccoar My -{0:}, existira una conexion
conforme V en M tal que &, € HX-{ob}. Veamos ahora que Hbv es el Unico subespacio
en las condiciones del enunciado.

Supongamos ahora que existe un subespacio vectorial distinto K, # HY conteni-
doen H, y tal que: &, € Ky y Ky @V, = T,CO(M). Estos subespacios de..nen por su
horizontalidad, unas funciones lineales de elevacion:

Ry = (7*‘H§>_1 M —H Yy kb= (7T$|;Cb)_1 T M — K.

Por hipotesis existe un v € T,,M-{0,} tal que s (v) — &Y (v) = a#(b) € V), para cierto
ap € gl(m, R) no nulo. Obsérvese que parau = 7. (&) € Te M, €s ry (u) = & = K< (u).
Se considera entonces la aplicacion lineal

a:R2S (r,s) — o(r,s) € gl(m,R),, (kK — kY )(ru+ sv) = a?é )(b)

7,8

que Veri..ca a,s) = ra1,0)+ 50,1y = sap. Por la demostracion del Teorema 4.2 (véase
(4.13)), sabemos que a5 = nr,s(b_l(m + sv)) para un 7, ; € R™*. Se obtiene asi

una funcion diferenciable

n:R2-{0} > (r,s) — n(r,s) € R™

_ZEntendiéndose con ello que para conexiones conformes V y V distintas en z € M se tiene que
Hy NHy = {06}
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cumpliendo la siguiente identidad para U = b~(u), V = b~1(v) € R™-{0}:
Py, (rU +V) = ay5) = s0. (4.14)

Veremos que esta Ultima identidad implica oy = 0, llegando asi a una contradiccion
con lo inicialmente establecido. No puede existir por tanto el subespacio K; # Hbv.

Queda por deducir la anulacion de ay € gl(m,R) de la identidad ultima (4.14).
Obsérvese que mediante su derivacion se obtienen las siguientes ecuaciones para la
diferencial de la funcién n : R2-{0} — R™*:

§) @gagy) (U + V) + By (U) =0
(ii) @%(hs)(TU +sV)+ @n(T,S)(V)

@

Por otra parte, es claro que V¢ se mantiene n(tr,ts) = n(r,s) y en consecuencia,
on/or = —on/0s. En particular, estudiando el caso (r, s) = (0,1) se tiene que:

(i) = Poy

210(U) =000 U#0 = F(1,00=0 = F(L,0)=0

de manera que ..nalmente se obtiene oy = Py,
Os

10U)=0€ gi(m,R). m

Corolario 4.2 Dado &, < H,, con b € LM, existe un Unico subespacio vectorial
suplementario a V, en 1, CO(M), contenido en H,, y tal que contiene al vector &,.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion que acabamos de probar y de
igualdad Hy.g = (Ry)«(Hp) para el isomor..smo (Ry)« : T4 LM — TpyLM. W

Este resultado signi..ca que todo vector &, € Hp no nulo, esto es, todo &, € Hy,
determina un Unico subespacio horizontal #, en T,LM, para alguna conexion lineal
V compatible con la estructura conforme de M, mediante las condiciones de contenido

GEMY y HY CHy.

Corolario 4.3 Cada seccion o del ..brado H = Useran H, — M determina un
Unica conexion lineal y simétrica V compatible con la estructura, tal que si ;) denota
el subespacio horizontal de V en T, LM, entonces, Vz es

o(zx) € HY, para b= n(o(x)) € LM.



Capitulo 5

Geometria conforme segun el
modelo de Cartan

En este capitulo se aborda el estudio de la geometria conforme desde el punto de vista
propuesto por Cartan, en ”’Les espaces a connexion conforme” [9].

En una primera seccion comenzamos analizando el modelo conforme sobre un es-
pacio vectorial estdndar V. Mediante un procedimiento canonico que involucra las
esferas conformes del espacio, se de..ne la compleccién esférica V=VU {0}, como
una compacti..cacion del espacio inicial V que extiende también su estructura conforme
al punto co. Esta construccion toma como modelo la esfera m-dimensional conforme
S™, candnicamente identi..cada con S™ = R™ U {co} a través de su proyeccion estere-
ogra..ca sobre R™ (visto como el espacio tangente en O € S™).

Esta nueva modelizacion nos lleva a reformular el concepto de referencia conforme
(apartado 5.1.4), que ahora hace alusién a transformaciones b : S™ — V que esencial-
mente vienen de..nidas como difeomor..smos conformes entre las esferas (para m > 1).
Los grupos asociados a la estructura conforme (apartado 5.1.3) estan formados por
transformaciones en el grupo de Mdbius Mo6b(S™) = G™ de la esfera S™, en donde se
incluyen como subgrupos de isotropia: el grupo lineal conforme CO(m) = (G™)0 o
como el subgupo de transformaciones que ..jan los puntos origen O e in..nito oc; el
conforme a..nizado ACO(m) = R™ K CO(m) = (G™)« que a través de R™ incluye
también las traslaciones del origen O; y un subgrupo (G™)o = H™ =~ CO(m) £ R™*,
conjugado de ACO(m), que contempla a través de R™" las traslaciones del in..nito
oo. El caso unidimensional conforme, m = 1, tiene una naturaleza distinta y se trata
en una seccion a parte (apartado 5.1.6) en la que se establece su equivalencia con la
estructura proyectiva de la recta unidimensional P! = R! U {oco} = S!.

En la seccion 2 se presentan las variedades conformes Riemannianas bajo el modelo
de Cartan, que sustituye el espacio tangente conforme por su compleccion esférica.

7
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Cada uno de los puntos x € M de la variedad conforme tiene apoyada una esfera
tangente T,M doblemente punteada, en donde se distinguen:

(a) un punto origen O, € T, M, identi..cado con el punto de apoyo x, de modo que
la esfera T, M es tangente a la variedad en el sentido de que en el punto O, = z sus

espacios tangentes coinciden: To, (T, M) =T, M,

(b) un punto in..nito oo, € T,M, que permite proyectar dicha esfera sobre el
tangente T, M, y se tiene la identi..cacion canénica T, M = T, M U {co,}.

La correspondiente operacién de transporte paralelo de esferas tangentes sobre M
va ligada a la nocién de conexién conforme (de Cartan) en un ..brado especial de
referencias esféricas Q(M) — M, con grupo estructural H™ C Maob(S™).

Comenzamos la seccion 3 introduciendo brevemente los conceptos mas signi..cativos
de la teoria de conexiones de Cartan sobre ..brados principales. Para H subgrupo
cerrado del grupo de Lie G, el espacio homogéneo G — G/H de..ne lo que llamamos
una geometria de Klein. Una geometria de Cartan (De..nicion 5.7) generaliza esta
de..nicién a través de un H-..brado principal Q — M dotado de una 1-forma w €
AYQ, g) que da lugar a las equivalencias: T,Q ~ 0=T.GYy T;(Qz) = h=T.H.

A continuacion presentamos el resultado conocido (Cartan [9], Poor [37]) de que en
el contexto de las variedades conformes Riemannianas una conexién lineal y simétrica
en el ..brado de referencias conformes lineales CO(M) tiene asociada una conexion
de Cartan w en el ..brado de referencias esféricas especiales Q(M), univocamente
determinada por una condicion natural de normalizacion (5.5). Geométricamente,
este resultado signi..ca que el transporte paralelo de ..brado tangente asociado a una
conexion lineal conforme V, se extiende a un transporte paralelo de esferas tangentes
que se formaliza en la conexion normal de Cartan w.

Lageometria normal de Cartan (Q(M),w) asi obtenida, adolece de la falta de cano-
nicidad propia de la nocion de conexion lineal y simétrica de una estructura conforme
(que conocemos del Teorema 3.1). En capitulos anteriores la original introduccién
del criterio de adaptacion a la curva, permitié la de..nicion canodnica de la conexion
de Fermi-Walker y del tensor de Schouten sobre curvas parametrizadas. Mostramos
entonces que este mismo criterio permite determinar también en el modelo conforme
de Cartan una conexion esférica de Fermi-Walker, tipo conexion normal de Cartan,
candnicamente de..nida sobre las curvas parmetrizadas (De..nicion 5.12). Este re-
sultado indica que existe un movimiento natural preferente de las esferas conformes
tangentes a lo largo las curvas parametrizadas de una variedad conforme.
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5.1 Estructura conforme vectorial de Cartan

La proyeccién estereogra.ca de la esfera m-dimensional S™ = {y € R™*!: ||y = 1}
sobre el espacio R™, identi..cado con el tangente a la esferaen O = (1,0, ...,0) € S™,
desde el punto co = (1,0, ...,0) € S™, de..ne un difeomor..smo conforme

Sm-{oc} — R™

24 2
y oo (R )

que da lugar a la identi..cacion canonica S = R™ U { co}.

El modelo de Cartan generaliza esta construccion para un espacio conforme arbi-
trario V, y permite de..nir su compleccion esférica V= VU {0} equivalente a la esfera
conforme S™. La idea consiste esencialmente en lo siguiente:

(a) Se construye el espacio proyectivo de las hiperesferas generalizadas IP’(%A") que
depende exclusivamente de la estructura conforme de V, y que recibe una estructura
conforme heredada de tipo Lorentziano C. Este espacio incluye a las esferas conformes
(de..nidas en la seccion 3.1.1 del Capitulo 3) y a los hiperplanos a..nes como esferas
por el in..nito co.

(b) Los propios puntos de V pueden ser considerados como esferas de radio cero,
y la cuédrica proyectiva de..nida por el cono de luz de C resulta ser V=V U {0}, la
compleccion esférica de V, con una estructura conforme que la hace equivalente a la
esfera S™.

5.1.1 Compleccién esférica
Formas cuadraticas esféricas

La familia de formas cuadréticas a..nes de un espacio vectorial V constituye un espacio
vectorial real QA(V), en donde cada uno de sus elementos ¢ se descompone en

q () =g ) —2q(v) — 29

con ¢ forma cuadrética en V, ¢; € V* forma lineal, y go € R. Cada § € QA(V) induce
una cuédrica afin en V a través de su imagen

GgH0)={veV:jwv)=0}cCV

y el espacio proyectivo P(QA(V)) corresponde al espacio de cuédricas a..nes de V.
La presencia en el espacio vectorial V de una estructura lineal conforme CO(V) va
univocamente ligada a una familia de métricas conformemente equivalentes

C={e¥(,):r R}
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y a la de..nicién de una nocién de esfera conforme en V, como se recordara de la
seccion 3.1.1 del Capitulo 3. En el espacio de cuadricas a..nes QA(V) esto da lugar a
un subespacio distinguido V de formas cuadréticas esféricas de C, de..nido por

V= {(jéQA(V):qQ:M.\Q para k €Ry |.|?> la norma de (.,.)EC} (5.1)

~

y que tiene dimension m+2 (m = dim V). El espacio proyectivo P(V), de las cuadricas
a..nes inducidas por V recibe el nombre de espacio de hiperesferas o (m — 1)-esferas
generalizadas de la estructura conforme.

Observacién 5.1 El dual V* esta naturalmente sumergido en ¥ como subespacio vec-
torial m-dimensional. Cada 1-forma ¢, € V* puede identi..carse con la forma cuadrati-
ca esférica g=0.|.|>— 2¢1 — 2.0 € V.

Imagenes de cuadricas esféricas.

Sea b = (v1,...,um) € CO(V) una referencia conforme de coordenadas asociadas
(X1,..., Xm). Existe en V una Gnica métrica conforme (.,.) € C con norma |.[> =
. X2. Cada forma esférica ¢ = g2 — 2q1 — 2go € V admite entonces una expresion en
coordenadas (zo, 1, ..., tmi1) € R™2 tales que

Q = X0 Zi:l Xz2 — 221‘:1 xiXi — 2:(:m+1, (52)

con g =x0|.% @ =2mi1, Y @1 () = 23,¥i = 1,...,m.
Si g2 # 0, la ecuacion de la imagen de ¢ se escribe

2
T Tio | 5Tm+l
X;——) — =2 42| =0
Zz’ < ! 1‘0) [Zz(xo) + x0 :|
que representa en general una (m—1)-esfera afin en V de centro el punto de coordenadas

(z1/z0,...,2m/x0) respecto a b, y cuyo radio R respecto a la métrica (.,.) viene dado
por la expresion

R2 = xaz (ZZ :L'zz + 2:L'0£Em+1> .

R tiene caracter real, imaginario o nulo segun el valor de Y7, 27 + 2xozm+1 € R sea
mayor, menor o igual a 0.
Si g2 = 0, la ecuacion de la imagen de ¢ se escribe

m
Zi:l .Z’,LXl + me+1 = 0

que representa el conjunto vacio (si ¢; =0, x,,.1 # 0), el total (si ¢; = 0, ¢y = 0),
o un hiperplano afin (vectorial si go = 0) cuya direccion vectorial viene dada por la
forma lineal ¢1 =), 2; X; € V*.
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Obsérvese que la expresion en coordenadas p? = 37, 22 + 220,11 de..ne en el
espacio vectorial V una forma cuadratica fundamental asociada a la métrica conforme
inicial (.,.) €C de V.

Estructura conforme en el espacio de esferas

Cada meétrica (.,.) compatible con la estructura conforme Euclidea C de V, dota de
estructura candnica de espacio Euclideo al dual V* al imponer que el isomor..smo
canonico asociado | y: V — V*, v |y (v) = (v,.), sea isometria. Por este pro-
cedimiento, la estructura conforme de V pasa a su espacio dual V* de manera tal que
quedan invertidas las relaciones de proporcionalidad entre las métricas conformes:

(=) = (e =e 7, )y

La estructura conforme Euclidea C en V permite de..nir un espacio asociado de
formas cuadraticas esféricas V = (5.1), en el que se halla naturalmente sumergido el
espacio dual V* de formas lineales (Observacion 5.1). Cada métrica conforme (.,.) € C
induce también en V una métrica lineal p (.,.) de tipo Lorentz, en base al isomor..smo
asociado

RxVxR — V (5.3)

(l'(),v,.fm+1) = q:$0|"2 _2<U7'>_2xm+l

que la identi..ca con la métrica Lorentziana de R x V x R dada por
P (20, v, Tm1) = |V[° + 2200Tms1 = 02 (4)- 5.4

Observacion 5.2 La restriccion de la métrica Lorentziana p(.,.) al dual V*, sumeryi-
do en V como subespacio m-dimensional (Observacion 5.1), coincide con la métrica
dual usual (Euclidea).

La sustitucion de la métrica conforme (.,.) en C por otra {.,.) = €27 (.,.), produce
sobre el isomor..smo (5.3) la siguiente variacion

N —orT2 T R
G=wz0|.> —2,.) = 2tmi1 =x0e F].| =27 (0,.) — 241, VGV,

y la forma cuadrética de..nida por (5.4) en el espacio V experimenta también un cambio
conforme inverso:

- - _ T2 _
5(q) =Dle w0, € 2 v, Tmi1) = le 20| +2(e” ¥ 20) Tma1
(0?4 2002m41) = €72

=¥ ‘672%‘2 +2¢ 0Ty =€ p(q).
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En conclusion, el espacio V de formas cuadraticas esféricas de (V,C), esta dotado
de una estructura conforme candnica de tipo Lorentziano

C={e%p(,):reR},

heredada de la estructura conforme Euclidea de V por medio de la correspondencia
C3(.,.) p(.,.) €C de.nida en (5.4).

Compleccion esférica

El cono de luz € asociado a la estructura conforme Lorentziana C de V de..ne en el

espacio proyectivo P(V) de hiperesferas, una cuadrica regular
V={ld epV):qe C}={[d €P(V): (@) = 0, parapeC} (5

que Ilamamos compleccién esférica del espacio conforme (V,C), y que hereda del am-
biente una estructura conforme Riemanniana C.

Fijada la referencia conforme b € CO(V), de coordenadas ortonormales (X1, ..., Xi»)
para la métrica (.,.) € C, existe en el espacio V de formas esféricas un sistema de
coordenadas lineales (xo, ..., xm+1), iINducido por la ecuacion (5.2), pag. 80, que permite
identi..car cada punto de P(V) con sus coordenadas homogéneas [z : ... : Zp11]-

Paracada d = ¢ —2q —2qo € V, de coordenadas (20, ., Tmt1) € R™T2, la métrica

de Lorentz asociada p(., .) veri..ca entonces la identidad

p%(q) = ZZl 22 + 220 Tm 1. (5.6)

De este modo, si g2 = 0, la cuadrica inducida corresponde en general a un hiperplano
afin de V con direccién vectorial ¢; € V* y p%(q) = |q1|2. En caso contrario (g2 # 0),
la cuadrica inducida corresponde a una hiperesfera de centro ug =1 (:z:glql) eVy

cuyo radio al cuadrado respecto a (., .) viene dado por R? = a:g2,o2 (q)-
Obsérvese que el centro de la hiperesfera conforme [¢] de..nida por ¢ € \%

up =T(,y (75 @) €V, (con g =0 . %) G.7)

permanece invariante por los cambios de métrica conforme (.,.) — e (.,.), y por los
cambios de representante ¢ — e27q. Por lo tanto, tiene sentido de..nir el centro de la
esfera [§] como el punto up € V dado por (5.7).

Inclusion natural de VenV

Cada [j] € V, con ¢ # 0, es una (m — 1)-esfera en V de radio nulo que identi..camos
con su centro ug € V de..nido como en (5.7), y reciprocamente, un vector v € V puede
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ser considerado como una esfera de radio nulo en V. De este modo, el espacio conforme
Euclideo V se encuentra naturalmente sumergido en su compleccion esféricaV c P(V),
mediante la inclusion

1V — ¥V (5.8)
v o @) =[P =2, + o]

siendo (., .) cualquier métrica conforme en C'y |.|* su norma asociada. Esta inclusion
respeta ademas las estructuras conformes de los espacios (V,C) y (V,C) (veremos este
resultado en la Proposicién 5.1).

Unicamente el punto de V correspondiente a la recta de formas cuadréticas a..nes
{G=—2q0 € V: qo € R} no representa un punto de V, y recibe el nombre de punto del
in..nito oo de la compleccion esférica V. A través de la inclusion natural ¢ : V — V
(5.8), se tiene la identi..cacién canonica

V =V U {oo}. (5.9)

Topoldgicamente, V coincide con la compacti..cacion de V por un punto.

Existe otro punto distinguido por su naturaleza especial en la compleccion esferica:
el dado por la recta de formas cuadraticas {¢ = ¢o € V : ¢ = k|.|*}. Este recibe el
nombre de punto origen O de la compleccion esférica V, y se corresponde con el origen
vectorial de V mediante la inclusion ¢ : V < V. La diferencial en 0 € V, ¢, : V =
ToV = TpV, de..ne entonces un isomor..smo que permite identi..car canénicamente el
espacio V con el tangente en el origen O de su compleccion esférica V,

V <& ToV. (5.10)

Obsérvese que esta identi..cacion respetara también sus correspondientes estructuras
conformes.

Ortogonalidad

La métrica Lorentziana p(.,.) inducida por una métrica conforme (.,.) € C tiene una
clara signi..cacion geométrica en el espacio V de hiperesferas del espacio conforme V.
Un estudio en detalle puede verse en Berger [5].

A continuacion presentamos una serie de resultados que damos sin demostracién
por deducirse esta de forma directa de un calculo basado en la identidad (5.6) que
expresa p(.,.) en coordenadas y su relacion con las caracteristicas de las hiperesferas
asociadas.

En el espacio de formas esféricas positivas {G € V: p2(4) > 0} se tiene que si

p(q.q)

n —=rel[-1,1],
p?(9)2p*(q)?
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entonces, las formas ¢ y ¢’ de..nen dos hiperesferas del espacio conforme V que se
cortan con un angulo ¢ = arccosr € [0,7], respecto a la medida de angulos en V
inducida por la estructura conforme C (véase seccion 3.1.1 del Capitulo 3).

Asi mismo, para dos formas esféricas reales ¢, ¢’ € v, 02(@),p*(q") > 0, la condicién
de ortogonalidad p (¢, ¢') = 0 resulta equivalente a las siguientes condiciones sobre sus
cuadricas imagen en V:

1. Si [4], [¢'] son hiperesferas reales o hiperplanos: se cortan ortogonalmente?;
2. Si [¢/] corresponde a un punto de V: el punto [§'] est4 contenido en [G];

3. Si [¢] es el punto in..nito de V: [¢] es hiperplano afin de V.

La imagen en V de una hiperesfera real [¢] € IP(V) coincide entonces con el conjunto
de puntos v € V tales que en su identi..cacion con esferas de radio nulo ¢(v) = [¢] € V
(véase (5.8)) cumplen p(G,q’) = 0. Asi, la imagen de la hiperesfera [ ] € IP’(%A’) puede
de..nirse en a la compleccion esférica V =V U {oo} como el conjunto de puntos

{[d1€T cB@: 0, 9) =0},
esto es, como la interseccion en P(V) de la cuadrica V con el hiperplano ortogonal
a1t = {141 € B¥): p(3,4') = 0}

De este modo, el punto in..nito co € V se incorpora de manera natural a la imagen
de los hiperplanos a..nes de V a su paso a la compleccion esférica V. Hiperplanos y
esferas conformes de V comparten una misma naturaleza (de hiperesfera real) en la
compleccion esférica V=V U {oo}.

5.1.2 Modelo analitico

Recuérdese (pag. 80) que la referenciab € CO(V), con coordenadas (X1, ..., X,,,) ortonor-
males para la métrica conforme (.,.) € C, inducide en V un sistema de coordenadas
lineales (zo, 21, ..., zm41) ligado a la referencia b = (Ao, A1, ..., A, A1) de V,

Ag = Zz_ X2, Ai=-2X; i=1,...,m), Ap =-2. (5.12)

El espacio P(V) hereda un sistema de coordenadas homogéneas [z : ... : ZTma1] Que lo
identi..ca con P™*1. Los objetos geométricos inherentes a la estructura conforme de
V adquieren entonces expresiones analiticas que resumimos a continuacion:

! Dos hiperesferas reales se dicen ortogonales si la interseccion de sus imagenes como subconjuntos
de V es no vacia, y en cadaZalgin punto de su interseccion los respectivos espacios tangentes son
ortogonales respecto a la estructura conforme C.
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(1) La métrica Lorentziana p(.,.) € C inducida en V por (.,.) € C se corresponde
con la forma cuadratica cuya expresion en coordenadas p? = 7" 22 + 2x0Zm+1 esta
ligada a la matriz

0 01
Smi1a=|0 I, 0
1 00
(2) Mediante las coordenadas homogéneas [zo : ... : Zm+1] de IP’(%A’), la inclusion

natural . : V — V c P(V) (de..nida en (5.8), pag.83) tiene la expresion
(X1y ey Xon) — [Le X1t s Xt =230, X7 (5.12)

Ademas, los puntos destacados de Vson O =[1:0:...:0] y co=[0:...:0: 1].

(3) La compleccion esférica'V es una cuédrica regular en el espacio P(V) que puede
identi..carse con la interseccion en V del cono de luz C y el hiperplano afin

II xo—%$m+1:1 .
A través del cambio de variables (xo, ...,zm+1) — (Yo, -, Ym+1) €N V de..nido por

yo=£o+%$m+1
yi=uzi, 1<i<m

1
Ym+1 = L0 — 3Tm+1

la forma cuadrética p* adquiere la expresion >; y? + yg — v2,,1, Y el hiperplano II
tiene ecuacion y.,+1 = 1. Es claro asi que II es un hiperplano espacial y hereda de
p una métrica Euclidea, en la cual (yo,vy1,--- ,ym) = (Yo,Y1,- .- ,Ym, 1) cONstituye un
sistema de coordenadas ortonormales de II.

La compleccion esférica V, al estar identi..cada con la interseccion del hiperplano
II: y,1 =1conelcono C: 5,42 + 13 — y2,1 = 1, se corresponde con la m-esfera
de ecuacion

m
vo+Y E =1 (ymr1=1).

El isomor..smo R™ — II ligado al sistema de coordenadas (yo,...,¥m) induce por
restriccion una correspondencia conforme

b:S*"cR™ — V=Cno (5.13)

(Y0, Y1, - Ym) +— [‘1“’;—11‘10+y11211+---+ymAm+(y0-1)Am+1
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que denominamos sistema de coordenadas esféricas de V. Obsérvese que esta identi..-
cacion respeta la estructura conforme usual de la esfera S™ y la estructura conforme
C inducida en V por p € C. Los puntos origen e in..nito de V estan identi..cados con
los puntos antipodales de S™

0 =(1,0,...,0) e S™
o =(-1,0,...,0) e S™
(4) Lainclusion natural . : V < V, expresada en términos del sistema coordenado

(X1,..., X;m) que hace R™ &y y del sistema de coordenadas esféricas (o, ..., ym) que
hace S™ & F (5.13), coincide con la inclusion de R™ en S™, de..nida por

1_%HX||2 Xl Xm
L+ IXI2 1+ 3 IX)12 1+ 41X

X =(Xy,., X,,) — ( (5.14)
siendo || X|* = 3, X2. La funcién (5.14) es la inversa de la proyeccion estereogra..ca
de S™-{oc} sobre R™, proyectando desde el punto co = (—1,0,...,0) € R™ 1 sobre el
hiperplano R™ = {(1,4,..., y,,) € R™1} tangente a S™ en O = (1,0,...,0). Dado
que la proyeccion estereogra..ca de..ne una aplicacion conforme (véase Poor [37] o
Apanasov [2]), hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 5.1 La estructura conforme C en la compleccion esférica V de (V,C), se
caracteriza por hacer que la inclusion ¢ : (V,C) — (V,C) sea una aplicacion conforme.

Obseérvese ademés que la diferencial de la inclusion (5.14) en el origen es la identidad
en el espacio R™, doblemente identi..cado con ToR™ y con TpS™. Se tiene asi que el
difeomor..smo de coordenadas esféricas b : S™ — V de (5.13) recupera la referencia
conforme inicial b : R™ — V a través de la diferencial en el origen, tal y como muestra
el siguiente diagrama conmutativo:

b, -
ToS™ — ToV
1 T[’* de (5.10)
R™ b,
Observacion 5.3 En el espacio R™ con su estructura conforme Euclidea usual, las

construcciones precedentes son canonicas. En particular, el difeomor..sno (5.13) iden-
ti..ca candnicamente la compleccion esférica R™ con la esfera m-dimensional S™,

S —— Rm
(Y0, Y15 s Ym) < [B(yo+1) t 41t oot Yt yo-1]

La inclusion natural del espacio R™ en su compleccion esférica R™ = S™ es la apli-
cacion ¢ : R™ — S™ de (5.14) de..nida por la inversa de la proyeccion estereogra..ca.
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5.1.3 Grupo de Mobbius

Sea 5(m +1,1)={g € GL(m,R) : gTSm+1,19 = Sm+1,1} €l grupo lineal de automor-
..smos de R™*2 que dejan invariante la forma cuadratica

0
Im
0

Sm+1,1 =

_ O O
o O =

(1) Cada § € O(m + 1,1) induce una transformacién conforme ¢ de la cuadrica
P(C) c P™t1, esto es, de la compleccion esférica R™

g :Rm — Rm
[a] — [9(9)]

A través de la identi..cacion candnica de R™ con la esfera S™ (Observacion 5.3), g
puede verse como una transformacion conforme de la esfera

g : S — S™

Obsérvese que dados g1, g € 5(m+ 1,1) se tiene la equivalencia: g1 = g2 < g2 = £91.
Asi, un elemento g = g - {+In+2} en el cociente G™ = 5(m +1,1)/{£lm+2} puede
entenderse como el difeomor..smo conforme asociado g : S™ = S™. El grupo G™ en

su accion sobre la esfera S™ se conoce clasicamente con el nombre de grupo de Maobius,
Mob(S™) = {g (ST S™ ) ge G =0(m+1, 1)/{i[m+2}} .

Por el Teorema ya clasico de Lioville?, el grupo Mob(S™) representa la totalidad de
las transformaciones conformes de la esfera S™ cuando m > 1.

Observacion 5.4 El grupo O(m + 1,1) tiene 4 componentes conexas, seglin se pre-
serven o no la orientacion temporal del cono de luz C c R™+2 y la orientacion de la
cuadrica S™ = P(C) c P+,

El grupo G™ = 5(m +1,1)/{£Im42} tiene 2 componentes conexas y puede verse
sumergido en 5(m +1,1) como el subgrupo de matrices que preservan la orientacion
temporal del cono, g(Ct) = C+.

2Teorema de Lioville.- Todo difeomor..smo conforme entre dos abiertos conexos de S™, con
m > 3, proviene de la restriccion de una transformacién de Mdébius. Para m = 2, este resultado es
cierto Unicamente para transformaciones conformes globales.

Véase Kulkarni [26], Epstein [16], Gallot-Hulin-Lafontaine [19] o Schoen [43].
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(2) Los elementos g € G™ que dejan ..jos los puntos distinguidos origen O e
in..nito oo de la compleccion esférica R™ = S™, tienen asociada una representacion
matricial en O(m+1,1) de la forma

r~1 0 0
g= 0 R 0|, (ReO(m),reR").
0 0 r

En el espacio R™, naturalmente sumergido en su compleccion esférica por la inclusion
iR S Rm = 8™ X [1: X : —34[|X|?] (6.12), g induce por restriccion una
transformacion que actda como la transformacién lineal conforme

R™> X+ goyX)=1t(rRX)«< rRX € R™

De este modo, el subgrupo de isotropia (G™)o, formado por los elementos de G™
que ..jan simultaneamente los puntos O y oo, se encuentra identi..cado con el grupo
lineal conforme CO(m) C GL(m, R):

7“_1

0
(G™)0,00 0 R
0O O

— rReCO(m).

= O O

(3) Los elementos g € G™ que dejan ..jo el punto in..nito oo de la compleccion
esférica R™ = S, tienen asociada una matriz del tipo

1 0 0
Vv R 0|, (ReO(m),reR" VeR™).

—ﬂ%uzr —VirR r

Nuevamente, su restriccion al espacio R™, sumergido en su compleccion esférica por la
inclusion ¢ de (5.12), da lugar a una transformacion que actta como la transformacion
afin conforme

R"> X—gouX)=t(rRX+7rV) - rRX +rV eR™.

El subgrupo de isotropia (G™),, = {g € G™ : g(co) = oo} esta identi..cado con
el grupo afin conforme ACO(m) = R™ £ CO(m), composicion de automor..smos
conformes en CO(m) con traslaciones del origen por vectores en R™ (3):

rt 0 0
> Vv R 0 | «— (rV.rR) e ACO(m).

_.U%Uir —VTrR r

(")

(e o]

3Para mas detalles sobre la estructura del a..nizado de un grupo lineal véase el apartado: Geome-
trias de Cartan en G-estructuras. Conexiones a..nes, en la seccion 5.3.1.
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(4) Los elementos de G™ que dejan ..jo el origen O de la compleccion esférica
R™ = S™ se corresponden con matrices del tipo

r=t g —l%ﬁr
0 R —rRnT (R € O(m),r € R n € R™),
0 0 r

y al asignarles la representacion simbdlica (rR,rn) € CO(m) x R™*, el subgrupo de
isotropia H™ = (G™)o se identi..ca con el producto semidirecto* CO(m) <R™* :

r1 n —ﬂ%”zr
H™> 0 R —rRnT — (rR,rn) € CO(m) KR™".
0 0 r

Cada h € H™ corresponde a una transformacién de Mobius A : S™ — S™ tal que
h(O) = O, y su diferencial en el origen O € S™ de..ne un isomor..smo conforme de
ToS™ = R™, que denotamos por h, : R™ — R™. Para h = (rR,rn) € CO(m) < R™,
se comprueba que la accionn de h sobre la esfera S™ veri..ca

1,2 2 pT
RmBXP—)hOL(X):L< TRX"’_QT HXH R77 )EL(Rm)

L+ rn(X) + 372 [l | X1
si 7t (X)+47 ||n|]* | X|? #0, y su diferencial en el origen O = 4(0) es
h = doh = do(ho ) = R € CO(m). (5.15)

La asignacion H™ > h — doh = h, € CO(m) de..ne un homomor..smo de grupos de
Lie que coincide con la proyeccion natural

CO(m) AR™ 5 (rR,rn) — rR € CO(m).

Observaciéon 5.5 Elpar (rR,rn) € CO(m) <R™* en correspondencia conun h € H™
viene determinado por la diferencial doh = h. y por el punto 21 (c0) € S™:

e h,=rRe CO(m)

i

0 si h1(00) =

4La operacion de grupo en el producto semidirecto CO(m) < R™ se de..ne como

(An)-(A,n)=(Ac A" nA"+7).
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El grupo H™ ~ CO(m) <R™* es el grupo de isotropia (G")o, que sabemos conju-
gado de (G™)so = ACO(m), y puede verse como un grupo afin en donde los elementos
de R™* de..nen las traslaciones del punto oo en S™-{O} ~ R™* (con estructura de
espacio afin).

(5) El cociente G /H™ es equivalente a la esfera S™, mediante la evaluacion en
el origen de cada clase gH™ € G™/H™,

evp : G"/H™ — S™
g™ — ¢(0)

y recibe el nombre de espacio de Mdbius.

5.1.4 Referencias conformes del modelo de Cartan

La modelizacion de Cartan para un espacio conforme Euclideo (V,C) se realiza a
través de su compleccion esférica V = V U {oo}, igualmente dotada de una estructura
conforme como extension natural de C. Analogamente al caso de las estructuras lineales
(seccion 2.2.1), la estructura conforme inherente al espacio V se mani..esta por medio
de la distincion de una familia de referencias adaptadas a la geometria de V, por
la cual resulta equivalente al modelo analitico S™ = R™ U {co}. Esta familia esta
igualmente controlada por un grupo asociado de estructura G™. La de..nicion de
referencia conforme esférica en este modelo extiende a la nocion de referencia lineal y
conforme de V, y el grupo estructural asociado G™ contiene al grupo lineal conforme
CO(m) como subgrupo natural.

En secciones anteriores se muestra como una referencia (lineal) conforme b € CO(V)
induce en el espacio de formas esféricas V una referencia asociada b (5.11), en cuyas
coordenadas la matriz

0 0
Sme11=1 0 I, (5.16)
1 0

S O =

representa una métrica Lorentziana de la estructura conforme C inherente a V. Para
el espacio de formas esféricas V la nocién de referencia viene dada por la siguiente
de..nicion mas general.

De...nicién 5.1 Una referencia b € CO(V) adaptada a la geometria conforme del
espacio V es la formada por formas esféricas (Ag, Ay, ..., A, r), tales que la estructura
conforme C esta representada por la métrica de..nida en coordenadas por la matriz
Sm+1’1 de (5.16).
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Una referencia b € CO(%A’) consiste en ..jar dos puntos distintos [Ag], [An+1] en
la compleccion esférica V. IP’(%AI) y m hiperesferas reales mutuamente ortogonales
[A4], ...,[A,,] pasando por ambos puntos, y tomar representates en ¥ tales que

p(Ag, Ami1) = p(Ai, Ai), 1<i<m (¥p€C).

El isomor..smo coordenado asociado b : R™+2 — ¥ induce una correspondencia entre
las cuédricas luz subyacentes, esto es entre la compleccion esférica R™ = S™ (Obser-
vacion 5.3) y la compleccion esférica V, mediante el difemor..smo conforme (compérese
con (5.13), pag. 85)
b: Sm — V (5.17)
(y07 AT ym) — |:é (y0+ 1>A0+ Zgn yzAz+ (yo-l) Am—H]

-~

Para dos referencias lineales b y b’ adaptadas al espacio conforme (\7, ), Se veri..ca
b=b': "=V & 3IreR{0},, b =rb.

De..nicién 5.2 Llamamos referencia esférica de la compleccion V al difeomor..smo
conforme b : S™ — V de...nido por be CO(\A/’), que se identi..ca con la clase proyectiva

b= [B] = {TIA)GCO@\]) T GR-{O}}.

El grupo 5(m+ 1,1) actua por la derecha en el espacio de referencias esféricas de
V por la accién natural:

~

b-g=[bl-G=[bog], Vge O(m+1,1).

Esta actuacion esta perfectamente de..nida, [FB og| = [r(f) 0g)| = [B o g, Vr € R-{0},
es transitiva y veri..ca:

b-G=b & §=+lnwecO(m+1,1).

El cociente G™ = O(m+1,1) /{=1I,,.}, que coincide con el grupo de Mébius estandar
de la esfera S, actlia ya de manera libre y transitiva sobre el espacio de referencias
esféricas de la compleccion V, y representa por tanto su grupo de estructura.

Proposicion 5.2 Una referencia esférica b : S™ — V se caracteriza por los datos:

(a) la imagen de los polos origen e in..nito de S™: b(0),b(x0) €V,

(b) su diferencial en el origen: dob : R™ =TpS™ — Tb(O)V
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Demostracion. Basta observar que dos referencias esféricas by y bo de V di..eren
en una transformacion de Mobius g = bs o bl_1 : S™ — §™ en el grupo G™. Si las
referencias b; y by coinciden en las imagenes de los puntos origen e in..nito asi como
en su diferencial en el origen, entonces, g € G™ ..jara los puntos Oy oo de la esfera S™
y tendra como diferencial en el origen a la identidad. Por el apartado 5.1.3 anterior
esto implica que g = id, y por lo tanto b; = bo. B

Proposicion 5.3 Si dimV = m > 1, la familia de referencias esféricas de la com-
pleccion esférica V representan la totalidad de los difeomor..smos conformes entre S™
y V. En tal caso, una referencia esférica puede de..nirse alternativamente como un
difeomor..smo conforme b : S™ — V.

Demostracion. Consecuencia del Teorema de Lioville cuya demostracion para
un espacio conforme general V puede consultarse en Epstein [16]. B

Los espacios conformes unidimensionales constituyen un caso excepcional que se
trata en una seccion a parte (seccion 5.1.5). La nocién de referencia esférica se hace
entonces equivalente a la nocion de referencia proyectiva para el espacio VU {0},
doblemente identi..cado con la compleccion esférica V y con el espacio proyectivo P(V).

Referencias especiales

El hecho de que la compleccion esférica de un espacio conforme Euclideo cuente con
la presencia de puntos destacados, origen O e in..nito oo, dota de naturaleza especial
a la familia de referencias esféricas de V que los preservan.

Con la identi..cacién natural de la esfera S™ con la compleccion esférica R™ (Ob-
servacion 5.3), los puntos distinguidos son los polos O = (1,0, ...,0) y co = (—1,0,...,0)
de la esfera S™.

De..nicién 5.3 Una referencia esférica b : S™ — V es referencia especial de V si
b(1,0,...,0) = Oy punto origen de V

o de manera equivalente, cuando b proviene de la clase proyectiva de una referencia
adaptada b = (A, ..., A,,.1) € CO(V) tal que [Ag] = Oy € V.

El grupo H™ = (G")o ~ CO(m) A R™ actla de manera transitiva y libre sobre
la familia de referencias especiales de V y de..ne por tanto su grupo asociado de
estructura.

Recuérdese que el tangente en el punto origen de la compleccién esférica, se identi...-
ca con el espcio conforme Euclideo de partida (véase (5.10), pag.83), y en particular se
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tienen las equivalencias R™ = TpS™ y V = ToV. Cada referencia especial b : S — V
tiene la propiedad de inducir un isomor..smo conforme

b, : R"—YV
identi..cado con su diferencial en el origen dpb : TpS™ — TV,
Proposicion 5.4 Una referencia especial b de V equivale a un par
(b., b(0)) € COV) x (V-{0}),

formado por b, una referencia conforme del espacio vectorial V, y b(oco) un punto en
la compleccion esférica V distinto al origen.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 5.2 anterior. Dado que
b(0O) € V es necesariamente el origen O, la referencia especial b queda determinada
por el punto b(co) € V, que es b(co) # b(O) = O, y por su diferencial en el origen
dob que identi..camos con b, € CO(V). m

Referencias conformes lineales

La familia de referencias lineales CO(V) puede considerarse naturalmente sumergida
en el espacio de referencias esféricas de la compleccion esférica V, como

COV)={b:S™ —V / b(Osm) = Oy, b(oogm) = ooy } .
Cada b= (v, ..., vm) € CO(V) puede identi..carse con una referencia especial de V,
i(b): S™ —V (5.18)

de..nida por el par (b, ooy ) € CO(V) x V en la Proposicion 5.4, es decir, i(b) es la Gnica
referencia esférica de V que preserva simultaneamente los puntos origen e in..nito y
tiene como diferencial en el origen ai(b). =b € CO(V).

Se observa asi que i(b) coincide con el difeomor..smo conforme b : S™ — V de
(5.13), pég. 85, asociado a la referencia conforme b por el procedimiento analitico de
la seccion 5.1.2, y veri..ca por tanto la identidad: i(b) o tgm = vy 0 b.

R b,y

LN
sm i) §
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5.1.5 Estructura general de Mobius

En el espacio V de las formas esféricas, un automor..smo » : V. — V que preserve
la estructura conforme Lorentziana C en V, de..ne sobre la compleccién esférica V =

~ ~

P(C) ¢ (V) una transformacion inducida:
v

© :V —
— [B@)] V.

[d]

La transformaciones asi obtenidas reciben el nombre de transformaciones de Mobius
de la compleccion esférica V, y forman un grupo que denotamos por Mob(V). Este
grupo se entiende como el grupo que rige la estructura (de Mdbius) de la compleccion
esférica V, tal y como vimos en 2.2.1 con los grupos asociados a las estructuras lineales
sobre espacios vectoriales.

Fijada una referencia esférica b : S™ — V (De..nicién 5.2), el grupo Mab(V) se
hace equivalente al grupo de Mdbius general M o6b(S™) a través de la correspondencia

Lo}

Mb(V) =b, (Mob(S™)) = {bogob™ :ge Msb(S™)}.

En general, si ¢ : S™ — Y es un difeomor..smo, la variedad Y recibe de S™ una
estructura de espacio de Mobius, en correspondencia con la familia de difeomor..smos
Mob(S™)-equivalentes:

{p :S™ —Y /Jge€ Méb(S™) con ¢ = pog}.
El grupo de transformaciones de Mobius de Y esta formado por los difeomor..smos

Meb(Y) =, (Mob(Y)) = {pogop t:Y =Y /geMsbS™)}.

®

Subespacios de la complecciéon esférica

La de..nicion natural de subespacios n-dimensionales en la compleccién esférica V,
como subvariedades coherentes con su estructura Mdbius, se introduce a través del
concepto de n-esfera en V.

De..nicién 5.4 Para n < m, una n-esfera generalizada (real) Y,, en la compleccion
esférica V viene dada por la interseccion de la cuardica V = P(C) con un subespacio

~

proyectivo (n + 1)-dimensional P(V,,_,) en P(V), esto es,

Yo =TNP(V,,.0) = {[d] € B(V) : § € Vya, plg,0) = 0}.
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Hemos visto que en el caso n = m — 1, la interseccion de un hiperplano proyectivo
con'V en IP(%A’) da lugar a una hiperesfera o (m — 1)-esfera real en V, que se correponde
0 bien con un hiperplano afin, o bien con una esfera conforme del espacio conforme
Euclideo V. En general, una n-esfera en V puede verse también como la interseccion
transversa de m — n hiperesferas reales en V.

Observacion 5.6 La familia de n-esferas de la compleccién esféricas V permanece
invariante por sus transformaciones de Madbius,

p(Y,) =Y, Vo € Mab(V)
Para n < m, la esfera S™ se asume naturalmente sumergida como n-esfera de S™

mediante la inclusion

sho, §m

0, Y15 Un) —— (Y0s Y1, -1 Yn, 0,...,0)

que tiene como diferencial en el origen a la inclusion natural del espacio R" = 1pS"
como subespacio vectorial de R™ = TpoS™:

R® — R™

(T1,ey @) — (21,00, Ty, 0, ...,0)
Con la inclusion S™ C S™ se tiene que:
Mob(S™) ={g : S" —S" : Ig € M3b(S™) con g(S™) =S"y ¢’ = glgn } -

Fijada una n-esfera Y,, en V, las referencias esféricas b : S — V tales que la
n-esfera Y,, en V se corresponde con S* = b~'(Y,,) en $™, dan lugar a la siguiente
familia de difeomor..smos M 6b(S™)-equivalentes:

{blg, : S — Y,, / b referencia esférica de V con b(S")=Y,, } .

De este modo, la n-esfera Y,, est4 dotado de una estructura de espacio de Mdobius
heredada del ambiente V. El grupo de transformciones de Mébius de Y, C V es

Mob(Yn) = {¢ly, : Yn— Y, : € M6b(V) con o(Y,) = Y, }.

Especial interés tiene el caso n = 1, que hace referencia a la familia de circulos (0
esferas n-dimensionales) de la compeccion esférica V en correspondencia con las rectas
a..nes y circulos conformes del espacio conforme Euclideo V. Por lo que aqui hemos
visto, los circulos en V estan dotados de una estructura heredada de espacio de Mobius
de dimension 1; veremos a continuacién que dicha estructura resulta equivalente a la
estructura proyectiva en dimension 1.
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5.1.6 La recta de Mobius. Razén doble

Un espacio vectorial unidimensional V admite una tnica estructura conforme, CO(V) =
L(V), cuyo grupo de estructura CO(1) coincide con el de isomor..smos de R! (equiva-
lente al grupo multiplicativo (R, -)).

La estructura conforme unidimensional se modeliza en este contexto mediante el
grupo de transformaciones de Mo6bius unidimensional

G'={g € GL(3,R) : g" Sr19 = S21, g(CT) = C*}

(siendo Sa,1 la matriz de..nida en (5.16) pag. 90 para m = 1) que actla en la esfera
St =R U {oo}.

Por el apartado anterior, sabemos que al ..jar un puntoen la esfera S! = R'U{cc} la
estructura de Mobius coincide conel grupo ACO(1) = A(1) de transformaciones a..nes
de R, y esto mismo ocurre con la estructura proyectiva del espacio P! = R! U {o0}.
Se tiene asi que la esfera de Mdbius unidimensional no es mas que la recta proyectiva
P! = R' U{oo} = S, y el grupo Mosb(S!) se identi..ca con el gupo de homografias
Hom(P'). La correspondencia entre espacios viene dada por

Pl Sl <—>@

2 1.2

[£1 1 x9] «— (12T _mzz ) [:1:2 T X122 —le}

2 27 2 B) 2 21
a:2—|—i-x1 x2+-}1x1

de manera que la inclusion natural del espacio R' corresponde a las expresiones

1—<¢2
W(t) = [t:1] (1+711t2’1+%t2> [1:t: -1,

La equivalencia entre la estructura de Mobius de S! y la estructura proyectiva de P!,
va ligada al isomor..smo de grupos

Hom(P) «— G (5.19)

b & 2cd  -2¢2
4 — bd ad+bc -2ac
c d 172 2
-5b -ab a
con ad—bc=1
Es sabido que en el espacio P! (identi..cado con la recta de Mdbius S') cada cuadru-
pla ordenada de puntos distintos tiene asociada una razon doble [z; : 2 : 3 : x4] € PL.
El valor de [z : 2 : x3 : x4] esta de..nido como la imagen del punto z4 a través de
la Unica homografia de P' que lleva zp a 0 € R Cc PL, 2y al € Rt c Ply z5 a
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0o = [1:0] € P! (°). Asi, cuando x1,z2, 3,24 € Rt C P! se tiene

(r1 — @) (x1 — 24)
(v3 — 24) (v3 — 72)

[x1:$2:x3:x4}: e R.

La razén doble proporciona un conocido invariante proyectivo unidimensional, que no
varia bajo la accién de transfomraciones en el grupo Hom(P!) (identi..cado con el
grupo de Mobius G = Mob(Sh)),

[21: 29 w3 24] = [7(21) : T(22) : T(23) : T(24)], V7 € Hom(PY) = Mb(Sh).

Del mismo modo, para un espacio vectorial unidimensional V, con estructura con-
forme trivial CO(V) = L(V), la compleccion esférica V tiene igualmente asociada una
nocion de razén doble para cuéadruplas ordenadas de puntos distintos de V.

De..nicién 5.5 Dados 7,7, 3,74 € V puntos distintos en la compleccion esférica de
V unidimensional, se de..ne su razon doble [g; : Gs : Tz : QuJ7 € P* como

T T Ty =0 "@):b (%) : b '(F) : b (7)) € P! (5.20)
para cualquier referencia esférica b: P! = S! — V.

El hecho de que la razon doble de P! permanezca invariante por transformaciones
en Hom(PP') = Mob(S!) asegura que el valor de [7; : T, : 75 : G4l € P! no depende de
la eleccion particular de la referencia b y esta perfectamente de..nido.

Se observa asi que la razon doble de la compleccién esférica unidimensional V
de..ne un invariante propio de su estructura de Mdbius (estructura proyectiva) que
permanece inalterada a través del grupo de transformaciones de Mébius de V,

[0 T Ul =[7(T) : 7(@) : 7@) : T( Tl V7 € MOb(V).
Observacion 5.7 Cada circulo en la compleccion esférica V de un m-espacio con-
forme Euclideo V tiene una estructura natural de espacio de Mobius unidimensional,
esto es, de recta proyectiva, y tiene de..nida una razén doble sobre sus puntos. Ademas,
las transformaciones de Mdbius de V preservan la razén doble de sus circulos.

®La razon doble puede de..nirse igualmente para cuadruplas (z1,z2,z3,24) en que Gnicamente los
tres primeros puntos deben ser distintos entre ellos, y se tiene:

[£1: @2 : 23 1 1]
[z1: 22 : 3 : x2]

0
1
[Ty : 29 : 23 : 23] =00
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5.1.7 Algebras de Lie asociadas

La equivalencia local de G™ = 5(m +1,1) /{£Im+2} con el grupo lineal 5(m +1,1)
implica que el &lgebra de Lie g asociada a G™ coincide con el algebra o(m + 1, 1) de
matrices reales (m + 2) x (m + 2) de la forma

—r n 0
1% R — , (5.21)
o -vv r

donde V' € R™ es vector columna, n € R™ vector .la, A = R+ rl, € co(m)
para R € o(m) (matriz antisimétrica) y » € R. Asignando al elemento (5.21) de
g =0(m+1,1) la representacion (V, R+rly,n) € R™ x co(m) xR™*, g se descompone
como la suma directa R™ & co(m) & R™*, y el corchete de Lie [.,.] -conmutador de
matrices en o(m + 1, 1)- se comporta como sigue para V, V' € R™, A, A € co(m) y
n,n € R™*

V,V]=0; [n,7]=0; [A A]=AA —A'Acco(m);
[A,V]=AVEeR™; [nA=nAecR™;
Vinl =V —nTVT +n(V)I,, € co(m).
Observacion 5.8 Paran e g =R™ y V €g_; =R™ se veri..ca
[Vinl = (V) € co(m)

siendo @ : R™ — co(m); el isomor..smo canonico que identi..ca la primera prolon-
gacion co(m); del &lgebra conforme con el dual R"™* (Corolario 3.1 del Capitulo 3).

El algebra g tiene estructura de algebra graduada que rompeeng =g_1 © go P g1:
g-1={(V,0,0) : V € R} =R™;
g0={(0, R+ 11,0): (R+7I) € co(m)} = co(m);
g1 = {(0,0,n) : n e R™} = R™*.

Ademas,
-r n 0
h=goDg1 = 0 R —n7 |:(R+rL,) €co(m), ne R™
0 O r

es el algebra asociada al grupo de Lie H™ = CO(m) A R™* de transformaciones de
G™ que dejan invariante el origen O € S™, y se tiene

g=R™ah.
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El grupo CO(m), identi..cado con el subgrupo de transformaciones en G™ que

dejan invariantes el origen O y el in..nito co en S, tiene asociada del modo usual el
algebra de Lie

go = co(m).

El homomor..smo de grupos H™ > h — h, € CO(m) va asociado a la proyeccion
de algebras b > (R+ rl,) ®n 2% R+ rl,, € co(m).

La exponencial

El grupo de Lie de G™ tiene asociada una aplicacion exponencial exp : g — G™, que
por las equivalencias precedentes coincide con la exponencial matricial

exp:o(m+1,1) — 5(m—|— 1,1).

Asi, para R+ 11, € go =co(m), n € g1 = R™, V € g1 = R™ s tiene:

e” 0 0
exp(R +rly) = 0 expR 0 | =(e"expR,0) € CO(m)C H™;
0 0 e’
Loy
exp))=| 0 I, -7 |=UTmn)=neR™cCH™
0 0 1
1 0 0
exp(V) = \% I, O
W g

Observacion 5.9 La composicion evp o exp : R™ — S™, de la exponencial sobre
g—1 = R™ con la evaluacion de G™ = Mdb(S™) en el origen O € S™,

evo(exp V) = (exp V)(0) = [1: V: =% |[V|F] = (V) , YV eR™,
coincide con la inclusion natural de . : R™ — S™ (inversa de la proyeccion estrere-
ogra..ca).
5.2 Variedades conformes

El procedimiento desarrollado en la seccion anterior para el estudio de los espacios
conformes Euclideos se extiende al ambito de las variedades conformes Riemannianas.
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Se tiene asi que la presencia de una estructura conforme sobre la variedad diferenciable
M permite completar el ..brado tangente 1M para dar lugar a un nuevo ..brado TM
que llamamos ..brado tangente esférico, y que apoya sobre cada punto de M una esfera
tangente” T, M. El espacio tangente original 7, M se relaciona con la esfera tangente
T.M mediante su doble identi..cacién con el espacio TmM-{oom} (via la inclusion
natural ¢ : T, M < T,M), y con el tangente a la esfera T, M en su origen O, € T, M
(via la diferencial ¢, : T, M — Tp, (T »M)).

La introduccion de la compleccion esférica conlleva una de..nicion mas general
para la nocién de referencia en la estructura conforme. Veremos asi que la estructura
conforme Riemanniana sobre una variedad M va ligada a un G™-..brado principal
P(M) — M de referencias que identi..can cada esfera tangente 7, M con la esfera
conforme estandar S™, y a un H™-sub..brado Q(M) — M especialmente interesante
de referencias que preservan la posicion destacada del origen de la esfera. El ..brado
usual de referencias conformes lineales CO(M) — M queda entonces identi..cado con
la CO(m)-reduccion de las referencias esféricas que ..jan simultaneamente la posicion
de punto origen e in..nto en la esfera.

5.2.1 Fibrado tangente esférico

Una estructura conforme Riemanniana en la variedad M asigna de manera diferen-
ciable una estructura conforme Euclidea sobre cada espacio tangente T, M, x € M
Segun el modelo de Cartan, la estructura conforme de 7,,M tiene asociado un espa-
cio de formas cuadraticas esféricas T, M C QA(T, M) (de..nido en (5.1), pag.80), y
un espacio de (m — 1)-esferas de radio nulo que da lugar a la compleccion esférica
T M = T, MU{oc} (de..nido en (5.5), pag.82) como ambiente natural para la estruc-
tura conforme tangente de T, M.

De este modo, la variedad diferenciable M tiene naturalmente asociados a su es-
tructura conforme los siguientes ..brados diferenciables:

o TM =, T.M — M, ..brado de formas cuadréticas esféricas;

o TM = Uyeps IToM — M, ..brado tangente esférico de la variedad conforme.

La compleccion esférica de un espacio conforme Euclideo es una esfera doblemente
punteada, en el sentido de que en ella se hallan distinguidos dos puntos de natu-
raleza especial: el punto origen O y el punto del in..nito cc. En la variedad conforme
Riemanniana M, este resultado se mani..esta a través de dos secciones naturalmente
distinguidas en su ..brado esférico TM — M:

e 00 : M —TM, tal que oo(x) = O, € T, M,V € M;
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e 0uo: M —TM, tal que 0oo(z) = 00y €T, M,Vz € M.

Por otra parte, al considerar cada punto del espacio vectorial como una esfera de
radio nulo en su compleccion esférica, existe una inclusién canénica vy, : T, M — T, M,
Vx € M, (de..nida en (5.8), pag.83) Esto da lugar a un homomor..smo de ..brados

v TM < TM

que sumerge el tangente usual TM en el tangente esférico 7M. En relacion a las
secciones distinguidas oo Y 0, S€ Veri..ca:

o 1p(T,M) =T,M—{oo(2)} (T,M U {oo,} £T,M);
e 1,(0,) =0, =0p(x) € T,M (siendo 0, el origen vectorial de T}, M).

La diferencial en el origen de la inclusion ¢, es un difeomor..smo

(tx)s @ TeM — Tp (T.M),
que permite identi..car estos espacios tangentes (véase (5.10), pag.83) y considerar al
espacio 7, M como espacio tangente comin de la esfera 7, M y de la variedad M en
su punto de contacto O, = x.

El ..brado esférico T M apoya sobre cada = € M una esfera tangente a la variedad,
en donde el punto de apoyo z se identi..ca con el origen O, en la esfera T, M. El punto
oo, también distinguido en T, M, permite proyectar la esfera estereogra..camente sobre
el espacio tangente 7, M, a través de ! : T, M-{co} — T, M.

5.2.2 Fibrados de referencias de la estructura en TM

Mediante la introduccion de la compleccidn esférica, la estructura conforme Euclidea
de un espacio vectorial V da lugar a una compacti..cacion V = VU{ oo}, equivalente a la
esfera conforme S™ en el sentido de que V esta dotada de una estructura de espacio de
Mdbius. En una variedad conforme Riemanniana M, la estructura de Mobius presente
en el ..brado tangente esférico TM — M se mani..esta mediante ..brados principales
de referencias sobre M, formados por referencias que equiparan las ..bras de TM con
la esfera m-dimensional de Mobius S™.

(1) En primer lugar, la nocion de referencia esférica general (De..nicion 5.2) va
asociada a la de..nicion de un ..brado principal de referencias esféricas P(M) sobre la
variedad conforme M, tal que

P(M) ={p:S™ —T,M / p referencia esférica de 1M, x € M}, (5.22)
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~

y cuyo grupo asociado de estructuraes G™ = O(m+1,1) /{xIn+2}, en correspondencia
con el grupo de transformaciones de Mobius Mdb(S™). Recuérdese (apartado 5.1.3
(1)) que cuando la dimension de M es m > 2, el grupo de Mdbius coincide con el
grupo de difeomor..smos conformes de S™.

(2) La posicién destacada del punto origen O, en cada esfera tangente 7, M, da
lugar a la distincion de un sub..brado Q (M) de referencias especiales (De..nicion 5.2)

QM) ={q:S" —T,M /g€ P(M)yq(0)=0,}, (5.23)

que de..ne una H™-reduccion de P(M), para el subgrupo de H™ = (G™)o de trans-
formaciones que ..jan el origen O de la esfera S™. El grupo H™ se identi..ca con el
producto semidirecto CO(m) AR™*, y tiene como subgrupos a CO(m) y R™" (aparta-
do 5.1.3 (4)).

Ladiferencial en el origen de una referencia especial ¢ € Q(M ), de..ne un isomor..s-
mo conforme ¢, : R™ — T, M, esto es, una referencia lineal y conforme ¢, € CO(M)p,.
Obsérvese que para g € Q(M), y h= (rR,rn) € H™ = CO(m) AR™* es:

(q-h)y =qshs=qu- (rR) € CO(M),.
Proposicion 5.5 Mediante la accion de R™ C H™ en Q(M), la proyeccion
T:Q(M) — CO(M)
q — G«
de..ne un R™*- _.brado principal sobre CO(M).

Demostracion. Las referencias especiales ¢, 7 € Q(M) de..nen la misma proyec-
cién g« = g, en CO(M), cuando § = ¢ - h para cierto h = (rR,rn) € H™ =
CO(m) AR™, con hy =rR = I, ¢ CO(m). Por lo tanto,

4. =T, €CO(M) & IeR™, T=q-(Ln,n) =q-expn € Q(M),
y concluimos que Q(M) — CO(M) es ..brado principal por la accion diferenciable del

grupo R™ C H™en Q(M). m

(3) Una referencia lineal y conforme b € CO(M ), se identi..ca con una referencia
especial i(b) € Q(M),, caracterizada por ser i(b), = b € CO(M), y preservar los
puntos origen e in..nito de la compleccion esférica (véase (5.18), pag. 93). Se tiene asi
una seccion canbnica

i:COM) — QM) (5.24)
b —— i(b)
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que sumerge a CO(M) como reduccion de ..brado Q(M) — M al grupo CO(m).
Ademas, la seccion i trivializa el ..brado Q(M) — CO(M) mediante la correspondencia

QM) — CO(M) x R™ (5.25)
q — (G7g) » q=qs- expny

en donde 7, € R™* viene determinado por ¢ *(co,) € S™-{O} a través de:
B WVT si g Hoog) = (V) € o(R™)
kN { 0 si ¢ (00z) = 00
(comparese con la Observacion 5.5, pag.89).

(4) El par de grupos estructurales (G™, H™) de..ne un espacio homogéneo G /H™
de Mdbius, identi..cable con la esfera m-dimensional S™ por la correspondencia

G™/H™ 5 gH < ¢(O) € S™.

Asociado al ..brado P(M) se puede considerar el ..brado P(M) xgm (G™/H™), cuyas
..bras sobre M son difeomorfas a S™, y que resulta canénicamente isomorfo al ..brado
TM por la correspondencia

P(M) xgn (G™/H™) —  TM (5.26)
pxgm (gH™) — pog(0).

El sub..brado Q(M) de P(M) — M de.ne en el .brado cociente P(M)/H™ =
P(M) xgm (G™/H™), una seccion natural

M >z —qxgm(eH™) € P(M) xgm (G™/H™), para g € Q(M ),

que coincide con la seccién oo : M — TM que en cada = € M indica el origen
O, € T, M de la compleccion esférica.

5.3 Conexiones de Cartan en una variedad conforme

La presentacion de la estructura conforme Riemanniana sobre una variedad diferen-
ciable por medio del ..brado tangente esférico TM y de sus ..brados asociados de
referencias conformes esféricas (P (M) M y Q(M) il M), ofrece otro modelo
clasico para el estudio de la geometria conforme, originalmente presentado por Cartan
en su articulo Cartan [9].

En este contexto, la estructura conforme va ligada al par de grupos de Mdbius
(G™, H™), y es un caso particular de las denominadas geometrias de Cartan, o “espaces
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généralises” en términos de propio Cartan. Su nocidon de geometria tiene origen en
un espacio homogéneo modelo G — G/H, para H subgrupo cerrado de G (geometria
de Klein). A través de un H-.brado Q@ — M y una conexion w € AY(Q,g), una
geometria de Cartan comparte con el modelo G/H aspectos propiamente homogéneos
(las equivalencias T5Q = 0=T.GyT4(Qxz) = h = T.H), combinando a su vez aspectos
propiamente inhomogéneos que se derivan de la presencia de curvatura en la conexién
w. Para profundizar en los distintos planteamientos clasicos de geometria véase el libro
Sharpe [46].

En el contexto de una variedad conforme Riemanniana M, la nocién de cone-
xion de Cartan sobre el ..brado de referencias esféricas especiales (M) formaliza la
idea geométrica de un transporte palalelo de las esferas tangentes 7, M respetando
la estructura conforme de la variedad. Esta correspondencia reproduce la ya conoci-
da (Capitulo 2) entre la nocién de conexion lineal y transporte paralelo de espacios
tangentes.

Es un resultado conocido (Cartan [9], Poor [37]) que toda conexion lineal y con-
forme en M, ligada a un transporte paralelo de los espacios tangentes conformes, se
extiende a una conexion de Cartan normalizada en Q(M) — M, que permite desplazar
paralelamente las esferas conformes tangentes sobre M. En el apartado 5.3.3 se mues-
tra con detalle el modo en que se extiende la conexion lineal conforme, para construir
explicitamente la conexion normal de Cartan asociada w € A'(Q(M),g). Esta cone-
xién normal de Cartan variara en la medida en que varie la conexion lineal y conforme
considerada.

En el apartado siguiente, estamos ya en posicion de a.rmar que el paralelismo
Fermi-Walker de..nido de manera original en el Capitulo 3 (y que recordemos permite
de..nir candnicamente un transporte natural del espacio tangente sobre las curvas
parametrizadas), se extiende de igual modo en este contexto a un paralelismo natural
y canonico que desplaza las esferas tangentes sobre curvas de M. Este desplazamiento
de esferas se realiza sobre cada curva ¢t — ~(t) € M a través de una conexion de tipo
Cartan w” € AY(v*Q(M),g) que llamamos conexion esférica de Fermi-Walker.

5.3.1 Geometrias de Cartan

De...nicidon 5.6 Una geometria de Klein es un par (G, H), donde G es un grupo de
Lie y H un subgrupo cerrado de G.

La proyeccion G — G/H de.ne un H-..brado principal sobre el espacio homogéneo
G/ H, que tiene estructura de variedad (este resultado es bien conocido y puede hallarse
en Warner [51] o Steenrod [47]).
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Ejemplo 5.1 Si A(m) denota al grupo de los movimientos a..nes del espacio R™,
el par (A(m), GL(m,R)) modeliza la estructura afin de R™ = A(m)/GL(m,R). En
general, un subgrupo G C GL(m,R) tiene asociado un grupo a.nizado AG C A(m),
de..nido por

1 0

que contiene a G = {0} <G como subgrupo de isotropia para el origen 0 € R™. El par
(AG, Q) de..ne una geometria de Klein sobre el espacio afin R™, en correspondencia
con la estructura lineal que el grupo G de..ne en R™ como espacio vectorial (en el
sentido del Capitulo primero, seccion 2.2.1).

Una geometria de Cartan sobre una variedad diferenciable M esta modelizada en
una geometria de Klein (G, H) tal que dim M = dim(G/H). Denotamos por (g, h) a
las &lgebras asociadas al par de grupos de Lie (G, H).

De...nicion 5.7 Sea Q — M un ..brado principal sobre M con grupo estructural H.
Una 1-forma w € A(Q, g) veri..cando:

(i) Vg € Q, wq : T,Q — g es un isomor..smo lineal,
(ii) VA € b, w(A#) = A, donde A# es el campo vertical® de..nido por A € b;
(iii) Vh € H, (Rp)*w = Adp—1 ow (w es Ady-equivariante);

recibe el nombre de conexion de Cartan de tipo (G, H). El par (Q,w) constituye lo
que Ilamamos una geometria de Cartan sobre M.

La condicion (i) implica que dim Q = dim G y que la variedad () es paralelizable.
Para A € g denotamos por A € X(Q) al anico campo en @ que veri..ca

w(A,) = A, Yge Q. (5.27)

La condicién (ii) indica que para A € h el campo A € X(Q) coincide con el campo
vertical fundamental A# € X(Q). Y en cada q € Q., la 1-forma w € AY(Q, g) induce
sobre el espacio vertical V, = T5(Qz) C T4Q un isomor..smo wgly, : Vg — h C g.

®Véase su de..nicion en (2.7), paggina 17:

A#(q) = (Ly)«(A) €T,Q, Vg € Q.
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Ejemplo 5.2 En una geometria de Klein (G, H) la proyeccion G — G/ H de..ne un
H-..brado principal sobre G/H. La forma de Maurer-Cartan wg € AY(G, g) de G,

wa(é,) = (L, )«(E,) € G =g, V¢, € T,G,
de..ne una geometria de Cartan (G,w¢) candnica sobre el espacio homogéneo G/H.

Cada conexion de Cartan va ligada a una conexion usual (conexion principal) en
un ..brado principal ampliado. Sea (Q,w) una geometria de Cartan de tipo (G, H).
El H-..brado principal @ — M, con H C G, se extiende a un ..brado asociado

P=QxyG— M (5.28)

con estructura de G-..brado principal, entendiendo que (¢ Xz g)- ¢ =q < (99’) € P.
@ es sub..brado principal de P, por la inclusion candnica iq: () 3¢ — ¢ =gxnge€ P.

Teorema 5.1 La conexion de Cartan w € A'(Q, g) se extiende univocamente a una
conexién principal € AY(P,g) en el ..brado ampliado P = Q x g G.

Demostracion. Notese primero que si ¢ € @, al ser T,Q NT,(P:) = Ty(Qz), se
concluye por razon de dimensiones que:

ToP = T,Q + Ty(Fr)
Por otra parte, 7;Q y T,(P;) estan candnicamente identi..cados con g via:

g3 A— A, €T,Q (paralelismo (5.27) dado por w)

g>B— Bf € Ty(P;) (campo vertical de P)

de forma que si §, € Ty P existen A, B € g tales que {, = A, + B,f Asi, si existe
w € AY(P,g) conexién en P tal que (ig)*w = w, debe ser

y no depende de los A, B € g tomados, pues si {, = C,+ DY con C, D € g, entonces,
(A= O) (@)= (D~ B)*(q) € T,Q N Ty(P) = Ty(Qx)

por lo tanto es (D — B)fE = (D/:B)q = (m)q de donde D — B = A —C, es decir
A+ B=C+ D. Se toma asi para wg : T,P — g la de..nicion

w(&)=A+B, si&, = Alg)+ B*(q)con A,Be€ g

Y es claro que se veri..can las siguientes propiedades sobre Q:
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w(§,) = w(§,) para todo &, € T,Q C T, P;
w(A%(q)) = A para todo A € g;
@ © (Rp)x = Adjy-1 ().
El valor de @, en otro punto p = gg € P queda determinado por la condicion de
equivarianza wy, = Ad,-1(wqo (Ry); 1), que de..ne sin ambigiiedad una Gnica conexién
w e AY(P,g) extendiendo a w. W

Lema 5.1 Seat — ¢; € Q unacurva parametrizada sobre ¢ — ~(t) € M. La elevacion
w-horizontal de ~(t) por g, es lacurvat — p, = ¢ - g, ' € P de.nida por la solucion
t— g € G de la ecuacién diferencial

-1 7 /

9r gr=w(qr) €9

v ' (5.29)
g, =€ €G

Demostracién. Lacurvap; =g - g; ', g € G, de..ne la elevacién w-horizontal
a P de lacurva t — v(t) € M por g, € @, si se cumplen:

@ p,=a, © g, =€ €G,

(1) 0= (p}) = = (B )e dh + (Lo (6771)') = Ady, () — dhgi”!
& wg) = Ad (997 ) = g g

Se observa asi que w(q;) describe la variacion in..nitesimal de la curva ¢ con respecto
a la nocion de w-horizontalidad. m

La conexion de Cartan w € A'(Q,g) induce un transporte paralelo en un ..brado
tangente homogéneo, de ..bras ~ G/H. La accion por la izquierda del grupo G en
G/H de..ne un ..brado asociado

E=Pxg(G/H) — M (5.30)

cuyas ..bras estdn en correspondencia con el espacio homogéneo G/H, y en donde el
sub..brado @ de P distingue una seccion natural

oM — E, o(x)=qxqg(eH),Vq € Q. (5.31)

Para una curva parametrizada ¢t — ~(t) € M en la variedad base, se de..ne el transporte
paralelo de un elemento ey = po X & € E, ;) como la curva

t— et = Pt XGEEE,Y(t)

donde ¢+ p; € P es la elevacion co-horizontal de la curva (t) por po € Py,
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Siescribimos e; = | [, ;(eo), se de..ne asi una correspondencia
| |fy,t0,t : E’Y(to) - E’Y(t) (532)
entre los espacios homogéneos tangentes, que preserva la geometria heredada del mo-

delo G/H,y cuya inversa viene dada por | |, ., : Ey ) — Eyy)-

De..nicién 5.8 El desarrollo de la curva t — ~(t) € M en el espacio homogéneo
E.,), €s la curva parametrizada ¢ — c(t) € E,(,) de..nida por

c(t) =1 |yt 00(¥() € By, V.

Para dos instantes distintos o,y € I, los respectivos desarrollos c(t) C By Y
€(t) C E,q,) de la curva parametrizada () C M resultan equivalentes a través de la

correspondencia paralela | | E,t0) — E,(3,), dado que

77t0a?0 :
ct) =1 Lz oo(®) =1 [ o ltao 0o(¥(®) =1 | 407, © c(t).

Lema 5.2 Dadat+— ¢ € () sobre la curva parametrizada t — ~(t) € M, el desarrollo
en el espacio homogéneo E, ) coincide con la curva

c(t) = gty XG (gtH ) € Ey(ty)
para g; € G solucion de la ecuacion (5.29) g; 'g; = w(q}) € g, con g;, = e.
Demostracion. Por el Lema 5.1 la elevacion w-horizontal de ~(t) por ¢, es la
1

curval p, = ¢;-g; * de..nidapor g, € G integrando la ecuacion (5.29): g; 19/ = w(q}) € g,
gt, = e. Entonces, el desarrollo de la curva v(t) en E, ) veri.ca

ct) =1 |, 1000000®) =1 |14 (@ X (eH))
= |00 (Pt - 9) X (eH))) = (at, - 9¢) X (eH)

= qty, XG (gtH) C Ev(to)'
Y concluimos con la demostracion. m

El desarrollo de curvas en el tangente homogéneo es geométrico en el sentido de
que respeta las reparametrizaciones. Bajo un cambio de pardmetro s — t(s) para
la curva t — ~(t) € M, el desarrollo s — T(s) € Ex(,, de la curva reparametrizada
5 = yot viene dado por

C(s) = cot(s) € By,

siendo ¢ — c(t) la curva desarrollo de (t) en Ey, para to = t(so). Esto es consecuencia
del Lema 5.2 y del hecho de que paralas curvas s — 7, = qys) € QY s — T = gg(s) € G
se veri..ca

wig) = g9; 9 & w@) =t'(s)w(dys) = t'(5) g5 F'(5)9ks) =Ts T
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Curvatura

Sea (@, w) una geometria de Cartan de tipo (G, H) sobre M, con conexion w : TQ — g.
La curvatura de w es la 2-forma © € A?(Q,g) de..nida por la ecuacién de estructura

dw=—3w,w]+0O .
La torsion de w se de..ne como la imagen de © bajo la aplicacion cociente g — g/b.

Observacion 5.10 Si @ € A'(P,g) es la extension de la conexion w al G-.brado
principal P del Teorema 5.1, y ig : Q — P su inclusién natural, entonces, la forma
de curvatura Q2 € A?(P,g) ascciada a la conexion principal @, cumple

(ig)*Q = ©.

Como en el caso de las conexiones lineales tratadas en el primer capitulo, se de-
muestra igualmente que la curvatura © de..ne una 2-forma horizontal en @, es decir,
si £, €V, es un vector vertical entonces ©(¢,, ¢,) =0, V¢, € T,Q.

Si © € A?%(Q, g) es idénticamente nula, se dice que la geometria de Cartan (Q,w)
es plana. En tal caso, también la curvatura Q € A%(P,g) es idénticamente nula,” y la
geometria de Cartan (Q,w) — M resulta localmente isomorfa a (G,wg) — G/ H, esto
es, al espacio de Klein (G, H) que la modeliza.

Una geometria de Cartan (Q,w) puede interpretarse como una deformacion del
grupo de Lie G que trata a cada coset del subgrupo cerrado H como un cuerpo rigido.
Asi, la conexién de Cartan w de..ne la deformacion de G y su curvatura mide el
tamarfio de la deformacion sobre cada ..bra.

Geometrias de Cartan en G-estructuras. Conexiones a..nes

Una G-estructura sobre M es una reduccién B — M del ..brado de referencias lineales
LM para un subgrupo estructural G de GL(m,R) (De..nicion 2.9). Al componer G
con la familia de traslaciones de R™, se obtiene su grupo a..nizado

1 0
AG:{(V,R)=<V R):VER’",RGG}:R””‘AG,

que contiene a G = {0} <G como subgrupo de isotropia para el origen 0 € R™, y cuya
algebra de Lie asociada es R™ @ g.

"Consecuencia de la horizontalidad de la curvatura Q € A?(P,g) y de la propiedad (Ry)*Qqy =
Ad,-1(Q,), Vg € G.
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El ..brado principal ampliado P = B xg AG de (5.28), est4 formado por las
referencias a..nes de la G-estructura, y el ..brado homogéneo E = P x4¢ (AG/G) de
(5.30) coincide con el ..brado tangente afin 7'M, mediante la equivalencia

E; 3> pxag (9G) «— pog(0)=p(V)e T, M, sig=(V,R) € AG. (5.33)
La seccion natural o : M — E = T'M de..nida por (5.31) consiste en la asignacion
x +— o(x) =b xag (eG) =b(0) =0, € TuM

indicando el origen vectorial en cada espacio tangente afin 7, M.

Cada conexion lineal V en M admisible para la G-estructura B — M, de..ne a
través de su forma horizontal asociada p € A'(B,g) (De..nicion 2.7) y de la forma
canonica vertical € A'(B, R™) (de..nida en (2.10), pag. 22), una conexion afin

w=(0,n) € A\'(B,R" @ g) (5.34)

que cumple las propiedades de conexién de Cartan en B (véase Poor [37], Kobayashi-
Nomizu [24]).

Se tiene asi que el par (B,w) constituye una geometria de Cartan sobre M, con
curvatura dada por la 2-forma © = dw +—§[w,w] € A%(B,R™ @ g) de componentes:

o +[u, 0] =T € A2(B,R™),
du+ §[u, 1) = € A%(B,g).

Por las ecuaciones de estructura asociadas a una conexion lineal, (2.12) en la pag.25 y
(3.24) en la pag.53, se observa que la componente de la curvatura © en R™ corresponde
a la forma de torsion T € A?(B,R™) de la conexion s, y la componente de © en g
corresponde a la forma de curvatura Q € A%(B,g) de a conexion p.

Observacion 5.11 Fijada una seccion o = (Ey, ..., Ey,) € B en (un abierto de) M, la
conexion de Cartan w (5.34) queda determinada por su pullback o*w = w, que de..ne
en lavariedad una 1-forma (w*,w?), con (w') labase dual de o, y (w?) las componentes
de la conexion V respecto a o caracterizas por:

VoEj = wh (v) E;, Vve T M.

Igualmente, la forma de curvatura © de (5.34) queda determinada por su pullback
(TOTZ',R}), en correspodencia con los tensores de torsion y curvatura de V, que veri-
..can las ecuaciones de estructura:

Tor' = dwi—i—w;-/\wj,

i T8 k
Rj—dwj wy, Awy'
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En el caso en que la estructura sobre M sea Riemanniana, la conexién de Levi-
Civita se caracteriza por ser la Unica que de..ne en el ..brado de referencias ortonor-
males O(M) — M, una conexion de Cartan w de tipo (5.34) con torsion idénticamente
nula. En el contexto de las geometrias de Cartan la conexion de Levi-Civita puede
caracterizarse a través del siguiente resultado.

Teorema 5.2 La conexion de Levi-Civita de la estructura Riemanniana O(M) —
M corresponde a la Unica forma de conexion u € AY(O(M),0(m)) que de..ne una
geometria de Cartan (O(M),0 & u) libre de torsion, siendo 6 € A(O(M),R™) la
forma vertical de O(M) — M.

5.3.2 Conexiones normales de Cartan

Sea (G, H) una geometria de Klein tal que el grupo de Lie G tiene asociada un algebra
|1|-graduada g = g—1 @ go ® g1 (Suma directa de subespacios con [g;, g;] C @ity
i,j € {—1,0,1}), y H es el subgrupo cerrado con algebra h = go © g1. El par (G, H)
recibe el nombre de espacio Hermitiano simétrico (en la terminologia de Cap-Slovak-
Kolar [7], Leitner [31]).

En tales condiciones, la aplicacion g, — gl(g_;) inducida por la representacion
adjunta es la inclusion de una subalgebra, y la forma de Killing de g identi..ca a g_;
como go-modulo con el dual de g;. La restriccion de la aplicacion exponencial a la
subalgebra g; de..ne un difeomor..smo sobre el subgrupo cerrado G; = exp(g1) C H
(grupo vectorial), y existe ademés un subgrupo Gy C H, con algebra asociada g, tal
que H = Gy £ G producto semidirecto.®

De..nicion 5.9 Sea (G, H) un espacio Hermitiano simétrico, M una variedad dife-
renciable con dim M = dim(g—;) = dim(G/H), y sea Q — M un H-..brado principal
provisto de una 1-forma 6 =60_; @ 6y € AYQ, g1 D go), tal que:

(i) 0-1(§,) = 0ssii §, € TyQ es vertical (£, € Vy);
(ii) 0o (A7) = Ao, VA= Ay + A1 € go ® g1;
(iii) (Rp)*0 = Adp-1(0), siendo Ad la restriccion de la accion adjunta al espacio g—1 Dgo

El par (Q, 6) recibe el nombre de AHS-estructura® sobre M de tipo (G, H).

8Como Gi es un grupo vectorial, G1 = g1 via la exponencial, el producto semidirecto Go < G1 =
Go A g1 proviene de la accion (por la izquiera) de Go en G1 = g1 :

h-exp A=exp(Ad,A) € G (h € Gy, expAe Gy).

®“Almost Hermitian Symmetric Structure” en la terminologfa de Cap-Slovak-Kolar [7].
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De...nicion 5.10 Una conexion de Cartan w = w_1 + wp +w; € A! (Q,9-1D goDg1)
se dice adaptada a la AH S-estructura cuando w—_1 = 0_1 Y wg = 6.

Teorema 5.3 Siempre existe w; € AY(TQ,g,) tal que w =0_; + 0y + w; es conexion
adaptada de Cartan para la AH S-estructura (@, 6). Toda posible @; es de la forma

wi=wi+Tob_4
para I' € C*°(Q, g*; ® g1), pullback de un tensor en la variedad base M.
(\Véase su demostracion en Cap-Slovak-Kolar [7]).

Dado que la conexion de Cartan w € AY(T'Q, g) de..ne una paralelizacion en Q, al
..Jar una base para g, el algebra de formas diferenciales en () estara generada por las
1-formas componentes de w (en la base de g) con coe..cientes en C'*°(Q).

Lema 5.3 La curvatura © € A%(Q, g) de una conexion adaptada no depende de las
componentes wp, wi. Por lo tanto, su expresion sera una combinacién de productos de
las 1-formas componentes de w_;.

Demostracion. Recordemos que Vg € @, ker(w_1)q = ker(6-1)q = V,;. Ademas,
sabemos que wp + wi, restringida a la ..bra @, actua de la forma

(wo+w)(A*)=Aeh=go@m

y por lo tanto de..ne un paralelismo absoluto vertical. Es claro entonces que al ser ©
horizontal no puede tener en su expresion en la base generada por w_; +wg + w; MAas
que 1-formas que provengan de w_;. ®

Sea (eq, ...,em) UNa base de g_1 (m = dimg_; = dim M), de manera que se tiene
la descomposicion w_1 = ejw! + ... + ew™ para wt € AY(Q,R), y sea (el,...,e™m) la
base dual de g;. Entonces, se puede expresar

0= u3Kuwk Aul para K € C%(Q, g)

La forma de curvatura © tiene una componente Oy € A%(Q, go) asociada a funciones
(K1), que toman valores en go, subalgebra de gl(g—1) = g°; ® gj. Si denotamos

Kl = (Kp), (e; ® €') € C(Q), entonces,

B0 =S Kl Awl e C™(Q, g0) - (5.35)
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De...nicién 5.11 La conexion w se dice conexion normal de Cartan cuando su forma
de curvatura © € A%(Q, g1 ® go ®g1) cumple Vj, k=1, ...,m,

Zi Kiy =0 (5.36)
siendo ©p = Y- K!p wh AWt
Teorema 5.4 Dada una AH S-estructura (@, 6) sobre M con la propiedad
dd_4 +0yN0_1 =0,

existe una Unica w; € AY(Q,g1) tal que la conexion admisible w = 6_1 ® 0y B w1 €s
conexién normal de Cartan en (). Ademas, la conexiéon w es libre de torsion.

(\Véase su demostracion en Cap-Slovak-Kolar [7], 0 en Kobayashi [23] 1V.4.2, para los
casos particulares proyectivo y conforme).

5.3.3 Conexiones conformes normales de Cartan

Los resultados generales que se acaban de presentar para conexiones normales de
Cartan, se aplican en particular a la geometria conforme de dimension m > 2 que aqui
nos interesa.

Recuédese que el modelo conforme propuesto por Cartan va ligado al par de grupos
de Mobius (G™, H™) con G™/H™ = S™ (apartado 5.1.3 (4)). A nivel de &lgebras
es g = R™ @ co(m) @ R™*, &lgebra |1|-graduada, y h = co(m) & R™*. Una variedad
conforme Riemanniana M va asociada a un H™-..brado Q(M) — M, de referencias
conformes esfericas especiales, con grupo de estructura H™ ~ CO(m) < R"™.

Sea V una conexion lineal y simétrica admisible para la variedad conforme M, que
en adelante asumimos de dimension m > 2. Sabemos que en el ..brado de referencias
lineales conformes C'O(M), la conexion V da lugar a una conexion afin de Cartan

(0, n) € AL(CO(M),R™ @ co(m)) (5.37)

de..nida como un caso particular de (5.34), pag. 110, por su forma horizontal ;. y por
la forma canonica vertical § de CO(M).
La inclusion canonica i : CO(M) — Q(M) (pég. 102) permite de..nir una 1-forma

0, ©0, € ALQ(M),R™ @ co(m))

como extension Adym-equivariante de (5.37), esto es, tal que 6 = *0_1, u = i*6;.
Obsérvese que si m denota la proyeccion natural de Q(M) sobre CO(M), cada refe-
rencia ¢ € Q(M) se descompone en ¢ = ¢ - expn € Q(M) con ¢, =7w(q) € COM) y
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n € R™ (vease (5.25), pag. 103), y entonces es

(0-1,00)(Eq) = Adexp—y(0 0 ™ (Eg), o ma(&g)),  VEq € TeQ(M).

Se tiene asi que (Q(M), 0_1 ®b) de..ne una AH S-estructura que, por la simetria de la
conexidn V, veri..ca la siguiente ecuacion de estructura (derivada de (2.12), pag. 25),

di_1+0gN0_1=0. (5.38)

En estas condiciones, el Teorema 5.4 asegura la existencia de una Unica conexion
normal de Cartan w € AY(Q(M), g) admisible para (Q(M),0_1®00), y libre de torsion:
O_1=0.

Proposicion 5.6 Seao = (Ey, ..., Ex,) una seccion del ..brado conforme lineal CO(M),
y sea i oo la seccion inducida en Q(M). Entonces, el tensor de Schouten L € TY(M)
de la conexion conforme V (de..nido en (3.30), pag. 57) se corresponde con el pullback
de la componente wy € A (Q(M),R™*) de la conexién normal de Cartan w:

(i o O')* (wl) = (wj) € Al(u, Rm*), con wj(Ei) = L(Ei,Ej).

Demostracion. Por la propia construccion de w € A'(Q(M), g), sabemos que
su pullback (i oco)*w = (i00)*(0—_1, 6p, w1) tiene componentes:

o (i00)*(0_1) = 0*(0) = (w') € AL (U,R™) corresponde a la base dual de o;
o (i00)*(0o) = o*p = (w}) € A'(U,co(m)) caracterizada por la condicion

w;(fu) = ' (V,E;), Vu € T,M

e (i00)*(w1) = (w;) € ALU,R™).
Dado que (w?) generan el espacio de 1-formas en I/ existiran L;; € C' (i) tales que
wj = Zj Lijwi & wj(E;) = L.
La curvatura © = dw —i—%[w, w| de..ne por pullback una 2-forma en &/ con componentes
@i:dwiﬁ—w;/\wj:Ti =0
@;'. = Ré. + 30, Lipwt Aw? — 37, Lp;wd Awh + OS> n Lppw® A wh
0; = d(Ly;wk) + wh A (Lpw™)

De este modo, teniendo en cuenta que R;'- = ZR;kl(wk Awl), se observa que las
funciones K7, tales que © = Y~ R!} (w* Aw!), son

K;‘kl = R;‘kl + Lljéi — ij(% — Lli(si + Lkiég + 6§(le — L) (5.39)
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y la condicion de normalidad es equivalente a
0=3 Kly=>Rly+mLy — Lij — Lij + 6 Y Lii + (Lij — Lji) (5.40)
=Y Riy+ (m—2)Lij + 63> Lis+ (Lij — Lj).

En el Lema 5.4 a continuacion, se demuetra que la condicién de normalidad implica
que la curvatura veri..ca Kf = 0 Vi. Aplicando esta condicion a la ecuacion (5.39) se
obtiene la identidad

0=> z'ilj =Y Ry +m(Lj — Lij) < % > Ry = (Lij — Ljr). (5.41)

La conexion conforme V tiene asociado un tensor Ric = €iR + Ll R € TY(M)
(de..nido en (3.25) pag. 54) y cuyas componentes son

Riq; = ZiR;il +L5 flj -
La condicion de normalidad va ligada a las identidades (5.40) y (5.41) que implican
Ric; = —(m —2)Ly; — 6153 ; Lis.
Obsérvese que si denotamos a = ), L;;, entonces, L;; = m;fz (Ricy; +ady;) y
aji = 3; Lubji = 7t (3 Riciibji +madj) = 775(SCi +madj)
2m —1)adj; =—-5C5 & adj = %;—il)SCﬂ

y podemos concluir con

. 1
le = m <m1le _Q(m__

— ) SC; >

que coincide con las componentes del tensor de Schouten L € 9(M) de la conexion
conforme V. m

Lema 5.4 La conexion normal de Cartan w € A'(Q(M), g) tiene asociada una forma
de curvatura © = (0,00,01) € A*(Q(M), g) tal que su componente Oy, inicialmente
con valores en el algebra co(m) = o(m) &R, s6lo toma valores en o(m), es decir,

@8 = prr©g = 0.

Demostracion. La curvatura veri..ca la identidad de Bianchi d© = [0, w] (véase
Poor [37]), y dado que ©_; =0, de ella se desprende que debe ser

0 =dO-1 = [wo, O-1] + [Op,w-1] = [O0,w-1]
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La componente ©g, que toma valores en el algebra co(m), admite la descomposicion
K: = ©) + 606} para ©) € o(m) y 63 € R. La identidad anterior se expresa en
componentes por la ecuacion: Vi =1, ...,m,

. : . . . 0 .
0=[00,w1]"=>; Kj Aw! =3 ,0; Nw?! +Og AW
Zj@é/\wj =) AL
Sea ©) = 0/, Wk AWy ©F = 6f, Wk AW, entonces debe veri..carse
ijl szl wk A wl A uﬂ = Zk‘l @gkl wk N wl VAN wi
0 o .
Ooki = Ok + Oli = Olir, — Ol
Haciendo uso de la condicion de normalidad, se observa que
0= (Kix — Kiur) = 22 (Ofix — Oht) + O — Ok, = (1 —2)0,, -
Por lo tanto, como m > 2, es m—2#0y 6Y,, = 0 para todo k,l =1,...,m. &
En de..nitiva, podemos concluir con el siguiente resultado:

Teorema 5.5 La conexion conforme V de M induce en el ..brado de referencias es-
peciales una Unica conexion normal de Cartan w € A'(Q(M), g), caracterizada por el
hecho de que para la inclusién i : CO(M) — Q(M) se veri..ca:

(i) w_10ix =0 € AL(CO(M),R™), laforma vertical canénica de CO(M);
(ii) wooix € AL(CO(M),co(m)) es la forma horizontal 1 de la conexion V en CO(M).
Su componente en R™* veri..ca entonces la condicion:

(iii) w1 oix € AL(CO(M), R™*) viene dada por el tensor de Schouten L € TY(M) de la

conexion conforme V en el siguiente sentido:

w-1010x(&) = L(&,0(.)) € R™, V&, € TLCO(M).

Demostracién. Consecuencia de la Proposicion 5.6. B

Corolario 5.1 El tensor curvatura de Weyl W € Ti(M) de la estructura conforme
(De..nicién 3.4) se corresponde con la componente de la curvatura ©g € ALY(Q(M), co(m))
de la conexién normal de Cartan w € AY(Q(M),co(m)), en el siguiente sentido:

W(u, v)w = b (00(&,¢) 07 w)), Vu,v,w € T M,

siendo b € CO(M) C Q(M), Yy &,,¢, € THQ(M) tales que 7. (&) =u Y m«(¢p) = v.
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Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 5.6 anterior. La
identidad K;kl = (5.39) en su demostracion, para Rj.kl y Lji las componentes del
tensor de curvatura R € T3(M) y del tensor de Schouten L € TJ(M), respectivamente,
asociados a la conexion conforme V, implica que K7, = W7, coincide efectivamente
con el tensor de curvatura de Weyl. m

El tangente esférico TM, identi..cado con el ..brado homogéneo P(M)/Q(M)
(véase (5.26), pag. 103), hereda de la conexion de Cartan w € AY(Q(M), g) un trans-
porte paralelo alo largo de curvas que permite trasladar las esferas tangentes conformes
preservando su estructura de Mébius.

En el articulo original de Cartan “Les espaces a connexion conforme” [9] la conexion
w es presentada como el vehiculo natural para la de..nicion, tan ”visual” e intuitiva,
como es el transporte paralelo de las esferas tangentes sobre la variedad conforme.
Un estudio en detalle sobre el signi..cado geométrico de la de..nicién de la conexion
normal de Cartan asociada a la conexion de Levi-Civita V de una métrica conforme
g € C puede hallarse en Salvador [40]. La de..nicion de esta conexion es el resultado
de exigir al transporte paralelo inducido sobre las esferas tangentes unas condiciones
geométricamente naturales: de no deslizamiento (equivalente a (i) en el Teorema 5.5),
de coherencia con la métrica g y de minimizacién de curvatura en el sentido de no
tener torsion (la combinacion de estas dos condiciones es equivale a (ii) en el Teorema
5.5), y ..nalmente una ultima condicién normalizadora que busca también minimizar
la curvatura y que hace Unica a la conexion (equivalente a (iii) en el Teorema 5.5).

Diferencia entre conexiones normales de Cartan
En adelante, haremos uso de la formula de Baker-Campbell-Hausdora (véase Varadara-
jan [50], seccion 2.1.5)

AdexPYX =X+ [X7Y] + %[X> [X7YH + %[Xa [Xa [X7YH] + . (542)

aplicada al algebra de Lie graduada g = g1 ® go @ g1. Obsérvese que en el caso en
que V € R™ = g4, A € co(m) = go, n € R™ = gy, esta formula da lugar a las
identidades:

AdeXp”lV = (Va [777 V] y %[777 [UaVH ) € g
AdexpnA = (0’ A7 [777 A]) € h = go D g1.

La variedad conforme Riemanniana M tiene asociada toda una familia de conexio-
nes compatibles con su CO(m)-estructura, en correspondencia biunivoca con el espacio
de 1-formas A'(M), tal y como se demuestra en el Capitulo 3. Por el Teorema 3.1,
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dos conexiones V y V lineales y conformes en M tienen asociado un tensor diferencia
YV -V =, € TY(M) de..nido por la 1-forma a € A'(M) en el siguiente sentido:

V-VxY =0,(X,Y)=aX)Y + V)X - "a(X,Y), VX,Y € X(M).
La 1-forma o € AY(M) da lugar a una funcién diferenciable asociada

N : QM) — R™ (5.43)
g — n.(q) =az0q, '

en donde ¢« =dog € CO(M), oy € TXM — R Y (az 0 g«) € R™*.
Proposiciéon 5.7 Las conexiones normales de Cartan w,@ € A'(Q(M), g) asociadas

a las conexiones conformes Vy V = V + ®,, para o € A}(M), resultan equivalentes
a traves del automor..smo del ..brado

Rexpn, : QM) — QM) (5.44)
q — q-expNq)s Na(q) = az o g € R™

en el siguiente sentido:

T = (Rexpy, ) w = Ad

exp —1q O W-

Demostracion. Veamos en primer lugar que la aplicacion (5.44) de..ne efectiva-
mente un automor..smo del ..brado Q(M ). Partiendo de la siguiente identidad para el
producto semidirecto CO(m) AR™*

(A, 0)Lm, ) = (A + 1) = (I, f A7) (A, )

se observa que Vh € H™ = CO(m) AR™* es h - expn,, =exp(n, - hy ') - h, y entonces

*

Rexpn, (@ -h) = (g h) -expny(q-h) =q- h-exp(1,(q) - hs)
= q-exp1,(q) - h = Rexpn, (q) - h.

Mediante el pullback w = (Rexpn)* w € AY(Q(M),g) se de..ne una nueva conexion
normal de Cartan en QQ(A/). Por el Teorema 5.5, para demostrar la coincidencia de w
con la conexion normal de Cartan @ € A'(Q(M),g) asociada a V, basta estudiar sus
primeras componentes w_; y wq. Estas viene dadas por:

w1 = w1 €A(QM),g1)
wy = wo— [N,w-_1] € AHQ(M), go)

como consecuencia de aplicar a w = (Rexpy)*w = Adexp 1, w la formula de B-C-H
(5.42), pag.117.
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(I) w1 =w-1 :(9071'* 2571.

(ii) Si p y T denotan las formas horizontales de las conexiones conformes Vy V,
se tiene la siguiente relacion deducida del Corolario 2.1 y de la Observacion 3.1 (a):

Tip(&p) = 115(&p) + (01 @a)(0(&3)) = 11(&) + (Paob) (0(83)) » VE, € TLCO(M)
Por la Observacion 5.8 es ¢, (V') = [V,n] = —[n, V], y por lo tanto,
Ty = by + Py 0y © 0 = 1y, — [14,(0),0(.)] € AY(CO(M),co(m)).
De este modo, V¢, € T,CO(M) es

wo(&p) = (wo — [, w-1]) (&) = 1&p) — [Ma(b), O(&p)] = Ti(Ep) = To(&s)-

Asi, las conexiones normales de Cartan @y w = (Rexpy)*w son ambas admisibles
para (6,7) y por el Teorema 5.5 conlcuimos @ = w = (Rexpy)  w. B

El automor..smo Rexpy, @ Q(M) — Q(M) asociado a la 1-forma a € A'(M),
induce en el ..brado tangente esférico 7M un automor..smo

Ta: TM — TM. (5.45)

Sobre cada = € M, (7a), : ToM — T.M es la transformacion conforme de la esfera
tangente T, M de..nida por:

(Ta)z = Rexpn, (0) 04" = goexpna(g) o ¢, Vg€ QM)
Es decir, (74), consiste en una traslacion del punto in..nito oo, € T, M, veri..cando:

o do(Ta), = idr,m - TxM — T M;

O si o, =0
® (Ta), (00z) = _ T .
Lob (ﬁ%@ Siag £0, (Vbe CO(m)y).

Corolario 5.2 Las conexiones principales @ y % € A'(P(M),) extendiendo de ma-
nera natural a las conexiones normales de Cartan de las conexiones conformes V y
YV =V+®,, a € AL(M), resultan equivalentes a través de un automor..smo del ..brado
P(M),

Fo: (P(M),T) — (P(M), @) (@= Fiw)

tal que F,,(q) = q -expn,(q) = q-exp(aoq,), Vg € Q(M).
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5.3.4 Conexioén esférica de Fermi-Walker

En capitulos anteriores hemos demostrado que sobre una variedad conforme Riemanni-
ana M existe una nocién natural de transporte paralelo de Fermi-Walker, que permite
desplazar can6nicamente el espacio tangente a lo largo de las curvas parametrizadas
de la variedad, preservando su estructura conforme lineal.

Acabamos de ver que en el modelo de Cartan, que apoya sobre cada punto = € M de
la variedad conforme una esfera tangente 7,/ como compleccién del espacio tangente
conforme T, M, toda conexion conforme lineal, originalmente asociada al transporte
de espacios tangentes, puede extenderse de manera natural para de..nir un transporte
de esferas tangentes. El paso de una conexion conforme lineal V a su correspondiente
conexion esférica w € A'(Q(M), g) se hace a través del tensor de Schouten asociado
a V (Proposicion 5.6). Esto nos pemirte operar de manera analoga con el transporte
Fermi-Walker.

A continuacion se demuestra que el transporte "lineal” de Fermi-Walker admite su
extension al ..brado esférico tangente, y da lugar a un transporte paralelo canénico de
las esferas conformes tangentes sobre curvas parametrizadas. Este transporte va ligado
a una conexion de tipo Cartan que denominamos conexién esférica de Fermi-Walker
w?.

Seay : I >t — ~(t) una curva parametrizada en la variedad conforme M. El
transporte Fermi-Walker basa su de..nicién en la existencia de conexiones conformes
lineales V adaptadas para cada instante ¢ € I, en el sentido de que la restriccion
de v(¢) a un entorno de ¢ € I es curva V-geodésica. Cada conexion adaptada V se
extiende a una conexion normal de Cartan w € A'(Q(M), g), que de..ne un transporte
paralelo de la esfera tangente y de sus referencias esféricas sobre la curva.

Vg € Y'Q(M), w(g) € g=R™ ®co(m) ©R™

A través de la inclusion natural i : CO(M) — Q(M) se puede tomar sobre la curva ~(t)
una eleccion de referencias ¢; = ioo(y(t)) para unaseccion o = (Ex, ..., Ep,) € CO(M)
tal que E1(y(t)) = +/(t). La conexién de Cartan w queda entonces determinada por
su pullback w = (i o 0)*w, cuyas componentes adquieren una expresion sencilla para
esta eleccion de referencias ¢ sobre la curva (Teorema 5.5):

e w_1 = (w') € R™ es la base dual de ¢ = (E;), de modo que
w' (') =w' (B (+(t))) = &1
* wo = (w}) € co(m) es la forma horizontal de V, de manera que

5w (7(0) i (0(2) = Yoy By = =2 (; 07) = = (B 0)
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con D7 /dt la conexion de Fermi-Walker sobre la curva ~(t).

e w1 = (w;) = (Lyw') € R™, siendo L € TJ(M) el tensor de Schouten de la
conexion conforme V, de manera que Vj

wi(¥ (1) = 32 Lijw (Y (t)) = X2, Lyt = Laj = L]
con L7 el tensor de Schouten sobre la curva «(t).

Es claro que el transporte de esferas tangentes inducido a lo largo de la curva es
independiente de la eleccion de la conexion conforme V adaptada a ~(¢). Podemos
a..rmar entonces que existe sobre la curva parametrizada ~y(¢) una conexion candnica de
Cartan, perfectamente de..nida por la estructura conforme del ambiente, y susceptible
de ser descrita a través de invariantes conformes caracteristicos de la curva ~(t), a
saber: la forma fundamental (para la componente en g_; = R™), la conexion de
Fermi-Walker D7/dt (para la componente en go = co(m)), y el tensor de Schouten de
la curva LY (para la componente en g; = R™*).

De..nicién 5.12 A lo largo de cada curva parametrizada ~y(t) de la variedad conforme
Riemanniana M esta perfectamente de..nida la conexion esférica de Fermi-Walker,

WY € A (v Q(M), g),

caracterizada por la condicion de coincidir con la conexién normal de Cartan inducida
sobre la curva por cualquier conexion conforme V adaptada a ~(t) (V/dt(v') =0).

A través de la eleccion de una referencia movil o, = (E4, ..., E,,); sobre la curva
~(t), la conexion esférica de Fermi-Walker w” queda determinada por su pullback
wY = (io0)*w? € A(I, g). Si tomamos o; = (E;); de modo que E; =/, el desarrollo
anterior demuestra el siguiente resultado.

Proposicion 5.8 Sean (Fj-) y (L}) las componentes de la conexion de Fermi-Walker
D7/dt y del tensor de Schouten L7, respecto a la referencia movil o = (E;) €
CO(M)()- Entonces se veri..ca

w? = (8, T5(0), L(0) de € AL R™ & co(m) § R™).

La canonicidad de la conexion esférica de Fermi-Walker de una variedad conforme
M permite asociar a cada curva parametrizada ~(¢) y a cada ¢ty € I = Dom() una
Unica curva desarrollo c(t) en el espacio homogéneo E. ) = TW(tO)M (equivalencia
(5.26), pag.103), que describe el movimiento del origen O, en el transporte w?-
paralelo de las esferas tangentes (véase De..nicion 5.8).
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Por el Lema 5.2 la eleccion de una seccion ¢; € v*Q(M) de referencias especiales
sobre la curva «(t) permite describir su desarrollo ¢(¢) C TWO)M, a través de:

C(t) = Qty XG (gtH) S EW(tO) =4 C(t) =qt, ° gt(O) ET’y(to)M (546)
siendo g; la curva en G™ determinada por las condiciones:

g9 g =w(d), Vit
gto =€



Capitulo 6

Invariantes conformes asociados
a curvas

En este capitulo estudiamos los aspectos mas relevantes de la teoria de invariantes
conformes asociados a curvas sumergidas en una variedad conforme Riemanniana.
El planteamiento original que dio lugar a la de..nicién de los invariantes que aqui
analizamos se halla en el articulo Cartan [9]. En los articulos posteriores Sulanke
[49] y Schiemangk-Sulanke [42] puede verse una descripcion de las construcciones de
Cartan desde una perspectiva mas cercana a teoria actual de ..brados principales.

Inciamos el capitulo presentando en la seccién 1 el caso de un ambiente Riema-
nianno. EIl proposito de esta seccion previa es ofrecer una referencia bien conocida
que avale la naturalidad de las posteriores construcciones para el caso conforme. Se
resumen aqui los principales invariantes métricos asociados a curvas y se reformula su
de..nicion en base a la nocién de curva desarrollo, propia de las conexiones de Cartan.

En la seccion 2 centramos ya nuestro interés en el ambiente conforme Riemanni-
ano, ligado a un ..brado de esferas conformes tangentes en el modelo de Cartan. La
inclusion natural del espacio tangente a una curva curva I en M como recta vectorial
del tangente al ambiente M, en el contexto conforme da paso a una inclusion a nivel
de esferas tangentes. Se de..ne en la esfera tangente del ambiente 7, M la nocién de
circulo C,, tangente a la curva en = € T' (apartado 6.2.1); cada C, admite ser identi...-
cado con 7,I' y da lugar a una inclusion asociada i, : 7,1 < T, M (6.9). Se de..ne
también una nocion de referencia esférica del ambiente adaptada al circulo tangente a
la curva Cy C T'x M.

Un circulo tangente a la curva queda univocamente destacado por su relevancia
geométrica en cada esfera tangente 7', M, = € I, cuando se cuenta con la presencia de
una conexion normal de Cartan w en el ambiente conforme M. En la seccion 3 partimos
de una variedad conforme M provista de una geometria normal de Cartan (Q(M),w).

123
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La condicién de normalizacion (6.20) permite de..nir un procedimento estandar que
identi..ca la esfera tangente de una curva en M con un unico circulo tangente en
la esfera tangente del ambiente, y cuyo signi..cado geométrico se corresponde con la
nocion de circulo osculador clasicamente asociada a ambientes Riemannianos. Bajo
este planteamiento, se hace patente ademéas que la nocién de circulo osculador es de
naturaleza conforme: su de..nicion tiene sentido en referencia a una conexién conforme
arbitraria, y en el caso particular en que la conexion provenga de una métrica coincide
con la de..nicion estandar.

El apartado 6.3.3 presenta una construccion por la cual la accion de la conexién
de Cartan w a lo largo de una curva puede equipararse con la accion de una conexion
lineal en el ..brado vectorial de las formas esféricas 7M. Esta “linealizacion” de la
conexion permite tratar las construcciones de Cartan desde la teoria, mas habitual, de
conexiones lineales.

Mediante la inclusién normalizada de T,I" en T, M ofrecida por la geometria
conforme de Cartan de ambiente, se estd en posicién de inducir sobre la curva T’
un transporte de su circulo tangente, heredado del transporte de las esferas tan-
gentes del ambiente. Este transporte se realiza por medio de una conexién inducida
W' € (Q(),a(2,1)) (De..nicion 6.4) que se obtiene de la conexion normal de Cartan
ambiente w € AY(Q(M),o(m + 1, 1)).

En la seccion 4 se abordan ya los invariantes conformes asociados a curvas. Ofre-
cemos inicialmente la construccion habitual para estos invariantes, que consiste en dar
su de..nicién en términos de alguna de las conexiones normales de Cartan w asociadas
a la estructura conforme, y demostrar posteriormente que esta de..nicion no depende
de la conexion conforme elegida. Presentamos asi los siguientes invariantes:

- Parametro proyectivo (6.4.2): Su de..nicion se basa en la existencia de una estruc-
tura proyectiva natural sobre la curva heredada del ambiente por la conexion inducida
W', Se tiene asi una razon doble de..nida de modo natural sobre los puntos de la curva
I.

- Arco y curvaturas conformes (6.4.3): Por un procedimiento analogo al propuesto
para curvas en un ambiente Euclideo por Frénet [17] y Jordan [22], y extendido a curvas
en un ambiente Riemanniano (véase Eisenhart [15]), también la estructura conforme
del ambiente induce sobre la curva un arco conforme s (De..nicién 6.6) y funciones de
curvatura \;(s), veri..cando formulas analogas a las de Frénet. En el caso conforme, en
que la estructura va ligada al segundo orden, se obtienen Unicamente m — 2 funciones
de curvatura, dado que es necesario hacer uso de las dos primeras derivadas de la curva
(el 2-jet) para determinar el arco y el primer vector de la referencia movil de Frénet.

- Geodésicas y circulos conformes (6.4.4): La nocion de curva geodésica asociada
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a una conexion lineal, tiene su analogo en las geodésicas conformes asociadas a una
conexién normal de Cartan conforme. De nuevo el hecho de que la estructura conforme
sea de segundo orden implica que en cada punto de la variedad las geodésicas conformes
estan en correspondencia con el espacio de 2-jets T2M = {j2(y) € T2M : ~}, # 0}.

Posteriormente (apartado 6.4.5) se observa que la condicion de invarianza de estas
de..niciones respecto a la conexion conforme considerada y el hecho de que de..nan
invariantes localizables sobre la curva, permite dar su de..nicion en términos de la
conexion esférica de Fermi-Walker. Esta conexion natural ofrece, ademas de su cano-
nicidad, la ventaja de sumergir alaesfera tangente ala curva T,I en la esfera tangente
del ambiente 7, M mediante la inclusion

T, =T, T U{cc} — TMU{cc}=T,M
T — T,M

oor /= OOM

gue consiste en extender el monomor..smo natural entre espacios conformes T, I" <
T, M a sus respectivas complecciones del modo més sencillo: identi..cando los puntos
del in..nito ocor < ocoy.

A través de la conexion esférica de Fermi-Walker, obtenemos una descripcion de los
invariantes conformes sobre la curva que puede expresarse, en Gltimo caso, en funcion
exclusivamente de la derivada de Fermi-Walker V7 /dt y del tensor de Schouten L7
del Capitulo 3. La caracterizacion en estos términos resulta extremadamente sencilla,
y permite equiparar el tratamiento de las curvas en ambientes conformes con el de
las curvas en ambientes métricos Riemannianos. La conexion de Fermi-Walker D7/ dt
ocupa entonces un lugar equivalente al de la conexion de Levi-Civita sobre la curva, y
el tensor conforme de Schouten L” se interpreta como un analogo a la aceleracion de
la curva Riemanniana.

6.1 Referentes: Curvas en un ambiente Riemanniano

Una variedad Riemanniana M, con ..brado de referencias ortonormales O(M) — M,
tiene univocamente asociada una conexion afin de Cartan, sin torsion,

w = (6, ) € AL(O(M),R™ @ o(m)),

de..nida por la forma candnica vertical 6 y la forma horizontal p de la conexion de
Levi-Civita (Teorema 5.2).

La nocidén de desarrollo de curvas (De..nicién 5.8) permite pasar de curvas parame-
trizadas en la variedad M a curvas en el espacio tangente (afin) 7., )M, preservandose



6. Invariantes conformes asociados a curvas 126

las propiedades geométricas de las curvas por la naturalidad de la de..nicién de la cone-
xion w = (6, ). En particular, los invariantes clasicamente asociados a t — ~y(t) € M
como curva en un ambiente Riemanniano (longitud de arco, curvaturas, condicion de
geodésica,...), se expresan en el contexto de la geometria de Cartan (O(M ), w) en tér-
minos de las propiedades geometricas de su desarrollo ¢ — ¢(t) € T ,)M como curva
en un espacio afin Euclideo.

Sea t — ~(t) € M una curva parametrizada en la variedad Riemanniana. El
movimiento del origen 0,(; € T, )M en el transporte w-paralelo a lo largo de ~(¢),
describe una curva en T, yM que llamamos curva desarrollo (De..nicion 5.8):

£ oft) = |

vitto (Oyt)) € Tyto) M-

Fijada la curva de referencias ortonormales ¢t — b; € O(M) sobre ~(t), el transporte
w-paralelo | |, =1 |, 14, : TyyM — Ty40)M es la isometria afin caracterizada por
la identidad | |t7t0 oby = by, 0, parat— g C AO(m) curva solucion de la ecuacion
g, = gsw(b}) con g,, = e. La curva desarrollo viene entonces de..nida por:

c(t) = | ’t,to (Ov(t)) = | ‘t,to 0 bt(0) = by, 0 g:(0) € Ty M

(resultado analogo al Lema 5.2 por la equivalencia (5.33) de la pagina 110). A través
de la identi..cacion del grupo a..nizado AO(m) con el producto semidirecto R™ £O(m),
g+ C AO(m) se corresponde con una curva (V;, Ry) € R™ £O(m) solucion del sistema

V{ = R O(b, Vie=0
L ( t,) ¥ 6.1)
th = Ry /u(bt) Rto =In
y el desarrollo de ~(t) en T, M se corresponde con la curva
C(t) = bto Ogt(O) = bto(‘/t> € T'y(to)M- (62)

Observacion 6.1 Fijada la referencia movil b, = (Ex, ..., Ey,): € O(M) sobre la curva
t — ~(t), la isometria afin ligada al transporte paralelo es

| lt4o =bto0 g o byt = (c(t), by o Ryobyt): TyoyM — Ty M

con c(t) C Ty, M la curva desarrolloy Ry C O(m) tal que R, 'R, = (), Ry, = L.
La parte vectorial de esta transformacién afin, identi..cada con su diferencial en el
punto origen 0 € T, M, viene dada por

dol lryy = To(TyM) — Ty (Tyae)M)
Il I I
bto oRio b'tl : T'y(t)M — T'y(to)M
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Para cada , la referencia transportada | |, ;, (b¢) = (c(t), b0 Ry) € AO(M) (4, de..ne
una referencia ortogonal afin sobre c(t), formada por vectores

vi(t) =do| 1z, (E5(1) € Tety(Tt0)M) (6.3)
= by 0 Ry o by " (Ej(t)) = by, © Ry (e5) € Ty )M
es decir, (v1,...,um)t = by, o Ry Vt, y se cumple la identidad
(Ulw"avm); :btooRi‘: (Ul,...,vm)tORt_loRz (64)
= (1)1, "'7Um)t o M(bé) vi.

El hecho de que la componente de la conexién w que toma valores en R™ provenga
de la forma canonica vertical 0 es equivalente al siguiente resultado.

Proposicion 6.1 La velocidad inicial de la curva desarrollo c(t) C T, )M coincide
con la inicial de la curva y(t) C M en to € I, es decir,

Y (to) = c'(to) € To(Tyt) M) = Ty M.

Demostracion.  Sea b C O(M) una referencia movil ortonormal sobre ~(t).
Por la identidad (6.2) es ¢(to) = bz, (Vy,) € Toy0)M, y el sistema de ecuaciones (6.1)
evaluado en ¢, da lugar a la siguiente identidad

= Ry, Viy = 0(bh,) = by, (7 (10)).
Se concluye asi que c/(to) = bs, (V7)) =7 (t0) € Ty M. W

Corolario 6.1 El desarrollo c(t) C T,,M de la curva parametrizada ~(t) C M
cumple las siguientes propiedades:

(@) d(t)=dg| |,y (Y1) € Tory(Tyt)M) = Tye) M, VEE L.
(b) (1) (¢ (1), (1)) =g(¥(1),7'(), Vel

Demostracion.
(a) Fijado un %, € I, se tiene que el desarrollo ¢(t) de ~(¢) en T z,yM cumple
c(t) =| k, 4, ©<(t), y de la Proposicion anterior se deduce

d(to) = (do| F, ) 0T ) = (ol Ik, ,) ()

(b) Se deduce directamente de (a) y del hecho que do| |4, : ThyM — Ty) M
sea isometria V¢. ®
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Arco y curvaturas Riemannianas

Cadacurvaen la variedad Riemanniana puede reparametrizarse por su longitud de arco
de modo que ¢t — ~(t) € M cumpla g(+;,7:) = 1, Vt. Es conocido también que para
una curva general® puede construirse una referencia movil b; = (Ex, ..., Em): € O(M)
sobre la curva, llamada referencia de Frénet, caracterizada por veri..car E1(t) =~;y

4
EEj =—-\j1Ej 1+ NEji, (Mo =An=0)
para ciertas funciones \;(t) € C'*°(v), que de..nen las curvaturas de la curva ~(t) en

la variedad Riemanniana M (véase Eisenhart [15], Laugwitz [29]). Se tiene asi que

0 -\ O 0
A1 0 =X ;
p®) =10 N . - (t) € o(m).
: 0 -Am1
0o .. Am-1 0

Proposicion 6.2 En estas condiciones, el desarrollo de ¢t — ~(t) € M de..ne una
curva t +— c(t) € T,4,)M igualmente parametrizada por su longitud de arco y con
identicas curvaturas \;(t) en el espacio afin Euclideo T’ M.

Demostracion. Por el Corolario 6.1 sabemos que la curva c(t) esta igualmente
parametrizada por su longitud de arco. Para la referencia movil de Frénet b; € O(M )y,
la referencia transportada | |, ,, (b)) € AO(M),,) de..ne entonces una referencia movil
ortogonal sobre la curva c(t) formada por vectores v,(t) = (6.3) tales que:

e vi(t) =dol |4, (E1(t) = do| |4, (+'()) = (2) (Corolario 6.1 (a))
o (V1. Um)t = (V15 Um)e 0 (b)) (6.4) & v = —Aj-10j-1 + Ajvjr

Esto signi..ca que | [, , (b;) de.ne la referencia movil de Frénety A;(t), .., Ap,—1(t) son
las curvaturas de ¢ — c(t) como curva en el espacio afin Euclideo T’/ .

Obsérvese que dado que las curvaturas \;(t) forman un sistema completo de clasi-
.cacion de curvas en un espacio Euclideo, concluimos que si v(¢) es una curva en
la variedad Riemanniana M con curvaturas Ai(t),..., A (t) y cuya referencia movil
de Frénet viene dada por by € O(M),(y), entonces, su desarrollo en el espacio afin
T, )M es la curva determinada por tener curvaturas A (t), ..., A,(t) y por tener a
bt, € O(M),,) como referencia de Frénet en el origen 0,y = c(to)-

*Se dice que ~(t) es curva general en M cuando las derivadas v;, %+, ..., (%)™ ', son linealmente
independientes en T,y M en cualquier instante ¢.
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Geodésicas Riemannianas

Existe una correspondencia similar entre la curva en M y su desarrollo en el espa-
cio tangente Euclideo en relacion con la propiedad de ser curva geodésica, como se
demuestra en el siguiente resultado (véase también en Kobayashi-Nomizu [24], 111.6).

Proposicion 6.3 La curva ¢t — ~(t) es curva geodésica en la variedad Riemanniana
M (V/dt(y) = 0) si y s6lo si su desarrollo ¢ — c(t) de..ne una recta c(t) = tv en el
espacio afin T, M (d(t) = 0).

Demostracion. Sea by = (Ej, ..., Ey): € O(M) una referencia movil sobre ~(t)
adaptada a la curva en el siguiente sentido: 3, € C' *°(«) tal que v, = r:Ey (t), Vt.
El desarrollo en T’ M es c(t) = by, (V2), determinado por (V;, R;) C R™ £ O(m)
tal que (Vi, Ry) = (0,1,,) y
{ RV = 0(b) = rper € R™
R’tilR;i - M(b;) = (Fz)t € o(m),, %Ej = P;E’L

Supongamos que c(t) = tv € Ty M para v € T, M, es decir,

(6.5)

V, :b;oloc(t) :b;)l(tv) ER™ = V/= b;)l(u).

Por el Corolario 6.1 es 7/(to) = ¢ (to) = v, ¥ 72 = 8(7}: V) = 8y(t,)(v, v) de modo que
ro = r € R (cte). Asi, de la primera ecuacion del sistema (6.5) se deduce que V¢

Ry(rer) = V{ =b,'(v) = b, (Y (to)) = rer & Ruler) = er.

Existe entonces una matriz S; € O(m — 1) tal que R; € O(m) viene dada por

(10 L (00
=lo s | TR g1 |~ T

de modo que debe ser Iy = —I'} =0, Vi, y concluimos
Xy =X(rEy) =rY,;Ti{E; =0 < ~(t) curva geodésica.

Reciprocamente, si la curva ~(t) es geodéesica en M se puede tomar la referencia
movil adaptada b; = (ry/, E2, ..., Em) C O(M) de modo que r = g(y’,y’)‘é y E; sean
campos V-paralelos sobre ~(¢). El sistema de ecuaciones (6.5) pasa a ser

R/ =re; e R™
R'R,=0€0(m) & R, =0

y debe ser (Vi, R¢) = (t(re1), Im), concluyendo con c(t) = by, (Vi) = th,(re1) =tv. B
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La geometria de Klein que modeliza la variedad Riemanniana M tiene asociado el
par de algebras (g,h) tal que g =R™ G o(m)y h =o(m). Cada V € R™ = g/h da
lugar un subgrupo uniparametrico

{exp(tV) = (tV,I,) : t € R} < AO(m) =R™ LO(m) (6.6)

que al evaluarlo sobre el origen 0 € R™ de..ne la recta ¢ — exp(tV)(0) =tV € R™.
El espacio tangente afin Euclideo T, M = AO(M),./O (M), hereda de los subgrupos
uniparamétricos (6.6) la siguiente familia de curvas parametrizadas en 7., M:

{c(t) =boexp(tV)(0) =b(tV): be COM),,V € R™},

que se corresponde con la familia de rectas por el origen parametrizadas a veloci-
dad constante. La Proposicion 6.3 a.rma que esta familia caracteriza a las curvas
geodésicas de la estructura Riemanniana mediante su desarrollo en el tangente. A
nivel in..nitesimal esta relacion de lugar al siguiente resultado:

Proposicion 6.4 Las curvas geodésicas de una variedad Riemanniana M coinciden
con las proyecciones sobre M de curvas integrales en el ..brado ortonormal O(M) para
campos de la forma V : b —wy H(V) € LO(M) on V € R™ =g/h.

Demostracién. Para V € R™, las curvas integrales del campo V = w1V
inducido por la paralelizacion que w de..ne en O(M), son curvas t — by C O(M) tales
que:

(b)) =V € R™

wby) =V & j
{ () =0 € afm)

Si 4(t) denota la curva proyeccion en M, su desarrollo en 1., )M es c(t) = by, (V2),
para (V;, Rt) € R™ £ O(m) determinado por el sistema:

(R 'V/, R, 'R = w(b}) = (V,0)

Entonces, c(t) = b, (tV) =tb, (V), y por la Proposicion 6.3 y(t) es curva geodésica.

El reciproco se ha probado ya en la anterior demostracion, en donde se ha constru-
ido sobre la geodésica ~(¢) una curva de referencias by = (rvy/, Ea, ..., Ep)t, con E;(t)
campo paralelo a lo largo de ~(t) y r = g_é (+/,7), de modo que b; es curva integral
del campo V = w1V € X(O(M)) para V =re; ER™. B

{ (‘/to,Rto) = (Oalm) AN (VZ,RO = (tV,O)

(\Véase también este resultado en Kobayashi-Nomizu [24], 111.6)
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6.2 Curvas en un ambiente conforme

Una curva (regular) en una variedad diferenciable M se entiende como una variedad
unidimensional conexa I" junto con una inmersion

r — M, (6.7)

esto es, una aplicacion diferenciable (no necesariamente inyectiva) cuya diferencial
de..ne siempre un monomor..smo entre los espacios tangentes. Esta inmersién permite
considerar cada punto de la curva x € T" como un punto en la variedad y denotamos
por abuso xz € M. Admé&s permite ver el espacio tangente a la curva 7,I" como una
recta vectorial sumergida en el espacio tangente ambiente 73, M,

.I' — T,.M (Vzel).

Una parametrizacion local para la curva es un difeomor..smo entre un abierto de I' y
un intervalo abierto I de R!, de modo que (6.7) resulta equivalente a la inmersion

vy:I — M (con +'(t) #0, Vt € I).
t — (1)

Es asi como decimos que una curva parametrizada (regular) es una aplicacion diferen-
ciable ¢ — ~(t) € M con ~/(t) # 0, Vt, tal y como hasta ahora se ha entendido.

Dos curvas en la variedad M, " — My r — M, resultan equivalentes cuando
existe un difeomor..smo ¢ : I' — r gue hace conmutativo el siguiente diagrama:

I - M
L
r
Como variedad unidimensional, una curva I" esta dotada de una Unica estructura
conforme trivialmente asociada al ..brado LT = CO(T") como ..brado de referencias
conformes. A través del modelo conforme de Cartan (Capitulo 5), I" es la base de
un ..brado tangente esférico canénico 7I' — T con ..bras modeladas en S!, y de un
..brado de referencias esféricas especiales Q(I') — I" de grupo estructural H' = R <RR¥,
que incluye como sub..brado a CO(I') = LI'. Obsérvese que la falta de relevancia
geométrica de esta estructura conforme impide asociar a I' una conexion de Cartan
geométricamente preferente; la inmersién de I" en un ambiente conforme M permitira
inducir sobre la curva la nocién conexién de Cartan heredada del ambiente (seccion
3), asi como la de..nicién sobre la curva de distintos invariantes conformes (seccion 4).
Si I" es una curva en la variedad M el espacio tangente a la curva T,I" estd natu-
ralmente sumergido como recta vectorial de 7, M (x € T'). Al trabajar en el &mbito
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de las variedades conformes de Cartan, la correspondiente inclusion debe darse a nivel
de las esferas tangentes T, — T, M. Por coherencia con las propiedades geométricas
de la esfera tangente como compleccion esférica del espacio tangente usual, 7,I" debe
sumergirse en T, M como un circulo C,, que pase por el punto origen O, € T, M con
direccion tangente a la curva, esto es:
To,C: — To, (T.M)
I I
T.I' — T, M

6.2.1 Circulos del ambiente tangentes a la curva
Sea I" una curva en la variedad conforme Riemanniana M de dimension m.

De..nicién 6.1 Se dice que un circulo Cy en la esfera tangente T, M, es circulo
tangente a la curva en z € T' si pasa por el origen O, € T, M con direccién tangente
a la recta vectorial T,I' C T,M =To, (T.M).

Los circulos tangentes a la curva en = € I' son los circulos susceptibles de ser
identi..cados con la esfera tangente unidimensional 7',I" de la curva I'. Cada eleccion
de un circulo tangente C, en TwM va asociada a una identi..cacion

T.T=C, T, M (6.8)

de..nida como la Gnica transformacién de Mobius T,I' — C, veri..cando las condi-
ciones:

(a) ldenti..ca los respectivos puntos origen:
TIF 30,1 +—0OzM € Cy.
(b) Su diferencial en el origen es la identidad en el espacio T,I", doblemente identi-
.cado con los tangentes Tp, (T, y To, ,, (Cs).

(c) El hiperplano ortogonal a T,,I" en T, M se identi..ca con una hiperesfera pasando
por el in..nito oo, 1 en T, M (seccion 5.1.1). Esta hiperesfera interseca al circulo
C. en el punto origen O, Y en otro punto distinto que denotamos oco(Cz).
Entonces:

T, > o0, — 00(Cx) € Cy.
La identi..cacion (6.8) que permite ver T,.I" como el circulo tangente C, ¢ T, M, da
lugar a una inclusion asociada de T,I" en T, M, que denotamos
ig, 1 Tol — To,M (6.9)

y que respeta las estructuras de Mdbius de las complecciones esféricas.
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6.2.2 Referencias especiales de M adaptadas a la curva

De..nicidén 6.2 Una referencia especial ¢ € Q(M ), se dice adaptada a la curva I"
cuando su diferencial ¢. € CO(M) es un isomor..smo conforme g, : R™ — T, M tal
que la recta ¢; ! (T,.I") coincide con R! = {(21,0,...,0) € R™: z; € R}.

Interpretando la referencia ¢ como el par (¢,q(cc)) € CO(M), x TpM-{O,}
(Proposicion 5.4, pég.93), la condicion de que esté adaptada a la curva I' resulta
equivalente a que ¢« = (v1, ..., vm) € CO(M),, sea una referencia conforme de 7;; M con
vy en la direccion de T,T, y (v2, ..., vm) base del subespacio ortogonal (T,I)" C Ty M.

Por la inclusion natural S' > (yo,91) — (%0, %1,0...,0) € S™, cada referencia

especial ¢ : S™ — T, M adaptada a I" de..ne en T, M un circulo tangente a la curva,
Cr = q(SY) T, M.
Observacion 6.2 Si la referencia adaptada es ¢ = [Ao, A1, ..., Amy1], para 4; € T, M,
el circulo tangente C,, = ¢(S*) C T, M viene dado por la interseccion en P(me)
C, = P(span{Ay, A, A, 1 }) N T, M,
y en el sistema de coordenadas homogéneas asociado (pag. 84) tiene ecuaciones
x% + 220Tm+1=0; x2=..=x, =0.

Fijar un circulo tangente C, en T, M equivale a ..jar el espacio IT = span{ Ay, A1 Ap i1}

en ﬁcM.

La restriccion glg: = [Ag, A1, Amy1] : S! — C,, de..ne una correspondencia entre la
esfera de Mébius S y el circulo C,, de modo que al identi..car 7,I" con C, por (6.8)
se obtiene una referencia especial inducida ¢'' € Q(I"), sobre la curva T. Obsérvese
que ¢ esta caracterizada por la condicion de hacer conmutativo el siguiente diagrama,
para i, la inclusion de (6.9):

St sm
| L (6.10)
T.L & T.M
Aplicando a (6.10) la diferencial en el origen, se obtiene el siguiente diagrama conmu-
tativo para los isomor..smos conformes asociados q. € CO(M), y ¢L € LT,
R! — R™
qat ! | %
I — T,M
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Observacion 6.3 Por la Proposicion 5.4, la referencia especial inducida ¢' € Q(I)
puede verse como el par (¢, ¢'(c0)) € CO(T), x T,I-{0,}, dado por:

(i) ¢¢ = (v1) € CO),, para vy € T,T tal que ¢ = (v1, ..., um) € CO(M)y,
(i) ¢*(00) = q(c0) € Gy g T,I.

6.2.3 Grupo estructural de las referencias adaptadas

Recordemos que el grupo de estructura asociado a las referencias esféricas especiales
de la variedad conforme M es el grupo H™ (del apartado 5.1.3 (3)), isomorfo a
CO(m) AR™*, y cuyos elementos admiten una representacion matricial en 5(m+ 1,1).

Dos referencias g y ¢ = ¢ - h adaptadas a la curva I" sobre un mismo punto = €T,
se relacionan a través un h € H™ = CO(m) AR™* tal que la diferencial h, € CO(m)
veri..ca h«(1,0,...,0) = (er,0,...,0) para r € Rt y e = +1. Es decir, h € H™ debe
estar dado por R € O(m — 1), r € R*, (ny,n) € R™ tales que:

_ 2+ |2
r 1 m n _,,071 2”7
e 0 -Erny
— m
h= 0 R -r Ry’ €
(6.11)
0 0 0 r
e 0 co
h=1|r , (M1, € m) AR™*,
o p | | ecom)

La condicién de que las referencias vayan ligadas a un mismo circulo tangente a la
curva C, C T, M es equivalente a que el elemento h € H™ que las relaciona veri..que
h(em1) € spanfeq, €1,€my1}, Siendo (eg,eq, ..., epyq) 1a base candnica de R™+2. Es
decir, la expresion matricial de h viene dada por R € O(m — 1), r € RT y n; € R*
tales que:

-
L
3
[
o
4
R

(6.12)

0 T

e 0 -
h= (r( 0 R ) ,7’(7]1,0,...,0)> € CO(m) AR
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En tal caso, las respectivas referencias inducidas ¢ y 7 = ¢' - k' de T,I' que se

de..nen mediante el diagrama (6.10), di..eren en un h! € H! = CO(1) AR dado por
la expresion

2
1 m -r%‘-
ht = 0 ¢ -ermy | =(re,rmy) € CO(1) AR. (6.13)
0 O r

Observacion 6.4 Una orientacion sobre la curva I, permite distinguir las referencias
especiales ¢ positivamente adaptadas a la curva I, en el sentido de que la referencia
conforme asociada ¢, tiene su primer vector en la direccion tangente y positiva de T'.
Las matrices dadas en (6.11) y (6.12) quedan entonces restringidas al caso ¢ = 1. En
particular, cada parametrizacion v : [ 5 t — ~(t) € M de la curva ..ja una Unica
orientacion en T' tal que ~/(¢) estd siempre positivamente orientado.

Conclusion

Partiendo de la inmersion I" < M que sumerge la curva en el ambiente conforme M,
se obtiene por pullback un H™-.brado I'™*Q(M) — T de las referencias especiales de
M sobre puntos de la curva I'. La introduccion de la nocion de referencia adaptada a
la curva da lugar a las siguientes reducciones del ..brado I'*Q(M) — I

(a) Las referencias adaptadas a la curva I forman un sub..brado
Q'(M) — T

de I'*Q(M) — T, para el siguiente subgrupo de H™ = CO(m) < R™*:
C(O(1) x O(m—1)) AR™ = { (r (E ]%) ,r(nl,n)) de (6.11)} .

(b) Una eleccién de circulos tangentes a la curva, I' 3 z — C, C T, M, puede verse
como una reduccion
QM C) — T
para el subgrupo de H™ = CO(m) £ R™* dado por:
C(O(1) x O(m — 1)) AR* = {<r (8 %) ,r(nl,O)) de (6.12)}.

Entonces, la asignacion de la referencia inducida para la curva,

Q"(M,C) — Q(T)

g +— ¢" como en (6.10)
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de..ne un homomor..smo entre los ..brados, asociado al homomor..smo de grupos
C(O(1) xO(m—1)) KR* — H'=CO(1) AR

h=(r () rn0) B =(rerm)

6.3 Ambiente conforme normal de Cartan (Q(M),w)

Fijada una conexién normal de Cartan we A'(Q(M),g) sobre la variedad conforme
M, la eleccion del circulo tangente C,, ¢ T,,M a una curva I puede normalizarse para
distinguir un Unico circulo tangente preferente en cada z € T'.

La de..nicion de recta tangente a una curva I" en M puede entenderse como aquella
recta 71" en T, M (x € I') que tiene un contacto de orden 1 con la curva. Obsérvese
que en el modelo conforme de Cartan, las rectas pasan a formar parte de una familia
mas general, en la que se confunden con los circulos. En este caso, el contacto de orden
1 con la curva caracteriza a toda una familia de circulos tangentes C,en T, M (z € I');
y al imponer un contacto de orden 2 se logra distinguir un Unico circulo tangente a
la curva (normalizado) en cada esfera T, M, = € I. Este mayor orden de contacto
requiere la presencia de la conexion en el ambiente.

El circulo conforme normalizado depende de la eleccion particular de la conexion
conforme, y coincidiré con la nocién clésica de circulo osculador en el caso en que la
conexion provenga de una métrica conforme (Proposicion 6.6).

6.3.1 Desplazamiento de referencias sobre I'

Sea V una conexioén lineal y conforme en la variedad conforme M. Sobre el ..bra-
do Q(M) de referencias esféricas especiales existe una conexién normal de Cartan
we AY(Q(M),g) candnicamente asociada a V, y tal que el par (Q(M),w) de.ne so-
bre M una geometria de Cartan sin torsion de tipo Mébius (G™, H™) (véase seccion
5.3.3).

Considérese una curva de referencias ¢ — ¢(t) € Q(M) adaptadas a la curva I" de
M, sobre la parametrizacion I > ¢t — ~(t) € I.

La evaluacion de la conexion de Cartan w sobre el campo velocidad ¢} € Ty, Q(M)
describe in..nitesimalmente la variacién de la curva de referencias especiales ¢ con
respecto a una curva horizontal de referencias en P(M) (Lema 5.1). Asi, sit +— p: €
P(M) es la curva w-horizontal con valor inicial py, = g, , entonces, es ¢+ = p: - g:, para
la curva t — g, C G™ solucion de la ecuacion diferencial

w (qt) = (Ry,)«gt = g; ' i- (6.14)

para el valor inicial g;, = e € G™.
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Recuérdese de 5.1.7 que el algebra de Lie g asociada al grupo de estructura G
puede verse de manera equivalente como el algebra de matrices o(m + 1, 1), o como
el &lgebra graduada g =g_; & go @ g1 = R™ & co(m) & R™*. La conexion normal de
Cartan we AY(Q(M), g) admite asi una doble descomposicién en componentes:

0 0
wy  W; 0

i
“j

w = w —w

SO

€o(m+1,1) (6.15)
0 —u —uf

Yw=(w_1,wo,wi) € R™ @ co(m) &R™*, relacionadas por el sistema de identidades:

w_1= (wl,...,wm)T eR™
w%) — WLy, € co(m)

¥
wi = (w9,...,wY,) € R™.

Recuérdese ademas que la conexion normal de Cartan w esta caracterizada por tener
su componente w_j en correspondencia con la forma vertical ¢ del ..brado CO(M), y
su componente wp en correspondencia con la forma horizontal . de la conexion V en
CO(M) (Teorema 5.5 del Capitulo 4).

El hecho de que ¢: € Q(M), ;) sea una referencia adaptada a la curva I' es equi-
valente a que el isomor..smo conforme g. (t) : R™ — T, M cumpla g«(t)(e1) € Ty T,
equivalente a su vez a las condiciones:

w-1(gr) = 0(ms(41)) = (1)) 7' (V' (¢)) € spanfer}
& w_i(q) = (w'(g);0,....,0)T € R™

Concluimos asi que la condicion de adaptacién a la curva I" para t — ¢; puede expre-
sarse en términos de las componentes de la conexién normal de Cartan del ambiente
w e A (Q(M),g) a través de la ecuacion:

ig) =0, 2<i<m (6.16)

6.3.2 Condiciéon de normalizaciéon

Seant — q; yt—q, = q; - h; dos curvas de referencias positivamente adaptadas sobre
una misma parametrizacion ¢ — (¢) de lacurvaI'. Lascurvasw; = w(q,) Y@ = w(q})
en el algebra g de..nidas por la conexién conforme de Cartan w € AYQ(M), g), se
relacionan mediante la ecuacion

T, = Adj1 (W) + h; thi. (6.17)
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En efecto,
Tt = w(@) = wg, (Ba)ed + (Lo Jehy) = o, (Rn)e) +wr, ((Lg)(Ly 1))
= Ady -1 (Wai (@1) + (Lyy-1)eht = Adjo1 (wa (g7)) + hy *h

La curva t — h; toma valores en el subgrupo CO(m — 1) KR™ de H™ asociado a las
referencias adaptadas, y existen 7, € R™, R, € O(m — 1), (n,7n), € R™ tales que

1 [mm _TZL‘|212UZL|.|i
0 1 0 -1
he = 0 R S RT (1) (6.18)
0 00 T

Con la identi..caciéon g = o(m + 1,1), w; y T tienen expresiones matriciales del tipo
(6.15), y la relacion anterior (6.17) resulta equivalente al sistema de ecuaciones:

( —0 0 1 —1d
Wy =wo—hw — 1 5
o =rtw!
2_,2
‘ — d
D = o +mwd + myRiw} + gt +
(6.19)

) dRF dn;
T = | ety + (0 m ] — (b + RESE) +
-1 _  1Di 1
— k kph ) dRY
| T = R, thj + R =+ (2<i,j<m)-

Si ¢¢ es una eleccidn arbitraria de referencias adaptadas a la curva, entonces, toda
nueva referenciaq; = ¢: - h+ obtenida por una matriz de cambio h; = (6.18) veri..cando

n;(t) = —w'(g) " wile) Ry(1), Vj=2...m

de..ne una curva de referencias adaptadas con w; (7;) = w}(¢) Ri(t)+w' (gt) m;(t) = 0.
Se concluye asi que es posible optimizar la eleccion de referencias adaptadas de modo
que en su desplazamiento a lo largo de ~y(t) se veri..que la condicion de normalizacion:

=0, 2<j<m (6.20)

Un par ¢; y q; de referencias adaptadas y normalizadas (wjl- :w; = 0) sobre ~(t),
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di..eren en elementos h; de la forma (6.18) con 7(t) = 0, esto es,

T—l ™m 0 _7«'112.

1 0 -1y

he = o r||l oW

(6.21)

0 0 O

parar; € Rt, R, € O(m — 1), () € R*. Las relaciones entre las componentes de la
conexion de Cartan w sobre ¢ y @}, controladas por el sistema (6.19), quedan reducidas
al contar con la condicién de normalizacion @9 = w? =0,Vj > 2) a las ecuaciones:

(—0_ 0 1 .—1d
Wy =wy —Mw-—1 E%
=1 -1,
2 d
o= [w? el — Lt + —;ig-} (6.22)
- _ . 0pi
@} = 1wilty  (2<ij<m)
— k koph | pkdBS
w; = Rjwp R} + Ri=+  (2<ijk,h<m)

<

Observacion 6.5 Sean t — () y s — 7(s) = v o t(s) dos parametrizaciones de la
curva. Una eleccion de referencias adaptadas sobre I' da lugar a las curvas: t +— ¢
sobre y(t) y s+ T, = q¢(s) SObre J(s), veri..cando la relacion

w(Ts) =t'(s)w(gys)) (con t'(s) #0)

gque mantiene invariante la condicion de normalizacion (6.20). Asi, la normalizacion
es una condicién geométrica, en el sentido de que no depende de la parametrizacién
tomada.

La conexion normal de Cartan w € A(Q(M),) puede verse por pullback como
una 1-forma actuando sobre el ..brado I™*Q(M) — I'. Entonces, hemos demostrado
los siguientes resultados:

(1) La condicién sobre las componentes de w
wt=0, Vi=2,..,m (condicion (6.16) de adaptaci6n);

caracteriza al sub..brado Q' (M) en T*Q(M) de las referencias adaptadas a la curva
Ir.

(2) Las condiciones sobre las componentes de w

Wl =0, Vj=2,...,m (condicién (6.16) de adaptacion);

wjl. =0, Vj=2,...,m (condicion (6.20) de normalizacion).
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caracterizan a un sub.brado Q' (M,w) en T*Q(M) de las referencias adaptadas y
normalizadas respecto a w. El grupo de estructura H™ = CO(m) AR se ve entonces
reducido al subgrupo de matrices de la forma

e 0 €T
h= o R|| o
0 0 O r

(3) Las referencias adaptadas y normalizadas respecto a la conexion w coinciden
con la familia de referencias adaptadas a una determinada eleccion de circulo tangente
C, c T,M alacurva en cada punto z € I" (véase (6.12), pag. 134). Concluimos asf
que la condicién de normalizacion conlleva la eleccion de un Unico circulo tangente a la
curva C,, C T M, que coincide con ¢(S') = C, para cualquier referencia normalizada
normalizada q € Q'(M,w)..

Fijada la geometria normal de Cartan (Q(M),w) sobre la variedad conforme M,
en cada punto de la curva I" se puede hablar sin ambigledad del circulo tangente
C, c T, M tangente a la curva I (w-normalizado ), y de una inclusion natural

i Tl — ToM, (6.23)

candnicamente asociada a C, por (6.9), pag. 132.

6.3.3 Conexion vectorial ligada a la conexién de Cartan sobre ()

La geometria normal de Cartan (Q(M),w) va ligada a una conexion lineal y conforme
V en la variedad M. A lo largo de la curva parametrizada~y : I 5t — ~(t) € M, la
conexion inducida V/dt : X(y) — X(+y) describe un transporte paralelo del ..brado de
referencias conformes.

El transporte paralelo de una referencia conforme b € CO(M),,) de.ne una
curva V-horizontal ¢ — (P,b), € CO(M),), y al declararla curva de referencias
ortonormales queda determinada una métrica conforme g; € v*C sobre la curva. Una
eleccion distinta para la referencia conforme b provoca en la métrica inducida un cambio
del tipo g, = ¢?"g;, con r € R constante. Se observa asi que la conexién V de..ne una
estructura métrica sobre ¢ — ~(t), determinada salvo constante de escala, que es
compatible con la estructura conforme del ambiente.

Por el capitulo anterior (véase (5.4), pag. 81) sabemos que la métrica conforme
gt € v*C en T, )M produce una métrica de Lorentz p,, € 7*5 en el espacio asociado
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de formas esféricas ﬁy(t)M . Por este procedimiento, el ..brado vectorial fy*fM sobre la
curva hereda de la conexion ambiente V una estructura métrica de Lorentz, igualmente
determinada salvo constante de escala.

Para las secciones del ..brado vectorial v*IT'M — I, asumimos la notacién

o~

R(y) = {A T TM, t A € ﬁ(t)M} .

Una conexion vectorial en v*7 M es un operador @/dt : 56(7) — f%('y) veri..cando:
() $(A+B) =S4 +$B, VA BeX(),
(i) J(hA)=$fA+fEA, VAR Vf€O®0);

y se dice compatible con la métrica pg, de 7*?M cuando ademas cumple la propiedad

Cada referencia esférica de T’y(t) M coincide con la clase proyectiva de unareferencia
lineal de Tw(QM (De..nicién 5.2), y el grupo G™ se identi..ca con el subgrupo de
matrices de O(m + 1,1) que preservan la orientacion temporal del cono de luz en
Rm = R™+2 (Observacion 5.4, pég. 87), dando lugar la equivalencia g = o(m + 1, 1).
Asi, una curva de referencias especiales ¢t — ¢ € v*Q(M) admite ser respresentada
por una curva de referencias lineales ¢t — (Ao, ..., Am11):, Ai(t) € X(v), veri..cando

0 1
Im 0 | =e¢¥ Smi11 (parar €R). (6.24)
0 O

pe, (Ai, Aj)(t) = €

—_ o O

Obsérvese que la condicién (6.24) determina la referencia lineal (Ao, ..., Ayy1): salvo
constante multiplicativa » € R.

Proposiciéon 6.5 La conexion de Cartan w € A'(Q(M), g) va ligada a una conexién
vectorial @/dt : X(7) — f%(’y), caracterizada por la condicion:

V - m+1 A . .
—A;(t) = Zizo Ai(t)wi(qh), Yji=0,..,m+1 (6.25)

para q; = [Ao, ..., Amy1]e, con A; € X(v) veri..cando (6.24) : pg, (Ai, Aj) = € Spi1 1,
y en donde w’(q;) € C*(~) denotan las componentes de w(q;) al tomar valores en el
dlgebra g ="o(m + 1, 1).

Demostracion. La formula (6.25) cumple las condiciones de compatibilidad:

(a) Vr € R constante,

(e A7)(8) = Si(em Ai)(t) wi(gh) = e X3 Au(t) wi(ef) = e Ay (t)

sk
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(b) SiG, =q:- g para g = (g)% € G™ C O(m + 1,1) entonces G, = [Bo, ..., Bm1]
con Bj(t) = A;i(t) (g¢)% € X(y) y se cumple
FBi(0) = L BiOwi(@) = S Bi) (g jwh(a) @)t + (o Vi(a)})
=5 (An () whlat) (95 + An() (9)?)

= A () (9% +An () (9D}
En consecuencia, la formula (6.26) del enunciado de..ne sin ambigtiedad una conexion
@/dt : 56(7) — 56(7) sobre el ..brado vectorial y*fM. [ |

La conexion vectorial V/dt : 56(7) — 3A€(fy) ligada a la conexion de Cartan w €
A (Q(M),g) es compatible con la estructura métrica de Lorentz Pg, que el ..brado
vectorial v*TM hereda de V.

Observacion 6.6 Una conexion vectorial @/dt : 56(7) — 56(7) compatible con la
estructura métrica p,, de la ..brado vectorial y*fM sobre la curva v(t), va ligada a
una Unica 1-forma w € AY(v*Q(M),o(m + 1,1), Adg=-equivariante, veri..cando

m+1 .

ZzOA’L ) j_o m+1

para toda curva de referencias especiales ¢ — ¢ = [Ao,...,flmﬂ]t € Q(M) sobre
t— (1), con A;(t) € X(~) tales que pg, (A;, Aj) = ¥ Spi11 (6.24).

&I<>

Sobre la curva ~(t) la conexion conforme de Cartan v*w € A (v*Q(M), g) adquiere
de este modo la naturaleza de una conexién vectorial asociada al transporte paralelo
de formas esféricas ambiente sobre ~(¢). Por coherencia con el trabajo de Cartan [9],
utilizaremos la notacion d, A;(t) = %A]’(t) € Tw(t)M, y la férmula derivacional (6.25)
viene dada por la expresién

m+1

dA;t) =" "~ " A(t) Wiy (6.26)

Circulo osculador respecto a una conexién conforme

De...nicion 6.3 El pardmetro afin de la curva I" respecto a la conexion conforme V
viene dado por aquellas parametrizaciones s — ~(s) € I' que tienen asociado un campo
aceleracion % € X(v) ortogonal a la direccion tangente de la curva. Este pardmetro
esta determinado salvo transformaciones a..nes del tipos = as+b, a,b € R on a # 0.

Sit— ~(t) es una parametrizacion arbitraria, el parametro afin de la curvarespecto
a V viene dado por aquellos cambios ¢ — s(¢) que son solucién de la ecuacion

/

_ 8@

{ln = g (V4,7

(para cualquier g € C).
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Supongamos la curva s — v(s) € I' parametrizada por su parametro afin. Para
curvas su..cientemente generales, las sucesivas derivadas del campo v, € X(v) respecto
a la conexién V/ds de..nen campos linealmente independientes (£)7+. € X(y). Por
el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt, se puede construir entonces una
referencia movil bs = (E1, ..., Em)s € CO(M)V(S) sobre la curva, determinada por las
condiciones

Ei(s) =+
{ 1(s) =7 | (6.27)
span {7, 27", ., ()10} = span {E1(s), .., Bj(s)}  j=1,..m

que da lugar a unas funciones de curnvatura Ai(s),..., Am—1(s) € C*(~) de..nidas por
las ecuaciones, Vj =1,...,m — 1,

\Y
T2 Ei(s) = —Aj-1(5) Ej-1(s) + Aj(s) Eja(s), - (con Ao = Am = 0).
Si se considera otra parametrizacién de..niendo el pardmetro afin sobre la curva,
T 5() =y(d5+b) €T, entonces (3) = av/ (a5 +b) Y = =a %] En tal caso

la referencia conforme veri..cando (6.27) pasa a ser

as+b’

(EL ...,Fm)g = (aFl, ...,afm)angb c OO(M)V(?)’
y las funciones asociadas de curvatura
%i(3) = aj(ds+b) € C(F).

Se observa asi que, en particular, permanecen invariantes las siguientes de..niciones
con un signi..cado geométrico para la curva I', cuando \; # 0, y dependen Unicamente
de la conexion conforme V:

(i) El plano osculador II, de la curva en z € T', de..nido por
H'y(s) = Sp(LTL{El(S), EQ(S)} = Span{?é?d_vs’yls} - T'y(s)M

(ii) El vector N, € T, M, x € T", de..nido por

FEs(s
Ny = Af(:))

€ Tw(s)M'

(iii) El circulo osculador C; de la curvaen xz € I', de..nido como el Unico circulo en
el plano I, que pasa por el origen 0 € T, M, es tangente a la recta T.I', y tiene
su centro en el vector N, € T, M. Sig € C es métrica conforme con g (75, vs) =1
entonces C, ) esta fomado los vectores v € IL,(,) que veri..can la ecuacion

Y
VvV~ /ds V+'/ds 1
g( e TR ‘“)‘AW' (6.28)
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Cuando \; (xz) = 0, el circulo osculador C, se identi..ca con la recta vectorial 7;T"
en T, M (con centro en N, = oo, €l punto in..nito).

Observacion 6.7 En el caso en que la conexion V es ademas la conexion de Levi-
Civita de una meétrica conforme g € C las de..niciones que aqui hemos dado coinciden
con las nociones bien conocidas de curvaturas (véase seccion 6.1), y de plano y circulo
osculador de la curva I' en el ambiente Riemanniano (M, g).

Proposicion 6.6 El circulo osculador C,, en T, M auna curva I, para x € I", respecto
a la conexion conforme V en M, se identi..ca con el circulo tangente C, en TW)M
respecto a la conexién normal de Cartan w € A'(Q(M),g) asociada a V, a través de
la inclusion natural
L: T,y(t)M — T,y(t)M
Gy = Gy = UCyw)-

Demostracion. Sea t +— (t) una parametrizacion de..niendo el pardmetro afin
de I. Recuérdese (Observacion 6.2) que si ¢ — ¢ = [Ao, A1, ..., A, Amy1]s €5 Una
curva de referencias normalizadas sobre ¢ — ~(t), el circulo tangente a la curva es

é'y(t) = qt(Sl) = P(sp(m{fio, Al, Am+1}) ﬂT,y(t)M.

Cty () es el tnico circulo en T, M tangente a la recta T, T en el punto origen O, y
que pasa también por el punto ¢ (oco), asi que basta determinar g;(oo) € Tv(t)M para
conocer C. ;). Sabemos del capitulo anterior (véase (5.25) pag. 103) que ¢: € Q(M)
se descompone de manera Unica en

gt = by - expmny

siendo by = (q¢)« € CO(M) la referencia conforme lineal identi..cada con la diferencial
en el origen de ¢, y n; € R™* relacionado con ¢(co) a través de

20 Si 0
aloo) =4 O (||nt||2) "

00y (t) sin =0

(6.29)

Determinemos 7, = (1,(t), ...,n,(t)) € R™* y particularmente b (n] ).

1) Dado que ¢ +— g € Q(M ). estaadaptadaa la curvay(t), lareferencia conforme
bt = (@)« € CO(M). ) esta formada por vectores (vi,vs, ..., vm): de T, M tales que
Y (t) = frvi(t) con fy = w'(q}) # 0, V.

Por la condicion de normalizacion (6.20) es w} (¢;) =0,2 < j<m,Yy teniendo en
cuenta las formulas (6.19) asociadas a la relacion ¢; = b; - exp n,, se tiene:

0=wj (¢f) =w} () + fin; & n;(t) = —f"wi (), 2 < (6.30)

Wi (gh) =wh (B) —m w (b)) & ) =fi ' (WG —wh (a))
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2) La componente wo de la conexion de Cartan w € AY(Q(M),g) actuando sobre
bs C CO(M) coincide por de..nicion con la forma horizontal 1 de la conexion conforme
V, es decir,

B0 (1) = 22, 15 (8) vi(t) = o5 (B) vilt) —wi(0) v5(2)
TV =% (fror() = (fi = frw () vr(t) = fir Yimow](By) vi(2)

El hecho de que la curva t — ~(t) esté parametrizada por su parametro afin implica
que X4/ () € v/(t)- = span{va, ..., um }¢, Y concluimos

v _
=V O =—fi) ,wi)v) y i) =—f"fi
Las igualdades anteriores (6.30), dan lugar entonces a las siguientes ecuaciones
m(t) = fi ' (Wl () —wi (@) = —fi 2 (fl = fruh (@)
FPFA () = = Tisa (F7030D)) vi(t) = Xz (9 v(0)
Con la notacion r, = f} — frwd (¢/) concluimos que
be(nf) = Y7ty m() vi(t) = f; 2 (r(0) Y (1) + Fv ) € TyyM
3) Veamos que b;(n{) esta en el circulo osculador C. .

o Evzf)//@) 7é 0¢€ T’y(t)M <~ (7727 777m>(t> 7& 0:
Por (6.29) es Ap1(t) = o(vy) € Tv(t)M para v, € T, M el vector tangente

de..nido por
onr 27, —1—2—7 2r: v} —1—2—7
t: < nt2>: - = e € DM
17|l g(”%"’ s Tﬂt"‘dﬂ) T +g(d¢7=dt7)

para g € C métrica conforme con g(v/(t),7'(t)) = 1 (& g(vi,v;) = f;?). Ob-
sérvese que \1(t) = g(Xv/, 37 )% de..ne la primera curvatura de ~y respecto de la
conexion conforme V, y se comprueba entonces que el vector v; € span{~}, %'}
veri..ca la ecuacion

V' /dt VvV~ /dt 1
(M@?‘“’M@?‘”):Awﬁ
correspondiente al circulo osculador C, ) de la curva en T, )M respecto a la
conexion V (véase 6.28)). Se concluye entonces que al ser ambos circulos tan-
gentes a la curva en el origen que pasan por «(v:), el circulo tangente en Tv(t)M
coincide con el circulo osculador en 7., M, mediante

G = UGw)-
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o 37 =0Ty M & (1, s ) (t) = 0
En este caso el circulo osculador de la curva respecto a V es la recta vectorial
Tyl Por (6.29), se observa que el elemento A € Tv(t)M es
- { W(2r7 ) sire#£0

A1 = .
th Oy (1) Sty =0

de modo que es un punto contenido en ¢(T,;)I") U {ooy )}, Y por el mismo ra-
zonamiento anterior se concluye que el circulo tangente corresponde nuevamente

a la nocion del circulo osculador, al ser C., ;) = t(Ty)I') U {004}

6.3.4 Conexion conforme inducida en la curva

Sea I una curva en la variedad conforme M y sea i 1 : T,I' < T, M la inclusion inher-
ente a la geometria normal de Cartan (Q(M),w) (véase (6.23) pag.140). La familia
de referencias adaptadas y normalizadas a la curva de..ne una reduccion Q" (M,w)
del .brado I™Q(M) (vease (6.21), pag. 139), y tal que la accion de la conexion
IMw e AY(v*Q(M), g) tiene una expresion matricial de la forma

R N

110 o .. 0 w9

0 0 —w)
W :

0 0 —w?n

0 —wb 0 .. 0 —w8

Seat — ¢, € Q(M) unacurva de referencias normalizadas sobre ¢ — ~(t). En el aparta-
do anterior hemos descrito un procedimiento por el cual es posible tratar las referencias
esféricas ¢ a través de formas esféricas 4;(t) € T, M tales que g¢ = [Ao, A1, ..., Ay s
y que veri..quen las ecuaciones (6.24). La conexion de Cartan puede interpretarse
entonces como una conexion de tipo vectorial ligada a las formulas derivacionales
dwflj = Zw;(qg) A; (6.26), pag.142. En particular, se tienen las siguientes ecuaciones
parat — ¢ = [Ao, A1, ..., Ami1ls:

o d,Ay=w)(q) Ao +w'(q}) Ay (condicion (6.16) de adaptacion);
o d A = wd(qf) Ag —w(q) Amy1 (condicion (6.20) de normalizacion);

o doApi = —u(q) Ay - w(gr) A1 — > iz W (q}) A;.
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Recuérdese de la Observacion 6.2 que el circulo tangente C*V(t) - Tv(t)M va ligado al
subespacio Il = span{Ao, A1, Ami1}e en Ty M. Por construccion, IL, ) contiene
las direcciones en que se desplazan A,y A;. O lo que es lo mismo, puede decirse que
el desplazamiento in..nitesimal de Ay (indicando el origen) se mantiene en f[v(t) hasta
su segundo orden. La condicién especial de que se veri..que ademas

Yinaw(@)Ai =0 & doAmii(t) € span{Ao, A1, Apia}e C T yM (6.31)

corresponde a una propiedad geométrica de la curva. En tal caso el desplazamiento
sobre la curva deja invariante el espacio IL, ), y en particular el circulo tangente C, ).
En secciones posteriores veremos que esta propiedad distingue a una familia especial
de curvas en M, llamadas circulos conformes.

En el caso general, no podemos alcanzar la condicion (6.31). Sin embargo, a través
de la proyeccion ortogonal pr : T,y M — 1L, se puede forzar la invarianza de 1L,
de..niendo una nueva ley de derivacion d. = pr o d,, que actiia del siguiente modo:

dC Ao = wf(q}) Ao +w'(q)) A
dCA; = A (q)) Ag — w(q)) A
dS A1 = —2(gh) A — W)(q)) Amia

Obsérvese que d., da lugar a un desplazamiento inducido del circulo tangente Cy(t),
que se identi..ca con la esfera tangente a la curva Tv(t)l“.

Proposicion 6.7 La conexion normal de Cartan w = (wg'.) € ANQ(M),o(m+ 1,1))
de..ne sobre la curva I' una Unica conexién de Cartan ' € AYQ(T),d8(2,1)) Unica
con la propiedad:

”Sit— ¢ € Q(M) es una curva de referencias w-normalizadas sobre ¢t — ~(t) € T,
yt— g € Q(T) es la curva de referencias inducidas, entonces,

wg w(l) 0
L@ =] ot 0 —u? |(¢)€d2,1) =RORGR*”
0 —w! —wg

Demostracion. Obsérvese en primer lugar que las curvas de referencias norma-
lizadas t — ¢ y t — q; - ht para hy € CO(m-1) <R* de la forma (6.21), inducen curvas
de referencias en Q(T") que se relacionan a través de ¢- = ¢ - h} para

7’_1 771 —T%i
1_ + 1=
=1 0 1 —rmy |@®erR AR

0 0 T
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(véase (6.13), pag.135). Las componentes de la conexion w € AY(Q(M), g) implicadas
en la de..nicién de w' mantienen entonces la siguiente relacion: (véase (6.22), pag. 139)

[ wB@) = wlah) — (n)ew' (@) — i
{ @) =17 W (g)
| 8@ = re (R(ah) + (m)ewblad) — Bt (@) + (m)h)

que equivale a la relacion: (véase (6.19) para m = 1)
S((@)) = Adgggy® (@) ) + BH Y

Se obtiene asi la coherencia necesaria para que la condicion del enunciado de..na sin
ambigliedad una 1-forma " € AY(Q(T),5(2,1)). Se obtiene también que dicha 1-forma
veri..ca las propiedades de conexion de Cartan sobre Q(I'). m

De..nicion 6.4 La conexion w' € AY(Q(T'),0(2, 1)) de la Proposicion anterior recibe
el nombre de conexion de Cartan inducida sobre la curva I" por la conexion normal de
Cartan conforme w € AY(Q(M),o(m + 1,1)).

6.4 Invariantes sobre curvas en un ambiente conforme

En la seccién anterior se ha demostrado que ..jada sobre la variedad conforme M una
conexion lineal y conforme V, la geometria normal de Cartan asociada (Q(M),w)
de..ne para cada curva I" sumergida en M los siguientes elementos:

(i) una inclusién normalizada de la esfera tangente a la una curva T,I" en la esfera
tangente del ambiente T, M,

& Tply — TpM, (véase (6.23), pag.6.23))

que identi..ca T..T con el circulo osculador a la curva C, c T, M.

(ii) una conexién de Cartan inducida ' € A'(Q(T"),0(2,1)), que permite trans-
portar el ..brado tangente esférico 7I' — I" a lo largo de la curva.

La aleatoriedad en la eleccion de la conexion conforme se traduce en una falta de
canonicidad para la de..nicion del circulo osculador y de la conexion inducida sobre la
curva I' de M. No obstante, las distintas conexiones normales de Cartan w resultan
equivalentes a través de automor..smos del ..brado esférico tangente TAM — M vy se
tiene un control sobre la alteracion sufrida por cambios de conexion. Esto permite
la de..nicion sobre la curva I' de invariantes conformes que, pese a estar de..nidos en
términos de w', dependen exclusivamente de la estructura conforme del ambiente M.
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6.4.1 Cambio de conexion conforme en (Q(M),w)

Por un resultado anterior (Corolario 5.2), sabemos que las geometrias de Cartan aso-
ciadas a dos conexiones lineales y conformes V y V, resultan equivalentes a través
de un automor..smo del ..brado Q(M). En particular, si el tensor diferencia entre las
conexiones viene dado por &, =V —V € T3(M) para a € A*(M), entonces,

w= (Rexpna )*w € Al (Q(M)vg) (632)

para el automor.smo Reg,, : Q(M) — Q(M) tal que Rey,, (q) = q-exp(aoqy)
(a0 g € R™).

Sea t — v(t) € I" una curva parametrizada en la variedad conforme M.

(1) La relacion (6.32) implica que la curva ¢: € Q(M),,) de referencias adaptadas
sobre ~(t) estd normalizada respecto a la conexién de Cartan w € AY(Q(M),g) si y
solo si la curva de referencias

@t = Ry (@) = g - exp(— vy ) © i) (6.33)
esta normalizada respecto a la conexion de Cartan € A'(Q(M), g). Ademas, se tiene
w(g) =(q), V. (6.34)

El cambio de conexion produce asi una traslacion (6.33) en la familia de referencias
normalizadas, que va ligada a un cambio en el circulo osculador (o circulo tangente
normalizado) de la curva respecto a la conexion.

(2) El automor..smo Rexpy, @ Q(M) — Q(M), del ..brado de referencias especiales,
induce un automor..smo asociado en el ..brado tangente esférico 7, :TM — TM,

(Ta)y © 4 = Rexpy,, (4) = qo expn,(q), Vg € Q(M),,

que consiste en una traslacion del in..nito oo, en cada T,M (véase (5.45), pag.119).

Si C’;’(t) y C’f(t) denotan los circulos tangentes a la curva en Tv(t)M, respectivamente

normalizados para las conexiones w y @, entonces,

Gty = a(S") = (Rexpn, (@)(S') = (ra)y 0 @(S") = ()t (CT)

al tomar ¢ referencia normalizada sobre ~y(t) respecto a la conexion w.
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6.4.2 Parametro proyectivo de la curva

Sea (Q(M),w) la geometria normal de Cartan asociada a una conexion lineal y con-
forme V de M. Dada la curva orientada I' en M se tiene una conexion inducida
Wt € (Q(I),8(2,1)) heredada del ambiente (véase seccion 6.3.4).

El par (Q(I"), ") de..ne una geometria de Cartan que por la unidimensionalidad de
I" resulta ser plana; esto signi..ca que localmente es equivalente a la geometria de Klein
(G, H') que la modeliza. La curva I' comparte asi propiedades geométricas con la
recta de Maobius S' = G'/H, es decir, con el espacio proyectivo P! (véase 5.1.5). En
particular I" hereda una razén doble, que permite distinguir entre sus parametrizaciones
una familia preferente, invariante por homografias, que de..ne su parametro proyectivo.
Veremos ademds que la de...nicién de este parametro no depende de la conexién normal
de Cartan w tomada, y constituye por tanto un invariante ligado exclusivamente a la
estructura conforme.

En base a la equivalencia entre la estructura proyectiva y de Mdébius en dimension
m = 1 (detallada en la seccion 5.1.6), el ..brado tangente esférico sobre la curva "
tiene una estructura natural de recta proyectiva en cada T,I', z € I. Esto permite
de..nir para cuadruplas (A;, As, A3, A;) de puntos distintos en 7,I" una razén doble
gue denotamos por

[Al : Ag : Ag : Adle—\ € ]Pl

(véase De..nicion 5.5, pag. 97).

A través de la conexion de Cartan w', la parametrizacion ¢ — ~(t) € T tiene
asociada una curva desarrollo t — c(t) en la esfera tangente 7, T, para xo = (to) € T.
Para otro punto Ty = (%) € T el desarrollo de ¢ — ~(t) en la esfera T, T es la curva

t '_)E(t) = | "y,to,?() o C(t) G?EO Fl

siendo | |, 7 : Ty, T — T, T la equivalencia dada por el transporte w" -paralelo sobre
~(t), que respeta la estructura de Mobius (proyectiva) del tangente esférico y por tanto
su razén doble. Tiene sentido entonces la siguiente de..nicion.

De..nicién 6.5 Una parametrizacion ¢ — ~(t) € I" de..ne el pardmetro proyectivo de
I' cuando su desarrollo es una curva t — ¢(t) C T,,I" que preserva la razon doble

[t1:to s ta] = [e(ta) : ct2) : c(ts) @ c(ta) T, p

para cuadruplas de puntos ¢; € I C R C PL.
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Veremos mas adelante como es posible alcanzar el parametro proyectivo a partir
de una parametrizacion arbitraria de la curva T'.

Al tomar sobre la curva ~(t) una eleccion de referencias especiales ¢ — ¢; € Q(T'),
sabemos (Lema 5.2) que el desarrollo ¢ — ¢(t) € Ty, " viene dado por

c(t) = @, 0 gt(0) € T:co T,
para ¢t — g € G! solucion de la ecuacion diferencial g, 'g, = w"(q/) con valor inicial
gt, = e. Asi, a través de la referencia especial gz, : S' — T, T, el desarrollo de (t) en
T, I resulta equivalente a una curva C = g;,' oc en S, tal que

C:I>t— C(t) =g, (0) €S =P! (6.35)

Lema 6.1 Una parametrizacion ¢ — ~(t) € I' de.ne el parametro proyectivo de I"
cuando la curva C(t) c S' = P! de (6.35) tiene la expresion

t— C(t) =la+bt:c+dt] € P, ad — be = 1.

Demostracion. Basta observar que al ser g, : S* — T, I" referencia especial
paraTwOF preserva la estructura de Mobius y asi la razon doble asociada. Por lo tanto,
~(t) de..ne el pardmetro proyectivo Unicamente cuando

RIDIBtHC(t):qg)loc(t)ESlz}Pl

preserva la razén doble, es decir, inicamente cuando es (restriccion de) una homografia
dePl: t—[a+0bt:c+dt] paraad—bc=1.1

En conclusion, el ambiente normal y conforme (Q(M),w) distingue un paramétro
proyectivo 7 sobre cada curva I' C M, de..nido por una familia de parametrizaciones
equivalentes por homografias de P!

r= (1o () er: (2)) esLam) .

Eleccion preferente de referencias sobre la curva: derivada de Schwarz

Sobre cada parametrizacion ¢t — ~y(t) € I' de la curva, existe una eleccion preferente
de referencias ¢ C Q(I") que simpli..can la expresion del transporte paralelo de..nido
por la geometria de Cartan inducida (Q(I'),w"). En particular, permite evaluar la
proximidad de la parametrizacion ~(t) al parametro proyectivo de la curnva, mediante
la derivada de Schwarz.
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Un cambio de referencias especiales en Q(I") sobre la parametrizacion ¢ — ~y(t) de
la curva I', viene dado por g; = ¢ - h; siendo

7’_1 n —Tﬂ;
hh=| 0 1 —ryt | (t)e H! (6.36)
0O O T

y la conexion de Cartan ' € AYQ(T),R @ R ¢ R*) veri..ca el siguiente sistema de
ecuaciones para la relacion entre w' (¢}) = (w!, -8, y ' (@) = @, -3, 59)+

0 1 —1
Wy —Mw — T T

=7y tw! (6.37)
(Wl +77two ‘LW +77t>

F(_t) Adh—lw (qt)‘l‘h 1ht

o9 gl

|

(véase el sistema (6.19), pag. 138, para m = 1).

Dado que la componente w! no se anula nunca (w'(q) = (q1);'(7}) # 0), se
pueden tomar sobre la curva parametrizada t — ~(t) curvas de referencias especiales
t— ¢ € Q(T') veri.cando

wig) =1, Wt

Geométricamente, esta condicion equivale a que la referencia lineal (y conforme) aso-
ciada (¢¢), de T, )T, es la formada por el vector v; =+/(t) velocidad de la parametri-
zacion.

Proposicion 6.8 Sobre cada parametrizada ¢ — ~y(¢) de la curva I' existe una uni-
ca curva de referencias especiales ¢ — 7, € Q(I'), veri.cando simultdneamente las
condiciones: w!(7) = 1y u(¢}) = 0. Existe entonces una funcién f, € C>(vy),
caracteristica de la parametrizacion ~(t), tal que

0 fr O
JS@)=[1 0 - |ce. (6.38)
0 -1 0

Demostracion. Sea t — ¢ € Q(I") una curva de referencias especiales sobre
~v(t) cumpliendo la condicién wl(q)) = 1. A la vista del sistema de ecuaciones (6.37),
una curva de referencias t — q; = q; - hy cumple las condiciones del enunciado cuando
h: = (6.36) € H' es tal que:

l=wl(@) =1t (@) e mrn=1
0=wo(T) = wolgt) —ne < me =wi(ah).
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Queda asi demostrada la existencia y unicidad de la referencia ¢ — ;, y la canonicidad
de la de..nicion de la funcion f; = w9(g,) asociada a la parametrizacion ~(t). ®

Recuérdese que el desarrollo de la curva () en la esfera tangente 7),)[" viene
dado por C; = g:(0) C S' (6.35), para g; C G* integrando la ecuacion g; *¢/ = ' (¢}),
g, = e. Dado que Cy, = O € «(R!) abierto de St, para t cercanos al instante ¢, se
tiene que

Ci=u(V;), paraV; eR!

y existe una curva h; C H', Unica, tal que g; = expV; o by € G*.
La ecuacion diferencial w' (¢;) = g; g, adquiere entonces la expresion

W (ah) =i by + Ady (V) (hg =e € H', V;y =0 € RY)

Al desarrollar esta igualdad matricial para w'(¢}) =(6.38) y h: = (6.36), se obtiene el
sistema de ecuaciones diferenciables

1=r1V r, =1€RT
0=mrr; ' +nV/  con h, =0 € R*
fr=rm; — snir Vi Vi, =0 e R!

que resulta equivalente al siguiente sistema

re =V/

m=—(V)? W

fo=—= V)V 3 (V) (7
Se observa entonces que la funcion f; € C' () se relaciona con la curva desarrollo
Cy = 1(V4) a través de la ecuacion

fi==8V)

en donde S(V); denota la derivada de Schwarz de la funcion V' respecto a ¢

V"3 (V"\?
s -3 (%)
propia de la estructura proyectiva de R* ¢ P*. (La derivada de Schwarz se ha tratado
en (3.39), pag.61 y puede verse en detalle en Lehto [30]).

Por las propiedades de la derivada de Schwarz, la funcién f, = —S(V'); es idén-
ticamente nula Unicamente cuando es V, = th;r%’ (homografia), es decir, Unicamente
cuando C; = «(V;) =[at +b: ct +d] CS' y t +— ~(t) de..ne el pardmetro proyectivo 7.
Se tiene asi el siguiente resultado.
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Teorema 6.1 El pardmetro proyectivo 7 de la curva I esta de..nido por las parametri-
zaciones t — 7(t) € ' que admiten una eleccion de referencias especiales g; veri..cando

0O 0 O
wF(qt/) =1 o0
0 -1 0

Proposicion 6.9 Dada la parametrizacion arbitraria ¢t — ~(t) € T', con f, € C*°(v)
la funcion asociada de la Proposicion 6.8. Entonces, el parametro proyectivo de la
curva esta de..nido por s — F(s) = v ot(s), para aquellos cambios de parametro t(s)
cuyo difeomor..smo inverso s(¢) es solucion de la ecuacion:

S(S)t = _ft-

Demostracion. Sea t+— ¢ la eleccion preferente de referencias sobre ~(t) de la
Proposicion 6.8 que de..ne la funcion f; = w{(¢}) € C*°(v). Para la reparametrizacion

7(s) = yo t(s) la curva de referencias de..nida por
L/t 45/62 -2 /260
To=as) - | 0 0 t/t2
0 0 t)

ofrece la correspondiente eleccion preferente de referencias sobre 5(s). Vedmoslo, par-
tiendo del sistema de ecuaciones (6.37) pag. 152 que relaciona w(q;) y w(t{s%l;(s)) =
t/s W(Q{;(s)),

W) = twd(dl ) + e th W (dhy) — B = th — B =0

WH(T) = (60) 7t w!(dh) = (6) Tt =1
En consecuencia, la funcion f; € C>°(¥) ligada a 7(s) coincide con w{(7,) y es

tl/ t/l2 tl/ /
fo=t, (téw?(qé(s>) — 1ty oB(d) — T thwt (@) — (&) )
t/12 tl// 3tl/2
=t (t.ls feoy —mm—gr t 7%) =t7 fuis) —S(b)s

Si s(t) denota el difeomor..smo inverso del cambio t(s) se tiene S(t)s = —t?S(s)t(s),
y la anterior relacion es equivalente a

fs = t,s2 (ft(s) + S(S)t(s)) :

Asi, los cambios de parametrizacion t(s) cuyo difeomor..smo inverso s(t) es solucion
de la ecuacion

0= ft +S(S)t ~ S(S)t = —ft
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corresponden a reparametrizaciones s — J(s) = o t(s) que cumplen f, = t’2(0) = 0,
y que por el Teorema anterior de..nen el parametro proyectivo de la curva. ®

Invarianza conforme del parametro proyectivo

Por el Teorema 6.1 el parametro proyectivo 7 de una curva I respecto a la conexion w
viene dado por toda parametrizacion ¢ — +(t) € I' que admita una curva de referencias
w-normalizadas t — q: € Q (M) veri.cando

wi(g) =0; (g} =0;  w'(g)=1.

Sea @ € A'(Q(M),g) otra conexion normal de Cartan sobre M, que por el Teorema
3.1 se relaciona con w € AY(Q(M), g) a través de

W = (Rexpn, )'w € Al (Q(M),9)

para o € AY(M)y n,(q) = aog, € R™. El cambio g, = R;}pna(qt) (6.33) de la
pagina 149 de..ne sobre ~(¢) un curva de referencias normalizadas respecto a @ con

w(qy) =w(q,) y en particular
@0(a) = whla) = 0; (@) = i) =0; THG) =w'(q) = 1.

Se observa asi que la parametrizacion ¢ — ~(t) también de..ne el parametro proyectivo
de la curva respecto a la conexion @, y concluimos:

Proposicion 6.10 El parametro proyectivo de una curva I' C M de..nido por la geo-
metria normal de Cartan (Q(M),w) del ambiente conforme M, permanece invariante
por cambios de conexién normal de Cartan @ € A (Q (M), g).

6.4.3 Curvaturas conformes. Féormulas de Fénet

A través de una proceso anologo al desarrollado por Frénet para curvas en un espacio
Euclideo, es posible ..jar sobre I" una eleccion de referencias esféricas especiales de
M que se adapten a la geometria de la curva. Esta adaptacién se hace en base al
desplazamiento a lo largo de la curva de las esferas tangentes, descrito por la geometria
normal de Cartan (Q(M),w) del ambiente conforme M. Se llega de este modo a la
de..nicion de unas curvaturas conformes Aa(s), ..., Am—1(s) Vveri..cando una anélogo a
las férmulas de Frenet, que son caracteristicas de la curva I', y que en dltimo caso
dependen Unicamente de la estructura conforme de M, y no de la conexion normal de
Cartan w € AY(Q(M), g) considerada.

Resumimos aqui el proceso que permite de..nir las curvaturas conformes, y remiti-
mos al lector a los articulos Cartan [9] y Sulanke [49] para mas detalle.
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Un cambio en la eleccion de referencias positivamente adaptadas y normalizadas
sobre ¢t — ~y(t) viene dado por §; = ¢ - h: tal que hy € H™ es de la forma (6.21),
pag. 139. Las funciones w(t) = w(q}) Y @(t) = w(g;) tienen componentes matriciales
que se relacionan a través del sistema (6.22), pag. 139. En particular, se tiene que para
J=2....m

Tt) = 1 w(t) Ri(t), siendo { (R ())i=2..m = Fe € Ol —1)

¢ €R+

La condicion w) = ... = w9, = 0 se mantiene invariante por cambios de referencias nor-
malizadas a la curva, y de..ne una propiedad caracteristica de los circulos conformes.
Veremos en secciones posteriores que los circulos conformes forman una signi..cativa
familia de curvas en la variedad conforme M, y de..nen para la conexion de Cartan w
una nocién analoga a la de (pre)geodésica para una conexion lineal.

En el caso general en que la curva ~(¢) no de..ne un circulo conforme, se puede
forzar la eleccion de las referencias normalizadas de manera que

W=w y Wwi=..=uwl =0. (6.39)

Se obtiene asi una reduccion de la familia de referencias normalizadas sobre ~(¢) con-
trolada por el subgrupo O(m — 2) KAR* C H™ cuyos elementos son de la forma

1 n 0 0 i
2
h(R,m) = 010 0 (REO(m—2), m1 €R*) (6.40)
0 0 R 0
0 |

y el sistema de ecuaciones asociado a un cambio de referencias es: (véase (6.22))

,

O =wg —mw'

T =15 =w! = uf

T =0+ o — Lot 4+ L (6.41)
U? :w%R? (h,5=3,...m)

T, = RFwp Rl +R1de (hyi,j k=3,...,m)

Se observa asi que la componente w! de v*w € A(v*Q (M), g) da lugar al invariante

Wwl(t) = w(q)) € C™(y), Vq; normalizada cumpliendo (6.39) (6.42)
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caracteristico de la curva parametrizada (t). Ademas, si s — t(s) de..ne una repara-
metrizacion 7(s) = yo t(s) de la curva, se tiene que si g; es una eleccion de referencias
normalizadas sobre ~(¢) cumpliendo (6.39) entonces g, = g4, de..ne también para ¥(s)
una eleccién normalizada cumpliendo (6.39), de manera que la funcion ' (s) € C (%)
asociada a7y(s) veri..ca:

T (s) =w' (], aee) =t () (%!t(s) Qt> = t'(s) W' (t(9))-

De...nicién 6.6 Sobre la curva ' de M, la conexién de Cartan w € AY(Q(M), g)
induce un arco conforme s de..nido por w'(t) € C*°(«) de (6.42) mediante la expresion

ds=w(t)dt, (Vt—~(t)eT).

Al tomar sobre la curva I' la parametrizacion s — ~y(s) que de..ne su arco conforme,
es w'(s) = 1. En el sistema de ecuaciones (6.41), asociado al cambio de referencias, se
tiene entonces la relacion TY(s) = wi(s) — n;(s), que permite imponer la restriccion

w) =0.

La subfamilia de referencias normalizadas que se obtiene tiene como grupo de estruc-
tura asociado al subgrupo O(m — 2) ¢ H™, formado por elementos h(R,0) = (6.40)
para R € O(m — 2). El sistema de ecuaciones ligado a un cambio de referencias es

-0 __ .0
W = Wi

_ 2ph ‘
wj_thj (h,j=3,...,m)

dRFE
—i _ pk, kph | pk
| & = Riwp R + Ri=55  (hyijk=3,...m)

para R; = (R;'-)i,j:g,?,,_,m € O(m — 2). Por un procedimiento anélogo al de Frénet es
posible construir a partir de este sistema una curva de referencias totalmente adaptadas
a la geometria de la curva I', que alcanza el maximo de ceros en las componentes wzﬂ
de la conexion normal de Cartan.

Teorema 6.2 Para I" curva general en la variedad conforme M, la conexion de Car-
tan w de..ne candnicamente una referencia movil de Frénet ¢s € Q(M)W(s), sobre la
curva s — v(s) € I" parametrizada por el arco conforme, que se caracteriza por ser
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0 |t 10 . 0 0 0
i
0 e _ -1
0 )\2 0 '/\3 . 0
w(gs) = 0 s (s)
0 (S W 0
of [0 0 .. A1 0 0
O _]. 0 O cee 0 0 O

para ciertas funciones Ay(s), ..., Ap,-1(s) € C'°°(7y) que de..nen las curvaturas conformes

de la curva I" de orden 2,...,m — 1, respectivamente.

Véase para més detalle Sulanke [49], Cartan [9].

Invarianza conforme del arco y curvaturas conformes

La curva s — v(s) € I" esta parametrizada por su arco conforme y tiene curvaturas
conformes Aa(s), ..., Am—1(s) respecto a la conexion de Cartan w cuando puede tomarse
una curva de referencias w-adaptadas ¢s € Q(M) sobre ~(s) tal que veri..ca:

wl(gh) =wh(gs) =1
wi(g) =0, j=3,...m
’ (6.43)
wi(gs) =0
w;(q's) = —Aj_l(s)6§_1 +>\j(S)(5§-+1, 1,7 =3,....m

(véase De..nicion 6.6 y Teorema 6.2).
Sea™ € A'(Q(M),g) otra conexién normal de Cartan sobre M, que por el Teorema
3.1 se relaciona con w € AY(Q(M), g) a través de

W= (Rexpna)*w e A (Q(M),9)

para o € AY (M) y n,(q) = a0 g € R™,

De nuevo el cambio ¢, = R;}pna (gs) (6.33) de la pagina 149 de..ne sobre s — 7(s) €
I" un curva de referencias normalizadas respecto a @ que esta en analogas condiciones
(6.43) para la conexion de Cartan @ (se tiene w(q;) = @(q;) (6.34)), de modo que
s — (s) Y A(s),..., \m—1(s) de..nen también el arco y las curvaturas de la curva

respecto a la conexién @.
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Proposicion 6.11 El arco y las curvaturas conformes de una curva I' ¢ M de..nido
por la geometria normal de Cartan (Q()),w) del ambiente conforme, permanecen
invariantes por cambios de conexion normal de Cartan @ € AYQ(M), g).

6.4.4 Geodésicas conformes

De...nicion 6.7 Una curva I' € M es circulo conforme de la geometria normal de
Cartan (Q(M),w) sobre M variedad conforme, si tiene la propiedad (geométrica) de
que la restriccion de la conexion de Cartan w al ..brado de referencias normalizadas
sobre I" anula también sus componentes w?, j=2,...,m,Yyes

w8 w(l) 0 .. 0 0
w10 oo o0 || =Wt
of]o 0
W= : i
. wj
of]o 0
o L= 0 .. 0f _p

Tomando una parametrizacion ¢ — ~(t) € I' que de..na el pardmetro proyectivo del
circulo conforme T', el Teorema 6.1 asegura que puede tomarse ¢ — ¢: € Q(M) curva
de referencias normalizadas sobre ~(¢) de tal modo que ademaés se veri..que

wolg) =0; () =0;  w'(g) =1

Estas condiciones determinan completamente ¢* = [flo, Al,AmH]t para la referencia
@ = [Ao, A1, ..., Amy1]s. Pero a la vista del sistema de ecuaciones (6.22) asociado a un
cambio en la eleccion de referencias normalizadas, se observa que la ecuacion

; 1 _1 4Ry
Wj@;) =R, ! (Wj(q;)) R+ R, IF (Rt € O(m—1))

permite ajustar la eleccion del resto de elementos A, (t), ..., A,,(t) de manera que se

veri..que también la condicion «’(q;) = 0, Vi,j = 2,...,m. En efecto, si w(q;) # 0 se

toma R; € O(m — 1) tal que integre la ecuacion R} = (w’(q;)) Rz, y se tiene wi(7;) =0

para la curva de referencias 7, = ¢; - h¢ siendo

1 L0014 o
1 0 o
h‘t - 0 Rt S
o L0 O0f 4
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De este modo, se llega a que el circulo conforme I" admite una eleccion de referencias
adaptadas g; sobre la parametrizacion «(t) tal que

0o .. 0 0
0 0 1
! . _ 0 m
w(g) = : = : eR
0 . 0 )
0

Para el elemento e¢; = (1,0,...,0)T € R™ = g_; < g, la conexion normal de Cartan
we A (Q(M), g) de..ne un campo E = ¢; en Q(M) tal que

E(q) = (wg) ™ (e1) € T,Q(M)
La curvat — q: € Q(M) resulta ser entonces curva integral del campo E.

De...nicién 6.8 Una curva parametrizada ~(t) en la variedad conforme M se dice que
es una geodésica conforme de la conexion normal de Cartan w € AY(Q(M), g), si es
la proyeccion sobre M de una curva integral del campo

V() = (wq) ™" (V) € TQ(M),

para algun V € R™ = g_4, no nulo.

Comparese esta de..nicion con la Proposiciéon 6.4, para curvas geodésicas en un
ambiente Riemanniano.

Proposicion 6.12 Las geodésicas conformes de (Q(M),w) coinciden con los circulos
conformes parametrizados por su paradmetro proyectivo.

Demostracion. Por el desarrollo anterior hemos visto ya que si ¢ — ~(t) de..ne
el pardmetro proyectivo de un circulo conforme I" entonces existe ¢, € Q(M) tal que
m(qt) = v(t) ¥ ¢ es curva integral del campo E =e; para e; = (1,0, ...,0)T € R™.

Vedmos el reciproco. Sea V € R™-{0} y t — ¢ € Q(M) una curva cumpliendo

G =Vig) & wlg)=V,Vt

Se pueden tomar vectores V5, ..., V;, € R™ tales que R = (V,Va,..., Vi) € CO(m).
Consideramos entonces 7, = ¢; - h para h = (R~1,0) € CO(m) < R™, que veri..ca

w(Ty) = Ady(w(q))) = Ad(g1 )V = RV =e; €R™.

Se observa que g, de..ne una curva de referencias adaptadas (Wi(7,) =0, i > 2) y
normalizadas (w}(7;) = 0, j > 2) sobre y(t) = n(g,) C M, tal que:
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° w?(ﬁ;) =0, j > 2 = ~(t) de..ne un circulo conforme

(T°6.1)
e W)(@) =0 @) =0T =1" =

Y se concluye que ~(t) = 7(q;) = 7(q:) es geodésica conforme en A/. W

v(t) de..ne el parametro pruectivo .

Corolario 6.2 Los circulos conformes son curvas de M cuyo desarrollo en el tangente
esférico de..ne un circulo de la esfera tangente.

Demostracion. Seat+— «(t) € ' una geodésica conforme en M. Existe entonces
V eR™yt— vq € Q(M) curva de referencias sobre (¢) tal que w(q) = V. El
desarrollo de ~(¢) en TW(tO)M viene dado por la curva

c(t) = gty - 9(0) € Toy1)M

para g € G™ integrando la ecuacion g; 'g/ = V con g, = e. Es claro que debe ser
gt = exp ((t —to)V'), de modo que

c(t) = qto - 9(0) = q1o ((exp(t = 10)V) (0)) = guo 0 1((t = t0)V')

(véase Observacion 5.9). La curva t — «((t — to)V) € S™ tiene su trayectoria en un
circulo de S™ (pasando por oc) de modo que c(t) = g, o ¢((t — to)V') de..ne también
un circulo en la esfera tangente TWO)M. [ ]

Comparese este resultado con la Proposicion 6.3 que hemos dado en la primera
seccion de este capitulo para el caso de curvas en un ambiente Riemanniano.

Invarianza conforme de los circulos y geodésicas conformes

Por la De..nicién 6.8, la curva t — ~(t) de..ne una geodésica conforme en M para la
conexion normal de Cartan w € A'(Q(M), g) cuando existe una curva de referencias
t— q € Q(M) sobre t — ~(t) tal que

wig)=V eER™ Cg, Wt

Para otra conexién normal de Cartan @ = (Rexpn, )*w € AL (Q(M),g), con a €
AL(M), el cambio q: = Rgl, (¢) (6.33) de la pagina 149 de..ne sobre ¢ — ~(t) un

€XP 1y
curva de referencias normalizadas respecto a @ con

@(q) = w(q) =V eR™

de manera que la curva () resulta ser también geodésica conforme de la conexion de
Cartan @.
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Proposicion 6.13 Las geodésicas conformes asociadas a la geometria normal de Car-
tan (Q(M),w) del ambiente conforme, permanecen invariantes por cambios de cone-
xién normal de Cartan @ e AY(Q(M),g).

Dado que las trayectorias de la familia de geodésicas conformes de..nen los circulo
conformes de la conexién conforme de Cartan w se tiene el siguiente Corolario.

Corolario 6.3 Los circulos conformes asociados a la geometria normal de Cartan
(Q(M),w) del ambiente conforme, permanecen invariantes por cambios de conexion
normal de Cartan @ € AY(Q (M), g).

Observacion

Hemos visto que es posible formalizar la nocién de curva geodésica conforme por medio
de distintas de..niciones equivalentes; la de..nicion que hemos tomado aqui (De...nicién
6.8) coincide con la dada en Friedrich [18].

El articulo Bailey-Eastwood [4], ofrece otra caracterizacion equivalente de las geodési-
cas conformes de una variedad conforme Riemanniana al contar con la presencia au-
xiliar de una métrica conforme g en la variedad. Aplicando el Teorema 5.5 a este caso
particular, sabemos que la conexion normal de Cartan w € AY(Q(M), g) de..nida por
la conexion de Levi-Civita de g se relaciona con operadores asociados a la métrica g
que incluyen tensores a nivel de curvatura como el de Schouten. El parametro proyec-
tivo de una curvay la condicion de ser geodésicas en un ambiente conforme métrico se
expresan en este articulo a través de ecuaciones diferenciales en términos de la métrica
g. Se demuestra entonces que el espacio de soluciones permanece invariante a través
de cambios conformes de la métrica, y de este modo se concluye también que estos
invariantes de...nidos sobre curvas son propios de la estructura conforme.

6.4.5 Caracterizacion por la conexion esférica de Fermi-Walker

En el capitulo anterior se vio que cada curva parametrizada ~(¢) recibe del am-
biente conforme una conexion natural w” € A'(y*Q(M), g), candnicamente de..nida,
gue conocemos con el nombre de conexién esférica de Fermi-Walker (De...nicién 5.12,
pag. 121). Localmente esta conexion coincide con la inducida por una conexion nor-
mal y conforme de Cartan del ambiente M. Se observa entonces que el hecho de que
los invariantes sobre curvas aqui de..nidos sean localizables (dependan de un entorno
abierto de cada punto) y permanezcan invariantes por cambios de conexion conforme
del ambiente, permite hacer uso de la conexion de esferica de Fermi-Walker sobre la
curva para su de..nicion. De este modo, se logra una caracterizacion canonica de los
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invariantes conformes mediante la conexion natural w”, que en ultimo caso puede ex-
presarse en términos de operadores naturales asociados a la estructura conforme, como
son: la conexion de Fermi-Walker D7/dt y el tensor de Schouten L.

Sea t — ~v(t) € I" una curva parametrizada en la variedad conforme M. Por
un procedimiento andalogo al desarrollado anteriormente para v*w € AY(v*Q(M), g)
conexion heredada de la geometria de Cartan (Q(M),w) en M, la conexion esférica
de Fermi-Walker w” € AY(y*Q(M), g) distingue igualmente un sub..brado en v*Q(M)
de referencias especiales ¢ : S™ — T, M adaptadas y normalizadas, caracterizado por
la condicion de que la accion de la conexion w? es de la forma

0 0 0

wh Wi Wy W 0

wH 1o oo .0 —)
0 0 _—

w? = ) . ; . €y
. - w] .
0 0 -0
1

0 —w" 0 .. 0 _wg

Observacion 6.8 Sea t +— by = (v1, ..., vm)t € CO(M), ;) una referencia conforme
sobre la curva ~(t) con v1(t) = +/(t). La curva inducida de referencias especiales
q =1iob, € Q(M), dalugar aw(g;) € g con componentes (véase 4.3.4):

e w_i(q) = b7 (t) € R™, de modo que

w=1; W=0,Yi=2..,m

e wo(q)) = (w§ - wgéﬁ) € co(m) corresponde a las componentes de la conexion de

Fermi-Walker, y dado que £=v; = &2 (/) =0, se tiene

w)=0; Wwi=0,Vi
o w-1(q) = (W)) = (L]) con L7 = L7(v;) las componentes del tensor de Schouten.

Por lo tanto, by € CO(M) de..ne una curva de referencias adaptadas y normalizadas
sobre ~(t) para la conexion esférica de Fermi-Walker w?, que ademas veri..ca

w! =1; w8=0.

En consecuencia el circulo osculador de la curva ~(t) respecto a la conexion esférica
de Fermi-Walker «”, esto es, el circulo C’V(t) = q(SYH Tv(t)M de..nido por toda
referencia w?-normalizada q € Q(M),(y), coincide con el circulo

Coey = UTy@T) V{005 } © Ty M.



6. Invariantes conformes asociados a curvas 164

Y la identi..cacion de 77@)1“ con C‘V(t) CTW)M canonicamente de..nida por (6.8) es
la correspondencia natural

TywT = Uy T) Ufooygrt ULyl Uiooymut = Chg

OOyt),r 7 OOy@1),M
Pasemos a estudiar los invariantes conformes asociados a la curva +(t) en términos
de la conexion esférica de Fermi-Walker w” € A'(v*Q(M), g).
Parametro proyectivo de una curva

Se dice que una parametrizacion ¢ — ~(t) € T' de..ne el parAmetro proyectivo de la
curva I' cuando admite una eleccion de referencias (normalizadas) t +— gt € Q (M)
tal que

Recuérdese de 5.2.4 que toda parametrizacion ¢ — ~(¢) de la curva T tiene asociada
una funcion caracteristica f; € C'*°(y) que viene de..nida por

fr=uA(q)

para toda referencia normalizada ¢; € Q(M) sobre ~(t) veri..cando w!'(q}) = 1y
wl(q;) = 0 (Proposicion 6.8). El parametro proyectivo de la curva viene de..nido por
aquellas parametrizaciones cuya funcion asociada es f; = 0.

La referencia by = (v1,...,vm) € CO(M) de la Observacion 6.8 (tal que vi(t) =
7/ (t)) de..ne una curva de referencias normalizadas ¢ =i o by € Q(M) sobre y(t) que
hace w!(¢}) = 1y wi(¢/) = 0, de manera que la funcion asociada a la parametrizacion
~(t) viene dada por

fr =w(q) = L7(nit) = L7(Y'(1)).

Concluimos entonces con los siguientes resultados, consecuencia del Teorema 6.1 y de
la Proposicion 6.9.
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Proposicion 6.14 La parametrizacion ¢ — ~(t) de..ne el parametro proyectivo cuan-
do su tensor de Schouten L” se anula en la direccion tangente a la curva, esto es

LY(y'(t)) =0, WVt

Corolario 6.4 Sit+— v(t) es una parametrizacion arbitraria, el parametro proyectivo
de la curva viene de..nido por aquellos cambios de parametro ¢ — s(t) que son solucion
de la ecuacion

S(s)e =—L"(v/ (1)), (6.44)

en donde L7 denota el tensor de Schouten de ~(¢) y S(s); la derivada de Schwarz de
s(t) respecto de ¢.

Obsérvese que por las propiedades de la derivada de Schwarz (que hemos enunciado
en el Capitulo 2, pagina 61) las soluciones de la ecuacién (6.44) forman una familia de
transformaciones equivalentes bajo homografias de la recta proyectiva.

Arco y curvaturas conforme de una curva

El arco conforme s de una curva general I" se de..ne a partir de una parametrizacion
t — ~y(t) mediante un cambio de parametro s(¢) solucién de la ecuacion

ds = w'(qr) dt

para toda curva t — ¢; de referencias normalizadas sobre ~(¢) que veri..que wy(q) =
wh(q) Y «I(g;) =0, Vj > 3 (De..nicion 6.6).

A partir del tensor de Schouten LY € Al(y) de la parametrizacion ¢t — ~(t), se
de..ne un campo asociado L.” € X(~), ortogonal a ~/(t), caracterizado por ser

LY = (m o prL> (6.45)
Tg

para g métrica conforme que hace a v(¢) curva unitaria, y pr* la proyeccion ortogonal
de T',;)M en el espacio ortogonal a la curva. Obsérvese que es

LY (LY) = (L’y o prJ‘) L) =g (L7,LY).

Si y(t) de..ne una curva general, el campo asociado .7 € X(-y) es no nulo (véanse
mas detalles en la siguiente seccion), y da lugar a una funcion », > 0 de..nida por
r2 = LY (L7) > 0. Considérese entonces la referencia movil ¢ — by = (v1, ..., vm) €
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CO(M).(y) sobre y(t) tal que vi(t) =77 (t), va(t) = r;21.7(t). Se tiene entonces que
para g = io by, la curva w”(q,) € g tiene componentes
wh(gr) =rt,
W(gp) = re L (v2) = e LY (ry 2L (1) =y P LY (1) = 7y 'rf = 7
w?(q{) =r L (vj) =1 (L”Y oprJ-) (vj) =mg(LY,v;) =0,Vj >3
Es claro asi que el arco conforme de la curva viene dado por
ds =wl(q) dt = redt

siendo r; = (L7 (ILﬂ))Jf = g(ILﬂ,ILﬂ)'% g(y’,y’)*é, para cualquier métrica conforme
g € C. Se tiene asi el siguiente resultado

Proposicion 6.15 La curva s — ~(s) esta parametrizada por su arco conforme cuan-
do el tensor de Schouten LY € Al(~) de la parametrizacion tiene asociado una campo
ortogonal .7 € X(v) (6.45) tal que V¢ el vector ortogonal LL7(t) es de igual longitud
que ¥'(2).

Para curvas su..cientemente generales, las curvaturas conformes Ay (s), ..., A, (s) se
obtienen a través de una determinada referencia g; € Q(M) (Teorema 6.2 pag. 157). A
través de la conexion de Fermi-Walker D7 /ds, esta referencia se puede ir construyendo
a partir de las sucesivas derivadas del campo 7. Asi, puede tomarse sobre ~(s) una
referencia conforme b, = (V1,...,Vin), con Vi = +/, Vo =1LV y V3,.., V,, determinados
por las condiciones

span{ V3(s), ..., Vj(s) } = span {%Eﬂ, - (%)j_z ]Iﬂ} ,Vji>3 (Vs)
de manera que existen funciones Ao, ..., A\, tales que
LLv=X\V;
%vj =N Vo1 4+ A Vi, V5 >3

La curvas — ¢gs =io0 bs € Q(M) de referencias normalizadas cumple

Wgy) = whlgy)=1

w?(q's) =0, j=3,...m

wolgy) = 0

Wid) = ~Ajo1(8)8_y + N(8)hy, dji=3,.m

de manera que las funciones Az (s), ..., A (s) coinciden con las curvaturas conformes de
lacurval'.

Proposicion 6.16 Las curvaturas conformes de s — ~y(s) se obtienen aplicando el
procedimiento de Frénet a las sucesivas derivadas del campo ortogonal de Schouten
LY € X(~) de..nido en (6.45) respecto a la conexion de Fermi-Walker D7 /ds.
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Geodésicas conformes

Un circulo conforme en la variedad M es una curva I" tal que al imponer la condicion
de w”-normalizacion sobre una/cualquier curva de las referencias adaptadas ¢ sobre
~(t) (i.e. w} (¢;) = 0, Vj) se obtienen de manera gratuita las anulaciones w?(qt’) =0,
Vi > 2.

Proposicion 6.17 La curva parametrizada ¢ — +(t) € I" de..ne un circulo conforme
de M cuando el campo ortogonal de Schouten L7 € X(~) de (6.45) es idénticamente
nulo, es decir, cuando el tensor de Schouten L” € Al(~) se anula sobre el subespacio
ortogonal a la curva.

Demostracion. Dada la curva parametrizada ¢t — ~(t) € I', cada referencia
conforme by = (v1, ...,vm) € CO(M) sobre () con v; = ~/(t), de..ne una referencia
especial g = i o by € Q(M) normalizada respecto a w” (Observacion 6.8), y w?(q;) € g
tiene componentes

w? (q;) = L7 (v;), para L” € A'(7) tensor de Schouten de ~(t)
Asi, T es circulo conforme cuando
L(vj) = 0,Vj >2 (6.46)

Dado que los vectores s, ..., v, Son ortogonales a v; = «/, forman una base del espacio
ortogonal a la curva v+, y la condicion (6.46) es equivalente a

L) =0
De otro modo, L(v") = 0 < LY o pr- =0 < LY = 0 (véase (6.45)). ®

Proposicion 6.18 Las geodésicas conformes de la variedad M coinciden con aquellas
curvas parametrizadas ~y(t) tales que tienen su tensor de Schouten asociado L7 € Al(vy)
idénticamente nulo.

Demostraciéon. Por la Proposicion 6.12 anterior, la curva parametrizada t +—
~(t) es una geodésica conforme si cumple simultdneamente las condiciones:

(a) la parametrizacion de..ne el parametro conforme de la curva, que por la Proposi-
cion 6.14 es equivalente a veri..car: L7(v(t)) =0, Vt;

(b) su trayectoria es un circulo conforme, que por la Proposicion anterior equivale
a LY(yh) =0.

Se concluye asi que la curva ~(t) es geodésica conforme si y solo si su tensor de Schouten
L” es idénticamente nulo. ®
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Refexion ..nal

Los resultados que aqui hemos obtenido en relacion a los invariantes ligados a curvas,
muestran que es posible estudiar la geometria propia de una variedad conforme por
medio de la conexion de Fermi-Walker y del tensor de Schouten asociados. Se observa
ademas que desde la perspectiva que ofrecen la conexion Fermi-Walker y el tensor
de Schouten, se de..nen de un modo muy natural los invariantes conformes clasicos
asociados a curvas (originales del articulo de Cartan [9]). Bajo tales de..niciones,
coinciden con el analogo conforme a los habituales invariantes métricos sobre curvas.

Recordemos estos invariantes bien conocidos de la geometria Riemanniana (véase
por ejemplo Eisenhart [15]).

La conexion de Levi-Civita V de la estructura Riemanniana ambiente permite
asociar a cada curva parametrizada t — ~(t) € M una aceleracion a” = X' € X(y),
equivalente a la 1-forma de aceleracién

@ = (F7) ¢ € 410)

(a) Sobre la curva se distingue una familia de parametrizaciones ¢ — ~y(t) a velocidad
constante, que pueden caracterizarse a través de la condicion

(7)) =0 & g(a”,7') =0.

(b) Las geodésicas de la variedad Riemanniana son aquellas curvas parametrizadas
gue tienen asociada una aceleracion idénticamente nula

' =0 A(y) & a7 =0¢cX(v).

(c) Para una curva general, se de..ne el pardmetro arco s como el dado por aquellas
parametrizaciones s — ~y(s) que Veri..can

g(Y(s),7(s)) = 1.

Las sucesivas derivadas del campo +/(s) respecto a la conexion V/dt de..nen
la referencia movil de Frénet (Ey, ..., En)s € O(M),) caracterizada por ser

Ei=+y
span {%7/7'“7 (%)J/YI} = SpCL?’L{Ez(S),...,Ej+1(8)}, vj =L

Entonces se tiene que a” = \1FEa, ¥ %Ej = —-)\_1Fj1 +N\Ej1 V) > 2 para
ciertas funciones i (s), ..., Am—1(s) que de..nen las curvaturas de (s).
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Anélogamente, hemos demostrado que la estructura conforme del ambiente induce
sobre cada curva parametrizada t — ~(t) € M una conexion de Fermi-Walker D"/ dt,
y un tensor de Schouten

LY € Al(y).
Se tienen entonces los siguientes hechos:

(a) Sobre la curva se distingue el parametro proyectivo a través de la familia de
parametrizaciones que veri..can

L) =0.

(b) Las geodésicas de la variedad conforme son aquellas curvas parametrizadas que
tienen asociada un tensor de Schouten idénticamente nulo

L' =0¢€ Al(y).

(c) Para una curvageneral, se de..ne el arco conforme s a través de parametrizaciones
s — 7(s) veri..cando

g(L(s).L0(s)) _

g(v(s),7(s)
para L7 € X(y) el campo ortogonal de Schouten asociado de (6.45). Las suce-
sivas derivadas del campo LL7(s) respecto a la conexion de Fermi-Walker D7 /ds
de..nen un referencia movil (de Frénet) conforme (Ex,..., En)s € CO(M )y
caracterizada por ser £y =+, Eo =17y

span{%l[ﬂ,..., (%)jﬂﬂ} = span{Es(s),..., Ej+2(s)}, Vi > 1

Entonces se tiene que LY = Ao F3, ¥ %Ej = —Nj1Bj 1+ NEj1 Vi > 3 para
ciertas funciones Az2(s), ..., Am—1(s) que de..nen las curvaturas conformes de ~(s).
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Capitulo 7

Holonomia conforme

Este capitulo es hasta cierto punto independiente del resto y su objetivo es presentar
una teoria para una nueva nocién de holonomia asociada a las variedades conformes
Riemannianas.

Parte de las cuestiones que nos planteamos aqui permanecen aun abiertas. Sin
embargo consideramos adecuada la inclusion de este Ultimo capitulo porque propone
un planteamiento con interesantes perspectivas. Se pretende relacionar el tensor de
curvatura de Weyl con una nocién de holonomia conforme, basada en el desplazamiento
natural de las esferas tangentes a lo largo de curvas cerradas en la variedad. Se busca
una relacion anéloga a la que existe en geometria Riemanniana entre el tensor de
curvatura de la conexion de Levi-Civita y el grupo de holonomia asociado al transporte
paralelo sobre curvas cerradas.

La nocidn de holonomia asociada a una conexion tiene sus origenes en Cartan [11],
y esencialmente mide la dependencia del transporte paralelo en funcion de la curva
parametrizada que se tome como base (se aprecia asi que la holonomia debe estar
relacionada con la nocion de curvatura y esa relacion se formaliza en el Teorema de
Ambrose-Singer). En la primera seccion se repasa la nocién de holonomia de una
conexién principal, y se enuncian sin demostracion los resultados mas relevantes, a
saber: que el grupo de holonomia de una conexion principal sobre una variedad es
un subgrupo de Lie del grupo de estructura G (formalmente demostrado por Borel-
Lichnerowicz [6]), que la conexién puede reducirse al ..brado de holonomia (Teorema
de reduccion), y muy especialmente, que el algebra de holonomia esta generada por los
valores que toma la forma de curvatura de la conexién (Teorema de Ambrose-Singer,
publicado en el articulo Ambrose-Singer [1]).

A continuacién (seccion 2) se estudia el caso de una geometria normal de Cartan
(Q(M),w) asociada a la estructura conforme de una variedad M. La conexion que
rige esta estructura es una conexion de Cartan w € AY(Q(M), g), que va ligada a
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una conexion principal o Unicamente cuando se considera el ..brado extendido P(M).
Presentamos aqui una de...nicion original de holonomia para el par (Q(M), w) mediante
un procedimiento que esencialmente consiste en lo siguiente:

(a) Se toman en M unicamente aquellas curvas cerradas (diferenciables a trozos)
que tienen la propiedad de dejar el origen de la esfera tangente en su posicion inicial
tras ser transportada w-paralelamente a lo largo de todo el lazo. Se obtiene asi una
familia mas restringida de lazos en M, que depende no ya de la conexién normal de
Cartan w tomada sin6 Unicamente de la estructura conforme del ambiente. Denotamos
a esta familia por C'(z, M, C).

(b) EIl desplazamiento w-paralelo de la esfera tangente a lo largo de una curva
v € C(x, M,C) conlleva un movimiento de la esfera tangente que deja ..jo el origen y
respeta asi el ..brado de referencias especiales Q(M). Es en este sentido que podemos
hablar de una holonomia asociada a (Q(M),w). En cada qo € Q(M) se obtiene un
grupo de holonomia H%(qo) subgrupo de Lie de H™, y un ..brado de holonomia Q(qo)
con grupo de estructura H¥(qo). En este caso, Q(qo) es un sub..brado de Q(M) que
se proyecta sobre una subvariedad N“(xp) C M que en general no cubre todo M.
Veremos que las subvariedades N“(x;) dependen sélo de la estructura conforme del
ambiente y pueden denotarse por N(xo).

En la seccion 3 demostramos que a partir de esta de..nicion de holonomia, que
variara en funcion de la conexién normal de Cartan considerada sobre M, es posible
de..nir una holonomia propia de la estructura conforme del ambiente. El procedimiento
es el siguiente:

Partimos de la identi..cacién natural del espacio T,,M con el tangente de esfera
T,M en el origen, Ty, (T,M) = T,M. Cada lazo en C(x, M,C) de.ne a través del
transporte w-paralelo una transformacion que ..ja el origen O, en la esfera tangente
T, M, y que tiene como diferencial en el origen un isomor..smo conforme de 7, M. Un
cambio en la conexion w altera la transformacion T, M pero no su diferencial en el ori-
gen, y se obtiene asi una nocién de holonomia in...nitesimal formada por automor..smos
conformes del tangente 7, M, ligada exclusivamente a la estructura conforme.

Esta de..nicion de holonomia conforme va asociada a un grupo de Lie ®(q) C
CO(m) con algebra h.(q) C co(m). Ocurre que la subalgebra h.(q) contiene a la
familia de los valores que toma el tensor de curvatura de Weyl, que como sabemos
(Corolario 5.1) est4 en correspondencia con la componente en co(m) de la forma de
curvatura de la conexion de Cartan w. Tal y como anunciamos al principio, su busca
obtener un resultado de tipo Ambrose-Singer, que a..rme que el algebra de holonomia
conforme h.(q) esté genereda por dicha familia de valores dada por el tensor de Weyl.
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Weyl demostré que el tensor W de..nia un invariante conforme que se anulaba
necesariamente en caso de que la estructura conforme fuera localmente plana; que
esto era también una condicion su..ciente fue demostrado por Schouten (para m > 3).
Estas propiedades consagran al tensor de Weyl como un importante invariante de la
geometria conforme. La introduccion de la nocién de holonomia para la estructura
conforme, ofrece ademas la posibilidad de dar al tensor de curvatura de Weyl una
interpretacion mas geométrica asociada al transporte a lo largo de lazos de la variedad,
tal y como es habitual para las curvaturas,.

A estas alturas, los resultados obtenidos sobre la relacion entre el algebra conforme
h.(¢) y la curvatura de Weyl son todavia parciales. Sin embargo, el resultado que
ofrecemos en el Teorema 7.6, indica que el algebra conforme mide ..elmente la presencia
de curvatura en la estructura dado que de su trivialidad (h.(q) = 0) se deduce que la
estructura es localmente plana.

7.1 Precedentes: holonomia de una conexion principal

Sea P — M un ..brado principal cuyo grupo estructural viene dado por G grupo de
Lie con algebra asociada g. Una conexion principal en P — M va ligada a una 1-
forma horizontal @ € A'(P,g) que induce una nocion de transporte paralelo sobre las
curvas de M. En particular, el transporte paralelo a lo largo de los lazos de M (curvas
cerradas y diferenciables a trozos) da lugar a la de..nicion del grupo de holonomia de la
conexion. Los resultados que brevemente se presentan a continuacion son ya conocidos
y sus demostraciones, que aqui omitimos, pueden encontrarse en Kobayashi-Nomizu
[24], Poor [37], o Lichnerowicz [34].

Para cada punto x en una variedad M denotamos por Cs(z,M) al espacio de
curvas cerradas diferenciables a trozos, con origeny ..nal en el punto x € M, es decir,
el espacio de lazos v : I = [ty, t;] — M con v, =, = .

Sea w € A'(P,g) la forma horizontal de una conexiéon en P — M, G-.brado
principal sobre la variedad M. Fijado un elemento p € P,, cada lazo ¢t — v, € M en
Co(z, M) da lugar a una curva t — (P,y); € P como elevacion w-horizontal de ~, por
p = (Pyp)t, € P Lacurva (Pyy), ya no es necesariamente una curva cerrada en el
.brado P,y la variacion entre sus extremos (P,p):y, =p Yy (Pyp)s, ambos en la..bra
Py, viene dada por un elemento g € G tal que (Pyp)y, =p-g.

De...nicién 7.1 Para una conexion @ € A'(P, g) en un G-.brado principal P — M,
el grupo de holonomia con base p € P es el subgrupo de G de..nido por

d(p) = {g €G:(Pyp), =p-g, paray € Co(z, M) con v, = v, = x}
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El hecho de que ®(p) sea efectivamente un subgrupo abstracto de G es consecuencia
de las siguientes propiedades:

(@) siy; € Cy(z, M) denota el lazo -y, recorrido en sentido inverso, se tiene que
(Py-p) =p-g~", para (Pyp)y, = p- g,
(b) dados v,7 € Cs(x, M) su composicion forma un lazo yo 5 € Co(z, M) tal que
(Pyosp)y, =P+ (909), para (Pyp)y, =p-gy Psply =p- 7.

Se demuestra también que el grupo de holonomia ®(p) de una conexion principal
@ € AY(P, g) es un subgrupo de Lie de G cuya algebra asociada denotamos por g(p)
y de..ne una subalgebra de g. La componente conexa de ®(p) es ®°(p), el grupo de
holonomia restringido, asociado al transporte paralelo sobre los lazos de C,(x, M) que
son homaotopos a cero. Para una demostracion completa de estos resultados puede
consultarse Kobayashi-Nomizu [24], capitulo 11.4.

Para una misma curva v, € C,(x, M) las elevaciones ww-horizontales por dos ele-
mentos distintos en la ..bra P, py p-h con h € G, se relacionan mediante la identidad
(Py(p-h)), = (Pyp), - h, de modo que si (P,p), =p g, entonces,

By(p 1))y, = (Pap)y, - h=(p-9)-h=(p-h)- (k"' -g-h).

Es claro que los grupos de holonomia con base los puntos p y p - h asociados a la
conexion = son conjugados el uno respecto del otro,

O(p-h) =Cp1 (2(p)) =h™" - @(p) - h,
y sus respectivas algebras de holonomia resultan adjuntas,

g(p-h) = Adp- (a(p)) -

Si la variedad M es conexa, cualquier punto @ € M puede unirse al punto x por
una curva T : [0,1] 5t +— 7. € M,con 1o =xy 71 ==. Se observa entonces que la
correspondencia C,(T, M) > v+ 17 tovyor € C,(z, M) da lugar a una equivalencia
entre los transportes w-paralelos a lo largo de lazos con base los puntos Ty x. En
particular, .jandop € P,y p= (]P’pr)t1 € Pz, se tiene

(PyD)y, =79 © (Prioyrp), =p-9 (Vv € Co(T, M))

y los grupos de holonomia asociados son idénticos: ®(p) = ®(P).
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Podemos concluir entonces que la holonomia de una conexién principal @ € AY(P, g)
en el G-..brado P — M, sobre una variedad conexa )M, de..ne una familia de subgrupos
de Lie del grupo de estructura G equivalentes por conjugacion.

A continuacion ofrecemos un par de resultados clasicos para la holonomia en .-
brados principales. Se han omitido las demostraciones de estos teoremas que pueden
encontrarse en Kobayashi-Nomizu [24] (cap.11.7 y 11.8), Poor [37] (pag.281 y 287).

Teorema 7.1 (de reduccién) Sea w € AY(P, g) una conexion en un G-..brado prin-
cial P — M, con M variedad conexa. Fijado p € P, el conjunto P(p) de puntos de
P que se unen a p por una curva w-horizontal, es sub..brado principal de grupo ®(p).
Ademas, la restriccion de la 1-forma w|TP(po) € AL (P(p), g(p)) de..ne una conexion
principal en P(p).

El sub..brado P(p) — M recibe el nombre de ..brado de holonomia de la conexion
w € AY(P,g) con base el punto p € M.

La relacion que intuitivamente se entiende que ha de existir entre la nocién de grupo
de holonomia y la nocion de curvatura para la conexion w en P viene formalizada a
través del siguiente resultado originalmente presentado en el articulo de Ambrose-
Singer [1].

Teorema 7.2 (Ambrose-Singer) Dada la conexion principal @ € AY(P,g) en el
.brado P — M sobre una variedad diferenciable conexa M, y dado p € P, el algebra
de holonomia g(pp) < g coincide con el subespacio generado por

{B(X,Y)eg: X, Y € X(P)yP € P(p)} (7.1)

siendo 2 = dw — [w, w] € A*(P,g) la forma de curvatura de la conexion .

7.2 Holonomia de una geometria conforme de Cartan

Sea M unavariedad conforme conexa, de dimensién m > 2. Como se vio en el Capitulo
5, la estructura conforme de..ne sobre la variedad M un ..brado tangente esférico
TM — M, cuyas ..bras son T, M = T, M U {cc,}, la compleccion esférica del espacio
tangente conforme. La familia de referencias esféricas, esto es, de difeomor..smos
conformes p : S™ = T, M, x € M, forma un ..brado principal P(M) — M con grupo
estructural G™. Aquellas referencias esféricas que preservan la posicion del origen,
S™3 0w O, € T,M C T,M, constituyen una reduccion Q(M) — M del ..brado
P(M) para el subgrupo H™ C G™.
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A continuacion vamos a introducir en el ..brado P(M) la de..niciéon de un par de
funciones directamente relacionadas con la posicion distinguida del sub..brado Q(M)
en P (M) (léase también: la posicion distinguida del punto origen O, en T, M).

Obsérvese que dada la referencia esférica p : S™ — T,M en P(M),, veri..cando
p1(Oy) # 00 €S™ (i.e. p~1(Oz) € (R™)), existe un Unico V,, € R™ tal que

P H0z) = t(—=V,) = exp(—V,) (0) € ((R™) (véase Observacion 5.9)
La referencia p - exp(—V,) € P(M), para exp(—V,) € H™, es tal que
(p - exp(=Vp)) (O) = p (exp(=Vp)(0)) = p(e(=Vp)) = Oz

y por lo tanto de..ne una referencia especial q(p) = p - exp(—V,) € Q(M),.

El conjunto P (M) = {pe P(M) :pH(Oy) # 00 € S™} contiene al sub..brado
Q(M)y de..ne un abierto denso en P(M) (i.e. el cierre de P (M) cubre la totalidad de
P(M)). Sobre el entorno abierto p (M) de Q(M) se de..nen las siguientes aplicaciones
diferenciables:

V:p(M) — R™ (7.2)
P — Vpup H(Og) = 1(=Vp)

q:P (M) — QM) 7.3
p +— dq(p)=p-exp(—Vy)

caracterizadas a través de la siguiente identidad: Vp € P (M),
p=d(p) - expVy, con q(p) € Q(M), Vp € R™ 7.4
Observacion 7.1 Fijada una referencia p € p (M) se tienen las equivalencias
peQQM) & qp)=p & V,=0,
y concluimos que para todo ¢ € Q(M) se veri..ca la igualdad
ker (d,V) = T,Q(M) € T,P(M),
dado que Vyexpw = W, YW € R™.

Proposicién 7.1 Las funciones q :P (M) — Q(M) y V : P (M) — R™ veri..can las
siguientes propiedades Vp ep (M):

(a) VW eR™ =g, Q(P' eXPW) = Q(p) Y Vpexpw = Vp+ W.
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(b) ¥he CO(m) CH™, a(p-h)=a(p) - hy Vypn = hi'(Vy)
(c) ¥n € R™ = g1, Vpexpy = F(Vyp), siendo

V2| VI[PaT
F,,(V) = 1 2 2
L+aV+[nl* V]

Demostracion.
(a) Obsérvese que si p = q(p) - exp Vp, con q(p) € Q(M) y V, € R™, entonces

p-expW =q(p) expV,-expW =q(p)- exp(Vp+ W)

yes q(p Y W) = Q(p) y Vp~exp w = VP + W.
(b) Teniendo en cuenta que para V € R™y h € CO(m) es

h~t(expV)h =exp (h;1V) (7.5)
se tiene que
p-h=a(p)-expVp-h=q(p)-h-exp (h, V)
de modo que q(p- k) = q(p) - hy V,, = h'(V,). Para probar la igualdad (7.5),

basta tener en cuenta la formula h. =rR € CO(m) (véase (5.15), pag. 89) y observar
que h=! (expV)h =

ro0 0 10 0\ /r1 00
— o Rt o N 0 RO |=
0 0 1)\ -l _yr g 0 0 7

1 0 0

= | (rR)V I 0 | =exp ((rR)flV) = exp (h;1V)
L _yrip

2r2
(c) Por la de..nicion (7.2), determinar Vi, exp, COnsiste en determinar un vector

W eR™, tal que (exp —W) (O) = «(—=W) = (p- expn)~1(O,), es decir, tal que
(exp =W) (0) = exp (=) - p~(Oz) = exp (—n) exp (~V}) (O)
pero exp (—n) exp (—V) (O) =

1 —p -k 1 14 gV + LallvIC
=0 I o Vo= V=3IVl
de modo que
VA IVIP

L+aV+ 4 [l IVI*
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7.2.1 Holonomia de una conexién de Cartan w € AY(Q(M), g)

La eleccion de una conexion lineal V compatible con la estructura conforme de la va-
riedad M, va univocamente ligada a una conexion normal de Cartan w € A1 (Q(M), g)
que da lugar a la geometria conforme de Cartan (Q(M),w) (Teorema 5.5, pég.116).
La 1-forma w € AY(Q(M),g) puede extenderse de manera Unica a una 1-forma @ €
A(P(M),g) que de..ne una conexion principal en el ..brado de referencias esféricas
generales P(M), y veri..ca

wq‘TqQ =w,: T,Q —g,Yq €Q(M).

Cada referencia especial ¢ : S™ — T, M da lugar a un subgrupo &= (g) € G™ como
grupo de holonomia con base ¢ € P(M) de la conexién principal @ € A'(P(M),g).
Obseérvese que si un lazo v € C,(x, M), con vy, =, = z, s tal que (}P’Wq)t1 =q-g
para g € G™, entonces, el transporte paralelo de la esfera T, M a lo largo de la curva
v : [to,t1] — M es el difeomor..smo conforme

| "Y,to,tl =q-g- q_l :TxM —>TxM

El grupo de holonomia ®%(q) reteja, en de..nitiva, el grupo de movimientos de la
esfera tangente T, M obtenidos como resultado de su transporte paralelo a lo largo de
lazos de Cs (x, M),

T

PT — {| |7,to,t1 :TmM —>T$M/’y € Cy(x, M) con Yo = Vi1 :m}_

Restringiéndonos a los movimientos de la esfera tangente 7, M/ que dejan ..jo su punto
origen O, es posible asociar a la holonomia de la conexién w un nuevo grupo H¥(q) =
@ (q) N H™, i.e.

H¥(q) = {h € H™ : (Pyp)y, =p-h, paray € Co(x,M) con v,  =;, = 3;} ,

que de..ne un subgrupo de Lie de H™. EIl subgrupo H“(q) recibe el nombre de grupo
de holonomia de la conexion de Cartan w € AY(Q(M), g) con base g € Q(M).

Observacion 7.2 La conexion de Cartan w € AY(Q, g) distingue para cada x € M
una subfamilia C(z, M,w) formada por los lazos ¢ +— ~;, € Cs(z, M) cuyo desarrollot
en ToM, t ¢ = | |44 (Oy,) € ToM, dalugar a una curva igualmente cerrada,
i.e. t— ¢ € Co(O,,T,M). El grupo de holonomia H“(q) corresponde entonces al
transporte w-paralelo a lo largo de lazos en C(z, M,w),

HY = {| — :TyM — Ty M / v € Clx, M,w) con vy, =y, = x} (7.6)

1véase la De..nicion 5.8 en la pagina 108.
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Para dos referencias especiales q y q-h, h € H™, los respectivos grupos asociados a
la holonomia de w € AY(Q(M), g) mantienen nuevamente una relacion de conjugacion:

H¥(q-h)=®(q- h) N H™ = G2 (®(q)) N H™
= Cp-1 (®(q) NH™) = Cpp-1 (H*(q)) -

Si h*(¢q) denota la subalgebra de holonomia asociada al grupo de Lie H*(q), se tiene
que h“(q) = g(¢) N'h, y por la relacion anterior Yh € H™ es

6*(q-h) = Adp-15*(q).

Holonomia in..nitesimal

Existe una identi..cacién natural entre el espacio vectorial conforme de partida y el
espacio tangente a su compleccion esférica en el punto origen (vease (5.10), pag.83).
En particular, se tienen las identi..caciones R™ = ToS™ y T, M = To, (TIM) Asi,
la asignacion que a cada referencia esférica ¢ : S™ — T, M le hace corresponder su
diferencial en el origen ¢. = do q : R™ — T, M de..ne una proyeccion entre ..brados

T: QM) — CO(M) (véase Proposicion 5.5)
q — q*

que a nivel de grupos estructurales va asociada a la proyeccion

preom) : H™  — CO(m)
h +— hi=doh

Cada elemento del grupo de holonomia Hy = (7.6) asociado a la conexion normal
de Cartan w € AY(Q(M), g), de..ne un movimiento de la esfera tangente 7, M deja
.jo el punto origen O, € T, M. Su diferencial en O, da lugar a un isomor..smo
conforme del espacio tangente T,,M = Tp, (TmM ). De este modo, es posible asociar
a la conexion de Cartan w un grupo de holonomia in..nitesimal en z € M, formado
los por isomor..smos conformes de 7, M asociados a los movimientos de la esfera T, M
que se obtienen por transporte paralelo a lo largo de lazos de C'(z, M,w).

Fijada una referencia especial ¢ € Q (M), la holonomia in..nitesimal de la conexion
de Cartan w € AY(Q(M), g) con base ¢ es el subgrupo HY(q) = preom) (H*(q)) de
CO(m) obtenido por proyeccion del grupo de holonomia H“(q),

HY (q) = {h. €CO(m): (Pyp)yy = p- h, paray € C(z, M,w) con v, =y, = x}.
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Para dos referencias esféricas especiales de TxM, qy q-hconhe H™, los corres-
pondientes grupos de holonomia in..nitesimal mantienen la siguiente relacion
HZ(q-h) = preom) (H?(q-h)) = preomm) (Ch-1H*(q))
=preom) (P H*(q)- h) = h' - proom) (H () - hy
=C)-1 (H*(q))
siendo h. = proogm)(h) € CO(m) la diferencial en el origen de h € H™.

En conclusion, dada la conexion conforme normal de Cartan w sobre Q(M), la
nocion de holonomia que se acaba de de..nir para w permite asociar a cada referencia
go € Q(M): un grupo de holonomia H“(q) = ®“(q) N H™ subgrupo de Lie de H™;y
un grupo asociado, de holonomia a nivel de las diferenciales, Hy'(q) = preom)H*(q)
subgrupo de Lie de CO(m).

7.2.2 Fibrado de holonomia

Tal y como ocurre en el caso de conexiones en ..brados principales, la holonomia de la
conexion conforme de Cartan w € A (Q(M), g) va ligada a la de..nicién de un ..brado
de holonomia @)(q), en cada ¢ € Q(M). Se cumple ademas que la restriccion de la
I-forma w|pgq) € AY(Q(q), 9(q)) de..ne nuevamente una conexion de Cartan. Q(q)
esta formado por aquellas referencias especiales en (M) relacionadas con la referencia
inicial ¢ en el sentido de que existe una curva horizontal en P(M) que las une.

A través de la conexion principal @ € AY(P(M), g) que extiende a la conexion
de Cartan w € AY(Q(M), g), es posible de..nir en el ..brado de referencias especiales
Q(M) la relacion de equivalencia:

q ~q < “las referencias ¢ y 7 pueden unirse por un curva w-horizontal en P(M)”.

Si P(q) denota el ..brado de holonomia de la conexion principal @ en ¢ € P(M),
entonces la clase de equivalencia asociada a una referencia ¢ € Q (M) es

Qlg) ={7€ QW) : ¢ ~T} = QM) N P(q).
Observacion 7.3
(a) Dadas las referencias especiales ¢y ¢-h en Q(M), con h € H™, se tiene que
q~q < q-h~T7-h

de modo que Q(¢-h) = Rn(Q(q)) ={T-h:T€ Q(q)}
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(b) Para dos referencias especiales relacionadas, ¢,7 € Q(M) con ¢ ~ G, los res-
pectivos grupos de holonomia asociados a la conexion de Cartan w coinciden,
H“(q) = H*(7).

(c) Dadas la referencia especial ¢ € Q(M)y h € H™, entonces,

g~q-h < heHYQq).

Nos interesa estudiar la interseccion Q(M) N P(qo), formada por referencias espe-
ciales en el ..brado de holonomia por ¢y € Q(M) asociado a la conexion principal w
en P(M) — M. Para ello, empezamos determinando, la interseccion en T, P(M) de
los subespacios vectoriales T,Q(M) y T, P(qo), para g € Q(q) = Q(M) N P(qo).

Proposicion 7.2 Sea P(qo) el ..brado de holonomia asociado a la conexion principal
w e AY(P(M),g) con base la referencia especial ¢;. Entonces, Vg € Q(M) N P(qy) es

P

T,QUM) NT,P(w) = {a:(pr1B) + (Lo} BE T,P(M): B glaw)}  (7.7)

siendo ¢, (;El/B) € T,P(M) la elevacion c-horizontal del vector g, (pr_1B) € T,,M
(pr_1B €R™, g, € CO(M),).

Demostracion. Sea o : U, — Q(M) una seccion auxiliar de..nida en un entorno
Uy de z =7(q) € M, con o(z) = q. El subespacio tangente de Q(M) en ¢ se describe
entonces como la suma directa 7,Q (M) = o«(T: M) @ (Lq), b. Si v e T,P(M) denota
la elevacion horizontal de v € T, M en ¢, el vector o, (v) — v de..ne un vector vertical
en V, = (Lg), (g) caracterizado por

w(ox(v) =) =w(ox(v)) € 8 & 04 (V) =0 = (Lg), (w(ox(v)),
de lo que se concluye la identidad
0+(V) =0+ (Lg), (w(o«(v)) € TEQ(M).
Asi, cada &, € T,Q(M) se corresponde con un par v € T M, A € b tal que
§q = 0@ (Lg), (W(ox(v)) + A) € Hy © V. (7.8)

Por otra parte, el espacio tangente a P(qy) en q es T, P(qo) = H,® (L,), 9(q) y cada
uno de sus elementos &, viene dado por un par u € T, M, B € g(qo) tal que

§g=1u®(Lg),(B) € Hg®Vy. (7.9
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Un vector en la interseccion &, € T,Q(M) NT,P(qo) se corresponde con la existencia
de u,v € Ty M, A€ b, B € g(qo) tales que

£ =u® (Ly), (B) =08 (L), (W(o.(v) + A) € Hy BV,

u="0v € Hy
g
{ (Lq), (B) = (Lg), (w(ox(v)) +A4) € Vy

u=v e, M
~
B=uw(o«(v)+A€cg

Recuérdese que la descomposicion del algebra g = R™ @b, da lugar a la descomposicion
de la conexién normal de Cartan en w = w_1 ® wy, siendo w_1 € A1 (Q(M),R™) tal
que w_1(o«(v)) = ¢z Y(v) € R™, Yo € T, M. Asi, la igualdad

B=w(0.(v) + A= ¢ (v) ®(wy(0.(v) +A) € g=R™ @}
(para A€, Beg(q) yv € T, M) rompe en el sistema

{ praB=q¢1(v) eR™ v =q(pr1B) € T.M
pryB =wy(0«(v)) + A < A=pryB —wy(ox(v)) € h

Asi, cada £, € T,Q(M) N TyP(qo) esta en correspondencia con un B € g(qo) tal que

—~—

gq = @« (p?’_lB) + (Lq)*(B) (710)

Para B € g(qo) €l vector de..nido en T, P(M) por §, = (7.10) esta simultaneamente
contenido en T,P(q) (aplicando (7.9) a u = ¢.(pr-1B) € T:M, B € g(q)), Y en
T,Q(M) (aplicando (7.8) a v = q«(pr—1B) € TpM, A = pryB — wy(o«(v)) € b).
Concluimos entonces con la identidad (7.7) del enunciado. B

Corolario 7.1 Para q € Q(M) N P(qo) se veri..can las siguientes igualdades:

(i) dim(T,Q(M) NT,P(qo)) = dimg(qo);

(ii) Si 7, : T,P(M) — T, M denota la diferencial en ¢ de la proyeccion del ..brado
m:P(M)— Myx=m(q) € M, entonces:

o T (TQM) N TyP(q0)) = g (pr-18(q0)) € To M,

o ker () N (T,Q(M) NTyP(q0)) = (Lg)7" (ala0) ND).
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Teorema 7.3 La interseccion en P(M) del sub..brado Q(M) con el sub..brado de
holonomia P(qo) de @ € A*(P(M), g) de..ne una subvariedad regular

Q(q0) = Q(M) N P(qo)

cuya dimension es dim Q(qp) = dimg(qg)-

Demostraciéon.  Por el Corolario anterior sabemos que en cada punto de la
interseccion ¢ € Q(M) N P(qo), se cumple:

dim(T,Q (M) NTyP(g0)) = dim g(qo),
dim T;Q(M) = m+ dimbh = dim g,
dim Ty P(qo) = m + dimg(qo),
dim Ty P(M) = m + dimg.

De modo que se da la igualdad
dim(T;Q (M) NTyP(qo)) = dim T;Q (M) + dim T, P(qo) — dim T3 P(qo)

y concluimos que dim(7,Q(M) + T,P(q)) = dimT,P(qo), es decir, las subvariedades
Q(M)y P(qo) se cortan transversalmente en P(M). Es conocido que en el tal caso su
interseccion (que sabemos no vacia por ser o € Q(M)N P(qo)) de..ne una subvariedad
regular de P(M), cuya dimensidn coincide con dimg(qo) (este resultado de topologia
diferencial puede consultarse en Outerelo-Ruiz [36]). B

Por la Observacion 7.3 (c), sobre la variedad Q(q) existe una accion diferenciable
por la derecha del subgrupo de holonomia H“(qy) = H™ N ®%(qo),

Q(qo) x H¥(q0) — Q(qo)

(@h) — q-h (740

que es efectiva y transitiva sobre las ..bras 7r|é%q) () = Q(qo0)z, © € M, del .brado
m:Q(M)— M.
Variedad de holonomia N (x)

A través de la proyeccion del ..brado 7 : Q(M) — M, la referencia esférica ¢ € Q(M)
de..ne una proyeccion m(Q(q)) € M del ..brado de holonomia Q(q) = Q(M) N P(q).
Por la Observacion 7.3 (a) , YVh € H™ es

m(Q(g-h)) =7 (R (Q(q))) =7 (Q(q)) -
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de modo que la proyeccién es independiente de la referencia especial que se tome sobre
el punto x = w(q) € M. A cada punto = de la variedad conforme M se le puede
asociar, por tanto, un subconjunto

N*(x0) := 7(Q(q)) C M, Vg € Q(M)s,, (7.12)

perfectamente de..nido por la conexién normal Cartan w € AY(Q(M),g). El conjunto
N(xzo) puede de..nirse mediante las siguientes de..niciones equivalentes:

(8) N¥(xg) = {x EM: 3ty conyy =x0, Ve, =T Y | |44, (Ong) = Om}

(b) N¥(xp) estd formado por aquellos puntos = € M relacionados con xp en el
sentido de que existe una curva diferenciable a trozos que los une con xg € My
cuya curva desarrollo en TTOM respecto a la conexion w de..ne un lazo cerrado
con base el origen O, € T, M.

Observacion 7.4 Dado que H*(q) = H™ N ®%(qo) es subgrupo cerrado de ®%(qp),
el espacio homogéneo &% (qo)/H“(qo) tiene una estructura natural de variedad dife-
renciable y la proyeccion @ (qo) — ®%(qp)/ H*(qo) de..ne un H¥(qo)-..brado principal
(véase Warner [51]). Obsérvese entonces que la inclusiéon

®%(q0)/H*(q0) — S™
g-H%(q) —— 9(0)

sumerge el espacio homogéneo ®“(qo)/H%“(qo) como una subvariedad en S™, no nece-
sariamente regular, cuyos puntos se obtienen a traves la evaluacion en el O € S™ de
las transformaciones en ®“(qo):

% (q0)/H"(q0) < evo(P®7(qo)) ={9(0) €S™: g € ®*(q)} -

Proposicion 7.3 Paracada xo € M, el espacio N“(x() esté dotado de una estructura
de variedad diferenciable tal que:

(2) La inclusion natural N (xzp) — M sumerge a N(zy) como subvariedad de M, no
necesariamente regular;

(b) Para g9 € Q(M)a,, la proyeccion = : Q(qo) — N“(zo) tiene estructura de
H“(qo)-..brado principal sobre la variedad N“(xy).

Demostracion. Para z1 € N“(z0) Y ¢1 € Q(q0)x, = (Q(M) N P(qo)),, ocurre
que es N¥(zo) = N*¥(21) Y Q(q0) = Q(q1)-
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(1) En primer lugar, obsérvese que si sobre el entorno abierto ¢/ de z; en M se
tienen las secciones

o:U—Plq) y 7:U—QM)

existe una funcion g : Y — G™ tal que 5(z) = o(z) - g(x), Yo € U. Entonces, para
x € U se tienen las siguientes equivalencias:

x e€N(zg) & Jqge QM) NP(q)s

& Jq q=o(z) g parag e ®7(qo)
") ¢q=7(z)-h=0(x) g(x)-h parahe H™

(2) Sea o : U —P (qo) seccion local tal que o(x1) = q1 Y du,0 (T, M) = Hy,. A
través de la proyeccion q :P (M) — R™ de (7.3) pég. 176, se construye una seccion
asociada = qoo : U — Q(M), que veri..ca

7(z) = o(2) - exp (Vo)

para V :P (M) — R™ la aplicacion de..nida en (7.2) por p~(0,) = «(—=V,) € S™.
Los puntos = en el abierto &/ cumplen la siguiente equivalencia demostrada en (1):
x € N(xg) & exp(—(Voo)(x)) € D%(qq) - H™. Se tiene asi que
(=Voo)(N(zg) NU)={X e€U:expX € ®7(q) - H™}
={X e€U:3he H™, (expX)-h =9 € P%(q)}
— {X €U:3g € 2%(qo)., 9(0) = «(X) € 5™}
={X €U :(X) €evo (P7(qo))}-
Por el Lema 7.1 a continuacion, la composicion —V oo : U4 — R™ de..ne un
difeomor..smo (carta local) entre un entorno de x; en M, que denotamos igualmente

por U, y unentorno U de 0 = (=V o) (z1) en R™. Ademas, esta carta induce una
biyeccion entre N(xo) NU en My evo (2%(qo)) NU en R™ = S™-{cc}.

N(zo)nU — U C M

1 ]-Veo (7.13)
evo (%(qo))NU — U c R™

2a identi..cacion R™ = S™-{co} se realiza a través de la inclusién canénica ¢ : R™ < S™,
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Recuérdese de la Observacion 7.4 anterior que evo (2%(q)) coincide con la in-
clusion del espacio homogéneo % (qo)/ H*(qo) como subvariedad de S™. La variedad
d=@ (q9) /H“(qp) induce una estructura de variedad diferenciable en N(xy) N/ (entorno
abierto de x; en N (zo)) mediante la correspondencia dada por (—V oa)\N(m)m:

N(xo) U «—— evo (2%(q)) NU «— U C ®%(qo)/H*(qo)-

(3) Con esta estructura de variedad diferenciable en N (zo) N, la inclusion natural
N(xo) NU — U es una aplicacion diferenciable que sumerge N (zo) "NU en U C M
como subvariedad no necesariamente regular. Esto es consecuencia del hecho de que
el diagrama (7.13), formado por difeomor..smos en su parte vertical |, pone a esta
inclusion en correspondencia con la inclusion de evo (P%(q)) = ¥ (q)/ H* () como
subvariedad de S™.

(4) Veamos que al variar 1 € N(xzg), ¢; € Q(qo),, POr otro par x5 € N(zg),
@ € Q(q)z,, las estructuras diferenciables que se inducen por (2) en abiertos de
N(zp) son compatibles. Por el procedimiento descrito en (2) obtenemos dos cartas
sobre el abierto U/ de M:

—Voor:MDU— Ui CR™,, — Voo (N(zg) NU) = evo(P¥(q0)) N Uz
—Vooa:MDU— Uy CR™,, — Voo (N(xg) NU) = evo(P%(q)) NUs

El cambio de carta viene dado por el difeomor..smo entre abiertos de R™
(=Vooz)o(=Voo) ™t : U — Uy
que al veri..car
(~Voos)o(~Voor) " (evo (97 (g0)) NT1) = evo (97 (go)) N U

induce un difoemor..smo entre las subvariedades evo (2% (q)) U1 Y evo (P¥(q))NUs.
En consecuencia, las estructuras diferenciables inducidas en N (zq) NU a través de las
correspondencias (—V ooq)| N(zoyru Y (=V o) N (o)A resultan ser equivalentes.

(5) Concluimos entonces que por (2) se induce en todo N(xp) una Unica estructura
de variedad diferenciable, que por (3) hace que la inclusion natural N(zg) — M
sumerja a N(xp) como subvariedad de M.

Ademés, la proyeccion 7 : Q(qo) — N(xo) es diferenciable y da lugar a un ..brado
principal sobre N(xo) de grupo estructural H*(qp). ®

Obsérvese que la dimension de N(x) es

dim N(zo) = dim(pr-19(¢)) = dimg(q) — dim *(q), Vg € Q(M ).
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Lema 7.1 Sea o : U —P (M) una secion oon o(zg) = g € Q(M) y Im (dgy0) = Hy,
espacio horizontal de w € A'(P(M), g) en T,P(M). Entonces, su composicion con la
aplicacion V :p (M) — R™ de..nida por p~1(0,) = «(=V,) € S™ en (7.2), pag. 176,

Voo : U — R™
da lugar a un difeomor..smo en un entorno de zo con Voo (xg) = 0.
Demostracion. Recordemos de la Observacion 7.1 que ker d,V = T,Q(M), asi,

ker (dg, (V0 0)) =ker (d,V) NIm (dgy0) = T,Q(M) NHy,
= {&, € TyQ(M) = w(,) =0} = {0}

y la diferencial d, (Voo) : T;oM — R™ resulta ser un isomor..smo. Concluimos
entonces que V o o de..ne un difeomor..smo entre entornos su..cientemente pequefios
dezoe MydeO0=(Voo)(xg) e R™. B

Teorema de reduccion

Teorema 7.4 Sea (Q(M),w) una geometria conforme de Cartan sobre la variedad M.
Para qo € Q(M)z,, xo € M, la restriccion a Q(qo) de la 1-forma w € AY(Q(M), g)
de..ne una conexion de Cartan w|pg g € AY(Q(q0),9(qo)) para el ..brado de holonomia

Q(g0) — N(o)-

Demostracion. Sea §, € T,Q(q) = T, P(q0) N T,Q(M) un vector tangente.

(a) Dado que ¢, € T,Q(M), w(§,) =0 =, =0q.

(b) Por el Teorema de Reduccién aplicado a la conexién principal @ € AY(P(M), g)
con @| ) = w, e tiene que w(1'P(q)) = g(qo), y en particular,

w(&y) = =(&y) € 8(q)-

Es claro que (b) indica que la restriccion de w a Q(qo) toma valores en el algebra
de holonomia g(qo), dando lugar a una 1-forma w|rq,,) € AN Q(90),9(q)).

Por otra parte, dado que la dimension de g(qq) coincide con la de Q(qq), () implica
que w‘TqQ(qo) : T,Q(q0) — 9(qo) es isomor..smo, Vg € Q(qo). La condiciones de
Adppe g)eQuivarianza (Ryw = Ady,-1 ow, h € H¥(qo)) y coherencia con los campos
verticales (w(A#) = A, A € h(q)) se veri..can trivialmente por estar Q)(qo) contenido
en Q(M). De este modo, concluimos que wrq,) € AY(Q(q0), 9(q0)) €s una conexion
de Cartan en Q)(qo). W
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7.3 Holonomia en una variedad conforme

Sea (M,C) una variedad conforme conexa de dimension m > 2. Cada una de las co-
nexiones lineales y simétricas V compatibles con la estructura conforme C induce una
conexion normal de Cartan distinta w € A'(Q(M), g) en el ..brado de referencias esféri-
cas especiales Q(M). De este modo, existe toda una familia de geometrias normales
de Cartan (Q(M),w) ligadas a la estructura conforme de M, y que resultan mutu-
amente equivalentes por automor..smos del ..brado Q(M) (Corolario 5.2, pag.5.2).
En particular, las geometrias de Cartan asociadas a dos conexiones conformes, V y
¥V =V +®,, con o € A1(M), se corresponden a través del siguiente automor..smo

Rexpna : (Q(M),U) - (Q(M)vw) (Ie W= (Rexpn)*w)
q +— q-expna(q)
siendo 7, : Q(M) — R™ la aplicacion de..nida por la 1-forma o € A'(M) a través

de n,(q) = a oq, € R™*. Este automor..smo puede extenderse de manera natrural al
.brado P(M) D Q(M), dando lugar a un automor..smo F;, : P(M) — P(M) tal que:

(@ F(q) = q-expn,(q), Yq € Q(M),

(b) las conexiones principales @ y % € A'(P(M), g) que extienden a las conexiones
de Cartan w y @ e AY(Q(M),g), respectivamente, veri..can la identidad
™ = Fw.
Lema 7.2 Fijada una curva t ~— v, en M con v, = =, sean (P5q); y (]P?q)t las

elevaciones horizontales por ¢ € Q(M),, respectivamente asociadas a las conexiones
principales w y % = F*w en P(M). Entonces,

(PTq) = Fa(PZ q): - exp (-14(q)) » Vt.

Demostracion.  La curva t — (P?q)t € P(M) es horizontal respecto a la
conexion @ = Flfw, y su imagen a través del automor.smo F, de..ne una curva

w-horizontal t — Fo(PTq) € P(M), sobre t — v, € M, que en ¢, toma el valor

Fo(PYq)t, = Falq) = ¢ expn,(q) € Q(M).

Por lo tanto, coincide con la curva elevacion horizontal de ~; por ¢-exp 7,(q), respecto
a la conexion w, es decir, Vt,

Fa(PSq)e = (P5 (g - expna())), = (P5q), - expra(9),

o de manera equivalente, (PZq), = Fu(PZq); - exp(—1,(q)). ®
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Para un lazo t v, € M en Cs(x, M) con vy, = v, = v € M, sean 7 = | \‘;’io’tl y
‘;’to,tl las correspondientes transformaciones de 7', M obtenidas por el transporte
paralelo a lo largo de ¢ — ~, segun las conexiones normales de Cartan asociadas a V' y
YV =V+d, (a € AL(M)), respectivamente. Fijada una referencia especial ¢ € Q(M),,
si denotamos 7,,(q) = o, o . € R™*, sean h y & los elementos de ™ de..nidos por:

h=qlorog,ie q-h=(PTq) € QM)

h=qgloTogq, ie q-h= (P?q)tl € Q(M),.
Aplicando el Lema anterior a la curva v € Cs(x, M) se obtiene que parat =ty es

7=

q-h=(PTq)y = FalPT q), - exp -04(q) = Falq - 1) - exp 1, (q)
=F,(q) - T -exp -n,(q) = q-expn,(q) - k- exp 1,(q)

de lo que se deduce la relacion

h = expn,(q) - h-exp -n,(q) = Cexpn,, (q)ﬁ € H™. (7.14)

para 1,(q) = a o g« € R™*. Recuérdese que Vn € R™* el elemento

1oy
expn=1| 0 I, -nT eH™
0 0 1

de..ne en la esfera de Mdbius S™ una traslacion del punto in..nito co, que deja ..jo
el punto origen (expn) (O) = O vy tiene como diferencial en el origen a la identidad
en R™ = TpS™, (expn), = I, Por lo tanto, de la relacion (7.14) se deducen las
siguientes equivalencias e identidades:

(i) v € C(x, M, @) Gnicamente si v € C(z, M,w), dada la equivalencia

R(O)=0 & h(0)=0;

(I I) h* = (exp na(Q))* : h* ' (exp 'na(Q))* :E* € CO(m)

Podemos concluir entonces con el siguiente resultado, relacionando las geometrias
asociadas a dos conexiones de Cartan disitintas sobre una misma variedad conforme.

Proposicion 7.4 Sean w y @ € AY(Q(M), g) las conexiones normales de Cartan en
Q(M), respectivamente asociadas a conexiones lineales Vy V = V+ &, (a € A (M))
compatibles con la estructura conforme de M. Dado z € M y g € Q(M ), se veri..ca:

@ C(z, M,w) = C(z, M,);
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(0) H*(q) = Coxpn,yH"(q) C H™, paran,(q) = ao g € R™;
(©) H¥(q) = H®(q) C CO(m).

Demostracion. Es consecuencia de las relaciones obtenidas en el desarrollo
anterior: (a) se deduce de (i), (b)se deduce de la relacion (7.14) y (b) de (ii). ®

La equivalencia (a) de la Proposicion indica que, ..jado = € M, el espacio de lazos
de C, (x, M) cuyo desarrollo respecto a una geometria conforme de Cartan (Q(M),w)
de..ne una cunva cerrada en T, M, es independiente de la conexion normal de Cartan
w € AY(Q(M),g) que se tome en la estructura conforme. Por lo tanto, en el espacio
de lazos C,(z, M) de la variedad conforme distingue una subfamilia

C(z,M,C) = C(x, M,w), Yw conexion normal de Cartan de C

que depende Unicamente de la estructura conforme C de la variedad y se denotara en
adelante por C(z, M,C).

Por otra parte, (c) nos indica que el grupo H¥(q) de holonomia in..nitesimal en
q € Q(M) permanece también invariante a traves de los cambios de conexion normal
de Cartan w € AY(Q(M),g) en la estructura conforme. Asi, pese a que los grupos de
holonomia asociados a distintas conexiones conformes varian en la medida en que lo
hace el automor..smo Rexpr, (Véase la relacion de conjugacion (b)), al considerar la
holonomia in..nitesimal se obtiene la invarianza deseada. Esta holonomia in..nitesimal
es propia de la estructura conforme de la variedad.

7.3.1 Holonomia in..nitesimal de una estructura conforme

Una variedad conforme (M, C) admite la de..nicion de una nocion de holonomia canéni-
ca, asociada exclusivamente a la estructura conforme C. La holonomia in..nitesimal
conforme en un punto x € M es el grupo ®, de isomor..smos conformes de T, M
de..nido por

by = {(‘ |:,t0,t1 )* M — T M S C(.CU, M, C) on Yy, =Yty = 3;},

para cualquiera conexion normal de Cartan w € A' (Q(M), g) asociada a una conexién
lineal y conforme V. Cada elemento de ®, es un isomor..smo conforme de 7,M
obtenido por el siguiente procedimiento: tomando una curva cerrada - en la familia
C(z, M,C) de lazos distinguidos por la estructura conforme C, desplazar la esfera
T,M alo largo de v segin el transporte paralelo de..nido por alguna de las conexiones
normales de Cartan de C, la esfera tangente T, M/ experimenta un movimiento que
..nalmente deja el punto origen O, ..jo e induce mediante su diferencial en O, un
isomor..smo conforme de T, M que no depende de la conexion normal tomada.
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De...nicién 7.2 El grupo de holonomia in..nitesimal de la estructura conforme C con
base ¢ € Q(M ), es el subgrupo ®.(q) = HY (q) de CO(m) de..nido por

D.(q) = {h €CO(m): 3h e H™ y v € C(x,M,C) t.q. (P&p)s, =p-h},

siendo w qualquiera de las conexiones normales de Cartan en Q(M) determinada por
una conexion V lineal y conforme en M.

El grupo ®.(¢q) de..ne un subgrupo de Lie de CO(m), y va ligado a un algebra de
Lie h«(q) C co(m).

Para cada conexion conforme normal de Cartan w € AYQ(M), g), el algebra in...-
nitesimal h.(q) coincide con

hi(q) = pro(6¥(q)) ={A € co(m) : A®n € h*(q) C co(m) BR™}

siendo pro : h — co(m) la proyeccion asociada a la descomposicion h = co(m) & R™".

El Teorema de Ambrose-Singer a..rma que el algebra de holonomia g“(q) esta
generada por los valores que toma la forma de curvatura Q € A%(P(M),g) de la
conexion o, en los puntos p € P¥(q) (véase Teorema 7.2, pag. 175). En particular,
para 7 € Q%(q) = Q(M) N P%(q), la forma de curvatura ) toma valores en la
subélgebra b de g, de modo que

Q7€ b(q) =hNg“(q),

y por lo tanto, su proyeccion (7)o = proo )z € co(m) esta en el algebra de holonomia
in..nitesimal b.(q),

{(@)o(&) € co(m) : &7 € THQ(M), T€ Q7 (9)} C b+ (q). (7.15)

Recuérdese que sobre cualquier punto de Q (M) la curvatura tiene como componente
en co(m) la 2-forma Qo € A% (Q(M), co(mm)) asociada al tensor de curvatura conforme
de Weyl W € T4(M) (véase Corolario 5.1, pag.116). La pregunta que surge entonces
de manera natural es:

¢ Existe un resultado del tipo Ambrose-Singer que a..rme que el algebra de holonomia
in..nitesimal h.(g) asociada a una estructura conforme est& generada por la subfamilia
(7.15) de los valores que toma la forma €y de curvatura de Weyl sobre los puntos del
.brado de holonomia Q% (q)?

El tensor de curvatura de Weyl de..ne un invariante clasico de la geometria con-
forme, dada su condicion de invarianza mediante los cambios de métrica conforme
(aqui hemos dado una de..nicion mas general que permite de..nirlo a partir de una
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conexion conforme arbitraria, no necesariamente métrica). Sobre una variedad con-
forme de dimensién m > 3 se anula Unicamente cuando la estructura es localmente
plana. Si la pregunta que nos planteamos tiene una respuesta a..rmativa, el tensor de
curvatura de Weyl tendria un signi..cado geometrico més potente, directamente rela-
cionado con la holonomia conforme derivada del transporte paralelo natural de esferas
tangentes. En este sentido, ocuparia una posicion equiparable al tensor de curvatura
Riemanniano que se relaciona con la holonomia descrita por el transporte paralelo de
la conexion de Levi-Civita.

Al cierre de esta memoria esta cuestion permanece aun abierta, aunque se hace
patente la existencia de una relacion entre la curvatura de Weyl y la holonomia con-
forme. Ofreceremos a continuacion un resultado que demuestra que el &lgebra de
holonomia in..nitesimal es trivial b.(¢) = {0} Unicamente cuando la estructura con-
forme es localmente plana (Teorema 7.6, pag. 200). Es bien conocido que esta ultima
condicién es equivalente a que la curvatura de Wyl sea idénticamente nula.

7.3.2 Variedades N(x) asociadas a la estructura conforme

Recordemos que ..jado un punto zp € M, cada conexion conforme de Cartan w €
AL (Q(M),g) determina una variedad N“(zg) = (7.12) formada por aquellos puntos
de M que esta relacionados con zp a traves de la siguiente relacion de equivalencia:

x ~ xog < 3 un par de referencias especiales (qo, q) sobre (zo,z) unidas por
una curva w-horizontal < 3 curva y(t) C M uniendo zp con x y tal que su

w-desarrollo en T';, M es una curva cerrada.

A la vista de los resultados anteriores (Lema 7.2, pag. 188) que relacionan los trans-
portes paralelos asociados a dos conexiones normales de Cartan wy @ = (Rexp ) *w €
A (Q(M), g), se observa que si ¢ = (PTq0)r, € Q(M),, entonces,

(BZq0)t, = Fa(PTq0)1s - XD N (q0) = Fal9) - exp -1a(90) = 0 ex (11a(q) — Ma(90))-

Es claro que ~ de..ne una relacion de equivalencia entre puntos de M que permanece
invariante por cambios de conexion conforme, y que por lo tanto viene determinada
exclusivamente por la estructura conforme.

Por un resultado anterior (Proposicion 7.3), sabemos que cada clase de equivalencia
N(z) tiene estructura de variedad diferenciable con dimension

dim N(z) = dim (pr-19(q)) , Yg € Q(M)z, w € A* (Q(M), g)

siendo g(q) C g el algebra de holonomia ligada aw € A! (Q(M), g) cualquier conexion
conforme de Cartan. La inclusion natural de N(x) en M la sumerge como subvariedad
no necesariamente regular de M.
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Proposicion 7.5 Para todo k£ < m, el subonjunto {z € M : dimN(z) > k} de..ne
un abierto de la variedad M.

Demostracion. Sea xo € N¥ C M y veamos que existe un entorno abierto U,
de z tal que U, C M. Fijemos una referencia especial cualquiera ¢y € Q(M)4,. Por
hipdtesis, podemos tomar % elementos distintos Ay, ..., A en la subalgebra g(qo) de
g = R™ @ b tales que sus proyecciones a R™ resultan ser linealmente independientes.
Supondremos, para simpli..car, que la matriz de las k& primeras componentes de dichas
proyecciones tiene determinante distinto de cero,

d’?t (pr-1Ay, ...,pr-14x) #0

Acudimos ahora a la presencia auxiliar de una seccion de o : U — P(qo) en
un entorno U de xo, con o(z0) = qo Y o (U) CP (M). A través de la aplicacion
q:P (M) — Q(M) de (7.3) se de..ne una seccién qo o : U — Q(M). Entonces,
Ve el es

dimN(z) = dim (pr-1g(qo 0z)) = dim (pr-1g (s - exp —Vy,))
=dim (pr,l o Adexpvmg(qo)) .

Consideramos entonces la aplicacion de U en R, de..nida por

Usr2— d](jt (p?"_l o Adexpv% (A1),...,pr—10 Adexpv% (Ak)) eR

Esta es una aplicacion diferenciable cuya imagen en x( es distinta de cero, y existe
por tanto un entorno U, de xo en el que contintia siendo no nula. Se tiene asi que
VI € Uy, €5 dim N (z) = dim (pr_1 0 Adexpv,, 8(q0)) > k, y por tanto Uy, C N*. ®

Corolario 7.2 EIl conjunto de puntos xy € M para los cuales la dimension de N (zq)
alcanza su valor maximo ko = max{dim N (z) : € M} < m, forma un abierto de M.

Esta familia de variedades N(z) son caracteristicas de la estructura conforme. En
el caso particular en que la estructura conforme es localmente plana, las subvariedades
N(z) resultan ser todas 0-dimensionales (i.e. cada N(x) es la union discreta de puntos
aislados). Y reciprocamente, veremos mas adelante que cuando estas subvariedades
estan formadas por puntos aislados, entonces la estructura conforme es localmente
plana (Observacion 7.5, pag. 199)

7.3.3 Resultados sobre el algebra de holonomia conforme

Este apartado recoge una serie de resultados que hacen referencia a la naturaleza
de las algebras asociadas a las distintas nociones de holonomia que hemos de..nido



7. Holonomia conforme 194

en el ambito de la geometria conforme de Cartan, poniendo especial interés en la
holonomia in..nitesimal conforme ®.(q) C CO(M). En particular, justi..camos aqui
resultados que hemos citado anteriormente y que, con el propdsito de no perder la
linea argumental, hemos preferido demostrar aparte.

Fijada una referencia especial ¢ € Q(M) C P(M) sobre la variedad conforme M/,
se han de..nido tres nociones distintas de holonomia asociadas a los siguientes tres
grupos de Lie:

grupo de holonomia algebra en relacion a
d7(q) C G™ g“(q) C g una conexion principal w en P (M)
H%(q) c H™ h*(q) = g% (q) N | una conexién de Cartan w en Q(M)
®.(q) C CO(m) h.(q) = pro (6“(q)) la estructura conforme (M, C)

Nuestro propdsito es conocer el &lgebra de holonomia in..nitesimal b.(q) C co(m), que
de..ne uninvariante propio de la estructura conforme de la variedad M. Por el Teorema
7.2 de Ambrose-Singer somos capaces de determinar el &lgebra g« (q), asociada a la
nocion clasica de holonomia de la conexién principal @ en P(M).

Partimos entonces de una conexion normal y conforme de Cartan w € AY(Q(M), g)
cuya extension natural w € AY(P(M),g) de..ne una conexién principal en P(M), y
vamos a estudiar el algebra h.(q) = pro(g@(q) Nh) C co(m), para g € Q(M).

El hecho de que la conexion principal @ en P(M) provenga de la conexion normal
de Cartan w implica que cumple una serie de propiedades adicionales que involucran a
las componentes de su cunvatura = dw + 1[w, w] € A*(P(M),g), tomando valores
en el algbra graduada

g=91Dg90P g1 = R" P co(m) R™.

Sea p una referencia en el abierto p (M), es decir, tal que p~1(0,) # co € S y
p=q(p) - exp 'V, para q(p) € Q(M)y V, € R™ (véase de..nicion (7.3)). Dado que
o es una conexion principal debe cumplir la condicion de G™-equivarianza y también
asi su curvatura, de modo que

mp = Q|01(:0)-expvp = Adexp —v, Q|01(:0) '

Aplicando la formula de Baker-Campbell-Hausdora (véase (5.42), pag.117) esto es
equivalente al siguiente sistema de identidades entre componentes:

Nl, =M (7.16)

‘q(p)
Qo |p = Q0|q(p) — [V, Ql’01(17)]

Q—1|p = Q—1|q(p) - [Vp: QO| ] + %[VIN [Vp, Ql|q(p)]]

alp)
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La conexion normal de Cartan w tiene la propiedad de tener torsion nula, esto im-
plica que la componente de la curvatura 2_; es idénticamente nula sobre los elementos
de Q(M), en particular Q_1|q(p) = 0.

Lema 7.3 La componente de la curvatura Q_; € A2(P(M),R™) en p €P (M), esta
determinada por las otras componentes €, (2; y por V,, € R™, mediante la ecuacion

Q_al, = —[Vp, Qol,] = 5[V, [V, ] (7.17)
2
= Qol, Vp+ |, V,- v, - L2 0T

Demostracion. Se deduce directamente del sistema de ecuaciones (7.16), y de
la de..nicion del corchete [.,.] en el algebra g = R™ & co(m) & R™* que describimos en
el apartado 5.1.7. m

Corolario 7.3 Si para pg €P (M) se tiene que pry 67 (po) = {0}, en la descomposi-
cion g = R™ @b, entonces, g« (po) = 0 y la estructura conforme es localmente plana.

Demostracién. Para p € P(po)N P (M) es (Qol,, l,) € prog@(po) = {0}, y
por la formula (7.17) del Lema anterior esto implica que también es 2|, = 0. De
modo que la curvatura es idénticamente nula en el conjunto P(po)n P (M), y por lo
tanto, se anula sobre su cierre que coincide con P(po).

Por el Teorema de Ambrose-Singer 7.2, el algebra g=(py) esta generado por los
valores que toma la forma de curvatura €2, en los puntos p € P(qp), que en estas
condiciones se reducen al 0 € g, y concluimos asi que g=(pp) =0. ®

Por el Lema 5.4, sabemos que otra propiedad de la conexién normal de Cartan w
en Q(M) es que su curvatura toma valores en o(m) & R™ C co(m) @ R™ =h. En
particular, es Qg\q(p) =0,Vpep (M).

Lema 7.4 Enun punto p €P (M), la componente de la curvatura Q) € A2(P(M), R),
obtenida por la descomposicion co(m) = o(m) &R, es

Q| = -l V, (7.18)

Demostracion. Es consecuencia de la relacion Qol, = Qolq(, — [Vp, (1, en el
sistema (7.16), y del hecho de que [V, Q[ J) = Qul, - Vy,. ®

Por otra parte, existen otras propiedades derivadas del hecho de que g®(p) de..na
una subdlgebra de g =R™ @ h = R™ @ co(m) @ R™, Vp € P(M). En primer lugar se
observa que para (0, A,1) € gZ(q)Nh y (V,A,7) € g”(q) se tiene

[(O7A> 77)’ (V,Z,T?)] = ([A,V] ) [A,Z} + [777‘_/]7 [A7ﬁ] + [7772]) € gw(Q)'
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En particular, VA € pro (g% (¢) N'h) se veri..ca que

[A,pr—197(q)] C pr—1g7(q)
[A,97(q)] C o7 (q)

(7.19)

y ademas,

[pr_18%(q), 87 (9)] C pro (6 (q) N'h).

Un subespacio vectorial V en el espacio Euclideo R™ tiene asociado un subespacio
dual V* en R™*, dado por la siguiente de..nicion:

Vi={neR™:3VeR™ conn=VT € R™}.

Consideramos que el espacio R™ esta naturalmente sumergido en R™ a través de sus n
primeras componentes. Tiene ademas asociado un espacio dual R™ que identi..camos
con las n primeras componentes de R™*, y que se puede describir también como:

R™={neR™:3VeR"conn=VT}={neR™ :n(W) =0, VW e R™ "}

siendo R™~" el espacio ortogonal a R™ en R™(identi..cado con las m — n Gltimas
componentes de R™).

Lema 7.5 Si pr_1g@(p) C R™y ¢g¥(¢) C R™* son ambos no triviales, entonces,
pr-1g”(p) =R* < g7 (¢) =R™ (n>0)
en cuyo caso se tiene que co(n) C pro (§%(g) Nh) C co(m).

Demostracion.  Si pr_1g%(p) = R™, n > 0, de la primera relacion de (7.19),
se deduce que la subalgebra pro (g% (q) N'h) C co(m) estd formada por matrices que
preservan el subespacio R” (y su ortogonal R(™~™). Por otra parte, se tiene que

[R™, g7 (q)] = [pr-18(q), 67 (9)] C pro (¢(q) Nh) C c(o(n) ® o(m —n))

lo que implica que g (q) C R™*.
Por un razonamiento analogo que parte de la relacién segunda de (7.19), se de-
duce que si g¥(q) = R™, r > 0, entonces, pr_1g@(p) C R". Y concluimos asi que

pr-187(p) = R* < g7 (¢) = R™ y co(n) = [R*,R™] C pro (g¥(¢g) Nh). M
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Resultados referentes a pr_1g%(qo) C g—1 = R™

Introducidos estos operadores auxiliares, resulta sencillo obtener las primeras restric-
ciones para el algebra de holonomia g=(q) correspondiente a una conexién normal de
Cartan w en el ..brado de referencias especiales Q(M).

Lema 7.6 Si para ¢ € Q(M) existe un W € R™ tal que la componente de la curvatura
Q1€ A2(P(M),R™) enp=q-expW €P (M) veri.ca WT Q_;|, =0, entonges,

M|, W =0.

Demostracion. La referenciap = g-exp W €p (M), es tal que q(p) = g € Q(M)
y V, = W € R™. Al aplicar el sistema de ecuaciones (7.16) a la curvatura de p
obtenemos la relacion

Qi = —[W, Qol] + 5 W, [W, Q]
= |, W — (| W) W+ Ll o1,
de la que deducimos la igualdad
WT Q| = WT (Qo\qW— (], W) W+ L Ql\;)
= WT Q| W — (@], W) WTw + Ly o,
= WP Qul, W+ WT Qo W,

Recuérdese que al ser g € Q(M) la componente (|, toma valores en o(m) y por tanto
es WT |, W =0. La hipotesis WT Q_4|, = 0 equivale entonces a la identidad

2
0=wT 0|, =8 o) w

equivalente a su vez a la condicion |, W =0.m

Proposicion 7.6 Si pr_1g@(q) = R", con n < m, para ¢ € Q(M), entonces, la
componente de la curvatura Ql|q toma valores en el dual R™ C R™*. En particular,

proag®(e) = {0} = ul,=0.

Demostracion. Consideramos una seccion o : U/ — P(q) en un abierto U de M,
con o(xg) = q Y Im(dy,0) = Hy.

Por el Lema 7.1, la composicion Voo : U — R™ de..ne un difeomor..smo en un
entorno de x su..cientemente pequefio. Podemos tomar asi una carta asociada
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para B(e) C R™ bola de centro 0 € R™ y radio £ > 0 su..cientemente pequefio.

Por otra parte, al ser o una seccion de P(qo), es claro que Q) € §°(q), Vx € U,
y en particular Q_1|G(I) € pr_1g¥(q) =R".

Si R™~" denota el ortogonal a R™ en R™, es claro que para X € R™" N B(e) es
o(X) € Uy, C My el punto o(p(X)) =gq(o o p(X))-expX € P(M) veri..ca

XT Q_1|O'OQD(X) - O
Por el Lema 7.6 anterior esto implica que
Ql‘o‘(ga(X)) X = 0, VX S ]Rmin N B(Z‘:) (720)

Si X e R™™ "N B(e) con X #0, podemos considerar la curva ¢t — tX € R™™ " N B(e)
parat € (—1,1). Al aplicar (7.20) se obtiene que en ¢ = 0 es

cop(tX ooyl

y por continuidad, también para ¢t = 0 debe veri..carse la identidad
Ql‘q X - Ql‘o’C(p(O) X - 0

Como esto ocurre para cualquier X € R™ ™ N B(e) concluimos ..nalmente que la
componente (2], toma valores en el subespacio R™ C R™*. m

Proposicion 7.7 Si pr_1g®@(q) = R®, para g € Q(M), entonces, la componente de la
curvatura (|, toma valores en o(n) C o(m). En particular,

proag®(@) = {0} = Ql,=0.

Demostracion. Obsérvese que ¥V € R™*, el elemento ¢ - expn € Q(M) tiene
asociada un algebra de holonomia tal que

pr-197(q- expn) = pr-1(Adexp )97 (q) = pr-18“(q) =R",

y por la Proposicion 7.6 se deduce que €] € R™, siendo

q-exXp —1n
Ql|q-exp77 = Q1|q - [777 Q0|q]'

Como Ql|q € R™*, esto implica que [n, Qqu] = Ql\q — Ql|q_exp,7 € R™, Vn € R™*,

Si R(™)* denota el espacio ortogonal a R™*, sabemos que Qo, toma valores en el
algebra pro (g™ (g) Nh) C co(m) y preserva por tanto los espacios R™ y R(™~™* (por
(7.19), pag.196). De este modo,
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lo que implica que |, toma valores en o(n) C co(m). ®

Estas Proposiciones implican que si pr_1g%(qo) = R™ para ¢ € Q(M), entonces,
toda referencia especial ¢ en el ..brado de holonomia Q(qo) = Q(M)NP(qo) es tal que su
forma de curvatura [, = (0, |, , 2-1,) toma valores en la subalgebra o(n) ©R™ C

h:
Ql, = (0, Q0l,, 2-1],) (&) €0(n) ®R™, V¢, € T,Q(M).

Corolario 7.4 Si sobre el punto z € M existe una referencia especial ¢ € Q(M ), tal
que pr-1(g”(q)) = 0, entonces,

Ql, = 0, Ql,, Q-l,) =0
y la curvatura es idénticamente nula en x.

Teorema 7.5 La estructura conforme de la variedad M es localmente plana si y sélo
si la familia de subvariedes N(z) asociadas son 0-dimensionales.

Demostracion. Recuérdese que ..jada la conexion normal y conforme de Cartan
w e AL (Q(M),g), se tiene que Vg € Q(M), es dim N(z) = dim pr_1g¥(q).

Una implicacion es trivial: si la estructura es localmente plana, entonces, g (q) =
0, Vg € Q(M), y por lo tanto tanto dim N(z) =0, Vx € M.

Laotraimplicacion se deduce del Corolario anterior: si dim pr_; g%(q) = dim N(z) =
0, entonces, la curvatura es idénticamente nula en . Como esto ocurre en todo = € M,
el Teorema de Ambrose-Singer asegura que el algebra de holonomia es nula y la es-
tructura conforme resulta localmente plana. m

Resultados referentes al algebra de holonomia conforme in..nitesimal 6. (q)

Proposicion 7.8 Si pro(g®(po) Nh) = {0} C co(m) para pg €P (M), entonces,

g% (po) Nh ={0}.

Demostracion. Partimos de un p, € p (M), tal que g® (py) Nh = g% (q0) C g1 =
R™*. Para demostrar que g¥ (po) = {0}, supongamos que g¥(pp) = R™ C R™* para
n # 0y llegaremos a un absurdo.

Las propiedades derivadas del hecho de que g= (po) sea una subélgebra (Lema 7.5)
indican que si pr_1g%(pp) de..ne un subespacio no nulo en R™, entonces, coincide con
R" € R™ = g1 (dual de g¥(po)) y co(n) esta contenido en pro (g (po) N'h). Dado
que por hipo6tesis es pro (g7 (po) Nh) = {0} debe ser pr_1g¥ (po) = {0} y tenemos

g% (po) = 8%(po) Vb = g7 (q0) C R™",
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Para las referencias p € P(po)n P (M), se tiene que €, = (0,0 M|,,) y por la
relacion (7.17) pag. 195 se veri..ca

2
0=Q4],=0-V,+ Ql|pvp-vp—ﬂl’2&LL N7

2
= Qlypr -Vp :J'IXQM'I— Qlu;

De lo que se deduce en primer lugar que Qﬂp V, =0, y ..nalmente que
2
Ll o7 =0,

Ahora bien, si V, # 0 esto implica que 1], = 0. Por otra parte, si V,, =0 entonces
pe QM) yYpr_1g¥(p) = pr_19“(pg) = 0, concluyéndose de igual modo que Qﬂp =0,
por la Proposicion 7.6 anterior.

Por lo tanto, hemos probado que la curvatura se anula en P(po)n P (M), y por
extension, en su cierre P(po). Porel Teorema de Ambrose-Singer 7.2 seria g@ (po) = 0,
lo que contradice la asuncion inicial g (go) = R™ para n # 0.8

Este resultado signi..ca que cuando la holonomia conforme in..nitesimal h.(qo) =
proh“(qo), asociada a una referencia especial ¢ € Q(M), coincide con el &lgebra tri-
vial {0} en co(m), entonces, necesariamente la subalgebra h«(q) es trivial en b para
cualquier conexion conforme de Cartan w € AYQ(M),g). Pero se puede a..rmar
mas, en tal caso la estructura de la variedad conforme M es plana en un entorno de
xo = m(qo) € M.

Teorema 7.6 Si el &lgebra de holonomia conforme b..(qo) C co(m) coincide con el &l-
gebra trivial {0}, para una referencia qo € Q(M) sobre zo € M, entonces, la estructura
conforme es plana en un entorno del punto xo.

Demostracion. Por la Proposicion anterior sabemos

b:(q0) = {0} Cco(m) < bh*(qo) = {0} Cbh.

Obsérvese en primer lugar que Vg € Q(M) es dim g%¥ (¢) = dim h*(q) + dimpr_1g%(q),
y en particular para qo € Q(M)z, se cumple

dim g% (qo) = dim pr_1g%(qo) = dim N(zg) = ko < m.
Por lo tanto, para cualquier z € My q € Q(M), se tiene que:
o dim N (z) = dimpr_1g¥(q) < dimg®(q) = dimg(q) = ko

e dimN(z)=ky & dimh“(q) =0 < h%(q) = {0}
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Concluimos entonces que kyp = max{dim N(z) : x € M}, y por el Corolario 7.2 existe
un entorno abierto ¢/ de xp en M tal que dim N (z) = ko, Ve € U. Paraxz € U y
q € Q(M), se tiene:

de modo que la curvatura es idénticamente nula en el abierto ¢/, y la estructura con-

forme plana en un entorno de zo.m

Corolario 7.5 Laestructura conforme de M es localmente plana si y sélo si el algebra
de holonomia conforme b.(q) C co(m) es trivial, Vg € Q(M).
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