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1 INTRODUCCION 2

1 Introduccion

Dada una variedad diferenciable conexa M, con dim M = m > 2, suponemos que
un campo de tensores (diferenciable) g en M covariante de orden 2 y simétrico
es no degenerado salvo en un conjunto no vacio ¥. Seap € Xy (U, (z!,...,2™))
un sistema de coordenadas en torno a p. Entonces U N X tiene por ecuacién
det (gap) = 0, donde g, = g (%, %). Diremos que g es una métrica trasversa
en p si

dy (det (gap)) # 0

(es facil ver que esta condicién no depende del sistema de coordenadas). Diremos
simplemente que g es trasversa (y que (M, g) es un espacio singular trasverso) si
lo es en todos los puntos de Y. En estas condiciones, ¥ es una hipersuperficie de
M. Ademss, en cada punto de X, existe un subespacio unidimensional de 7, M
que es g-ortogonal a todo el espacio tangente T,M y que llamamos radical. El
complemento Ml = M — ¥ es una variedad semi-riemanniana (por ser un abierto
que no contiene a ) cuya frontera es X, y en la que el indice de g (es decir, el
méximo de las dimensiones de los subespacios en los que g es definida negativa) es
constante en cada componente conexa. Ademds, el indice cambia en una unidad
al atravesar la hipersuperficie ¥, por lo que ¥ se conoce por hipersuperficie de
cambio de signatura.

La motivacién principal para el estudio de las métricas trasversas proviene
de la Fisica, y en particular de la Relatividad General. En 1983, en un trabajo
conjunto de S. W. Hawking y J. B. Hartle ([Ha-Haw]), y en dos trabajos suce-
sivos de 1990, [Gi-Ha] y [Hal-Ha], se propone un modelo de espacio-tiempo que
es parte lorentziano y, en el ”pasado”, parte riemanniano, separados por una hi-
persuperficie ¥ donde necesariamente la métrica degenera. Se piensa que para
entender la Teorfa de la Gravedad Cuéntica es necesario primero comprender bien
la teorfa clasica asociada, es decir, la teorfa de los espacio-tiempos cldsicos con
cambio de indice. Esta propuesta se conoce como propuesta de no-borde, y esta
motivada por la idea de que es posible obtener condiciones iniciales para la parte
lorentziana, por medio de la integracién de caminos sobre todas las variedades
riemannianas compactas cuyo borde coincide con la hipersuperficie ¥. En esta
direccién pueden encontrarse diversas referencias: [El|, [De-Tu], [Hay], [Kos93a/,
[Kos93b] o [Kos93c].

Otras motivaciones provienen del estudio de la Geometria de subvariedades
semi-riemannianas ([Kos91a], [Kos91b], [Kup87al, [Kup87b] y [Kup87c]) y de las
Ecuaciones diferenciales singulares ([Kos91c|, [Kos93c]).

La primera parte del trabajo, capitulos 2 y 3, consiste en una discusién de
los resultados conocidos de M. Kossowski [Kos87], [Kos94] y [Kos97], y de E.
Aguirre y J. Lafuente [Ag-Lal, en los que se estudia la extendibilidad a ¥ de los
objetos cldsicos de la Geometria semi-riemanniana, que estdn bien definidos en
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M, como son las geodésicas, el trasporte paralelo o los tensores de curvatura. En
particular, nos planteamos los siguientes problemas:

a) Acerca de la extendibilidad del trasporte paralelo, nos preguntamos en qué
condiciones podemos trasportar vectores a lo largo de curvas trasversas a
la hipersuperficie de cambio de signatura 3.

b) Respecto a las geodésicas, el objetivo es obtener condiciones que caractericen
la existencia de geodésicas trasversas a > con velocidad inicial dada.

c) En cuanto a los tensores, entendemos que un tensor A en M de tipo (7, s) se
extiende a ¥ si existe otro tensor A en M del mismo tipo tal que Al = A.
esto es equivalente a que, dadas las formas w!,...,.w" y los campos Xi,....,X,
en M, la funcién A (w?,...,w", X1, ..., X,) se extiende a . Nuestro interés
se centra en los tensores cldsicos de la Geometria semi-riemanniana, como
son la curvatura covariante, el tensor de Ricci o la curvatura escalar.

Todos estos temas vienen controlados por la anulacién de ciertos tensores,
denominados I y 11, introducidos por M. Kosowski en [Kos85] y por E. Aguirre
y J. Lafuente en [Ag-Lal.

En la segunda parte, capitulos 4 y 5, es donde se encuentra la aportacion
original de este trabajo, relacionada con la Geometria conforme de un espacio
singular trasverso:

Dado (M, g) un espacio singular trasverso, consideramos g := e2/g, con
f € C*(M). Es inmediato comprobar que (M,g) también es un espacio sin-
gular trasverso con la misma hipersuperficie de cambio y con idéntico radical. Se
determina por tanto una estructura conforme en M

C={e¥g: feC> M)}

que es semi-riemanniana salvo en una hipersuperficie > en la que degenera, y en
la que varia el indice de g al ser atravesada. Al par (M, C) le llamaremos espacio
conforme singular trasverso, y al complemento M = M — 3 parte conforme semi-
riemanniana, puesto que (M, Cy) es un espacio conforme semi-riemanniano. En
éste, estudiamos la extendibilidad a ¥ del paralelismo de Fermi-Walker ([Fe]) y
del tensor de curvatura (covariante) de Weyl ([We]).

Una estructura conforme semi-riemanniana define, de manera canénica, un
paralelismo a lo largo de curvas regulares nunca luz. En efecto, si 7 es una de
estas curvas, podemos encontrar, en torno a cada punto de v, una métrica de la
estructura conforme que tiene a v por geodésica (en ese entorno). Ademsds, si dos
métricas de la estructura tienen a 7 por geodésica, las derivadas covariantes a lo
largo de v asociadas a cada métrica coinciden. Por tanto, podemos definir una
conexion a lo largo de 7y, caracterizada por ser localmente la derivada covariante
a lo largo de v asociada a alguna métrica de la estructura, que tiene a 7y por
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geodésica. Esta conexién induce un trasporte paralelo a lo largo de v, que coincide
(ver [Sa]) con el llamado paralelismo de Fermi-Walker, y que tiene al campo
velocidad de v por campo paralelo. En la parte conforme semi-riemanniana de un
espacio conforme singular trasverso (M, C), este paralelismo estd perfectamente
definido. Dada una curva regular «y trasversa a ¥ por v (0), nunca luz ni radical,
nos preguntamos bajo qué condiciones existe el trasporte Fermi-Walker de un
vector v € T, yM a lo largo de 7. La respuesta viene controlada por una forma
lineal en «y (0) € 3, que depende de 7' (0) pero que es independiente de la métrica
usada para definirla (es decir, es un invariante conforme). Resulta que el nicleo
de esta forma invariante es exactamente el hiperplano de los vectores que tienen
trasporte de Fermi-Walker a lo largo de ~.

El tensor de curvatura conforme de Weyl ([We]) asociado a un espacio semi-
riemanniano (de dimensién mayor o igual que 4) es un invariante conforme, cuya
anulacién caracteriza a los espacios conformemente planos. Dado un espacio
conforme singular trasverso (M,C), este tensor estd bien definido en la parte
conforme semi-riemanniana. El problema que nos planteamos es el de caracterizar
la extendibilidad de la curvatura covariante de Weyl, cuya anulacién (que no
el tensor covariante) es una condicién conforme (es decir, independiente de la
métrica que tomemos) que caracteriza los espacios conformemente planos. El
resultado principal afirma que esta extendibilidad es equivalente a que el radical
sea trasverso y el espacio conformemente I11-plano.

A continuacién hacemos una exposicién més pormenorizada de los contenidos
de este trabajo.

En el capitulo 2 presentamos los espacios singulares ([Lar]). Diremos que
la variedad diferenciable M, equipada con un tensor g covariante de orden 2 y
simétrico, es un espacio singular si g es no degenerado salvo en un conjunto no
vacio ¥. En este caso no existe una conexién de Levi-Civita V asociada a (M, g).
Sin embargo, si que existe una conexion dual [J en M, tnica verificando que es
simétrica y compatible con g ([Kos85]). Esta conexién constituye la herramienta
fundamental para el estudio de la Geometria de un espacio singular. Nos permite
definir una derivada covariante dual a lo largo de curvas regulares (2.3), asi como
los campos paralelos y las geodésicas (2.4). En el caso semi-riemanniano, la
relacion entre V y [ es, naturalmente, g-dual: para cualquiera tres campos
X.,Y, Z de la variedad semi-riemanniana M, se verifica:

OxY (Z) =g(VxY,2)

por lo que las nociones de campo paralelo y de geodésica coinciden. La conexién
dual determina ademads, en cada punto singular y para cada vector radical £, una
aplicaciéon bilineal y simétrica [ I; (2.5), muy 1til en el estudio de los espacios
singulares.
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En el capitulo 3 consideramos los espacios singulares trasversos. El hecho
de que el conjunto X sea una hipersuperficie nos permite definir, para un campo
R radical, una aplicaciéon 17" en ¥ (coleccionando las aplicaciones [ If ") carac-
terizada por la férmula

IT7(X,Y) = OxY (R)|g

Esta aplicaciéon resulta clave a la hora de obtener condiciones de extendibilidad.
Asi resulta que (3.3) la derivada covariante de dos campos X e Y de M se extiende
a Y siysélosi IT7(X,Y) =0.

Las secciones 3.4 y 3.5 se dedican a estudiar la extendibilidad del trasporte
paralelo y de las geodésicas, cuestién resuelta por M. Kossowski en [Kos87] y
[Kos94]. Los dos resultados principales son los siguientes. Primero, dada una
curva regular vy trasversa a X por 7 (0) = p, un vector v € T,M se traslada
paralelamente a lo largo de ~y si y sélo si 115 (7' (0) ,v) = 0 (con £ € T,M en
el radical). Y segundo, dado un vector v € T,M — T, con p € X, existe una
tnica geodésica (maximal) trasversa a ¥ por p con velocidad inicial v si y sélo si
115 (v,v) = 0.

En las secciones 3.6 y 3.7 estudiamos la extendibilidad de los tensores de cur-
vatura covariante, de Ricci y escalar, presentando los resultados de M. Kossowski
[K0s97] en el caso del radical trasverso a X, y de E. Aguirre y J. Lafuente [Ag-La]
en el caso del radical tangente. La extendibilidad de los tensores citados arriba
estd también relacionada con la aplicaciéon 117, de la siguiente manera. Dire-
mos que una métrica trasversa es I1-plana si la restriccién I8 de IT% a ¥ se
anula. Resulta [Kos97] que la curvatura covariante se extiende a ¥ si y sélo si
el radical es trasverso y la métrica es II-plana. En este caso, la aplicacién 117
determina un tensor I11% en ¥, covariante de orden 2 y simétrico, definido por
IITR(X)Y) := IT% (VxY,R), para X e Y campos de ¥ (obsérvese que si g es
II-plana, VxY se extiende a ¥ siempre que X e Y sean tangentes a ). Cuando
el radical es trasverso a 3, decimos que una métrica I/-plana es [11-plana si el
tensor 1117 se anula. Sin embargo, si el radical es tangente a ¥ es imposible que
III% se anule, por lo que la nocién de métrica I11-plana debe modificarse.

Cuando el radical es tangente a ¥ (y ¢ no necesariamente I /-plana) podemos
definir de manera canénica dos campos sobre ¥, uno normal y otro radical. La
construccién de estos campos es la siguiente ([Ag-Lal). Primero observamos que
el plano ortogonal a ¥ en cada punto p € X, equipado con la restricciéon de If),
para cualquier £ € T, M radical, es un plano lorentziano. Una de las direcciones
1 Ig—isétropas estd determinada por el radical. La otra determina (salvo signo) un
vector N, normal a 3 y g-unitario. Variando el punto p € ¥ obtenemos (salvo
signo) un campo N, normal a 3 y g-unitario. A partir de éste se define una
sequnda forma fundamental H en X, usando la conexién dual como sigue

H(X,Y)=0xY (N)|g
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Esta segunda forma fundamental define a su vez (salvo signo) un campo radical
R en X, eligiendo el signo de N para que H (R, R) = —1. A los campos N y R les
llamamos normal y radical principal. La segunda forma fundamental H define
ademds una pantalla candnica S (una pantalla es una distribucién en X trasversa
al radical y de dimensién méxima), mediante la condicién

VeSeH(V,R)=0

Cuando g es II-plana, las aplicaciones IT1% y H coinciden. Asf, decimos que (en
el caso del radical tangente) una métrica I[-plana es I11-plana si la restriccion
de 'H a la pantalla canénica S se anula.

La aplicacién III% se relaciona con la extendibilidad del tensor de Ricci,
puesto que [Kos97| éste se extiende a 3 si y solo si el radical es trasverso y g
es I11-plana. En este caso, la curvatura escalar también se extiende. A la vista
de este resultado y del anterior, relacionado con la curvatura covariante, el caso
del radical tangente requiere una discusién de la extendibilidad de los tensores
en funcién de las direcciones en las que se evalian. Este problema estd resuelto
en [Ag-La] de la siguiente manera. Resulta que la curvatura covariante, evaluada
sobre cuatro campos X,Y, Z,T en M, se extiende a X si y sélo si

vAp(X,Y) - vAp(Z,T)=0

donde

vAp(X,Y)=det (ng;gg‘;f;)

y v (X), p(X) son las componentes normal y radical (principales) de X|y,. Res-
pecto al tensor de Ricci, podemos destacar [Ag-La] que , dados dos campos V|
W en M, tangentes a la pantalla canénica S, el tensor de Ricci evaluado sobre
V, W se extiende a X si y sélo si H (V, W) = 0. En cuanto a la curvatura escalar,
podemos decir que no se extiende a X.

En el capitulo 4 abordamos el estudio de la Geometria conforme de un
espacio singular trasverso. Como ya hemos comentado mds arriba, un espacio
conforme singular trasverso contiene un subespacio conforme semi-riemanniano
(abierto y denso) cuya frontera es la hipersuperficie ¥ de cambio de signatura. En
este subespacio estdn definidos los objetos clasicos de los espacios conformes semi-
riemannianos. El problema que se plantea es el de caracterizar la extendibilidad a
3} de estos objetos. En este trabajo consideramos el paralelismo de Fermi-Walker
y el tensor de curvatura de Weyl.

En la seccién 4.3 tratamos el tema del paralelismo de Fermi-Walker. La
existencia de este paralelismo ([Sa]) estd basada en la posibilidad de adaptar
localmente la métrica de la estructura conforme a las curvas regulares cuya tan-
gente nunca es luz. Mds concretamente, en torno a cada punto de una tal curva
regular en un espacio semi-riemanniano, es posible encontrar una métrica de la
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estructura que tenga a la curva por geodésica. Resulta que en un espacio con-
forme singular trasverso es posible también adaptar localmente la métrica de la
estructura conforme a lo largo de curvas regulares cuya tangente nunca es luz.
La cuestion que se plantea es la siguiente. Dada una tal curva regular v trasversa
a X por 7(0), y un vector v € Ty M ;bajo qué condiciones existe un campo
V', Fermi-Walker paralelo a lo largo de v, que extienda a v? La condicién que
determina esta existencia viene dada por la anulacién de la forma lineal

€ (1) = 1 e Ijg(waw)g(waw)
F; ( )'_g(w,w)Qdt<ffg(w,x)g(w,x))

donde w =7/ (0) € Ty)M y & € T,(0)M radical. Nétese que la forma F§ es un
invariante conforme, puesto que no depende de la métrica g.

En la seccién 4.4 estudiamos las nociones de estructura conformemente 11-
plana y I11-plana, ya que estdn muy relacionadas con la extendibilidad del tensor
de curvatura de Weyl. Decimos que un espacio conforme singular trasverso (M, C)
es conformemente I1-plano si la restriccién 1, para algiin campo R radical,
verifica

I1E = hgs

para alguna h € C'* (X)) (no es complicado ver que esta condicién es conforme, es
decir, es independiente de g). Resulta que un espacio conforme singular trasverso
(M, C) es conformemente I I-plano si y sélo si, en torno a cada punto p € X, existe
una métrica en C que es I I-plana. De manera similar, un espacio conformemente
I11-plano es esencialmente un espacio en el que, en torno a cada punto p € X,
existe una métrica en C que es [1[-plana.

En el capitulo 5 tratamos el tema de la extendibilidad del tensor de curvatura
de Weyl. En la seccién 5.1 repasamos brevemente los conceptos bésicos ([He])
relacionados con el tema. En la tltima seccién 5.2 demostramos el Teorema que
citdbamos arriba: el tensor de curvatura de Weyl se extiende a X si y sélo si el
radical es trasverso y el espacio es conformemente [1/-plano.
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2 Espacios singulares

En todo el trabajo entenderemos que, salvo mencién expresa, cualquier objeto
geométrico es diferenciable si es de clase C*°. Seguiremos ademss el siguiente con-
venio para los indices, a no ser que se diga otra cosa: las letras a, b, c... recorreran
el conjunto {1,...,m}, mientras que las letras i, j, k... recorrerén {1,...,m — 1} y
las letras A, u, 7, ... recorrerén {2,...,m — 1}.

Denotaremos por X (V) al C* (N)-médulo de campos (diferenciables) de una
variedad diferenciable N, y por X () al C* (I)-médulo de campos (diferencia-
bles) a lo largo de una curva regular v : I — N. Z! (N) denotard al espacio de
tensores (r,s) de N, y S? (IN) el espacio de tensores (0,2) simétricos.

2.1 Meétricas degeneradas

Sea M una variedad diferenciable conexa de dimensiéon m > 2, dotada de un
tensor g = (-,-) € S* (M). Para cada punto p € M, g, = (,), es la forma bilineal
simétrica inducida en el espacio tangente 7),M . Se define el conjunto de los puntos
singulares de M como

Y ={pe€ M: g, es degenerada}

Decimos que g es una métrica degenerada (y que (M, g) es un espacio singular) si
Y # (). Los puntos p del conjunto M = M — X, donde la métrica no degenera, se
denominan regulares, y determinan un conjunto abierto de M. Entonces, siempre
que no sea vacio, M es una subvariedad abierta de M.

El indice Ind(p) de un punto p € M, es por definicién el indice de g, enten-
dido como el maximo de las dimensiones de los subespacios de T),M en donde g,
es definida negativa. Este indice es constante en cada componente conexa de M,
asi que cada una de éstas es una variedad semi-riemanniana.

En cada punto singular p € X existe un subespacio vectorial de 7}, M/ no nulo
que es ortogonal a todo T,M, y que llamamos radical de M en p:

Rad,(M) = {x € T,M : (z,y), = 0 para todo y € T, M}
Llamaremos al conjunto
Rad (M) = | J Rad, (M)
peEX
radical de M.
El subconjunto de puntos singulares > estd descrito localmente por el conjunto

de ceros de una funcién diferenciable. En efecto, si (U, = (z!,...,2™)) es una
carta de M en torno a un punto singular, entonces

YNU={peU:G,(p) =0}

donde G, =det(g},) : U — R, con g, =g (a%a’ %). Este conjunto cerrado no

tiene, a priori, una estructura natural de subvariedad diferenciable. Este trabajo
se centrard en espacios singulares en los que X sea una hipersuperficie de M.
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2.2 La conexidon dual

Cuando el espacio (M, g) es semi-riemanniano (es decir ¥ = (), existe ([O’Ne])
una unica conexién

ViX(M)xX(M)—-X(M),(X,Y) = VyY
simétrica y compatible con g, es decir:
1)VxY = Vy X = [X,Y]
2)(VxY, 2) + (Y, VxZ) = X (Y, Z)
para X,Y,Z € X (M), llamada conexion de Levi-Civita de M.
Sin embargo, si (M, g) es un espacio singular no existe una conexién de Levi-
Civita, aunque si que existe en la parte semi-riemanniana (M, gy).

Como puede consultarse en [Kos85] (Lema 2), disponemos no obstante de la
llamada conexion dual.

Definicién 2.2.1 Una conexion dual 1 en una variedad diferenciable M es una
aplicacion
O:X(M)xX(M)— X" (M)

tal que
D1) OxY es C* (M) -lineal en X
D2) OxY es R-lineal en' Y
D3) Ox (fY) = X[ (V) + fOxY para f € C (M)

La condicién D1) nos dice en particular que dado un vector v € T,M cual-
quiera, para cada Y € X (M) tenemos bien definido un vector

0,Y = (OvY), € T,M
donde V' € X (M) es un campo con V, = v.

Teorema 2.2.1 Dado (M, g) un espacio singular, ezxiste una tunica conezxion dual
L] simétrica y compatible con g, es decir

D4) OxY (Z) — Oy X (2) = (X, Y], Z)
D5) OxY (Z)+OxZ (Y) = X (Y, Z)

para cualquiera X,Y, 7 € X (M).

Para probarlo basta observar que [J estd caracterizada por la formula de
Koszul:

MY (2)=X (Y, Z)+Y (Z,X) — Z (X,Y) (1)
—|—<[X,Y],Z> - <[Y72]7X> + <[Z=X]7Y>

Esta conexién dual [ verifica ademds una condicién de compatibilidad con la
conexion de Levi-Civita V. En la parte semi-riemanniana M se tiene

OxY (2) = (VxY, Z)
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Definicién 2.2.2 Sea (U, p = (2, ...,2™)) un sistema de coordenadas del espa-
cio singular (M,g). Los simbolos de Christoffel de primera especie asociados a
estas coordenadas son las funciones reales en U

0 0
Fear =t 50 (a)

2=, 52:] =0, se sigue de D4) que

Como [
Pcab = Fcba

En términos de las coordenadas (U, ¢ = (x!,...,2™)), O puede ser descrita en
funcién de los stmbolos de Christoffel por

] 9 T Zrmbdﬂj

Fre agjb

SiY € X (M) es un campo cualquiera, usando D3), tenemos

yz{

b,c=1

+ Fcabe} dx®

Usando D1) y esta férmula podemos calcular xY en cualquier sistema de co-
ordenadas.

Como ocurre en el caso semi-riemanniano (ver por ejemplo [O’Ne| Prop. 3.13),
la métrica g determina los sfmbolos de Christoffel, segin la férmula

o 1 agbc agac agab
Lear = 2 {8:6“ * dzb  Ox°

2.3 Derivada covariante dual a lo largo de curvas

Para cualquier curva regular v : [ — M, asumiremos sin mencién expresa que -y
es C™.

Anélogamente a la conexién de Levi-Civita en el caso semi- riemanniano ([O’'Ne],
Prop. 3.18), la conexién dual [J induce una derivada covariante dual = a lo largo
de v, como muestra la siguiente

at
Proposicién 2.3.1 Dada una curva regular v : I — M en un espacio singular
(M, g) existe una tnica funcion R-lineal 5 : X (v) — X* (v) tal que

1) B =4V, )+ fBE fec=(D), Vex(y)
9) BEA| — O,y X  tel, X eX(M)

~+

Ademds
3) £(U,V)=S2(V)+ 5L (U) UV eX(y)
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La demostracion es andloga a la de la derivada covariante a lo largo de curvas
% en el caso semi-riemanniano ([O’Ne], Prop.3.18). Se observa que en la parte
semi-riemanniana (M, gy) se verifica

v \YA%
‘%@—&f@
para todo U,V € X (7).

Si (U, = (x',...,2™)) es un sistema de coordenadas que contiene a -y, y
V € X () sabemos que

V(t):zvb(t)%

7(t)

donde V? = Va®. Aplicando sucesivamente 1) y 2)

b=
Introduciendo los simbolos de Christoffel en esta férmula (denotaremos igual
Goe = Gbe © Y Lea = Teap © 7, 7 = 2 0 ¥) tenemos

v dV?® d
_E:Z{ﬁ%+ZWVW*M @

707

av
dt

2.4 Campos [-paralelos y []-geodésicas

Sea v : I — M una curva regular. Decimos que el campo V € X () es O-

paralelo a lo largo de v si % = 0. La férmula anterior muestra que el sistema

de ecuaciones diferenciales de los campos [I-paralelos es
3 { Aot S o o
1

Definicién 2.4.1 Decimos que v : I — M es O-geodésica si v € X () es un
campo U-paralelo a lo largo de 7.

Obviamente el sistema de ecuaciones diferenciales de las [J-geodésicas es
m d2 b m d’)/a d’)/b
C __Fca =0 4
z;{dﬂ e T2 g e @)

Como se puede observar, se exige que la curva ~ sea diferenciable al menos dos
veces.
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Definicién 2.4.2 Diremos que una linea es una subvariedad unidimensional C'
de M. Una linea C' es una linea [1-geodésica si para cada p € S existey : I — C
parametrizacion regular en torno a p tal que v es [J-geodésica.

Observacién 2.4.1 En contraste con el caso semi-riemanniano (ver [O’Ne] Prop.
3.19 y Prop. 3.24), en un espacio singular arbitrario no podemos asegurar la
ezxistencia de campos [-paralelos a lo largo de curvas ni de [-geodésicas. Una
discusion sobre este tema aparece mds adelante en 3.4 y 3.5.

Naturalmente en la parte semi-riemanniana las definiciones del trasporte pa-
ralelo y de las geodésicas con [ y con V son equivalentes.

2.5 La aplicacion 11

Dado el espacio singular (M, g) definimos una aplicacién en cada punto singular
peEX
I1,:T,M x T,M x Rad, (M) — R}

donde Y € X (M) es tal que Y, =y € T,M ([Kos85], Prop. 3).

Proposicién 2.5.1 La aplicacion 11, estd bién definida, es R-trilineal y simétri-
ca en las dos primeras entradas.

Demostracion:
I1, esta bien definida pues si z,y € T,M, £ € Rad, (M) eY € X(M) es un
campo tal que Y, = y, tomando ademéds una carta (U, p = (z!,...,2™)) y usando

D3) tenemos

{x ) <% p,5> +Y00. (55) <£>}
y'Oa <%) (3]

que s6lo depende de z,y, &.

Obviamente [, es R-trilineal, puesto que la aplicacién (X, Y, Z) — OxY (Z)
lo es. Si ahora tomamos un campo X € X (M) con X, = = entonces de D4) y
por ser & € Rad, (M)

m
b=1
m
b=1

0=0.Y () - O,X (©) - (IX.¥], )
=00,Y (§) — 0,X (6)

luego 11, es simétrica en las dos primeras entradas. &
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Introduciendo en la férmula anterior los simbolos de Christoffel asociados a

(U, = (x!,...,2™)) obtenemos una expresién local de esta aplicacién
ij (l’, Y, 6) = Z xaybgcrcab (p)
a,b,c=1

Obsérvese que, en cada p € X, fijado £ € Rad, (M) queda determinada una
aplicacién R-bilineal y simétrica
IIf, :T,M x T,M — ]R}
(-fl:,y) = IIP (xvyag)
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3 Espacios singulares trasversos

3.1 Meétricas trasversas. Radical trasverso y tangente

Sea (M, g) un espacio singular y (U, ¢ = (z!,...,2™)) una carta de M en torno a
un punto singular. Sabemos que

ENU={peU:G,(p) =0}

Diremos que g es trasversa en el punto singular p € ¥ si d,G, # 0. Vamos a
ver que esta condicién no depende de la carta ¢ elegida en torno al punto p. En
efecto, si (U, E = (F4, ..., E,,)) es otra referencia local en torno a p entonces

(9 (Ea, ) = AT (g5,) A

donde A : U — Myxm (R), A(p) € Mpxm (R) es la matriz de cambio de base de
(B (p) sy B () & (% P &%}p) en T,M. Por tanto

Gg = det (g (E,, Ey)) = (det A)* det (¢%,) = (det A)* G,
Usando que G, (p) =0, d,G, # 0 y que det A # 0, tenemos
d,Gg = (det A)*d,G, # 0

Definicién 3.1.1 Decimos que (M, g) es un espacio singular trasverso (con cam-
bio trasversal de signatura a través de ) si g es trasversa en todos los puntos
singulares de M.

En este caso, ¥ resulta ser una hipersuperficie de M, determinada localmente
por G, = 0 (en cualquier sistema de coordenadas (U, ¢)). En efecto, como
d,G, # 0 para cualquier p € UNY, el teorema de la funcién implicita nos conduce
a nuestra afirmacién. Llamamos a X hipersuperficie de cambio de signatura,
debido al siguiente

Lema 3.1.1 Si (M, g) es un espacio singular trasverso, entonces para cada punto
p € X se tiene que dim Rad,(M) = 1. Ademds X es la frontera topoldgica de dos
componentes disjuntas M~ y M, con M = M~ UM, en las que el indice de g
es constante y verifican:

Indy-(g) — Indy+(g) =1

Demostracion:
Sea (e, ..., e,) una base de T,,M tal que

<€aa eb> = 5ab <6aa ea>
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donde ¢, es la delta de Kronecker. Tomemos en torno a p € Y, una carta

(U, = (z',...,2™)) tal que 32 , = €a- Entonces la representacién matricial de

g en p es diagonal con v = dim Rad, (M) ceros. Un sencillo cdlculo muestra

dyGy =Y g1 (D) -+ dpGaa--Gmm (D) (5)
a=1
Si v > 2 entonces la féormula anterior queda d,G, = 0, es decir g no serfa

trasversa en p, luego debe ser v = 1, es decir debe haber exactamente un a
tal que guq (p) = 0. Esto prueba la primera parte. Para ver la segunda parte,
reordenamos las coordenadas para que gp, (p) = 0. Entonces la férmula (5)
queda

m—1
dyGo = [ 95 (0) dpgomm # 0 (6)
i=1

luego existe un vector £ € T,,M (necesariamente en 7,M — T),%, por ser G,, una
ecuacion local de ), tal que d,gmm (§) > 0. Tomemos v : (—¢,¢) — U una curva
con 7/(0) = £. Existe entonces § > 0 suficientemente pequeno tal que g, (7 (1))
cambia de signo en (—4,0) al atravesar t = 0. Como g;; (p) # 0, s6lo g, cambia
de signo, y por tanto el indice de g varia en una unidad al atravesar . &

Se dice que el radical es trasverso en p € ¥ si Rad, (M) NT,X = {0}, y se
dice que es tangente si Rad,, (M) C T,X. Claramente, si el radical es trasverso en
un punto singular lo serd en un entorno de éste, sin embargo no ocurre lo mismo
con el radical tangente.

Antes de continuar debemos recordar el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.1 Dada 7 = 0 una ecuacion local' (en el entorno U) de una
hipersuperficie 3 en una variedad diferenciable M, una funcion f € C* (U) se
anula en X NU si y sdlo si existe otra funcion h € C*(U) tal que f = Th
(obviamente h = 771f).

Demostracion:
Es claro que si f = 7h entonces f se anula en XNU. Para el reciproco tomamos
(U, ¢) un sistema de coordenadas adaptado a la hipersuperficie, es decir

YNU={peU:a™(p) =0}
Necesitamos el siguiente

Lema 3.1.2 Si F: R™ — R, F' € C? (R™) verifica F (x1,...,Zm_1,0) = 0 para
todo (1, ..., Tyy_1) € R™1 entonces existe h € CP~1 (R™) tal que

F(z1,...,xm) = xph (T1, .0y T)

Les decir, d,7 # 0 para todo p € XN U.
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Demostracion:
Como F' se anula en x,, = 0, las m — 1 primeras derivadas parciales % se
1
anulan también en z,, = 0. Por la regla de Barrow y la regla de la cadena se
tiene

1
d
F(:cl,...,xm):/ CF (1, )
0
L oF

=T — (21, ..., txy,) dt
0 a:l:m( ! )

Basta definir h (xq, ..., z,,) = 01 8‘1—2 (1, ooy txy,) dt. &

Sigamos con la demostracién de la proposiciéon. Aplicando el lema 3.1.2 a 7,
existe hy € C* (U) tal que 7 = 2™hy. Como 7 s6lo se anula en ™ = 0 (es decir
en XNU)y

0# d,7 = hy (p) dpx™

en todo p € X, hy no se anula nunca. Aplicando de nuevo el lema pero ahora a f,
existe hy € C° (U) tal que f = 2™hy. Entonces f = Th, con h = Z—f e C*(U).&

La aplicaciéon 11, definida en 2.5 nos servird para caracterizar los espacios
singulares trasversos. Debemos observar primero que cada aplicacién 11, define
una estructura conforme en cada espacio tangente T,M. En efecto, si §,( €
Rad, (M) — {0} entonces, por ser dim Rad, (M) = 1, existe A € R — {0} tal que
¢ = X, luego

II = M

Escribiremos simplemente 11, (x,y) = 0, para z,y € T,M, si para algin (y por
tanto para todo) & € Rad, (M) se tiene que IS (x,y) = 0.

La caracterizacién de los espacios singulares trasversos anunciada es la si-
guiente

Proposicién 3.1.2 Sea (M, g) un espacio singular. Sip € ¥ condim Rad,, (M) =
1, entonces g es trasversa en p si y solo si existe x € T,M tal que .Uf, (x,€) #0

para todo (o algin) & € Rad, (M) no nulo. Ademds, en este caso Rad, (M) es

trasverso si 1y sdlo si Ilg (&,6) #0.

Demostraciéon

Tomemos § € Rad, (M), una base (eq, ..., e, = &) de T,M tal que (e,, ep) =

Sap {€q, €), v un sistema de coordenadas (U, p = (z!,...,2™)) en torno a p tal que

L , = €a- Como dim Rad, (M) = 1, se verifica (reordenando si es necesario) la
férmula (6) (obsérvese en la férmula (5) que todos los sumandos se anulan salvo
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el ultimo, por ser g, (p) = 0)
m—1
dchp = H Gii (p) dpgmm

Sea X € X (M) cualquiera. Un pequeno cdlculo muestra

dg 1
Z b . Z b99mm 1
D X (5567”) A = X oxb 2dgmm (X)

b*l

luego si X, = = tenemos

I£(6:0) = 5 () = Fmmr—rsth G ()

de lo que se sigue la primera parte. Para la segunda parte observemos que
T,% = Ker (d,G,), luego 115 (£,£) # 0 siy sélo si & ¢ Ker (d,G,) = T,%,
es decir Rad, (M)NT,X ={0}. &

Denotaremos por Xy al C* (X)-médulo de campos a lo largo de la hiper-
superficie de cambio . Diremos que un campo R € Xy es radical si R, €
Rad, (M) — {0} para todo p € ¥, y que un campo de M es radical si su restric-
cién a X es radical.

Recordemos que de las propiedades de la conexién dual deducfamos que, dado
un vector v € T,M cualquiera, para cada Y € X (M) tenemos bien definido un
vector 1,Y € T,M. Por tanto, dado un campo A € X5, tenemos bien definido
L4Y € X5,. Si R € Xy es un campo radical, podemos definir una aplicacién
C* (¥)-bilineal simétrica

IR X5 x X5 — C™ (%) : (A,B) — 0B (R)

Esta aplicacién estd bien definida, debido a que OB (R), para B € X (M),
s6lo depende de B = Bly.. En efecto, si By € X (M) es Bi|g = Bly entonces
By — Bly, = 0. Llamemos B, = By — B, entonces

OB, (R) =[0uB (R) + OBy (R)

Como B; se anula en la hipersuperficie ¥, localmente es 783, con By € X (M)
cualquiera y 7 una ecuacion local de Y. Entonces

DABQ (R) =A (’7’) <82, R> + TDAB;J, (R) (7)

y por tanto
DBy (R)]y = DaB (R
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Observemos que si p € ¥ entonces
IT%(A, B) (p) = I1,* (A, By) (8)

y que si Z,W € X (M) son otros dos campos tales que coinciden con X,Y en
(respectivamente), entonces 1% (X,Y) = 1% (Z,W).

Observacién 3.1.1 Si f € C® (M) entonces [I'R(X|Y) = fII®(X)Y), por
lo que escribiremos simplemente I1 (X,Y) = 0 si [I%(X,Y) = 0 para algin (y
por tanto para todo) campo radical no nulo R € X (M).

Por comodidad denotaremos también 17 a la aplicacién
I X (M) x X (M) — C™ (%)

para R € X (M) radical. En términos de I7" podrfamos haber enunciado la
Proposicién 3.1.2 diciendo: g es trasversa en UN Y si y sélo si existe X € X (U)
tal que 117 (R, X) no se anula nunca, para algin R € X (M) radical.

En un sistema de coordenadas (U, ¢) la aplicaciéon 117 se expresa

I(X,Y)= Y XYV'RT.
a,b,c=1
Debemos observar ademés que, si v : I — M es una curva regular trasversa a la
hipersuperficie de cambio por p = v (0) € 3, y £ € Rad,, (M), entonces para todo
V € X () se verifica
av

|, @ =DV © =15V 0).70) )

De la misma forma que con R, para cualquier campo N € Xy normal a
la hipersuperficie de cambio, es decir N, € (TpZ])L en todo p € X, la funcién
OxY(N),con X € X(X), Y € X(M), s6lo depende de Y = )|, (basta observar
en (7) que sustituyendo R por N se obtiene que (X, N) = 0, de lo que se sigue
la misma conclusién). Por lo tanto, el tensor sobre la hipersuperficie

HY X (D) x X(D) — O (2): (X,Y) — OxY (N)
estd bien definido. Ademds es simétrico, ya que
HY (X,Y) =0y X (N) + ([X,Y],N)
es igual a Oy X (N) = HN (Y, X), por ser [X,Y] € X (X).

Observacion 3.1.2 Debido al cardcter local de las cuestiones que vamos a tratar,
podemos sustituir M, si es necesarto, por un entorno U de ¥ en M.



3 ESPACIOS SINGULARES TRASVERSOS 19

3.2 Referencias y coordenadas adaptadas

Con el objetivo de simplificar célculos posteriores introducimos ahora las referen-
cias adaptadas. Diremos que una referencia (U, E = (Fy, ..., E,,)) estd adaptada
al radical (6 simplemente adaptada) si el campo E,,, € X (U) es un campo radi-
cal. El siguiente lema asegura la existencia de referencias adaptadas (ver [Kos87],
Lema 6.1).

Lema 3.2.1 Dado (M, g) un espacio singular trasverso, para cada punto singular
p € X de M existe un entorno abierto U y una referencia adaptada en ese entorno
E = (FE1,...,E,), en la que la métrica se expresa

m—1
g= g gg-wzowj + 71w ow™
ij=1

donde gg» = (B, E;), (W,...,w™) es la referencia dual de E, y 7 := (Ep, Ep,).
Ademds T = 0 es una ecuacion local de 3.

Demostracion

Sea (F1,..., F,) una referencia local en un entorno U de p € X. Como p es
singular, la matriz (gﬂ) tiene rango m — 1 en p. Podemos suponer, reordenando
si es necesario, que det (gg (p)) # 0, y por tanto det (gf; ) # 0 en todo el entorno
UNX de p, tomando U méds pequeno si es necesario. Sea

m—1
En=Y f'Fi+F,cXx(U)
i=1

para ciertas funciones diferenciables f' : U — R. Hallamos estas funciones exi-
giendo que (E,,, F;) = 0. En efecto, obtenemos un sistema de m — 1 ecuaciones
lineales con m — 1 incégnitas

m—1
0=(En, F}) =Y g5+ gjm
=1

que tiene solucién tinica por tener rango méaximo la matriz de coeficientes (gf; )
Llamemos F = (FY, ..., Fy,_1, E,,). Necesariamente F,, es un campo radical, pues-
to que si no lo fuera el rango de la matriz (gﬁ,) serfa m en todo U, contradiciendo
que p sea singular.

Ahora es facil probar la tltima afirmacién. Como se observa

Gg = T1det (gf;)

y como la referencia estd adaptada al radical, det (gg) # 0, luego 7 = 0 es una
ecuacion local de X. &
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Definicién 3.2.1 Dado (M, g) un espacio singular trasverso, diremos que un sis-
tema de coordenadas (U, ¢) estd adaptado si (U, (8—‘21, o ag?m)) es una referencia
adaptada.

Lema 3.2.2 En torno a cada punto singular de (M, g) eziste un sistema de co-
ordenadas adaptado.

Demostracién

Tomamos (U, E) una referencia adaptada en torno a p. Como E,, (p) # 0
existe (Lema 1.57 de [O’Ne]) un sistema de coordenadas (V, ) en torno a p tal
que B, = -2-.&%

T O™

El siguiente resultado muestra cémo las referencias adaptadas pueden ser muy
itiles en espacios singulares trasversos.

Lema 3.2.3 Si (M, g) es un espacio singular trasverso, y X, R € X (M) con R
campo radical, se verifica

II (X,R) =0< X es tangente a lo largo de ¥

Demostracion
Si tomamos una referencia (U, (Ey, ..., E),)) adaptada y « € T,M entonces,
un sencillo cdlculo muestra, usando la férmula de Koszul

1
Iff’”(p) (x, Em (p) = Ede (7)

Como 7 = (E,,, E,) = 0 es una ecuacién local de X, z € T,X si y solo si
]Ifyn(p) (z, Ep (p)) = 0. &

Cuando el radical mantiene su cardcter en un abierto (como en el caso tras-
verso) podemos adaptar las referencias un poco mds. Diremos que una referen-
cia adaptada (U, E = (F, ..., Ey,)) estd completamente adaptada si ademds estd
adaptada a la hipersuperficie de cambio, es decir, si cuando el radical es trasverso,
(E1, ..., Epn_1) son tangentes a lo largo de X, y cuando el radical es tangente (en
todo UN X)), E; es trasverso a lo largo de ¥ y (Ko, ..., F,,,) tangentes.

Es fécil construir referencias completamente adaptadas: si el radical es tras-
verso en UN Y comenzamos tomando una referencia (U, F') tal que ([, ..., ;1)
son tangentes a lo largo de . Procediendo de manera andloga a la construc-
cién de referencias adaptadas, obtenemos una referencia adaptada también a la
hipersuperficie de cambio Y. Cuando el radical es tangente en U N 3, podemos
tomar la referencia (U, (F, ..., F},)) tal que (Fy, ..., F,,) son tangentes a lo largo
de U N X. Necesariamente [} debe ser trasverso a lo largo de . Procediendo
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de nuevo como en la construccién de referencias adaptadas, obtenemos (U, F)
completamente adaptada.

Podemos ademas someter a las referencias adaptadas (o completamente adap-
tadas) a un proceso de ortonormalizacién, aplicando el algoritmo de Gram-
Schmidt a los campos (Ej, ..., E,_1), obteniendo lo que llamamos referencias
ortonormales adaptadas (o referencias ortonormales completamente adaptadas).

Lema 3.2.4 En torno a cada punto singular de un espacio singular trasverso con
radical siempre trasverso o siempre tangente, existe una referencia ortonormal
completamente adaptada.

Demostracion

Por la construcciéon anterior sabemos que, en torno a cada punto singular,
existe una referencia completamente adaptada (U, E). Puesto que (F1, ..., E,,_1)
generan, en cada punto, subespacios no degenerados para g, se tiene que la sub-
matriz (g;;) es invertible, por lo que es aplicable el algoritmo de ortonormalizacién
de Gram-Schmidt a los campos (Ey, ..., E,—1). &

Si X € X (M) cualquiera, su expresion local en una referencia adaptada debe

Ser
m—1

X=) X'E+7 "X E)-Ep, (10)

i=1
donde los coeficientes X* € C° (U) vienen dados por
X = 37X By gl (1)

1

3

J

con (gg) la matriz inversa de (gg)

Sean I'.,, los simbolos de Christoffel de primera especie asociados a [J, en
una referencia adaptada (U, E). Si V es la conexién de Levi-Civita en U —
¥, denotamos por I'¢, a los simbolos de Christoffel de sequnda especie, es decir
Ve Ey =3 T E.. Entonces, en U— X, se relacionan por

Pcab = Z FZbgdc
d=1

Observando que la referencia es adaptada (con lo que g;, = 0, gmm = T), escri-
bimos

m—1
Ligp = Z IV, gij (12)
=1

m
Pmab — Trab
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Como la matriz (g;;) es invertible, las funciones I'V, son diferenciables en todo U.
Sin embargo, posiblemente las I'7} no lo sean.

Dada una curva regular v : I — M contenida en U, un campo V' € X (v) se
expresara

m—1
V= ZV] E;o7) ’7';1<‘/,Em0”y>'EmO”y
7j=1
donde VI = S ' (V,E;04) g¥, 1., ;= 7 o~. Teniendo en cuenta (12), las
ecuaciones de los campos [-paralelos (3) se trasforman en

m—1 ;
AL )
{0 3 v o
J=1 a,b=1

dvm N

t,j=1

Como la matriz (g;;) es invertible, podemos escribir finalmente las ecuaciones

pr YRS 09
7—7 dt +Zab 1Vb( ) Lnab =0

Lo que resta de seccién es una aportacion original. Consideremos la aplicacion
C> (M)-lineal
g(): X (M) =X (M): X —g(X,)

Cuando ¢ es semi-riemanniana, ¢ (-) es un isomorfismo, y se conoce por equi-
valencia métrica de campos y 1-formas (ver [O’Ne|, Prop. 3.10). Sin embargo,
cuando g es una métrica degenerada trasversa, g () es inyectiva pero no sobre.
En efecto, si X,Y € X (M) tales que g (X,Z) = g (Y, Z) para todo Z € X (M),
entonces en particular (X —Y')[,; = 0. Por tanto debe ser X =Y. Ademds, el
conjunto imagen Im g (-) coincide con

{weX*(M): w(R)|y =0}

(observemos que la definicién de este conjunto no depende del campo radical
R € X(M)). Claramente, g(X)(R)|s, = 0. Reciprocamente, tomemos una
referencia adaptada (U, E) y una forma w € X* (M) tal que w(E,)|y, = 0.
Tenemos entonces que 7 'w (E,,) se extiende diferenciablemente a Y. Entonces
el campo X =>"  X°E, € X (U), con

{XjZZZ”fw(E)g”
X™m =171 (E,)

verifica que g (X) = w.
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Sea f € C*™ (M). El campo grad, (f) € X (M), métricamente equivalente en
M ala 1-forma df € X* (M), es decir, el tinico campo en M tal que g (grad, (f)) =
df , se conoce por gradiente de f con respecto a g.

Lema 3.2.5 Dada una funcion f € C* (M), el campo grad, (f) € X (M) se
extiende diferenciablemente a ¥ si y sélo si Rf|s, = 0, para algin (y todo) campo
ReX(M).

Demostracion:

Se deduce de los siguientes dos hechos. Primero, df € Img (+) si y sélo si (por
definicién de conjunto imagen) existe un campo X € X (M) tal que df = g (X).
Y segundo, df € Img(-) si y sélo si (como acabamos de ver) df (R)|y, = 0, es
decir, Rf|y, = 0. Por tanto Rf|s, = 0 siy sélo si el campo X = grad, (f) se
extiende a Y. &

Corolario 3.2.1 Un espacio singular trasverso (M, g) tiene radical tangente si
y sdlo si el campo grad, (1), para T := (R, R) con R € X (M) radical, se extiende
diferenciablemente a 3.

3.3 Extendibilidad de la Derivada Covariante

Dado un espacio singular con cambio trasversal de signatura (M, g), existe en la
parte semi-riemanniana M la derivada covariante VxY de dos campos X,Y €
X (M). Bajo ciertas condiciones, VxY existe en todo el espacio M ([Kos87],
Tma. 6).

Proposicién 3.3.1 Sean X,Y € X (M). Entonces VxY se extiende diferencia-
blemente a todo M siy sélo si I (X,Y)=0

Demostracion:
Tomemos una referencia adaptada (U, (E4, ..., Ey,)). La expresion de la deri-
vada covariante (en U — ) de X e Y en esta referencia es (usando la férmula

(10))

m—1
VxY =Y (VxY) Ei+7'OxY (Ep) - En
=1

De la férmula (11) deducimos

m—1 m—1
(VxY)' =) (VxY, Ej) gl = OxY (E)) g}
Jj=1 Jj=

luego estas funciones se extienden diferenciablemente a U N X. Por tanto, por
la Proposicién 3.1.1, VxY se extiende diferenciablemente a U N Y si y sélo si la
funcién OxY (E,,) se anula en UN X, es decir si 0 = IT5» (X|Y). &



3 ESPACIOS SINGULARES TRASVERSOS 24

Seay : I — M una curva regular. Diremos que es trasversa a la hipersuperficie
de cambio por p = v(0) € X si ' (0) € T,M — T,¥ (supondremos ademds que
v(t) e Esiysélosit =0). Sea V € X (v), entonces, para t # 0 (es decir, en M),
en la referencia adaptada (F, ..., E,,) es

\VATSRE A vi AN L, Ov
W‘?X%) oy (m) = g (Bnom) - Bnon

donde 7, = 7 o . Las funciones (%)i se extienden diferenciablemente a ¢t = 0,
ya que verifican

V) = /VV G =ov
(g) = Z <%,Ej>91§ - Z “dt (E) 95
j=1 j=1

vV
dt

s6lo si lo hace la funcién (7,) " BY (Epo07).

Es claro entonces que el campo se extiende diferenciablemente a t = 0 si y

Proposicién 3.3.2 SiV € X (v), entonces %, la derwada covariante de V' a lo
largo de vy, se extiende diferenciablemente at = 0 siy solo si I L) (v (0),V (0)) =
0.

Demostracion

Por lo que acabamos de ver, basta que usemos la Proposicién 3.1.1 para la
funcién 5¢ (E,, 0y) € C*° (v) (sabiendo que 7., = 0 es una ecuacién de ¢t = 0) y
la expresién (9).

3.4 Extendibilidad del trasporte paralelo

Dada 7 : I — M una curva regular trasversa a ¥ por (0) = p y un vector v €
T, M, nos preguntamos si existe un campo Ll-paralelo a lo largo de v que extiende
al vector v. Naturalmente nos estamos preguntando acerca de la posibilidad de
trasportar [J-paralelamente a lo largo de curvas trasversas a la hipersuperficie de
cambio, vectores que estan sobre ella.

Sea V € X (7) tal que 5 = 0. Si £ € Rad, (M) entonces, de la férmula (9),
deducimos que

v
0= —

dt |,_,

Por tanto, si podemos trasladar un vector v € T, M U-paralelamente a lo largo

de v, entonces necesariamente 15 (v,7/(0)) = 0. De hecho esta condicién es
suficiente, como afirma el resultado principal de esta seccién: ([Kos87], Tma. 7)

(€) =115 (V(0),7'(0))
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Teorema 3.4.1 Si~y : I — M es una curva regular trasversa a ¥ por v(0) = p
yv € T,M, existe el trasporte U-paralelo del vector v a lo largo de vy, es decir
existe un tnico campo V € X(v), con V (0) = v, tal que B¥ = 0, si y sélo si

11, (0),v) = 0 )

A continuacién describimos la demostracién, que puede encontrarse en [Am]
(Tma 3.3), aunque la primera demostracion, que aparecié en [Kos87] (Tma. 7),
es distinta.

Demostracion

La condicién necesaria es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.3.2.
Probaremos la condicién suficiente. Sea (U, (F1, ..., E,,)) una referencia adaptada

en torno a y(0) = p € ¥, y (El, ,Em> su restriccion a la curva ~. Las

ecuaciones locales de los campos [-paralelos V' € X () a lo largo de v, vienen
dadas por la férmula (13). Los teoremas usuales de existencia y unicidad de
soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,
asumen la forma general 2’ = F'(¢,x), ,por lo que no son aplicables al sistema
(13). Se hace necesario estudiar sistemas de la forma méds general

do” — F*(t,2)
Bt ) & = a;)} (14)

dt

donde F,h : I x U son diferenciables, I = (—¢,¢), U C R™ abierto. Para
probar la condicién suficiente necesitamos un teorema de existencia y unicidad
de soluciones del sistema (14), que aplicaremos al sistema (13), tomando 2 = V?,
2=V (0)=v,h(t,z)=7,(t),y

{F’“ (t, ) = =2 gpmr 2 (V)" (1) Ty (1)
F (b x) = =320 2 (1) (8) T (1)

El teorema de existencia y unicidad de soluciones del sistema (14) es el siguien-
te.(Teorema 2.2 de [Am])

Oh
oz™

Teorema 3.4.2 supongamos que h(0,x¢) = F™(0,x0) =
los nimeros on w1 { o
{)\ = —%n(lo, xo) -+ Zi:l (%FZ) (O, Zlfo)
n= o™ (OMTO)

son distintos de 0 y tienen distinto signo. Entonces el sistema (14) tiene solucion
trasversal x (t), es decir

(0,20) = 0 y que

4
dt

tnica (salvo el tamario de su dominio) con x (0) = xg.

h(t,z(t) #0

t=0
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En primer lugar, veamos que el sistema (14) que pretendemos resolver verifica
las hipétesis del Teorema 3.4.2. En efecto: h(0,29) = 7, (0) = 0, F™(0,20) =
— 11w (v, (0)) = 0, 222 (0, 20) = 0 (ya que h no depende de z), y los niimeros

) Oxm

{)\ =2 (0, z9) + ZZIIE(%)Fi) (0,20) = 5 (0, m0) =
p=550(0,00) = =117 (2, By (p)) = —3dy7 (2)

o™

dp7 (7' (0))

son no nulos y tienen distinto signo, por la trasversalidad de ~.

Por tltimo (y con ello concluimos la demostracién del Teorema 3.4.1), esbo-
zamos la demostracién del Teorema 3.4.2. La herramienta béasica para encontrar
soluciones de (14) es el teorema de las variedades estables, que aparece enunciado
en [Ab-Ma] en el contexto de los sistemas dindmicos, y cuya demostracién puede
encontrarse en el apéndice de A. Kelley en [Ab-Ro] (Tma. 1), o bien en [Har],
[Hi].

Teorema 3.4.3 Sea M una variedad diferenciable, un campo X € X (M) y un
punto p € M tal que X, = 0. Sea Lx : T,M — T,M la linealizacién de X en
p (es decir el endomorfismo que tiene por matriz las derivadas parciales de las
coordenadas del campo X en una carta cualquiera en torno a p respecto de la
base de T,M que esa carta proporciona). Sean P, P~ y P° la suma directa de
los autoespacios de Lx correspondientes a los autovalores con parte real positi-
va,negativa y nula, respectivamente. Entonces existen dos subvariedades ST, S~
a través de p, invariantes por el flujo ¢, de X, tales que T,ST = P, 1,5~ = P~.
Ademds si g € ST (respectivamente ¢ € S~ ) la curva integral o (t) = ¢ (t,q) estd
definida para todot >0 (resp. t <0) y

Jim a(t) =p (resp. lim a(t)=p)
Sty S se llaman variedades estables de X a través de p, y son localmente
unicas. Podemos entender que la linealizaciéon de un campo describe localmente
el flujo de éste. Por tanto los autoespacios de la linealizacién deben proporcionar
localmente subvariedades invariantes por el flujo.
Para ver la existencia de soluciones de (14), se toma el campo W € X (I x U)
definido por

m—1

Wiy = h(t,x)eq + h(t,z) > F'(t,z)e; + F™ (t,1) em

i=1

donde (e, ..., e,) es la base canénica de R™*! (identificamos ¢t = 2°). Como
h(0,20) = F™(0,29) = 0, W se anula en (0, (). Calculamos la linealizacién
Ly en (0,20). Resulta que Ly posee precisamente tres autovalores, los tres
reales, que son A, i, y 0, con multiplicidades 1, 1 y m — 1 (ver detalles en [Am]).
El Teorema 3.4.3 proporciona una subvariedad estable unidimensional S, cuyo
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espacio tangente T ,,)S es el autoespacio correspondiente a A. Esta subvariedad
admite localmente una parametrizacién de la forma o (t) = (¢, z (1)), es decir S es
localmente la grafica de una funcién ¢t — x (t), que resulta ser solucién trasversal
de (14) con x (0) = xo.

Para ver la unicidad de soluciones de (14), se toman z, : (—¢,e) — U, o =
1,2, dos soluciones trasversales de (14) con 1 (0) = xg = x2 (0). Resulta entonces
([Am]) que 01,09 : (—¢,e) = S, 04 = (t, 74 (t)) @ = 1,2, son dos difeomorfismos
sobre la misma variedad (estable) unidimensional con o (0) = (0,z¢) = 02 (0).
Por tanto existe un difeomorfismo r : (—¢,¢) — (—¢,¢) tal que 7 (0) =0, 01 =
o5 07, en particular t = (07)° (£) = (02)° (r (t)) = r (t), luego o1 = 5. &

Observacién 3.4.1 Si ocurre que I11,(7' (0),-) = 0, entonces podemos demos-
trar que para cada v existe su trasporte O-paralelo V € X () sin usar el Teorema
de las variedades estables. En efecto, en este caso

F™(0,2) = —IIF"® (z,4/(0)) = 0

para todo x € T,M. Aplicando la Proposicion 3.1.1 a la funcion F™ (t,z) resulta
que factoriza como producto de la funcion h por otra funcion C*°, pudiendo ast
cancelar h en la ultima ecuacion del sistema (14). El sistema resultante serta de
la forma usual ' = F (t,x), resoluble usando los teoremas cldsicos.

3.5 Extendibilidad de las geodésicas

En un espacio singular (M,g) con cambio trasversal de signatura existen, al
menos en la parte semi-riemanniana, multitud de [J-geodésicas: dado un punto
p € My una direccién v € T, M existe una unica V-geodésica maximal v : I — M
empezando en p con velocidad inicial v (ver [O’Ne] Prop. 3.24). Nos preguntamos
si existirdn []-geodésicas atravesando trasversalmente la hipersuperficie de cambio
Y., o equivalentemente, si existen [J-geodésicas empezando en puntos singulares
con velocidad inicial trasversa a la hipersuperficie de cambio. La respuesta es
que existen bajo cierta condicién sobre la velocidad inicial, determinada por la
aplicacion I1,,.

Dado un espacio singular con cambio trasversal de signatura (M,g), y 7 :
TM — M su fibrado tangente, sabemos que existe en la parte semi-riemanniana
M un dnico campo A € X (TM) caracterizado por la condicién: v : I — M es
una O-geodésica de (M, gy) siy sdlo si v : I — TM, 5 (t) = (v (t),7 (t)) es una
curva integral de A, es decir -

AU
Este campo A se conoce por spray geodésico de (M, gps) ([O’Ne]). Este campo
no estd definido, en principio, en todo M.

La respuesta a la pregunta inicial de la seccién viene dada por el siguiente

([Kos94])

Ay
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Teorema 3.5.1 Sea p € ¥, yv € T,M — T,2. FEntonces, existe una tinica
O-geodésica v con +'(0) = v, si y solamente si 11, (v,v) = 0.

A continuaciéon comentamos la demostracién de este teorema, que puede en-
contrarse en [Kos94| (Tma. 1) (también aparece en [Am|, Tma. 3.4).

Demostracion

Sivy: I — M esuna[J-geodésica trasversa a la hipersuperficie X por p = v (0),
el campo +' € X () es O-paralelo a lo largo de ~, luego por el Teorema 3.4.1,
I1, (¥ (0),~4"(0)) = 0, asi que basta ver la otra implicacién. Supongamos que
II, (v,v) = 0 y tomemos una referencia adaptada (U, £). Supongamos también
que disponemos de un sistema de coordenadas (U, ¢ = (2%, ...,2™)). Resulta que
(77U, v), con ¥* (¢, w) = 2% (q) y "™ (¢, w) = w® la coordenada a-ésima de w
en (E1(q),..., En(q)), determina un sistema de coordenadas del fibrado tangente
T M, llamado sistema de coordenadas miztas. Son estas coordenadas mixtas las
que se usan en la demostracién. Definimos el campo W € X (7~'U) por

W= (rom)A

Se trata de calcular curvas integrales de W, puesto que parametrizan lineas []-
geodésicas de M. Para ello usamos el teorema de las variedades estables. La
condicién 11, (v,v) = 0 permite afirmar que W, ., = 0. Calculamos la linealiza-
cién Ly de W en (p,v) y observamos que posee precisamente tres autovalores,
los tres reales, que son d,7 (v), —d,7 (v) y 0, con multiplicidades 1, 1 y m — 1.
Tomamos S la variedad estable unidimensional a través de (p, v) correspondiente
al autovalor d,7 (v). Se tiene entonces que ([Am]) existe una parametrizacién de
S,0:(—¢e,e) = Scono(0)=(p,v), o (0) € TyS tal que

Woa:ﬁa’

La proyeccién v = mo o : (—e,6) — M es la O-geodésica buscada, pues como
74 (t) s6lo se anula en ¢t = 0, podemos cancelar 7., en ambos lados de la igualdad

TVJ/:WOU:<TO7TOO')<AOO'):TV(AOU)

Ademés es tnica con la condicién ' (0) = v. Si 7, 7, son dos [-geodésicas
con v} (0) = ~5(0) = v, entonces las curvas ¥, 7, parametrizan en un entorno
de t = 0 sendas variedades estables (unidimensionales) de T'M. Por la unicidad
local de las variedades estables, deben ser iguales en un entorno de (p,v). Por
tanto 7, es una reparametrizacién de 7, y lo mismo se puede decir de v; y 7s.
Como 7, y 7, son [J-geodésicas resulta que v, = 7,. &

Este resultado asegura que existen [l-geodésicas empezando en puntos sin-
gulares p € ¥ con velocidad inicial v € T,M — T,X, siempre que [I, (v,v) = 0.
Como podemos observar en la Proposicién 3.1.2, cuando el radical es trasverso se
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tiene 11, (£,€) # 0, para todo & € Rad, (M) — {0}, luego no existen [J-geodésicas
trasversales a Y con direccion inicial radical. Sin embargo existen cierto tipo de
curvas trasversales a Y con direccién inicial radical, que son [J-geodésicas en la
parte semi-riemanniana M.

Definicién 3.5.1 Sea C una subvariedad C* unidimensional de (M, g). Decimos
que C' es una linea semigeodésica si existe p € X tal que cada componente conexa
de C' — {p} es una linea O-geodésica pero no lo es C, es decir, C' no admite una
parametrizacion [-geodésica en torno a p.

En el abierto semi-riemanniano (M, gy), la extendibilidad C° de una geodési-
ca implica ([O’Ne], Lema 5.8) su extendibilidad como geodésica, por lo que no
existen lineas semi-geodésicas en (M, gy). Sin embargo si existen a través de X
en la direccién radical donde éste es trasverso.

Teorema 3.5.2 Sea p € ¥, y { € T,M —T,X. Entonces £ € Rad, (M) si y
solamente si existe una unica linea semigeodésica mazximal C' trasversal a ¥ por

p tal que & € T,S.

La demostracién de este teorema puede encontrarse en [Kos94] (Tma. 2). El
argumento es el mismo que en el Teorema 3.5.1, pero con un pequeno refinamiento
del teorema de las variedades estables.

Observacion 3.5.1 Debemos resaltar que el hecho de imponer clase (al menos)
C? a las semigeodésicas permite concluir la unicidad en el Teorema anterior,
puesto que existen infinitas curvas de clase C' atravesando la hipersuperficie de
manera trasversa y que ademds son [l-geodésicas en la parte semi-riemanniana
M. En la seccion 3.8 mostramos en un ejemplo de esta situacion.

3.6 Meétricas II y III-planas

En adelante denotaremos por €N al espacio de tensores en N de tipo curvatura,
donde N = M,M o 3. Recordemos que, por definicién, T' € ZJ (M) es de tipo
curvatura si verifica

1) T (z,y,2,t) = =T (y,x, 2,t)
2) T (x,y,z,t) =T (2,t,z,y)
3) T (x,y,2,t) + T (y,2,2,t) + T (z,2,y,t) =0

Uno de los problemas més relevantes en espacios singulares trasversos, que trata-
mos en 3.7, es la cuestién de la extendibilidad de los tensores clasicos de la Geo-
metria semi-riemanniana, como son el tensor de curvatura covariante K € €M,
la curvatura de Ricci Ric € S (M) y la curvatura escalar Sc € C* (M). Una
discusién acerca de este tema puede encontrarse en [Kos97], en el caso del radical
trasverso, y en [Ag-Lal, en el caso del radical tangente.
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En esta cuestién es significativo el papel de la restricciéon de la aplicacion
IT% : X5 x Xy — C* (%) a la hipersuperficie de cambio X, siendo R € X (M) un
campo radical. Denotaremos por

I X (D) x X (%) = C™ (%)

a esta restriccién I1E € S% (X). Recordemos que la condicién 177 (XY) = 0 es
independiente del campo radical R.

Definicién 3.6.1 Dado un espacio singular trasverso (M,g), diremos que g es
II-plana (o que ¥ es I1-plana) si IIs, = 0, es decir, si [I(X,Y) =0 para todos
X,Y € X (M) tangentes a 3.

Esta definiciéon de métrica I/-plana es la extensiéon natural, para radical ar-
bitrario, de la definicién original ([Kos97]) para radical trasverso. En el caso del
radical tangente, resulta equivalente a que la métrica en la hipersuperficie no
varfa bajo el flujo de cualquier campo radical ([Ag-La]).

Proposicién 3.6.1 Dado un espacio singular trasverso (M, g) con radical tan-
gente, g es I1-plana si y sélo si existe un campo radical R € X (X) de Killing, es
decir, tal que la deriwada de Lie de la métrica en Y se anula

Lr(gs) =0
En este caso, cualquier campo radical es de Killing.

Demostracién ([Ag-La))
Si R € X (X) es un campo radical, entonces para cualquier par X,Y € X (%)
se verifica, usando (1)

R{X,)Y)={([R,X],Y)+(X,[RY]) — 2" (X,Y)

de lo que se deduce la proposicion. &

Podemos relacionar el concepto de métrica [/-plana con la extendibilidad del
trasporte paralelo y de las [J-geodésicas, usando los Teoremas 3.4.1 y 3.5.1, segin
la siguiente

Proposicién 3.6.2 Sea (M, g) un espacio singular trasverso y sea p € ¥. En-
tonces, el radical es trasverso en p € X y la métrica es 11-plana en p si y sélo si,
para cada curva reqular v : I — M trasversa a ¥ por~y (0) = p, existe el trasporte
U-paralelo del hiperplano tangente 1,3 a lo largo de v. En este caso, no existen
[l-geodésicas trasversas a X por p.
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Demostracion

Supongamos que el radical es trasverso en p. Sean w,z € T,M, con w tras-
verso a X (es decir, w = wy, + w™§ € T,M, con £ € Rad, (M) — {0} y w™ # 0).
Si g es II-plana en p entonces, por el Lema 3.2.3

IS (w,z) = w™a™ I (£,€)

que es nulo si y sélo si # € 7,X. Basta aplicar ahora el Teorema 3.4.1 para
concluir que existe el trasporte [J-paralelo de todo el hiperplano 7,.

Para ver el reciproco, primero observamos que si el radical es tangente en p y
w € T, M es trasverso a X, entonces [ Ig (w, &) # 0; pero entonces, por el Teorema
3.4.1, no existe el trasporte U-paralelo de § € T, a lo largo de una curva
trasversa a Y. tal que 7/ (0) = w. Como, por hipdétesis, existe dicho trasporte, el
radical debe ser trasverso en p. Para ver que ademads g es I [-plana en p, tomamos
dos vectores tangentes u,v € T,,Y, y definimos el vector w :=u+¢§ € T,M —T,%.
Entonces, por hipétesis y el Teorema 3.4.1, si v : I — M es trasversa a Y por

v(0) =py ' (0) =w, se tiene
0 =I5 (w,v) = II5 (u,v) + I15 (&, v) = I (u,v)

Como u, v € T),¥ son arbitrarios, se concluye que g es I/-plana en p.
Para terminar basta observar que si w = wy, +w™§ € T,M es trasverso a X,
entonces usando que g es I [-plana y el radical trasverso, se tiene que

]If, (w, w) = (w™)? II; (€& #0

Por el Teorema 3.5.1 concluimos que no existe una [J-geodésica 7 trasversa a >
por p con w =7'(0). &

Corolario 3.6.1 5i v : I — M es una U-geodésica trasversa a ¥ por p y el
radical es trasverso en p, entonces g no es II-plana.

Como veremos en la seccién siguiente, el concepto de métrica I1 -plana estéd
fuertemente relacionado con la extendibilidad de los tensores de curvatura an-
tes mencionados. La Proposicién 3.3.1 relaciona también este concepto con la
extendibilidad de la conexién de Levi-Civita V de M.

Proposicion 3.6.3 Una métrica trasversa g en M es II-plana si y sdlo si para
todos X, Y € X (M) tangentes a ¥, VxY se extiende diferenciablemente a X.
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Este resultado nos lleva, en el caso I/-plano, a la definiciéon de un tensor en
la hipersuperficie de cambio, relacionado también, como veremos, con cuestiones
de extendibilidad de curvaturas. Dado R € X (M) un campo radical, definimos
([Kos97])

I X (X)) x X(8) — 0 (%)
(X,Y) = IITR(X,Y) := [T (VxY, R)}

Es inmediato comprobar que ITI% es, en efecto, C* (X)-bilineal y simétrico.
En el resto de este apartado, consideraremos por separado los casos en que el
radical es trasverso o tangente.

Definicién 3.6.2 Sea (M, g) un espacio singular trasverso con radical trasverso.
Diremos que g es I11-plana si es I1-plana y ITT% = 0.

De la Proposicién 3.3.1 y del Lema 3.2.3 deducimos que, en el caso del radical
trasverso, g es III-plana si y sélo si, siempre que alguno de X,Y € X (M) sea
tangente a X, la derivada covariante VxY se extiende a un campo que también
es tangente a X.

El caso en que el radical es tangente merece ciertas consideraciones previas
(debidas a [Ag-La]). Para comenzar, existe una direccién normal en cada punto
singular caracterizada por ser I//-nula. Esto proporciona una manera de deter-
minar canénicamente un campo normal unitario y un campo radical.

Supongamos que (M, g) es un espacio singular trasverso con radical tangente,
es decir Rad, (M) C T, para todo p € ¥. En cada punto singular p € X, el
espacio normal (TpZ‘)L es un plano tal que

T,% N (T,%)" = Rad, (M)

Consideremos una referencia completamente adaptada (U, E), entonces la apli-
cacién [ If"" define sobre el plano (TPE)L una métrica lorentziana, ya que

1157 (Ey, Ey) ITP (Ey, En) \ B, 2
det ( e (o) T o B ) — (118 (B, B)) < 0
Existen por tanto dos direcciones en (TYZ,E)L que son [ IfM—nula,s, una de ellas
dada por E,, (p) € Rad, (M). La otra direccién determina, salvo signo, un vector
unitario N (p) € (T,%)".

Proposicién 3.6.4 Dado un espacio singular trasverso (M, g) con radical tan-
gente en p € X, existe una unica [J-geodésica ortogonal y trasversa a X por p.
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Demostracién
Basta usar el Teorema 3.5.1 para N (p) € (T,X)". &

Al variar el punto p a lo largo de X, obtenemos un campo normal unitario N €
Xy tal que 11 (N,N) = 0, que llamamos normal principal. Este campo define,
salvo signo, una sequnda forma fundamental en la hipersuperficie de cambio X2,
H = HY, por H(X,Y) = OxY (N). Esta segunda forma fundamental nos
permite a su vez definir un campo radical R € X (X), caracterizado por ser
H (R, R) = —1. En efecto, resulta que si p € 3

Hp (Em (p) s B (p)) = DEV,n(P)Em (Np)
=—Ug,@N (En () + En (p) (N, Epn)
=—1IF"" (E,, (p),N,) # 0

Eligiendo adecuadamente el signo del campo normal principal N € Xy determi-
namos candénicamente, salvo signo, un campo radical R € X (X), que llamamos
radical principal, tal que H (R, R) = —1. La aplicacién I1 = IT%¥ verifica por
tanto

IT(N,N)=0

II (N, X)=—H(X,R), para todo X € X (%)

IT(AJR) =0 AcX(X)

El siguiente paso es construir una distribucion pantalla (o Screen) en la hiper-
superficie de cambio de signatura 3, es decir una distribucién en ¥ trasversa al
radical (de dimensién maxima). Lo conseguimos de manera canénica eligiendo,
en cada punto singular p € ¥, el subespacio

Sy={veT,X:H,(R,v)=0}

Llamamos a S — X distribucion pantalla candnica ([Ag-Lal), y denotamos por
I'(S) al C* (X)-moédulo de secciones de S. Asimismo, denotamos por

HS:T(S)xT(S) = C™ (%)

a la restriccion del tensor H € S? (X)) a la pantalla canénica S.

Sabemos que H (R, R) = —1 # 0, donde R € X (X) es el campo radical
principal, por lo que no puede exigirse que H se anule. Diremos que g es ‘H-plana
si H¥ = 0, es decir si H (X,Y) = 0 para todo X,Y € I'(S5).

Es claro que cualquier campo a lo largo de la hipersuperficie de cambio de
signatura A € Xy, puede descomponerse en la forma

A=v(A)N+ A% +p(AR
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donde A® € T'(S) es la componente en el Screen y

{V(A) .= (A, N)
p(A) = —H(A—v(A)N,R)

son las componentes normal y radical, respectivamente. Por comodidad denota-
remos v (X) = v (X|g) vy p(X) = p(X|y) para cualquier campo X € X (M).
Entre todas las posibles extensiones locales de campos sobre X, existen unas
particulares, llamadas extensiones candnicas, que nos interesa definir. La cons-
truccion es la siguiente: apelando a la Proposicion 3.6.4, por cada punto sin-
gular podemos encontrar una [l-geodésica trasversa a X con velocidad inicial
N, € (T,%)". Existe entonces una extensién (local) N € % (M) del campo nor-
mal principal, caracterizada por [JNyIN = 0. Usando el flujo de este campo, para
cada A € Xy existe una extension (local) A € X (M), caracterizada esta vez por

[A,N] =0

A estas extensiones las llamamos eztensiones candnicas ([Ag-La]). Nos resultara
util saber que, si A € Xy, las extensiones candnicas verifican

N (A, N) =0

ya que N(A/N) = ONA(N) = OAN(N) = A(N,N) = 0. Por tanto, si
X € X (X) entonces su extensiéon canénica verifica

<Xa N> =0 (15)

Si g es II-plana, el tensor simétrico IT17 € S? (3) definido arriba verifica,
para todo X,Y € X (%)

I (X,Y)=I1I"(VxY,R) = (VxY|y, N)
=0xY (N) =H(X,Y)

Obsérvese que la existencia del tensor H € S? (X)) estd asegurada para cualquier
métrica trasversa con radical tangente, mientras que el tensor IT1% € S? (%)
necesita que g sea II-plana para existir. La relacién entre I11% y H, cuando g
es II-plana, motiva la siguiente definicion de métrica /1/-plana, en el caso del
radical tangente ([Ag-Lal).

Definicién 3.6.3 Sea (M, g) un espacio singular trasverso con radical tangente.
Diremos que g es I11-plana si g es I1-plana y H-plana.
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3.7 Extendibilidad de los tensores de curvatura

En la parte semi-riemanniana (M, gyy) de un espacio singular trasverso tenemos
perfectamente definidos los tensores clasicos de la Geometria semi-riemanniana
([O’Ne]). Dado un tensor A € Z7 (M) en M, diremos que A se extiende diferen-
ciablemente a ¥ si existe otro tensor A € I7 (M) en M tal que Al,; = A. Nétese
que esto es equivalente a que, dados w',....w" € X* (M) y X1,.....X, € X (M), la
funcién

AW X, X)) € C%® (M)

se extiende diferenciablemente a X.
Existen diversos resultados de extendibilidad de los tensores de curvatura de la
Geometria semi-riemanniana ([Kos97],[Ag-Lal), que comentaremos més adelante.
Dados X,Y,Z,T € X (M) cuatro campos de un espacio singular trasverso
(M,g),y (U, (E),..., E,)) una referencia ortonormal adaptada, podemos expresar
su curvatura covariante K € €M) definida por ([O’Ne])

K(X,Y,Z,T):=0x (VyZ)(T) = Oy (Vx2) (T) = Ox v Z (T)

. . . _ —1 .
como un polinomio en la variable 771 := (E,,, E,,,)" " con coeficientes en C* (U);
concretamente,

K(X,Y,Z,T) = (K (X,Y,Z,T))y + 7 " (K (X,Y, Z,T)), (16)
donde

(K (4,2, 1))y = 21X (Or 2 (B)) — Y (057 (B) +

+mz_: {OyZ (E;)OxE; (T) — Ox Z (E;) Oy E; (T)} +

—i—X_(T*l (Em, T)OyZ (Em)) -Y (7'71 (B, T)Ox Z (Em))
—DxnZ(T)
(K (X> Y7 Z7 T))l =UxZ (Em) LyT (Em) - vz (Em) OxT (Em)

Para comprobar esta férmula basta usar la expresién de los campos (10) en una
referencia adaptada (U, E), y las propiedades de la conexién dual.

Lema 3.7.1 K (X,Y,Z,T) se extiende diferenciablemente a ¥ si y sélo si

[17(X, Z) TR (X, T)
det <UR (Y, Z) II%(Y,T) ) =0

En efecto, basta observar que, usando la Proposicién 3.1.1, K (X,Y, Z, T) se
extiende diferenciablemente a ¥ si y sélo si la funcién diferenciable (K (X, Y, Z,T)),
se anula sobre la hipersuperficie de cambio ¥, y recordar la observacién (8)

OxY (En)|g = ITP" (X,Y)
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Siguiendo la misma idea, caracterizamos la extendibilidad del tensor de Ricci
y de la curvatura escalar de M. Es fdcil expresar localmente el tensor de Ricci
Ric := C}(R) € 5% (M) ([O’'Ne]), con R € I3 (M) el tensor de curvatura de
Riemann, en una referencia ortonormal adaptada (U, F)

m—1
Ric(X,Y) = &K (X,E,Y, E)+7 'K (X, Ep,Y, Ey) (17)
=1

Sustituyendo segiin la expresién (16) llegamos a
Ric(X,Y) = (Ric(X,Y)), + 7 " (Ric(X,Y)), + 7 (Ric(X,Y)), (18)
donde

(Ric (X7 Y))O = 21111 € (K (Xa EiaYVv EZ))O
(Ric (X7 Y))l = Zzzl & (K (Xa E;Y, EZ))l + (K (X7 Ema}/vEm))o
(Ric(X,Y)), = (K (X, En.Y, En)),

Lema 3.7.2 Ric(X,Y) se extiende diferenciablemente a ¥ si y sélo si las fun-
ciones (Ric(X,Y)), y (Ric(X,Y)), + 71 (Ric (X,Y)), se anulan sobre X.

La expresién polindémica de la curvatura escalar Sc := C (Ric) € C* (M)

([O’Ne]) la obtenemos de su expresién local en la referencia ortonormal adaptada
(U, E)

m—1
Sc = Z g;Ric(E;, E;) + ' Ric (B, Enm) (19)

=1

Sustituyendo segin la expresién (18), obtenemos

Sc=(Sc)y+ 7" (Se), + 772 (S¢), (20)

(SC)O = er; 116 6] ( (E]a Eia E aEz))
(Sc)y = Z:n] 155J( (i, Ej, Ei, Ej)), +m2 -1 5Z( (Ei, B, Ei, Ey))y
(SC) - 2 Zz 1 gl( (EZ7 EWU EZ7 Em))

<.

Nétese ademds que el término de la forma 772 (Sc), se anula, ya que (Sc), =
(Ric (Em, Em)), = 0. Es claro entonces el siguiente

Lema 3.7.3 Sc se extiende diferenciablemente a ¥ si y solo si (Sc), y (Sc), +
771 (Sc), se anulan sobre X.
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Repasemos los resultados principales acerca de la extendibilidad de estos ten-
sores ([Kos97],[Ag-La]). Primeramente debemos destacar que, si el tensor de
curvatura covariante K € €M se extiende diferenciablemente a 3 (es decir, si pa-
ra cualquiera X,Y, Z, T € X (M), K (X,Y,Z,T) se extiende diferenciablemente
a X), entonces el radical necesariamente es trasverso. En efecto, si el radical es
tangente en p € X, podemos tomar una referencia ortonormal adaptada (U, F)
en torno a p, tal que E; (p) ¢ T,X. Pero entonces 115 (E,, (p), En(p)) =0y
I8 (Ey (p), B, (p)) # 0,y por el Lema 3.7.1, K (E, E,,, E1, E,,) no se extiende
a .

Este resultado, junto al siguiente, aparecieron por primera vez en [Kos97]
(Tma.3).

Teorema 3.7.1 Dado (M, g) un espacio singular trasverso, la curvatura cova-
riante K € €M se extiende diferenciablemente a X si y solo si el radical es
trasverso y g es II-plana.

En algunas demostraciones, como en la siguiente, por razones de simplicidad
en la notacién, dada una referencia (U, E) y un tensor A € 7!, convendremos en
llamar

Abbr— g (wbl, W By Eas)

aj...as

donde (w?, ...,w™) es la referencia dual de E.

Demostracién

Si K se extiende diferenciablemente a 3, acabamos de ver que el radical es
trasverso. Tomando una referencia ortonormal completamente adaptada (U, £),
se tiene que IT2m £ 0y 11X = 0. Como Kjpim se extiende, tenemos (Lema
3.7.1)

0= IIEm [[Fn — (175m)* = [1Em [[Fm

luego [ If’” = 0. Ademds, como Kj;;; se extiende, deducimos
2 2
0=1I7"117™ — (115)" = — (117m)

luego g es Il-plana. Reciprocamente, si el radical es trasverso y g es I[l-plana,
asumiendo que (U, E) es una referencia ortonormal completamente adaptada,
tenemos que [ 1P (X, E;) = 0 para cualquier X € X (M), luego V x E; se extiende
diferenciablemente a 3 (por la Proposicién 3.3.1). Entonces K (XY, E;,T) se
extiende diferenciablemente a ¥ para cualquiera XY, T € X (M). Y esto es
suficiente, pues usando las simetrias de K restarfa probar el caso K,.mmm, que
obviamente se extiende por ser nulo. &

Proposicién 3.7.1 Dado (M, g) un espacio singular trasverso, el tensor de Ricci
Ric € S? (M) se extiende diferenciablemente a X si y sdlo si el radical es trasverso
y g es III-plana. En este caso la curvatura escalar también se extiende a .
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Demostracion

Primero veamos que si el tensor de Ricci se extiende a 3, el radical necesa-
riamente es trasverso. En efecto, si el radical es tangente a ¥ en algin p € X,
podemos encontrar una referencia ortonormal adaptada (U, E') en torno a p tal
que E; y E5 son trasversos a ¥ en p, es decir £y (p),Es (p) ¢ T,2. Como

(Ric (Eh EQ))2 (p) = (K (Elv Em? E27 Em))l (p)
=—117"®)(Ey (p), Evy (p)) II7"P) (E3 (p) , B () # 0

el Lema 3.7.2 nos dice que Ric (E1, E») no se extiende a X.

A continuacién veamos que, cuando ademds de ser el radical trasverso, la
métrica g es [1-plana, el tensor de Ricci se extiende diferenciablemente a X si
y solo si g es II1-plana. En efecto, del Teorema 3.7.3 y de la expresién (17) se
deduce que Ric(X,Y) se extiende diferenciablemente a ¥ si y solo si la funcién
K (X,E,,Y,E,) se anula en la hipersuperficie ¥, para (U, F) una referencia
ortonormal completamente adaptada. Por tanto Ric (FE;, E,,) se extiende. Puesto
que ges II-plana, se tiene

Kimjm|2 = 11" (Elu VEmEj) — [1Fn (Em7 szEJ) B

—II* ([E;, Ep), E;) = =115 (E,,, Vg, E;) (21)
— _]Ijgm
luego Ric;; se extiende siy sélosi 111 5”” = 0, de lo que se sigue nuestra afirmacién.

Para terminar la demostraciéon resta comprobar que, si el tensor de Ricci se
extiende diferenciablemente a ¥ (y el radical es trasverso), entonces g es I I-plana.
Para esto observamos que, del Lema 3.7.2,

0 = (Ricij)y|, = Kimjm), |, = =TI, IT5m

y como el radical es trasverso debe ser 11 5’” = 0.
En cuanto a que la curvatura escalar también se extiende diferenciablemente
a X basta tener en cuenta (20) y que

m—1 m—1
. j : § : Em _
chmm|2 = E; Kmimi‘z = — EZIII” =0
i=1 i=1
con lo que terminamos. &

El teorema siguiente, que apareci6 por vez primera en [Ag-La] (Tma. 5), abor-
da la cuestién de la extendibilidad de la curvatura covariante K de cuatro campos
XY, Z, T € X (M), en el caso del radical tangente. Utilicemos la notacién

vAp(X,Y)=det (ng;gg‘;f;)
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Teorema 3.7.2 Dado un espacio singular trasverso (M, g) con radical tangente,
g es II-plana si y sélo si para cualquiera cuatro campos X, Y, Z. T € X (M) tales
que v N p(X,Y) v Ap(Z,T) =0, su curvatura covariante K (X,Y,Z,T) se
extiende diferenciablemente a ¥. Ademds, si g es II-plana y K (X,Y,Z,T) se
extiende diferenciablemente a ¥, entonces v A p(X,Y)-vAp(Z,T)=0.

Demostracién
El teorema se deduce facilmente de los dos hechos siguientes. Si g es I [-plana
entonces

[1(X,2)II(X,T)\ _
det (II(Y,Z) Iy )~ —vAp(X,Y) - vAp(ZT)
de lo que se sigue (por el Lema 3.7.1) que K (X,Y, Z,T) se extiende diferencia-
blemente a ¥ siy sélosi vAp (X,Y)-vAp(Z,T) = 0. Por tdltimo, si V,W € ' (5)
entonces v A p (N, V) -v A p(R,W) = 0, luego resulta

 (II(N,R)II(N,W)
0= det (H (V.R) IT(V, W)

) = —IT(V,W)

por tanto, g es I/-plana. &

Para finalizar la seccién enunciamos la Proposicién 7 de [Ag-La], que trata la
cuestion de la extendibilidad del tensor de Ricci, en el caso del radical tangente.

Proposicién 3.7.2 Sea (M, g) un espacio singular trasverso con radical tangen-

te, y N,V W, R € X (M) extensiones arbitrarias de los campos mnormal principal
N € Xs, V,W € T'(S) y radical principal R € X (X). Entonces

1)Ric(V,R) se extiende a ¥, pero ni Ric(N,N) ni Ric(R,R) lo hacen.
2)Si [V,R] € T'(S) entonces Ric(N,V) se extiende a X.

3)Sea g II-plana. Entonces Ric(N,R) se extiende a X. Ademds

Ric(V, W) se extiende a X si y sélo si H (V,W) = 0; en particular,

si g es II1-plana entonces siempre Ric(V, V) se extiende a X.

Aqui V y R denotan las extensiones canénicas de V' y R.

Corolario 3.7.1 En un espacio singular trasverso con radical tangente, la cur-

vatura escalar Sc no se extiende diferenciablemente a la hipersuperficie singular
Y.

En efecto, si consideramos una referencia (U, F') completamente adaptada,
con Ei|y, = N, entonces Rici; no se extiende a X, y por tanto Sc tampoco.
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3.8 Ejemplos coordenados

En esta seccién estudiamos dos ejemplos de espacios singulares trasversos, el pri-
mero trata el caso del radical trasverso, y el segundo el del radical tangente. Los
ejemplos se obtienen a partir de sistemas de coordenadas completamente adap-
tados, por lo que podemos decir que estos son todos los ejemplos locales cuando
el radical mantiene su cardcter. A cada ejemplo le precede el resultado tedrico de
existencia de sistemas de coordenadas completamente adaptados que permite su
definicién. El primero de los resultados se debe a [Kos94] (Lema 3), y es conse-
cuencia del Teorema (3.5.2) de existencia y unicidad de lineas semigeodésicas. El
segundo se debe a [Ag-La] (Rem. 3), y es consecuencia de la Proposicién 3.6.4.

Sea (M, g) un espacio singular trasverso, con radical trasverso. En virtud
del Teorema 3.5.2 podemos afirmar que, dado un vector radical & € Rad, (M)
trasverso a X, existird una tnica linea semigeodésica maximal C), cuyo tangente
en p estd generado por €. Por tanto, dado R € X () un campo radical, existe una
unica familia de semigeodésicas trasversas a Y tales que, en cada punto singular
p € X, la recta tangente estd generada por R, € Rad, (M). Esta familia nos
permite definir sistemas de coordenadas (de clase C') completamente adaptados.

Proposicién 3.8.1 Sea (M, g) un espacio singular trasverso, con radical tras-
verso. FEntonces, en torno a cada punto singular p € Y existe un sistema de
coordenadas (U, p = (x,...,2™)), con 2™ al menos de clase C', completamente
adaptado, y tal que las lineas coordenadas x' = cte,...,x™ ' = cte son semigeo-
désicas. La métrica en estas coordenadas se expresa

m—1
g= Z gijdxi odx’ 4+ tdx™ o dx™

ij=1
donde T = Gpm-

Demostracién ([Kos94], Lema 3)

Para encontrarlo se toma primero (V, (y!,...,4™ 1)) un sistema de coordena-
das en Y, y un entorno abierto U en M tal que para cada g € U existe una tinica
linea semigeodésica maximal C), (ver Tma. 3.5.2), con p € V, tal que ¢ € C,,.
Puede demostrarse ([Kos94]) que cada linea semigeodésica C), admite una para-
metrizacién de Clase‘Cd, Y i I, = Cp tal que v, (0) =pyg (7;, (t),7, (1) =t
Definimos z* (¢) = 3 (p), 2™ (¢) =t el tinico nimero real tal que 7, (t) = ¢. Ob-
viamente &%ovp = 7, luego a%n‘p € Rad, (M). Resulta ademés (ver detalles en
[Kos94]) que gi,, = 0, luego las coordenadas (U, (2, ..., 2™)) estén completamente
adaptadas. &

Aunque este teorema tnicamente garantiza clase C! para la coordenada 2™,
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no impide que pueda ser de clase C?, para p > 1, en ejemplos concretos, como el
que vemos a continuacion.

Ejemplo 3.8.1 Dotamos a M =R™ (m > 2) de la métrica

(gu) = ((gij) xm)

donde (gi;) es una matriz de rango constante mdximo m —1, con g;; € C* (R™).

Es facil ver (R™, g) es un espacio singular, con hipersuperficie de cambio de

signatura
Y={zeR": 2™ =0}

y parte semi-riemanniana M = M* UM™, donde (¢ = +, —)
M® ={z eR":ex™ >0}

En cada punto singular p € ¥ el radical es trasverso, ya que

)

De hecho, las coordenadas cartesianas (R™, Idgm) son completamente adaptadas.
Calculamos los sfmbolos de Christoffel en estas coordenadas:

1 )99k | g _ 909ij
F’%J - Q{axi + B BEL

Rad, (R™) = Span (aam

T — 199

mij — T 9 9xm
mej:()
_ 1
mem_§

El sistema de ecuaciones de las [J-geodésicas (4) se convierte en

m d2 J J O
{OIZ {dtz 9]k+Zz 1 dt dt Pkw}jLJ_ j= 1%8% (22)

— m—1 dy' dy? 9gij 4 1 (dy™)?
0 i 2Z,gldt dtaxm+2(dt)
(recordemos que denotamos igual gp. = G 0¥, Teap = Leap © 7). Las componentes
L o .
de la aplicacién I13=™ en las coordenadas cartesianas son

1 9gi
Iij = Uijly, = =5 5y
Il =0
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agz’j
ox™

Por tanto, g es I[-plana si y sélo si =0, es decir (Prop. 3.1.1), si existen
b

unas funciones f;; € C*° (R™) tales que ggf]; = 2™ f;;. Puede verse, estudiando la
ecuacion diferencial ' = zk (), que esto es equivalente a

m OFij
dx™

gij = — ki
con k;i; € C* (R™).

Cuando g es I I-plana, la Proposicién 3.6.2 nos dice que no existen [J-geodésicas
trasversas a la hipersuperficie de cambio . Ahora podemos verlo de otra forma
pues, si v : I — M es una curva regular trasversa a ¥ por v (0) € X, enton-

ces Y™ € C* (1) verifica v (0) =0y d};n (0) # 0, luego no satisface la tltima

ecuacion del sistema (22) para t = 0 (teniendo en cuenta que %,% =0):
>

O 0 (B 0) =3 (Do) o

2\ dt

y por tanto v no es [J-geodésica.

En cualquier caso, el Teorema 3.5.2 nos dice que, por ser el radical trasver-
so, existen siempre lineas semigeodésicas que atraviesan > con direccion radical.
Vedmoslo con un ejemplo sencillo. Supongamos que las funciones g;; son cons-
tantes (con lo que g es I1-plana). Entonces el sistema (22) se escribe

m  d2~7
- md2 m l d~™ 2
0=7 +3 (%)

dt? dt

. . . 2.

Las primeras m — 1 ecuaciones nos dicen que las %72— deben ser nulas (por ser
. . . dyI .

(gjx) invertible), es decir 5~ = a; € R. Definimos, para cada a = (ay, ..., an),

con a,, # 0, y cada ¢ = £1, la curva regular v, : (—0,0) U (0,5) — M* por

)

Esta curva verifica el sistema (23), por lo que es [J-geodésica (en M®). Ademads

W

3
Ya (t) = (alt + b1, am—lt + Pm-1,€ (iamt)

ygpa (t) = (p1s -, Pm-1,0) € X

por lo que podemos extenderla con continuidad a una curva vy, : (—=9,6) — MFUX.
Sin embargo, es claro que no existe

1
Ya' (n\ _ 3 o
%EIS o (t) = eam IE% < 2amt)

por lo la curva no admite una extensién diferenciable.
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Las curvas 7y, que acabamos de definir estdn contenidas en una tnica com-
ponente conexa M¢ de la parte semi-riemanniana M, por lo que no atraviesan
>.. No obstante, podemos concatenar con continuidad dos trozos de estas curvas
para conseguir curvas continuas que atraviesan Y, tomando «, : (—0,d) — M
definida por

2
(axt + P,y G-t + a1, — (Bamt) ) s ¢

Qg (t) = 2
(axt + p1soos it + P, (Bant)7) sit

0
0

VoA

Noétese que las direcciones tangentes de cada «, convergen a Rad, (M) cuando
t tiende a 0, por lo que la trayectoria C) = oy ((—0,d)) es una subvariedad de
clase C! que atraviesa X, tal que Cp — {p} es una linea [J-geodésica. Este hecho
no contradice la unicidad de las lineas semigeodésicas (ver Tma. 3.5.2), ya que
entre todas estas trayectorias que atraviesan Y en la direccién radical, sélo hay
una que es linea semigeodésica, es decir, s6lo hay una trayectoria que admite una
parametrizacién al menos de clase C? (de hecho en este ejemplo, es de clase C*),
a saber, la lfnea C para a = (0, ...,0, a,,), es decir:

C, = {x eR™:xl =py, ..t :pm,l}

A continuacién pasamos a considerar el caso del radical tangente.

Proposicién 3.8.2 Sea (M, g) un espacio singular trasverso con radical tangen-
te. Entonces, en torno a cada punto singular, existe un sistema de coordenadas
(U, p = (at,...,2™)) completamente adaptado tal que 8%1 =N, % = R son las
extensiones candnicas de los campos principales, vt = 0 es una ecuacion de 3, y

la métrica se escribe
1

(gab) - (g)\,u) 3619,\
(219" =" gm
donde X, v recorren {2, ...,m — 1}, (gx,) es una matriz de rango constante m — 2,
I Grs Gm € C° (R™) y gy, (0,22, ..., 2™) = 2.

Demostracién ([Ag-Laj, Remark 3)
La construccién del sistema consiste en tomar primero (V, (y2,...,4™)) unas

coordenadas de X tales que agrn € X (X)sea radical, y usar el flujo del campo
N para definir las coordenadas (U, (z?,...,2™)) tales que a%a son extensiones

canénicas. Claramente, ' = 0 es una ecuacién de X. Por (15), g1, = 0 (j =
2,...,m), y como ginly = 0 existen g; € C* (R™) tales que g, = x'g; (i =
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2,...,m). Finalmente, como 7 = ¢,m = ‘g, entonces

9Grmm
gm‘gz W . = N(T) = 2|:|NR(R)
— —9H(R,R) =2

con lo que terminamos. &

En contraste con el caso del radical trasverso (Prop. 3.8.1), el sistema de

coordenadas completamente adaptado que encontramos es diferenciable (es decir,
de clase C'™).

Ejemplo 3.8.2 En la misma variedad diferenciable R™ (m > 3) definimos la
métrica como en la Proposicion 3.8.2:

1
)= | (@) a0
(2'92)" z'gm
donde X, v recorren {2, ...,m — 1}, (ga,) es una matriz de rango constante m — 2,

s Gy Im e C> (Rm) Y gm (0,$2, 733m) =2.

El espacio (R™, g) no es, en general, un espacio singular trasverso, a menos
que exijamos cierta condicién sobre las funciones gy, g, gn. Para verlo, hemos
de calcular det (gqp). Si definimos la matriz

1

A=1 (9"
1
entonces
1
det [A - (gup)] =det | Im—o2 B
(xng)T xlgm
donde

= (9) («'92)
)

Desarrollando el determinante det [ - (gap)] por adjuntos en la tltima columna
(y teniendo en cuenta que det A = det (g “)) obtenemos

det (™) det (gap) =" gim + (xlgA)T (9™) (z'gn)
=q! {gm +at ()" (™) (QA)}
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Despejando det (gq) tenemos la expresion que necesitamos

et (gay) = 2 det (g3,) {gm + 2" (92)" (6™) (o)} (24)
No hay ninguna razoén, a priori, que nos diga que la funcién

f=gm+z' (90" (¢™) (90) € C= (R™)

nunca se anula en R™, puesto que tenemos total libertad de eleccién de las fun-
ciones g,. Tomamos el abierto U := R™— f~1 (0), entonces, como f|,._, =2 # 0,
el hiperplano ! = 0 estd contenido en U. Por tanto, la férmula (24) nos dice que
(U, gu) es un espacio singular, cuyo conjunto de puntos singulares es el hiperplano

Z:{xeRm:x1:0}

Un pequeno célculo muestra que, si p € X, se verifica d, (det (gq5)) # 0, por lo
que g es trasversa en los puntos singulares X, y asi, (U, gy) es un espacio singular
trasverso.

En cada punto p € ¥ el radical es tangente, ya que

)

Los sfmbolos de Christoffel de primera especie resultan ser

” 0
Rad, (R™) = Span (8:6_’”

- - 1 [ ag, 9gx 99
P =T =0 Doy =3 { 2 T Der oot
_ 199 — 1)1 (09 4 Ogu) _ O9xu
Pl)‘ﬂ 2 9zt Pm}‘“ 2 {LE‘ (81’“ + Oz dx™
_ 1 10, _ 1,109
Fl)xm ) {g)\ +x 5‘?} Fm)\m =357 85'7);L
— 1 199m _1,.199m

Es facil ver que las curvas coordenadas v (t) = (¢, ps, ..., b ) verifican el sistema de

ecuaciones diferenciales de las [J-geodésicas (4), por lo que las lineas coordenadas

2% = cte,..., ™ = cte son [J-geodésicas. Entonces -2 € X (R™) es la extensién

1
X
canénica del campo normal principal de X2, es decir 8421 = N, y ademas los campos
xr

aii también son extensiones canénicas de campos de X.

. ., 9 . .
En estas coordenadas, la aplicacién I13=™ tiene por coeficientes

11, =0 -U/\u — Fm)\u‘z _ _1 99
Iy, = leu‘x = _% gu|z I, =0 (25)
IIlm = lem‘E = —% gm|2 IImm =0

mientras que los coeficientes de la aplicaciéon ‘H son

o
Hop = le\u|2 = _% éqajl .
Hom = Diagly = —1 (26)
= Tiuly = =3 oy

Hpm = Pl/\u‘z = _% gmly = —1
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Como H,,,, = —1, deducimos que 8:?’" € X (R™) es la extensién candnica del
3

campo radical principal de Y, es decir 57 = R, y por tanto las coordenadas

cartesianas (R™, Idgm) son completamente adaptadas.

ag)\u

= | =0, es

Teniendo en cuenta (25), es claro que g es I/-plana si y sélo si

Ogry
orm

decir z! fr, con fir, € C™ (R™), lo que equivale a que

1
D = T kxy +cxp

para algunas ky,,cy, € C*(R™), con g;ﬁ;‘ = 0. Teniendo en cuenta ahora
)
(26), es claro que g es H-plana si y sélo si %‘?{‘ =0, es decir %‘?{‘ = 2! fyu, con
)
Fr € C* (R™), que equivale a que
ody,
190

para alguna dy, € C* (R™).

Cuando la pantalla canénica S es una distribucién integrable ([Bi]) es posible
encontrar sistemas de coordenadas (U, p = (y!,...,y™)) completamente adapta-
dos como en la Prop. 3.8.2, en los que las subvariedades y* = 0, y™ = cte son
integrales de S. En este caso, las H,,, son nulas, luego de (26) y la Prop. 3.1.1,
gr = zthy, con hy € C* (M). Recfprocamente, si existen sistemas de coordena-
das completamente adaptados (U, ¢ = (3%, ..., ™)) como en la Prop. 3.8.2, en los
que g\ = z'hy, entonces la pantalla canénica S es integrable, y las subvariedades
y' =0, y™ = cte son integrales de S.
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4 Espacios conformes singulares trasversos

Existen diversas formas de definir una estructura conforme en una variedad
semi-riemanniana (ver por ejemplo [Ku88|). En este trabajo, dada una varie-
dad semi-riemanniana (M, g), entenderemos que una estructura conforme semi-
riemanniana asociada a g es una clase de métricas semi-riemannianas conforme-
mente equivalentes a g, es decir

C={e¥g: feC> M)}

Decimos que (M,C) es una variedad conforme semi-riemanniana, y que f es
la funcion de escala entre g y § = €2>fg. Nuestro objetivo en esta seccién es
establecer una construccion andloga para espacios singulares trasversos.

4.1 Estructuras conformes degeneradas. Espacios confor-
mes singulares. Férmulas de transformacion.

Tomemos un espacio singular (M, g) y llamemos C a la clase de métricas confor-
memente equivalentes a g, es decir

C={e¥g: feCc> M)}

Es claro que todas las métricas de C son degeneradas, y que el conjunto de puntos
singulares de M es independiente de la métrica de C. En efecto, consideremos la
métrica § = e*/g € C. Asf (M, ) es también un espacio singular y

Y={peM: g, = P g es degenerada} = X
Ademis, en cada punto singular p € 3, coinciden los subespacios radicales
Rad, (M) = {z € T,M : Py (2,y) =0Vy € T,M} = Rad, (M)

Definicién 4.1.1 Decimos que (M, C) es un espacio conforme singular si alguna
(y por tanto toda) g € C es degenerada.

Podemos hablar, por tanto, del conjunto de puntos singulares > de un espacio
conforme singular (M, C), asi como del radical Rad (M) de (M,C), y (siempre
que M # 0) de la parte conforme semi-riemanniana (M, Cy) de (M,C).

Dado (M, C) un espacio conforme singular, cada g € C proporciona una co-
nexién dual asociada 0. Si dos métricas g,7 € C se relacionan por § = e¢*/ ¢, las
conexiones duales asociadas [, O se relacionan, usando la férmula de Koszul, por

OxY(2) = {OxY (2) + LI (XY, Z)} (27)
donde L : X (M )> — C> (M) es el tensor definido por

LY (XY, Z):=(Xf)g(Y,Z)+ (Y g(Z,X) - (Zf)g(X.Y)  (28)
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para X, Y, Z € X (M). Obsérvese que en la variedad conforme semi-riemanniana
(M, Cyp), se verifica

Ly (X.Y,Z) =g (VxY — VxY.Z)

Usando la férmula (27) deducimos fécilmente la relacién entre los simbolos de
Christoffel de g y g en las coordenadas (U, ¢ = (x',...,2™))

_ af af af
I_‘cab €-g {Fcab + 0:1:“ Gbe + axbgac axcgab}

y la relacién entre las aplicaciones ﬁf, y II5parap e ¥y £ € Rad, (M) — {0}
+5¢
IT, = 2T {115 —¢f - g,} (29)

Finalmente, dada la curva regular v : I — M, las derivadas covariantes duales

=y 5 alo largo de 7 se relacionan por la férmula (usando la Prop. 2.3.1y (27))
av a(foy) J BV

— = U = LI (y,V, 30

R = S P (30)

para V € X (v).

4.2 Estructuras conformes trasversas

Sea (M, C) un espacio conforme singular, y g € C. Supongamos que g es trasversa
en Y. Veamos que esta trasversalidad es independiente de la métrica elegida en
C, es decir,que si § = e*/¢g € C es una métrica conformemene equivalente a g,
entonces ¢ también es trasversa en .

Tomemos unas coordenadas (U, ¢) en torno a un punto singular p € ¥. Como
G, = det (7%,) = /G, y G, (p) = 0 tenemos

d,G, = P d,G,
de lo que deducimos que 7 es trasversa en p si y solo si g lo es.

Definicién 4.2.1 Decimos que (M, C) es un espacio conforme singular trasverso
(con cambio trasversal de signatura a través de X2) si (M, g) es un espacio singular
trasverso (con ¥ su hipersuperficie de cambio), para alguna (y por tanto para toda)
gecC.

Otra forma de probar que la trasversalidad en C es independiente de la métrica
g € C, se obtiene usando la Proposicién 3.1.2 y la relacién (29). Si tomamos
¢ € Rad, (M) — {0}, entonces, por (29), para cualquier x € T,M

T (2,€) = O {18 (2,6) — £ - g (2,6)} = OIS (,€)

con lo que, por la Proposicién 3.1.2, § es trasversa en p si y sélo si g lo es.
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4.3 Extendibilidad del paralelismo de Fermi-Walker

Como puede consultarse en [Sa], una estructura conforme riemanniana C define
una conexion a lo largo de curvas regulares &= : X () — X (), caracterizada por
coincidir localmente con la derivada covariante de Levi-Civita % (alo largo de )
asociada a alguna métrica riemanniana g € C que tiene a v por geodésica. Esta
conexién se conoce por conezion de Fermi-Walker a lo largo de la curva . Los
dos hechos que posibilitan esta definicién son los siguientes (ver [Sal). Primero,
dado t € I existe ¢ > 0y g € C tales que 7\(t_€7t te) €8 g-geodésica, y segundo, si
g1, 92 € C son dos métricas que tienen a la curva v por geodésica, entonces sus
derivadas covariantes a lo largo de v coinciden.

Si la estructura conforme es semi-riemanniana, es posible definir también la
conexién de Fermi-Walker a lo largo de curvas regulares v que nunca son luz, esto
es, tales que g (7' (t),7' (t)) # 0, para todo t € I (es claro que esta condicién es
conforme).

En un espacio conforme singular trasverso (M, C) existe, por tanto, la conexién
de Fermi-Walker a lo largo de curvas regulares nunca luz v : I — M contenidas en
la parte conforme semi-riemanniana (M, Cpg). Diremos que un campo V' € X (7) es
Fermi- Walker paralelo a lo largo de +y si % = 0. El trasporte paralelo inducido
por la conexién de Fermi-Walker se conoce por paralelismo de Fermi- Walker.

El objetivo de esta seccién es estudiar la extendibilidad del paralelismo de
Fermi-Walker a lo largo de curvas regulares v : [ — M trasversas a la hiper-
superficie de cambio de signatura ¥ (por p = v(0)), y que nunca son luz, ni
radicales al atravesar ¥. Mads concretamente, dado v € T',)M, se pretende es-
tudiar en qué condiciones existe un campo V' € X (), Fermi-Walker paralelo en
M, con V (0) = v.

Sea v : I — M una curva regular en un espacio conforme singular trasverso
(M,C). Supongamos ademds que g (7' (t),~ (t)) # 0, para todot € I, g € C, es
decir v nunca es luz, ni radical en el caso que interseque a .

Tomemos dos métricas g y g en la clase C, relacionadas por § = €*/g, con
f € C>®(M). Entonces, usando (30) para V = ', se obtiene:

=S (31)
lo que conduce al siguiente
Lema 4.3.1 « es O-geodésica si y solo si
Y 2 Y
da  g(,7) dt
Demostracion: B
De (31) se deduce que v es U-geodésica si y sélo si

Dd_zl - {QMQ Y, =9('.7) df‘”} .

(g ('s)+a () dfl, (32)

dt



4 ESPACIOS CONFORMES SINGULARES TRASVERSOS 50

Evaluando en +' vemos que

D7/ AN d(fOfY) ro
W(V)——TQ(%V)

Basta sustituir esta expresién en (33) para obtener (32). &

Lema 4.3.2 Sea o« € X*(y) una 1-forma a lo largo de una curva reqular =y :
I — M en una variedad diferenciable M. Entonces, para cada ty € I existe una
funcion diferenciable f € C* (Uy) en un entorno abierto Uy de v (ty) en M, tal
que

df\v(t) = qu, para todo t € I tal que 7 (t) € Uy

Demostracion:
Tomemos un sistema de coordenadas (Uy, ¢ = (z!,...,2™)) en torno a - (o)
tal que po~y (t) = (t,0,...,0). En estas coordenadas, la forma « puede expresarse

m
_ a
a= E g da’|,
a=1

donde o, € C*° (I). Elijjamos f; € C* (I) una primitiva de «;, es decir a; = f.
Definimos la funcién f € C* (Uy) tal que

m

f (931, ,a:m) = f (931) + Zai (931) '’

1=2

Entonces
df = (Z o (z") :cl> da' + Z o (z') da®
=2 a=1

que al restringir a la curva v nos da df| V1) = Q- )

Proposicion 4.3.1 Sea v : I — M wuna curva reqular del espacio conforme
singular trasverso (M,C), nunca luz ni radical. Para cada to € I existen e >0y
una métrica g € C tales que la restriccion 7|(t0_87t0 o) €8 [l-geodésica, es decir

Oy
at |,

=0, para todo t € (tog —e,ty + €)

Demostracién:

Partimos de una métrica g = (-,-) € C, y tomamos a € X* (y) definida por
2 Oy 1 Oy

——=— )9V )+ =

g(y,y)? dt g(v>) dt

a = —
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Por el Lema 4.3.2, para cada ty € I existe un entorno abierto Uy de v (¢o) en M,
y una funcién f € C* (Uy), tal que

df\v(t) =y, para todo t € (tyg —e,to+¢€)

donde ¢ > 0 verifica v (to — €, +¢€) = 7 (1) NUp. Por el Lema 4.3.1, tomando
la métrica conforme § = €2/ g € C deducimos que ~y es [J-geodésica en Uy. &

Observacion 4.3.1 Como acabamos de ver, en torno a cada punto de cual-
quier curva reqular, nunca luz ni radical, es posible encontrar una métrica de la
estructura conforme que tenga a la curva inicial por [J-geodésica. Sin embar-
go, en contraste con las derivadas covariantes en el caso semi-riemanniano (ver
[Sa]), las derivadas covariantes duales asociadas a dos métricas que tienen a
por [-geodésica no coinciden necesariamente, por lo que no es posible a priori
una definicion conforme de una conerion dual de Fermi-Walker. En efecto, si
q,5 = €2 g € C son tales que Dd—zl =0= Dd—zl, usando el Lema 4.3.1 y el hecho
de que g (v',7') # 0, se deduce que df|, = 0, es decir la funcidn de escala f es
constante a lo largo de la curva . Entonces la formula (30) queda

ov 62CDV
dt dt

(34)

No obstante, podemos definir la buscada conexion dual de Fermi- Walker exigiendo
que coincida con la conexion dual de una métrica g € C que tenga a vy por U-
geodésica g-unitaria, ya que, si g, g son dos tales métricas, se tendria

1=3(y,7) =g () =e*

y sustituyendo en (34)
ov oV
dt — dt

Sea v € T,X, con p € ¥. Para formular con precisién en qué condiciones
existe un campo V' € X (), Fermi-Walker paralelo en M y con V' (0) = v, resulta
muy conveniente introducir la 1-forma Fj/(o) € T;% que se define a continuacion.

Dados w € T,M con (w,w) # 0,y & € Rad, (M) — {0}, p € ¥, definimos una
forma lineal FS : T,M — R

o 1 . IS (w, w) g (w, w)
Fu @)= g (w,w)2 det (1'15 (w,z) g(w,x) ) (35)

Proposicién 4.3.2 La forma FS, definida en (35) es un invariante conforme de
(M,C).
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Demostracién:
Si g = e?/g € C, basta usar (29) para ver que Fi (r) = F§ (z) para cualquier
reT,M. &

Si ¢ € Rad, (M) — {0} es otro vector radical, entonces existe A € R — {0}
tal que FS = AFS, por lo que la condicién F§ (z) = 0 es independiente de £.
Escribiremos simplemente

F,(z)=0

si FS (x) = 0 para algin ¢ € Rad, (M) — {0}.

Teorema 4.3.1 Sea v : I — M una curva reqular de (M,C), trasversa a ¥
por p = v (0), nunca luz ni radical, y sea v € T,M. Entonces existe un campo
V € X (y) Fermi-Walker paralelo a lo largo de v, con V (0) = v, si y sdlo si

Fyo)(v) =0

Demostracion:

Consideremos g = (-,-) € C'y U un entorno de p en M tal que v es O-geodésica
en U. Como las conexiones de Fermi-Walker % y de Levi-Civita % a lo largo
de 7 coinciden en U — 3, la existencia de un campo Fermi-Walker paralelo a lo
largo de v es equivalente a la existencia de un campo [l-paralelo en U a lo largo
de 7. Por el Teorema 3.4.1 sabemos que existe V' € X () O-paralelo a lo largo
de 7, con V (0) = v, si y sélo si I, (7' (0),v) = 0. Ahora bien, si g € C es una
meétrica que tiene a v por geodésica en torno a p = v (0), entonces, puesto que
I5 (7 (0),9'(0)) = 0, para £ € Rad, (M) — {0}, se sigue de (35) que

S0,
B0 = Ty v o)

con lo que la condicién 11, (7' (0),v) = 0 es equivalente a F. ) (v) = 0. &

Observemos que F f, (0) €S una forma no nula, ya que v es trasversa a X, luego

IIZE) (7' (0),&) # 0 (Lema 3.2.3). Entonces ker (Ff,(0)> es un hiperplano de T),M.

Ademds, existe z € T,X tal que II; (v (0),x) # 0, pues en caso contrario ]If,
serfa nula, contradiciendo la trasversalidad de la métrica (Prop. 3.1.2). Por tanto,
se tiene el siguiente

Corolario 4.3.1 Sea v : I — M una curva regular de (M,C), trasversa a X2 por
p = v(0), nunca luz ni radical. El conjunto de vectores de T,M que admiten
trasporte de Fermi-Walker a lo largo de v es un hiperplano I1 trasverso a la
hipersuperficie de cambio 3, que contiene a ¥ (0), pero no al radical Rad, (M).
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4.4 Estructuras conformes trasversas conformemente II y
III-planas

Consideremos un espacio conforme singular trasverso (M, C). Diremos que una
métrica g € C es conformemente [1-plana si existe una funcién diferenciable en
la hipersuperficie de cambio h € C'® (X)) tal que, para cada R € X (M) radical,
el tensor I1£ € 5% (X)) asociado a ¢ definido en 3.6 verifica

I1f = hgs

donde gs; = ¢|y. Esta es una condicién que no depende del campo radical R,
y lo que es méds importante, es una condicién conforme, es decir independiente
de la métrica g € C. En efecto, si § = €2/¢g € C es una métrica conformemente
equivalente a g entonces

—R
[Ty = e {1I§ — Rfl5 9} (36)

luego g es conformemente //-plana si y sélo si g es conformemente [/-plana. Esta
independencia con respecto a la métrica nos permite definir

Definicién 4.4.1 Decimos que un espacio conforme singular trasverso (M,C) es
conformemente 11-plano si alguna (y por tanto toda) métrica g € C es conforme-
mente I1-plana.

Los espacios conformes singulares trasversos conformemente I/-planos son,
en cierto sentido que veremos a continuacién, localmente II-planos. Mds concre-
tamente, dado un punto singular p € ¥ es posible encontrar una métrica de la
estructura conforme que es II-plana en un entorno de p.

Lema 4.4.1 Sea M una variedad diferenciable, X € X (M) y h € C*(M). Si
X, # 0 existe un entorno abierto U de p en M y una funcion f € C* (U) tal que
Xf=henU.

Demostracion:

Como X, # 0 existe (Lema 1.57 de [O’Ne]) un sistema de coordenadas (U, ¢)
en torno a p tal que %im = X. Entonces, la ecuacién diferencial X f = h se
escribe, en U

o,

ox™
Esta ecuacién puede verse como una ecuacién lineal de primer orden (en la va-
riable ™), por tanto resoluble (en un entorno U més pequerio si es necesario).de
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Proposicién 4.4.1 Un espacio conforme singular trasverso (M,C) es conforme-
mente I1-plano si y solo si, para cada p € X, existe un entorno abierto U en M
y una métrica g € C que es I1-plana en U, es decir

Isny =0

Demostracion:

Sea p € ¥, (U, E) una referencia adaptada en torno a p y g € C una métrica
cualquiera de la estructura conforme C. Si C es conformemente /-plana, por
definicién, existe h € C*° (X) tal que

ITE™ = hgs,

Sea h € C (U) una extensién local de h (tomando U mds pequenio si es necesa-
rio). Por el Lema 4.4.1, existe una funcién f € C* (U) (reduciendo el abierto U
de nuevo si es necesario) tal que E,,f = h, luego

]'Igm — Emf‘g gz

Tomemos ahora una extensién diferenciable ]/"\E C* (M) de f. Entonces, usando

m

(36) para g y G := ezfg € C resulta que ﬁg = 0, es decir, g es [I-plana.

Para ver el reciproco tomamos una métrica trasversa g € C cualquiera. Como
la propiedad ser conformemente I1-plano es una cuestién local, basta que tome-
mos un punto p € ¥ arbitrario y la métrica § = e?/¢g € C, II-plana en torno a
p, que por hipétesis sabemos que existe. Entonces, la férmula (36) para g y g
muestra que

II; = (&f) 9p
con { € Rad, (M) — {0}, luego ¢ es conformemente I/-plana. &

En el resto de este apartado estudiamos las estructuras conformemente I11-
planas de los espacios singulares trasversos. Para ello distinguiremos entre los
casos de radical trasverso y radical tangente. Sin embargo, como veremos en
la Proposicién 4.4.2, en ambos casos estos espacios estdn caracterizados por la
misma condicién.

En cualquier caso, sabemos que, si g es I [-plana, para cada R € X (M) radical
existe el tensor I11% € S%(X) asociado a g definido en 3.6.

Lema 4.4.2 Sig yg = e* g € C son dos métricas trasversas y I1-planas en M,
entonces el campo grad, (f) € X (M) se extiende a ¥. Ademds verifica

TIT" = X {1117 — 1% (grad, (f) , R) g} (37)
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Demostracion:

Como g y g = €*/g € C son II-planas, de (36) se deduce que Rf|x =0,y del
Lema 3.2.5 que grad, (f) € X (M) se extiende a 3.

Si X,Y € X (M) son dos campos tangentes a %, en virtud de la Proposicién
3.6.3, los campos VxY y VxY también se extienden a 3. Recordando que debe
verificarse g (VXY —VyxY, Z) = L£ (X,Y,Z), usando que Z f = g (grad, (f),Z)
y la férmula (28), se concluye que

VxY =VxY + 1/ (X,Y) (38)
donde
H(X,Y)=(XNHY + ()X —g(X,Y)grad, (f) € X (M)

Sélo nos resta calcular, usando la definicion de I1I%, la expresiéon (36), que
Rf|ls =0y que X,Y son tangentes a X

TIT (X, Y)=TI" (VxY,R) =TI (VxY,R)+ TT" (I! (X,Y),R)
=X 11" (VxY,R) + ¥ 1T (I (X,Y), R)
=M {IIT7 (X, Y) = 11" (grad, (f), R) g (X, Y)}

obteniendo la férmula deseada. &

Consideremos un espacio conforme singular trasverso (M, C), con radical tras-
verso. Diremos que una métrica g € C es conformemente I11-plana si es I [-plana
y existe k € C* (X) tal que IT1I% = kgx, para R € X (M) radical.

Para ver la definicién en el caso de radical tangente, necesitamos previamente
estudiar el tensor H € S? (%), introducido en 3.6.

Lema 4.4.3 Si g yg = €%/ g € C son dos métricas trasversas y I1-planas en M,
con radical tangente, entonces los campos principales normal y radical asociados
a g yg se relacionan por N =e /N, R = +eTR. Ademds, se verifica

H=e {H—(Nf)gs} (39)
En particular, las pantallas candnicas S y S coinciden.

Demostracion:

Hemos visto en la seccién 3.6 que N y R determinan las direcciones I1-
nulas en cada (T,%)" (y andlogamente N y R determinan las direcciones I1-
nulas). Puesto que gy g son //-planas, se deduce de (36) que Rf|y, = 0, y por

tanto, la féormula (29) queda TI" = 2 II®. En consecuencia, las direcciones
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II-nulas y II-nulas coinciden. Como N es g-unitario (y andlogamente N es
g-unitario) deben ser N = e /N. Para determinar el signo, observemos que
-1=H (E, E) = ﬁgﬁ (W); entonces, teniendo en cuenta que R = p (E) Ry
(27), se verifica

—1=p(R)'TrR (N) = e /p (R)"TrR(N)
—+¢/p (R)" {OrR(N) + LY (R, R, N)}
—+e/p (R)’H (R, R) = ¥¢/p (R)”

de donde se deduce que N = e~/ N y ademés, que R = +e 7R (recordemos que el
campo radical principal estd canénicamente determinado, salvo signo). Entonces
se tiene, para X,Y € X (%)

H(X,Y)=0OxY (N) = e /OxY (N)
=e/ {OxY (N) + L} (X, Y, N)}
= {H(X,Y) = (Nf)g(X,Y)}

que es la expresiéon buscada. .
En particular, si ¢ € Rad, (M) —{0} entonces H, (7, &) = e/PH, (z,£), luego
S, =S5, &

Consideremos un espacio conforme singular trasverso (M, C), con radical tan-
gente. Diremos que una métrica g € C es conformemente I111-plana si es I I-plana
y existe k € C (X) tal que H® = kgs, donde g5 : ' (S) x T'(S) — C*>® () es la
restriccién de la métrica g a la pantalla canénica S.

Tal como se ha definido (e independientemente de que el radical sea trasverso
o tangente), una métrica conformemente I 1/-plana debe ser /1-plana, pues ésa es
una condicién necesaria y suficiente para la existencia del tensor IT1% € S? (%).
Por esta razén, esta definicién de métrica conformemente I/-plana no es con-
forme en la clase C. Sin embargo, basta usar la férmula (37) para ver que la
definicién si es conforme en la subclase de las métricas [I-planas

Cy ={g€C:ges II-plana}

Definicién 4.4.2 Diremos que un espacio conforme singular trasverso (M,C),
con radical siempre trasverso o siempre tangente, es conformemente I11-plano
si es conformemente I1-plano y se verifica que: cada g € C que es II-plana en
algin abierto U de M es ademds conformemente I11-plana en U.

Noétese que en un espacio conformemente [//-plano no se asegura la existen-
cia de representantes conformemente [1/-planos, pues ni siquiera se asegura la
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existencia de representantes I[-planos. Sin embargo, si que existen localmente,
por la Proposicién 4.4.1, ya que en torno a cada punto singular de (M, C) existe
una métrica I7-plana (por ser en particular conformemente I/-plano). Veamos
que, de hecho, existe una métrica I1/-plana en torno a cada punto singular de

(M,C).

Proposicién 4.4.2 Un espacio conforme singular trasverso (M,C), con radical
siempre trasverso o siempre tangente, es conformemente I11-plano si y sdlo si,

para cada p € X, existe un entorno abierto U en M y una métrica g € C que es
III-plana en U.

Demostracion:

Sea p € Xy (U, F) una referencia completamente adaptada en torno a p. Si
(M,C) es conformemente [1[-plano, existe (por la Def. 4.4.2 y la Prop. 4.4.1)
g € C que es II-plana en U (sin pérdida de generalidad), y una funcién k €
C>* (2 NU) tal que I1I1F" = kg, si el radical es trasverso, 6 H° = kgg, si el
radical es tangente.

En el primer caso, cuando el radical es trasverso, como ITEm £ 0, la funcién

k
I1Em

]{31 =

es diferenciable en ¥ N U. Tomemos k; € C® (U) una extensién local de ky v,
aplicando el Lema 4.4.1, la funcién f € C* (U) tal que

Emf = 7'7{3\1

donde 7 = (E,,, E,,). Notese que debemos tomar el abierto U més pequeno, si
es necesario, a la hora de tomar la extensién local /k\l y la funcién f. Por ser
E..fls, =0y por el Lema 3.2.5, el campo grad, (f) € X (M) se extiende a XN U.
Ademis se verifica

11" (grady (f) , En) = (17" En, f)E 1B =k

Para finalizar, el Lema 1.5.1 de [Ko-No| asegura la existencia de una extension
diferenciable f € C* (M) de (quizds una restriccién de) f. Entonces g = e*/g € C
es I1-plana en U, puesto que g es II-planaen Uy E,, f|, = 0 (ver (36)). Ademds,

aplicando la férmula (37) para g y 7, se tiene que el tensor TIT™™ se anula en
Y¥NU.

En el caso del radical tangente, podemos elegir la referencia completamente
adaptada tal que 1 = N y E,, = R son las extensiones canénicas de los campos
principales asociados a la métrica //-plana g € C. Usando el flujo de E; encon-
tramos una extensién (canénica) local k € C* (U) de k. Sea f = 317k € C> (U),
donde 7 = (E,,, E,,). Se tiene entonces que

Eéf:%{Eé(T)EJrrEé (%)}
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para 0 =1 6 m. Asi, E,, f|s, = 0. Ademads, como
N (r) = 20xN (R) = —2H (R, R) = 2

se tiene que Eifly = 1 E1(7)|sk = k. Apelando de nuevo al Lema 1.5.1 de
[Ko-No] , tomamos una extensién fE C>® (M) de f, y la métrica g = e*/g € C.
Como g es II-planaen Uy E,,f|s = 0, aplicando (36) resulta que g es I/-plana
en U; como FE;f|y = k, aplicando la férmula (39), resulta que el tensor H se
anula en X N U.

El reciproco sigue un razonamiento anélogo al de la Proposicién 4.4.1. Primero
observemos que la hipétesis implica, aplicando la Proposicién 4.4.1 y recordando
que una métrica I11-plana es II-plana, que (M,C) es conformemente I/-plano.
Tomamos entonces un punto p € ¥ arbitrario y g € C una métrica [/-plana en
torno a p. Por hipétesis, existe una métrica g = e2/g € C que es I1I-plana en
torno a p (podemos suponer que los entornos coinciden, simplemente tomando la
interseccién). Por el Lema 4.4.2 se tiene

1117 = 117 (grad, (f), R) gs

luego g es conformemente I1/-plana. &
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5 Curvatura conforme de Weyl

En este capitulo estudiamos la extendibilidad de un tensor asociado a la Geome-
tria Conforme semi-riemanniana, que resulta esencial para la cuestién de saber
si un espacio semi-riemanniano es conforme a un espacio semi-euclideo. Sobre
esta cuestién pueden consultarse [We|, [Ku69], [He] o [Laf]. En el Teorema 5.2.1
veremos que la extendibilidad de este tensor esta fuertemente ligada al concepto
de espacio conformemente I1I-plano.

5.1 El tensor de Weyl de un espacio semi-riemanniano.

Sea M una variedad diferenciable, que supondremos de dimensién dim M > 4.

Para conseguir una exposicién més clara, introducimos el producto de Kulkarni-
Nomizu ([He|, P.2.3):

O:SZ(M)XSQ(M)HQ:M}

(0,w)— Oew

definido por

o 0(z,z)w (z,t) w(z,2)0 (z,t)
Oew(x,y,zt):=det <9 (. 2) w (v, t)) + det (w (y.2) 0 (y,t)) (40)

Esta operacién est4 bien definida (es decir, si §,w € S? (M) entonces few € €M),
es C™ (M)-bilineal y simétrica.

Definicién 5.1.1 Dado un espacio semi-riemanniano (M, g), con dim M > 4,

los tensores

. ; Sc

h—ﬁ{RZC—mg}E‘SQ(M) (41)
W:=K—-hegecCM

reciben el nombre de tensor de Schouten y tensor de curvatura covariante de

Weyl, respectivamente.

Por comodidad, dada g una métrica semi-riemanniana en M y f € C* (M),
denotaremos por T € S? (M) al tensor definido por

T] (z,y) == Oa (grady (f)) (y) — (xf) (yf) + %g (grad, (f),grad, (f)) g (z,y)

Lema 5.1.1 Sean g y G = e*fg dos métricas semi-riemannianas en M, confor-
memente equivalentes. Entonces

F:62f{K—I—TJog}

h=h+T]
W =e2W
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Demostracién:

Para ver las dos primeras férmulas se usan (41), (27) y (38) (los detalles
pueden consultarse en [He] (P.2), [Ku69] (Prop. 2.2, 2.6), o [Ei] (pdg. 89), desde
un punto de vista local). La ultima férmula es consecuencia de (41) y de las dos
primeras. &

Corolario 5.1.1 El tensor W :=1; W € I3 (M) es un invariante conforme de
(M, g), es decir, si g = e*/ g entonces W = W.

Por esta razon, el tensor W € Zi (M) se conoce por curvatura conforme de
Weyl del espacio semi-riemanniano (M, g). Asi, podemos decir que el tensor
W € I3 (M) estd bien definido en el espacio conforme semi-riemanniano (M, C).

Demostracién:

Recordando la interpretacion de los tensores (1, s) de una variedad diferencia-
ble ([O’Ne], 2.3), podemos ver W € Z3 (M) como una aplicacién C* (M)-trilineal
W% (M) — % (M), que verifica

gW(X,)Y,Z),T)=W (X,Y,Z,T)

para cualquier X,Y,Z,T € X (M). Entonces, si § = ¢*/ges una métrica confor-
memente equivalente a g, se verifica

FOWV(X,Y,2),T)=W (XY, Z,T) = ¥W (X,Y, Z,T)
=lgW(X,Y, 2),T) =g(W(X,Y, Z),T)

luego W (X,Y, Z2) =W (X,Y,Z). &

Se dice que un espacio semi-riemanniano (M, g) es conformemente plano si,
para cada p € M, existe un entorno U de p y una métrica conformemente equi-
valente § = €¢*/¢g que es plana en U (una métrica semi-riemanniana es plana si el
tensor de curvatura de Riemann asociado es nulo). Por ejemplo, se sabe ([Laf],
C.5) que toda superficie semi-riemanniana es conformemente plana, resultado
establecido por Gauss y que se conoce como existencia de coordenadas isoter-
mas (en dimensiones superiores no estd asegurada la existencia de coordenadas
isotermas; la obstruccion a esta existencia es la anulacién del tensor de Weyl).
Ciertamente, esta es una condicién conforme, por lo que tiene sentido hablar de
espacios conformes semi-riemannianos (M,C) conformemente planos.

Una referencia conforme (U, E) en (M, g) es una referencia local de M en la
que la métrica se expresa

m
g = e2f Zsawa X Wy

a=1
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donde f € C*(U), g, = £1 y (w1, ...,wn) es la referencia dual de E. Diremos
que un sistema de coordenadas (U, p = (2}, ...,2™)) en (M, g) es conforme si la
referencia asociada (U, (%, ey azim)) es conforme. En uno de estos sistemas de
coordenadas conformes, la métrica se expresa

g=e* Z eq (dz®)?
a=1

No es dificil ver ([He|, P.4.3) que un espacio semi-riemanniano es conformemente
plano si y sélo si existen sistemas de coordenadas conformes en torno a cada pun-
to. Por ésta razon, se entiende que un espacio semi-riemanniano conformemente
plano es localmente conforme a un espacio semi-euclideo.

Hemos comentado arriba que toda superficie es conformemente plana. FEl
siguiente resultado, que recibe el nombre de Teorema de Weyl-Schouten, aborda
la cuestién para variedades semi-riemannianas de dimensién mayor o igual a 4.
Aqui simplemente lo enunciamos (la demostracién puede encontrarse por ejemplo
en [He] (P.5), [Laf] (C.9) o [Ei| para el caso riemanniano). Se muestra la relacién
directa que existe entre la curvatura conforme de Weyl y el concepto de espacio
conformemente plano.

Teorema 5.1.1 Un espacio semi-riemanniano (M, g), con dim M > 4, es con-
formemente plano si y sélo si W = 0.

En [We] se mostré por vez primera la necesariedad de la anulacién de WW. Més
tarde, se mostré en [Sch| que también es suficiente, ademds de dar las condiciones
para el caso dim M = 3.

5.2 Extendibilidad del tensor curvatura de Weyl

Dado (M, g) un espacio singular trasverso, sabemos que los tensores de Schouten
h € 5% (M) y de Weyl W € €M estdn bien definidos en M. En esta seccién nos
interesa su extendibilidad a Y. Para ello necesitamos sus expresiones polinémicas
en una referencia ortonormal adaptada (U, E).

Dados X,Y € X (M), sustituyendo en la definicién del tensor de Schouten
(41) las expresiones polinémicas del tensor de Ricci (18) y de la curvatura escalar
(20) deducimos la expresién polinémica

h(X,Y) = (h(X,Y)),+7 H(h(X,Y)), + 772 (h(X,Y)), (42)
donde 771 = (g (Ep, En)) 'y

1

OV, = g { (R (V) = ey (7))

para a = 0,1, 2.
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Nos interesa obtener una expresién polinémica similar para W (X,Y, Z, T,
con X,Y, Z,T € X(M). Fijdndonos en la definicién del producto de Kulkarni-
Nomizu (40) para h e g (X,Y,Z,T), si sustituimos h (-,-) por su expresiéon po-
linémica (42), basta usar que el determinante es multilineal para deducir que
heg(X,Y,Z T) también se expresa como un polinomio (de grado 2) en la varia-
ble 771 = (¢ (Ep, En)) ", con coeficientes

(=), (o) 9(z,2) (b (,1)),
(heg(X.Y,2,1)), = det ((h(:u,z))a g <y,t>> +det (g<y,z> (h (y,t»a)

para a = 0,1,2. Entonces, como por definicion W = K — h e g, sustituyendo
las expresiones polinémicas de K (XY, Z,T) (16) y de h e g(X,Y,Z,T) (que
acabamos de obtener), deducimos la expresiéon deseada

W (X,Y,Z,T) = (W (X,Y,Z,T))g+7 (W (X,Y, Z,T)),+7 2 (W (X,Y, Z,T)),

(43)
donde
{(W(X, Y,Z,T)), = (K (X,Y,Z,T)),— (heg(X,Y, ZT)),
(W(X,Y,Z,T))y:=—(heg(X,Y,Z,T)),
para b =0, 1.

Lema 5.2.1 W (X,Y,Z,T) se extiende diferenciablemente a % si y solo si las
funciones (W (X,Y,Z,T)), y W (X,Y,Z,T)),+7 (W (X,Y, Z,T)), se anulan
sobre X..

Segun el Lema 5.1.1, aunque el tensor de curvatura de Weyl W € €M (aso-
ciado a una métrica trasversa cualquiera g de C) no es invariante conforme de
(M,C), la condicién W se extiende a % si que lo es, por lo que no es necesario
referirnos a una métrica trasversa particular de la estructura conforme C.

Teorema 5.2.1 Sea (M,C) un espacio conforme singular trasverso, con dim M >
4. Entonces W € €M se extiende diferenciablemente a ¥ si y sdlo si (M,C) tiene
radical trasverso y es conformemente I11-plano.

Demostracion:

Si (M, C) tiene radical trasverso y es conformemente I//-plano sabemos, por
la Proposicién 4.4.2, que existe un recubrimiento {U,} de ¥ (que podemos tomar
localmente finito) por abiertos de M, y una familia asociada de métricas {g,} en
C tal que g, es III-plana en U,. Entonces, por el Teorema 3.7.1 (recordemos que
una meétrica [I[-plana es I[-plana) y la Proposicién 3.7.1, en cada U, el tensor
de curvatura covariante K¢, el tensor de Ricci Ric® y la curvatura escalar Sc®
asociados a g, € C, se extienden diferenciablemente a > N U,. Por lo tanto la
curvatura de Weyl W asociada a g, también se extiende a > N U,. Como esta
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condicion es conforme, W se extiende a XN Ug para todo 3, luego W' se extiende
a 2.

Veamos el reciproco. Sean i, j, k distintos de m, con i, j distintos de k. Usando
sucesivamente (43), (40), (42), (18) y (20) se tiene

(Wikjr)y=— ((h . g)ikjk)2 = =€k (hij)y = dijei (har )y
o b

Ek (56)2
2(m — 1)}

ij€i .
J {(chkk)Q —

= [gk (Kimjm)l + 5ij€i (Kkmkm)l
2e (SZEZ —
At ZSZ (Kimim )] (44)

donde ¢;; es la delta de Kronecker.

Comencemos viendo que el radical es trasverso. En efecto, por reduccién al
absurdo, si Rad, (M) C T,X en algin punto singular p € X, podemos elegir una
referencia ortonormal adaptada (U, E) en torno a p tal que E; (p) y Es (p) son
trasversos a X, es decir Fy (p), Es (p) € T,M — T,¥. Entonces, el coeficiente de
grado 2 de la expresién polinémica (43) para Wigs no se anula sobre ¥. En
efecto, usando (44), (16) y teniendo en cuenta que I (Epn, (p), Em (p)) = 0
(por ser el radical tangente), queda

€3

(Wiszs (p)) = = (Kimzm (p)
€3

= —— 1L, (Ex(p) En (p)) 11, (B2 (P) B (p))

que es no nulo, por ser E y F, trasversos a > en p. Pero entonces, segtin el Lema
5.2.1, W no se extiende a .

Lo siguiente es comprobar que (M,C) es conformemente [/-plano, esto es,
que toda g € C es conformemente I/-plana (Def. 4.4.1). Por lo que acabamos
de ver, en torno a cada punto de ¥ podemos elegir una referencia ortonormal
completamente adaptada (para radical trasverso) (U, F). Entonces, eligiendo
1, 7, k distintos de m, con i, j distintos de k, usando el Lema 5.2.1 y las férmulas
(44) y (16), y teniendo en cuenta que IIX™ = 0, queda:

1. Sii# j:

e
0= (Wikjn)y|g = ——

€k

(Kimjm)1|z = Ijgmljrg%

m— 2 m— 2

Como el radical es trasverso, 77 =£ 0, luego [ Ig”” =0 (para i # j).
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2. Sii=j (y teniendo en cuenta el resultado de 1):

Ek €

0= (Wikir)sly, = R (Kimim)1 |y — p— (K kmbm)1 |5,

m—1

2e1E;

) 1) 2 Wil

=1

11k e T
=——mn {5kII§m +ealligr - — ’“1 > glul?m}
=1

. -1\ . . . .
Estas tltimas <m2 ) igualdades, manipuladas convenientemente (multi-

plicando por €;6; y despejando el iltimo sumando), se escriben

2C
eI + e 11 = —
donde C' = Z;:l el IF™ € C> (U). Si restamos dos de estas ecuaciones, para
i,k y k,j, obtenemos

e d I — el 15 =0

luego ;11" = q]lf;m. Si definimos
k:=ellf € C*(£ND)

se verifica
I = g ITE™ = kg }
Ilgm = 0= kg;; (coni # j)

es decir [ Ig’” = kgsx, por lo que efectivamente g es conformemente /7-plana en
U, y en consecuencia (M,C) es conformemente I/-plano.

Para terminar sélo nos resta demostrar que (M,C) es conformemente I11-
plano. Tomamos g € C una métrica trasversa (con radical trasverso) /I-plana
en algtn abierto U, y una referencia ortonormal completamente adaptada (U, F)
(tomando U més pequeno si es necesario). Por el Teorema 3.7.1, la curvatura
covariante K se extiende a X N U y, puesto que (por hipétesis) W se extiende a
¥ N U, se concluye de (41) que h e g también se extiende.

Sean i, j, k distintos de m, con i, j distintos de k. Usando sucesivamente (40),
(41), (18) y (20) se tiene

Ek . 0ij€i
(he g)ikjk =crhij + dijeihik, = m_2 {Rlcij - msc}

(Sl'jEZ' . EkSC _
m—2{ ik 2(m—1)} kT Dk

_I_
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donde

1

Bi' =
ik m—2

2e 5z5z iy
{5kKimjm + 5ij5iKkmkm - Trf_Jl Z ElKlmlm} (45)
=1

con lo que esta funcién B;j; debe anularse sobre . Usando (21) obtenemos:

1. Sii#j:
m— 2

0= Bijrly = 111

2. Sii=j (y usando el resultado de 1):

m—1
1 2,
0= Binly = ——— {sklllfm + e ITEm — mg E’“l 3 ngI{;Jm}

a =1

Estas tltimas <m - igualdades, manipuladas convenientemente (multi-

2
plicando por ¢,y despejando el tltimo sumando), se escriben

2D

sl 11 +ep 115 = —

donde D = S g, I1IFm € C* (U). Nétese el paralelismo existente entre las
ecuaciones que obtenfamos al final del razonamiento para ver que g era conforme-
mente //-plana, y las que ahora tenemos (sélo hay que sustituir /7 por I17). El
mismo argumento que allf usdbamos sirve ahora para ver que ;111 5’” =111 f;’”

Tomando la funcién k := e, I1T5™ € C* (£ NU), se verifica

IIT5™ = g ITIE = kg, }
ITT™ = 0 = kg;j (con i # j)

luego [11P" = kgs, es decir g es conformemente I1/-plana en U, con lo que
(M, C) es conformemente I/I-plano. &
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