Ejercicios de Estructuras Algebraicas 1

Nuameros enteros y polinomios

1.

10.

Para cada una de las siguientes parejas de nimeros enteros, hallar el méximo comun
divisor, el minimo comin miultiplo y una identidad de Bezout.

a) 10672, 4147;  b) 12075, 4655;  «¢) 2597, 1369;  d) 2048, 1275.

Resolver las congruencias siguientes:
a) br = 17 (mod 19); b) 5z = 17 (mod 15); ¢) 34z = 60 (mod 98);
d) 35z = 119 (mod 139);  e) 125z = 27 (mod 256);  f) 211z = 658 (mod 900).

Determina las soluciones de las siguientes ecuaciones.

a) 12x =2 en Zq; b) Tx =2 en Zay; ¢)3lz =1 en Zs;
d) 152 =9 en Zs; e) 25z =10 en Zgs; f) 352z =2 en Zs;
Resolver los siguientes sistemas de congruencias cuando tengan solucion.
_ r =18 (mod7)
r =2 (mod4) = L (mod?2) x = 3 (mod 12)
a) b) z =2(mod3) c) = _
r =4 (modb) 7 = 3 (mod5) x =7 (mod?5)
- © x = 11 (mod 28)
x = 3(mod 17) 22 = 4 (mod 6) 22 = 3 (mod7)
d) z=4(mod18) e) x=3(mod4) f) 5x =4 (mod9)
x =5 (mod 19) x =4 (mod5) 3z =1 (mod 10)

Calcular (i) (a +b)? en Zs, (i) (a +b)° en Zs. Deducir una formula para (a + b)? en Z,
con p un nimero primo. (Sugerencia: usa el binomio de Newton).

Hallar un nimero de tres cifras que dé restos 1, 2 y 3 cuando se divide por 7, 9 y 11
respectivamente.

a) Demostrar que sblo existe una terna de ntimeros primos consecutivos: 3, 5y 7.

b) Demostrar que si 3|a® + b? entonces 3|a y 3|b.

c) Probar que para n > 1, el entero n(7n? + 5) es de la forma 6k.

d) Si n es un entero positivo impar, probar que n! 4+ 4n? + 11 es divisible por 16.

e) Probar que para cualquier entero a se verifica que 3|a(2a* + 7).

Calcular las soluciones positivas de las siguientes ecuaciones diofanticas lineales:
a) 18z + by = 48; b) 54z + 21y = 906; c) 1588z — 5y = 1.

Probar que med (n,n+ 1) = 1, Vn € Z. ;Cuales son los posibles valores de med (n,n + 2)
y med (n,n + 6)7

Sean a, b, c € Z tales que mcd (a,b) = med (a,c¢) = 1. Decir si son verdaderas o falsas las
siguientes afirmaciones y justificar las respuestas:

a) med (ab,a) = 1, b) med (b, ¢) =1,
¢) med (be,a) =1, d) med (ab, c) = 1.
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11. Un empresario compré 100 unidades de material informatico por 4000 euros. Los precios
fueron los siguientes: discos duros a 120 euros, impresoras a 50 euros y dispositivos USB
a 25 euros, cada uno. Sabiendo que el empresario compro al menos una unidad de cada
tipo, determinar cuantas compro.

12. Estando en Estados Unidos el seAor Herrera se quedd sin dinero en efectivo y fue a un
banco a cambiar un cheque de viaje. El cajero al pagarle confundi6 el niimero de dolares
con el namero de centavos y viceversa. Sin darse cuenta de este hecho el seAor Herrera
gastd 68 centavos en sellos, y entonces vio para su sorpresa que la cantidad de dinero
en efectivo que tenia era exactamente el doble del valor del cheque de viaje que habia
cambiado. Determinar el valor minimo que podria tener dicho cheque.

13. Probar que para todo entero n los nimeros n® — 7n + 7 y n — 1 son primos entre si.
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Grupos

1. Un subconjunto no vacio H de un grupo (G, ) es un subgrupo si se verifica que
a,be H=axbc Hyademasac H=a'cH.

Prueba que H es un subgrupo si y sélosia,b€ H=axb"! € H.

2. Prueba que si H es un subconjunto finito de un grupo (G, %) tal que a,b € H = axb € H
entonces H es un subgrupo.

3. Muestra que los siguientes conjuntos tienen estructura de grupo:

(a) G={xz €R|x+#0} con el producto.

(b) G ={1,—1,7,—i} C C con el producto.

(c) G ={z € CJ|a™= 1} con el producto, para n € N fijo.

(d) St ={z € C||z| =1} con el producto.

(e) O(2,Z3) = {A: ( CCL Z ) | a,b,c,d € Zs,ad — bc #3 0, A’ :Al}.

(f) GL(2,Z3):{A:(Z 2) | a,b,c,d € Zs, ad—bc#go}.

4. Indica por qué no son grupos los siguientes conjuntos:

a) G ={x € R|z < 0} con el producto.

—_

)
b) G ={a € Z|a es un cuadrado perfecto } con la suma.
)

—~

¢) G ={a € Z|a es un cuadrado perfecto } con el producto.

—~

d) G ={[0], 2], [3], [6]} < Zs

5. Indica los elementos de matrices invertibles con coeficientes en Zs,

GL(2,Z,) = {(Z Z) | a,b,c,d € Zo, ad — be #9 o}

y calcula la tabla del grupo. Indica los 6rdenes de sus elementos y si el grupo es ciclico o
abeliano.

6. Comprueba que conjunto GG formado por las siguientes matrices,

10 0 1 1 -1 —1 0 0 —1 -1 1
o) a6l n) e G )6 D) (G

es un grupo con el producto de matrices. ;Es G ciclico? (Es G abeliano? Encontrar si lo
hubiera un subgrupo de GG con k elementos, en los casos k = 2,3, 4.

7. En el grupo diédrico D, consideramos la rotacion r y la simetria axial s de manera que

ord(r) =4, ord(s) =2y ros=sor?
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oo

10.

11.

12.

13.

14.

(a) Prueba que son subgrupos los siguientes subconjuntos de Dy:
H={1,rr*r3}, L={1,r*s1r?0s}, G={1,r*ros,r’os}.
(b) Halla los subgrupos de D, que tengan orden dos.

(c) Indica cuales de los subgrupos de los apartados anteriores son abelianos o ciclicos.

(d) Halla las clases de congruencia modulo M a la izquierda (es decir los conjuntos ao M,
a € Dy) y a la derecha (es decir los conjuntos M o a, a € Dy) para M = {1,s} y
para M = L. ;Es alguno de estos dos subgrupos normal?

Prueba que Dj es isomorfo al grupo simétrico S3. ;Es D, isomorfo a S4?

Demostrar que el orden de un grupo finito G' es un nimero primo si y solo si G no tiene
ningun subgrupo propio (es decir, un subgrupo distinto de {e} y de G).

Sean G un grupo y a, b € GG. Demostrar que:

(a) Siord(a) =n € Ny sin = pq prueba que ord(a?) = gq.

(b) ord(a!) = ord(a) y ord(ab) = ord(ba).

(c) Siaybconmutan y tienen 6rdenes finitos y primos entre si, entonces (a) N (b) = {e}
y ord(ab) = ord(a) ord(b). ;Es cierta esta propiedad si ab # ba?.

Encuentra explicitamente un isomorfismo de grupos f : Zis X Z11 — Z13.

Calcula el orden de los elementos de Z; paran = 6,7,8,9,10,12. Indica generadores para
cada uno de estos grupos. ;Cuéles son ciclicos?

En el grupo diédrico Dg consideramos la rotacion r y la simetria axial s de manera que

ord(r) =6, ord(s) =2y ros=sor®.

(a) Calcula los 6rdenes de los elementos de Dg.
(b) ;Puede tener Dg un subgrupo de orden 57 jy de orden 47
(¢) Determina los elementos de los subgrupos
M= {r*r®), H=(r33s), G=(r%s)y L= (s,1°).
(d) Indica cudles de los subgrupos anteriores son abelianos, jcuales de estos son ciclicos?
(e) Halla los indices [Dg : M|, [Dg : H], [D¢ : G] y [Ds : L].

Considera las siguientes matrices complejas

) I A S R ()

Prueba que el conjunto G = {1,—-1,1i, —1,j, —j, k, —k} es un grupo con la multiplicacion
de matrices (se llama grupo de cuaterniones). Da la tabla de multiplicacion de G e indica
el orden de GG y el orden de cada uno de sus elementos. Estudia si G es isomorfo al grupo
diédrico D4 o al grupo S4 de permutaciones de cuatro elementos.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sea f: R — C* la aplicacion definida por f(t) = cos(2nt) + isen(2nt). Consideramos R
como grupo con la suma y C* como grupo con la multiplicacion.

(a) Prueba que f es un homomorfismo de grupos.

(b) Halla el nucleo y la imagen de f.

(¢) Deduce que el grupo cociente R/Z es isomorfo al grupo S del ejercicio 2 (d).

Sea f: G — G’ un homomorfismo de grupos. Demostrar:

a) Si a € G tiene orden finito, entonces ord(f(a)) |ord(a).

b) f es inyectivo si y solo si para todo a € G se tiene que ord(f(a)) = ord(a).

Halla todos los homomorfismos (indicando su imagen y niicleo) entre los pares de grupos
siguientes:

a) De (Z3,+) en (Zz,+).  d) De (D3,0) en (Zg,+).  g) De (Ze,+) en (Z3, +).
b) De (Zy,+) en (Z, +). e) De (Ds,0) en (D3, o). h) De (Zs, +) en (Ziz, +).
¢) De (Zg, +) en (D3, 0). f) De (Z3,+) en (Zg, +). i) De (Zy2,+) en (Zys, +).

Sea p un nimero primo. Consideramos los conjuntos de matrices siguientes:
GL(2,Z,) = {A € My(Z,)/det A #, 0}, SL(2,Z,) = {A € GL(2,Z,)/det A =, 1}.

(a) Probar que SL(2,Z,) es un subgrupo del grupo lineal GL(2,Z,).

(b) Indicar un homomorfismo de grupos ¢ : GL(2,Z,) — Z;, siendo Z; el grupo de
unidades de Z,,.

(c) Mostrar que SL(2,7Z,) es un subgrupo normal de GL(2,Z,).
(d) Prueba que el grupo cociente GL(2,7Z,)/SL(2,Z,) es isomorfo a Z;.

Calcula los 6rdenes de las siguientes permutaciones:

—~
sV
p
VR
U =
— N
N WO
[@)INTEN
w ot
=
~~
~
o
S’
VR
W =
IS )

3456789
56 789 21
Se pide descomponer las permutaciones anteriores en producto de ciclos disjuntos y hallar

su signo.

(a) Sean G un grupoy H < G. Si [G : H] = 2, prueba que H es subgrupo normal.

(b) Deduce que el subgrupo H de D,, formado por las rotaciones es normal.

Indica los ocho elementos del grupo ortogonal

0(2,Zs3) = {A: (CCL Z) | a,b,c,d € Zs,ad — bc #3 O,At:A_l}.

y calcula la tabla de este grupo. Indica los 6rdenes de sus elementos y si el grupo es
ciclico o abeliano.
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333 1313
2 3100,

22. a) Determina la ultima cifra de

b) Calcula el resto de dividir 237 por 37.
94927

y de

¢) Determina las dos tltimas cifras de

23. Encontrar todos los ceros en Zs de cada uno de los polinomios f(z) = 25 +323+2%+2x €
Zs[z] y g(z) = 22219 + 32™ + 2257 + 32 € Zs][z].
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Grupos abelianos finitamente generados

1.

Determinar todas las clases de isomorfia de grupos abelianos de orden 144. Escribir
sus divisores elementales y factores invariantes. Estudiar en cuiles de las clases existen
elementos de orden 12 6 15, y en caso de que exista, dar un ejemplo.

Dado el grupo abeliano libre con base {g1, g2, g3}, encontrar una base del subgrupo H
generado por los elementos x1 = 297 — g2, T2 = 2g1 + g2, T3 = 2¢>.

Hallar todas las clases de isomorfia de grupos abelianos de orden 1000. Escribir sus
divisores elementales y factores invariantes. Estudiar en cuéles de las clases existe un
elemento de orden 100, y en caso de que exista, dar un ejemplo.

Si G =ZxZx1Zy H es el subgrupo de G engendrado por los elementos a = (2,1,0)
y b = (1,5,0), determinar el grupo cociente G/H por un conjunto de generadores y
relaciones.

Calcular el rango y los coeficientes de torsion del grupo abeliano G que tiene los gener-
adores x, y, z, t y el sistema completo de relaciones:

3r+9y+92=0, 9r—-3y+92=0, 2r+3y+6t=0.

Determinar los factores invariantes y los divisores elementales de los grupos:
a) Z5 X Zl5 X Z25 X Zg@ b) ZQ X Zg X Zgg, C) ZQ@' X Z42 X Z49 X ZZOO X ZlOO

Clasificar los grupos abelianos generados por elementos a, b, ¢ y d que verifican las rela-
ciones:
6a +12b—12d = 0
b) 120+ 16c + 32d =
8a+4b+8c+16d = 0

[}

) 26 —4c—12d = 0
12a +4b+10c+6d = 0

2a=de =0 2a—|—1§i _ 8

c) 12a+24b+8c+8d = 0 d) B
20a +10d = O
da+8b+8c+16d = 0 6190 —

Sean Gl = Zg4 X Z()’O y GQ = Zg X Z@ X Z() X ZQO.
a) Demostrar que G y G2 no son isomorfos.

b) Estudiar si existen homomorfismos (de grupos aditivos) sobreyectivos de G sobre Z
y de G5 sobre Zjag.

¢) Obtener cuatro grupos conmutativos de orden 1440 no isomorfos entre si y que tampoco
sean isomorfos ni a G ni a Gs.
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Anillos y cuerpos

1. Indicar si los siguientes conjuntos tienen estructura de anillo, indicando en su caso si son
conmutativos, unitarios, integros o cuerpos:

—~
&

Los enteros positivos

Los enteros multiplos de 7.

{0,1,—1,4,—1}.

Myy3(R).

Mosa(Zs).

7 X Dy X 27.

Z[V?2] = {a+bv2|a,b € Z}.

Z[il| ={a+bi|a,be Z}.

El conjunto de polinomios {a + bx + cz? | a,b,c € R} de Rlz].

—_— N T~ TS
— o8 o T

o~
~~
—> B 0 @
e — D D D

2. Recordemos que un subconjunto no vacio B de un anillo A es un subanillo si para todo
b,/ € B se tiene que b — b y bb' pertenecen a B. Ademads, B es un ideal de A si para
todo b, € By a € A se verifica que b — V', ab, y ba pertenecen a B.

Da un ejemplo de un subanillo de Z[z] que no sea un ideal.
3. Probar que el conjunto A = {0,2,4,6,8} es un subanillo de Z;g. (Es A un ideal de

Z10?. Calcula la tabla de A para el producto y estudia si A tiene elemento neutro para
el producto. ;Es A un cuerpo?

a b

4. Mostrar que el conjunto B := {( 0 o

) | a,b,c e R} es un subanillo de M5 (R). Probar

que el conjunto I de matrices de la forma (

M(R)?

0 8 > es un ideal de B. jEs I un ideal de

5. Un elemento b de un anillo B es divisor de cero si b # 0 y existe 0 # a € B tal que ab = 0.
Decimos que a € B es nilpotente si a # 0 y existe un entero n > 1 tal que a™ = 0. Prueba
que si a es nilpotente entonces es divisor de cero.

(a) Consideramos el anillo B del ejercicio 4. Prueba que todo elemento no nulo en el
ideal I del ejercicio 4 es nilpotente. Halla dos divisores de cero en el anillo B que no
estén en /.

(b) Halla los elementos nilpotentes del anillo Z1s.

6. Mostrar que el conjunto B de matrices de la forma ( _ab Z ) con a,b € R es un subanillo

unitario de Ms(R). Sea f : B — C la aplicacion definida por f ( _ab Z ) = a + bi.

Prueba que f es un isomorfismo de anillos. Deduce que B es un cuerpo.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Recordemos que un dominio de integridad es un anillo unitario, conmutativo e integro.

(a) Sean A; y A, dominios de integridad, jes A; x Ay un dominio de integridad?
(b) Sea A un dominio de integridad con n elementos. Prueba que si a € A entonces la
aplicacion f: A — A, f(b) = ab es biyectiva. Deduce que A es un cuerpo.
Prueba que Q[v/2] := {a + bv/2|a,b € Q} es un subcuerpo de R.
Prueba que Q[i] = {a + bi|a,b € Q} es un subcuerpo de C.

Sean I, J ideales de un anillo conmutativo con unidad A. Probar que la interseccion I NJ
yvlasuma I +J={a+b|la€ I, be J} son ideales de A.

Sean f : A — B un homomorfismo de anillos, I un ideal de A y J un ideal de B.
Demostrar que f~'(J) es un ideal de A; en particular, ker f = {a € A | f(a) =0} es un
ideal de A. Probar que f(I) es un subanillo de B. Dar un ejemplo en el que f(/) no sea
un ideal de B.

(a) Demostrar que si un ideal contiene una unidad, entonces coincide con todo el anillo.
Deducir que los tnicos ideales de un cuerpo K son los triviales: {0} y K.
(b) Demostrar que todo homomorfismo no nulo de un cuerpo en un anillo es inyectivo.

Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Probar que si f es sobreyectivo, S # {0s} v
R es unitario entonces S es unitario y f(1g) = 1s.

Si Ry S son anillos unitarios un homomorfismo de anillos unitarios es un homomorfismo
de anillos f : R — S tal que f(1g) = 1s.

Estudia si la aplicacion inclusion de A = {0,2,4,6,8} en Zjp es un homomorfismo de
anillos unitarios (ver ejercicio 3).
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Anillos de polinomios, anillos cociente y cuerpos finitos

1.

10.

Calcular el cociente y el resto de dividir:

a) x* + 323 + 227 + x + 4 por 32* + 2z en Zs[z],

b) z'% por 22 + 1 en Zy[z];

d) z* + 32% + 222 + x + 4 por 2> + 2z en Z[z];

e) z* + 32% + 222 + x + 4 por 32% + 2z en Qx].

Calcular el maximo comun divisor de cada uno de los siguientes pares de polinomios y
expresarlo en la forma a(z)f(x) + b(z)g(x):

a) f(x)=a3—1, g(z)=2"—23+ 22+ 2 —2, en Q[z];
b) f(z)=2*>+1, g(x) =23+ 2z —1i, en Clz];
fle)=23+z+1, g(x)=x+1,en Zs[z];

f

d) fz)=2+2+1, g(x)=x+1,en Zsz];

e) flx)=at+ 23 —2>+2 -2, g(x)=2a3+622+2+6, en Q[z];
f) flo) =2+ 2>+ 22 +2, g(x)=2>+2—1en Zs[z]

g) flx) =2 +5x* + 32 +2x +1, g(x)=2"+ 3, en Z;[x].

El polinomio f(x) € R[z] tiene resto —45 al dividirlo por x + 1 y —165 al dividirlo por
x — 3. Se pide:

a) el resto de la division de f(z) por x? — 2x — 3;

b) el polinomio f(z), sabiendo que es de grado 4 y que es divisible por z(z? — 4);

. Encontrar todos los ceros en Zjs de los polinomios f(z) = 2° + 32® + 22 + 2z € Zslx] y

g(x) = a® — x € Zs|x].

(a) Encontrar todos los polinomios monicos irreducibles de grados 2 y 3 en Zs[z] y Zs[z],
y de grado 2 en Zs[x].

(b) Descomponer en producto de polinomios irreducibles el polinomio z* + 4 en Zs[z].

Descomponer en factores irreducibles los polinomios f = 2 — 1y g = 2% + 1 vistos en los
anillos R[z]| y Clz].

Factorizar f = 4% — 4z + 8 como producto de irreducibles en Z[z], Q[z] y Z11[x].

Descomponer en factores irreducibles el polinomio f = z* + 1 visto, sucesivamente, en los
anillos Z[z], R(z], Zs|x|, Zs|x] y Z7|x].

. Sea f = a,z" +a, 12" '+ -+ ag € Z[x] un polinomio de grado n con ag # 0. Mostrar

que si p,q son dos enteros primos entre si, entonces f(p/q) = 0 implica que plag y ¢lay.
Empleando este resultado factorizar f = 3z° + 422 + 2z — 4 en Qlx].

Estudiar la irreducibilidad en Z[x] y en Q[z] de los polinomios:

a) fi =23 +322+3x+9, b) fo=5x%+102"+2023+10, c¢) f3 = 2>+ 52%+ 32+ 35,
d) fi = —2"+2522 150 +10, e) f5 = Te3+622+4x+6, f) fo =92 +423—3x+7.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

Sea f un polinomio irreducible en Q[z].

(a) Para a € C considera el homomorfismo evaluacion ev, : Q[z] — C definido por
h(z) — h(a). Probar que si f(a) = 0 entonces el nicleo de ev, es el ideal principal
generado por f.

(b) Deduce que si ademas g € Q[z] y g(a) = 0 entonces f divide a g en Q[z].

Consideramos el homomorfismo evaluacion ev; : R[z] — C definido por ev;(P(z)) = P(3).
Calcula la imagen de ev;. Prueba que el niicleo ker(ev;) es el ideal generado por el
polinomio H(z) = 2 + 1. Deducir que R[z]/(H(z)) es un cuerpo isomorfo a C.

Descomponer en factores irreducibles el polinomio f = 42% — 12 considerado, sucesiva-
mente, como elemento de Z[z], Q[z] y R[z]. (Es Q[z]|/(f) cuerpo? ;Y R[z]/(f)? En caso
afirmativo indica su caracteristica y su dimensién como espacio vectorial sobre Q y R
respectivamente.

(Es Q[z]/(x? — 5z + 6) un cuerpo? ;Y Q[x]/(z* — 6x + 6)? En caso afirmativo indica su
caracteristica y su dimensiéon como espacio vectorial sobre Q.

Estudiar el anillo cociente Zs[z]/(f), indicando el nimero de elementos y construyendo
la tabla de adicion y de multiplicacion en los siguientes casos:

() f = 2%4+1, (i) f = 2°+x (iii) f = 2*+a+1  (iv) f = 22 +a+1 (v) f = 2°+2?+1

JAlguno de estos anillos es cuerpo? Indica en este caso su caracteristica. ;Cual es la
dimension de estos anillos como espacios vectoriales sobre el cuerpo Zs?

Construir cuerpos con 4, 8, 9 y 25 elementos, indicando su caracteristica.

Hallar un divisor de cero en el anillo cociente A := Q[z]|/(z® — 2> +x —1). | Es a = [z]
(clase de x en el anillo A) una unidad en este anillo? En caso afirmativo encuentra su
inverso.

Consideramos « = [x] como elemento de Zs[z]/(z* +x —1). Calcular, si existe, el inverso
de o' + a® + a® + a.

Sea f =%+ x+ 1 € F[z] y se considera el cociente L = F[x]/(f).

a) Estudiar si L es un cuerpo en los casos F = Z3 y F = Zs.

b) Denotamos o = [z] € L. En cada caso, estudiar si a — 1 tiene o no inverso en L,
calculandolo si existe.

Consideramos un niimero primo n > 2y el anillo cociente A = Z,[z]/(x*—z). Mostrar que

es un isomorfismo de anillos la aplicacion f : A — Z,, x Z,, dada por f(a+ba) = (a+b,a)
(siendo o = [z] en A).

Estudiar si hay isomorfismos entre los siguientes anillos
LoxTy, Ty, ZLola))(@®+a+1), Zsolx]/(2®+ax+1), Zoz]/(x*+2>+1), Zaofz]/(x?),

justificando la respuesta en cada caso.
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22.

23.

24.

25.

Sea K un cuerpo finito. Sea a un elemento del grupo multiplicativo K* = K \ {0} tal
que ord (a) = max{ord (b) | b € K*}.

a) Prueba que para todo b € K* se tiene que ord (b)|ord (a).
b) Comprueba que todos los elementos de K* son raices del polinomio z°7¢(®) — 1,

¢) Deducir que K* es el grupo ciclico generado por a.

Sea A el anillo Zs[x]/(f), con f=2*+2—1y a = [z].
a) Indica los 6rdenes posibles de los elementos del grupo multiplicativo de unidades de A.

b) Calcula el orden de v y de oo + 2 en A*.

Sea f =%+ 2® + z + 1 € Zs[z]. Denotamos L := Zs[z]/(f) y o := [z] € L.

a) Probar que L es un cuerpo indicando su caracteristica, el nimero de elementos y una
base de L como espacio vectorial sobre el cuerpo Zs.

b) Indicar los ordenes posibles de los elementos del grupo multiplicativo L*.

¢) Deduce que a? es de orden 31 (sin calcular las potencias de o) e indica el orden de
204,

Sean f =2+ 22+ 1y g=2?+ 1+ 1 en Zy[x]. Se pide:

(a) Calcular el méaximo comtn divisor de f y g, y una identidad de Bezout.

(b) Indica los elementos del anillo cociente K = Zy[x]/(f) en funcion de o = [z] mod f.
Prueba que K es un cuerpo.

(¢c) Halla un elemento 8 € K tal que (a* +a+1)8 =1+ a.

(d) Indica los 6rdenes posibles de los elementos del grupo de unidades K* de K. Deter-
mina, sin calcular las potencias, ctal es el orden de o en K*.



