Problema. Demostrar que para todo entero r no negativo y para r primos pi,...,p,, se tiene que

[Q(/P1, ---,/Pr) : Q] = 2.

Demostracion. Demostraremos por induccién que de hecho para r ntimeros enteros ¢y, . . . , ¢, mayores
que 1 coprimos dos a dos y que no tengan ningin factor primo con multiplicidad mayor que 1, la
condicién del problema se cumple.

Para 7 = 0 es trivial y para r = 1 se tiene que [Q(,/q1) : Q] = 2 porque el polinomio t* — q; € Q][t]
tiene a ,/q1 por raiz y es irreducible por el criterio de Eisenstein.

Demostraremos ahora que el enunciado es cierto para r > 2 suponiéndolo cierto para los en-
teros no negativos menores que r. Llamemos K, := Q(\/q1,---,vq), Ki—1 .= Q(\/q1,---s\/TGr—1) ¥
K,—9:=Q(/q1,-..,1/qr—2). Tenemos que

Ky Q] = [Ky @ K] - [Koo1 0 QU< 2770 [Q(Vgr) : Q) =27 (1)
donde en la ultima desigualdad hemos aplicado la hip6tesis de induccién y usado que
[Kr : Krfl] = [qu(\/qi) : Krfl] < [Q(ﬂ) : Q]

La igualdad en 1 se da si y solo si [K, : K,_1] = 2 o equivalentemente, si /g, & K,_1. Veamos que es
asi. En caso contrario existen a,b € K,_o tales que

Var = a+by/g1 2)

Vemos que b no puede ser cero porque si lo fuera se tendria que /g, = a € K,_5 y por tanto
K,_2(,/qr) seria igual a K,_s, pero esto es imposible pues obtendriamos

27‘72 - [KT’—Q : Q] = [K’I‘—Q(\/q>’l’) : Q] = [Q(\/ﬁv IV qr—2, \/qT") : Q] - 27’71
La primera y la dltima igualdad por la hipo6tesis de induccién.
De la ecuacién 2 obtenemos (\/qT« — b, /qr_l)2 = a? y desarrollando obtenemos
2b\/ Grqr—1 = qr + bQQT—l - a2 € KT—2

Pero esto de nuevo es un absurdo pues dado que no estamos trabajando en caracteristica 2 y que b no
es cero, lo ultimo implica que /¢rq-—1 € K,_2, pero como ¢,q,—1 €s coprimo con ¢;, ¢t =1,...,r—2y
es libre de cuadrados se tendria que

22 = [K,_5: Q] = [Kr—a(v@rgr—1) : Q = [Q/a1 - - - V=2, V3rGr—1) : @ = 2

La primera y la dltima igualdad por la hipo6tesis de inducciéon. Con lo que el problema queda probado.



