CAPITULO VIl

Polinomios en varias variables.
Polinomios simétricos. Resultante y
discriminante

En la primera seccidon de este capitulo se introducen nociones generales
y resultados béasicos sobre polinomios en varias variables, lo que incluye en
particular las Formulas de Cardano-Vieta y la demostracion del Teorema de
representacion de los polinomios simétricos. Utilizamos este teorema en la sec-
cién segunda para definir y estudiar algunas propiedades de la resultante y el
discriminante, que empleamos para presentar una demostraciéon del Teorema
de los ceros de Hilbert que solo usa argumentos de Algebra Lineal.

1. Generalidades. Polinomios simétricos

Comenzamos esta seccion introduciendo el concepto de anillo de polino-
mios en varias variables con coeficientes en un anillo A y estudiando algunas
propiedades basicas.

Definicién y Proposicién VII.1.1 Sea A un anillo conmutativo y unitario.
Denotamos N el conjunto de los enteros no negativos y sea A[xi,...,x,] el
conjunto de todas las funciones f : N — A tales que f(v) # 0 tan solo para
una cantidad finita de elementos v € N™.

(1) A[x1,...,xn] es un anillo conmutativo y unitario con las operaciones suma
y producto definidas por

(F+9)) =) +90) & (f)w) =3 Fwalp),
ptp=v
donde f,g € Alx1,...,%xn) y v, 1, p € N

(2) La aplicacion A — Alxi,...,%y,] dada por a — fq, donde fo(0) = a y
fa(v) =0 para v # 0, es un monomorfismo de anillos.
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Demostracion. (1) La comprobacion de que A[xy, ..., xy] es un anillo conmu-
tativo y unitario es rutinaria y pesada; por eso la omitimos. Senialemos que, con
las notaciones del apartado (2), el elemento neutro para la suma es la funcion
fo vy el elemento unidad es f;.

(2) La comprobacion de este apartado es también inmediata.

El anillo A[xy,...,x%,] recibe el nombre de anillo de polinomios en n in-
determinadas o variables sobre A. En virtud de VII.1.1 (2) consideraremos A
como subanillo de A[xy,...,x,], identificando cada a € A con f,. O

Observaciones VII.1.2 (1) Sin = 1, entonces A[x1] es el anillo de polinomios
en una variable descrito en V.1.1.

(2) Introducimos una notacién més conveniente para tratar los anillos de po-
linomios en varias variables. Fijado n > 1, denotamos

i)
ei:=(0,...,0,1,0,...,0) € N".

i)
Para cada k € N definimos ke; := (0,...,0,%,0,...,0), y asi cada multiindice
v € N” se expresa de forma tnica como v := (vy,...,V,) = vie] + -+ + Upep.
Se llama peso de v a la suma |v| == v + -+ + vy,

Sean A un anillo y n > 1 un entero positivo. Para 1 < i < n consideramos
x; € Alxy,...,x%,] dada por

xi(e;) =1 & x;(v)=0 si v#e;.
Ademés, dados 1 < i <ny k €N, de la definicién de producto se deduce que

Fhe) =1 & xF()=0 si v# ke,

%
Dado un multiindice v = (v, ..., v,) definimos x” := x|* - - - x/*, que cumple

(v)=x"xr(v)=1 & x(n)=0 VpeN'\{v}

n

(3) Sean f € A[x1,...,x,] y el conjunto finito Fy := {v € N* : f(v) # 0}.
Denotando a, := f(v) para cada v € J; se escribe

f= g a,x”, lo que abreviamos f = E a,x”.

veTFy v
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Se dice que xi,...,%, € A[x1,...,%y] son las indeterminadas o variables del
anillo de polinomios A[x1,...,x,]. Los elementos a, de la expresion precedente
son los coeficientes de f; por supuesto,

Z a,x’ = Z byx¥ <<= a,=b, VYV

Un polinomio del tipo ax” para cierto v € N” recibe el nombre de monomio.
Este monomio se dice nulo si @ = 0. Todo polinomio no nulo se escribe de
modo tnico como suma de una cantidad finita de monomios no nulos. Notese
quesil <iy <---<i, <n,elanillo A[x;,,...,x;,| se puede interpretar como
un subanillo de A[x1,...,x,]; para ello basta considerar las variables x; con
Jj ¢ {i1,...,ir} elevadas al exponente 0 en todos los monomios no nulos de los
polinomios de A[x;,,...,x;,].

Definicién y Observacién VII.1.3 (Evaluacién) Sean Ay B anillos tales
que A es subanillo de B. Sea b := (by,...,b,) € B"y consideramos la aplicacion

evy: Alxi, .. %0 = B, f =) ax’ o f0) = ab’ = abit--bin

Se comprueba sin dificultad que la aplicaciéon ev, es un homomorfismo, que

denominaremos homomorfismo evaluacion, que cumple que evy|4 = idg y
evy(x;) = b;. Ademas, la imagen de evy, que denotaremos por Aby,...,by], es
el menor subanillo de B que contiene al anillo A y a by,...,b,. Por el Primer

Teorema de isomorfia I1.2.1 se cumple que

Alxy, ..., %)/ kerevy =2 Alby, ..., by).

Corolario VII.1.4 Sean A un anillo y n > 1 un entero positivo. Fijado un
indice k, donde 1 < k < n, existen isomorfismos de anillos

AlR1, ooy X [Rhet 1y - Xn) AR, - X)) ARy - X [XD e XE
Demostracion. Veremos que A[x1, ..., Xk|[Xk+1,- - -, %n] = A[X1,...,%,] puesel
otro isomorfismo se obtiene analogamente. Como A[x1,...,x;] C A[x1,...,Xq]

existe, por VII.1.3, un homomorfismo de anillos
0 AR, X [Reg1s - Xn) = AR, LRy

tal que @’A[xl,...,xk] = id A,z Y o(xj) =xj parak+1<j<n.
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Por otro lado, como A C A[x1,...,xg][Xk+1,- - -, Xn] existe, por VIL.1.3, un
homomorfismo de anillos

Y AlRe, e x| = AR, X [REr 1, - - X0
tal que |4 =ida y ¥(x;) = x; para 1 < j < n. Notese que
(op)la=ida & (Woop)(xj)=x% VI<j<n,

y por tanto, ¥ o ¢ = 1idafx,, . xu][xpr1,....xn]- An&logamente, p o =idy, . x.)»
luego ¢ es un isomorfismo. O

En lo sucesivo actuaremos como si los isomorfismos de la Proposicién an-
terior fuesen identidades, por lo que escribiremos

AlRy, o X5 [R 1y -5 Xn) = A[R1, -0, Xy
= AlRk11,- -, Xn)[x1, -0 %K) = Alxa][x2] - - - [%n]-

Definicién y Observaciones VII.1.5 (Grado de un polinomio) (1) Da-

do un polinomio no nulo f =" a,x” € A[xy,...,x,] se llama grado, o gra-
do total, de f a deg(f) := max{|v| : a, # 0}. Si f = 0 se conviene que
deg(f) := —oo. El operador grado cumple las siguientes propiedades, en cuya

formulacion suponemos el convenio habitual:
(—00) 4+ (—00) = =00, (—0)+n=-00 & —oc0o<n VnelZ.

(1) Si f,g € Alx1,...,x%y,) entonces deg(f + g) < méx{deg(f),deg(g)}, vy si
deg(f) # deg(g) entonces deg(f + g) = méx{deg(f), deg(g)}.

(2) Si f,g € Alxq,...,x%,] entonces deg(fg) < deg(f) + deg(g). Ademas, si A
es un dominio se cumple la igualdad deg(fg) = deg(f) + deg(g).

(3) Para 1 <14 < n denotamos B := A[x1,...,%Xi—1,Xi+1, " ,Xn], luego
A[X17 o ’Xn] - A[X].) ey Xg—1, K41, 00 aXnHXi] - B[Xi]a
y dado f € A[xy,...,xy] se define el grado de f con respecto a la variable x;,

que se denota deg, (f), como su grado como polinomio en Blx;], que por tanto
cumple las propiedades relativas al grado de los polinomios en una variable
descritas en la seccion primera del Capitulo V.

(4) Un polinomio f € A[xy,...,xy,] es homogéneo si todos sus monomios no nu-
los tienen el mismo grado. Por convenio consideramos que también el polinomio
nulo es homogéneo. Si f es homogéneo de grado d se tiene la igualdad

flexy, ... tx,) = tf(x1,...,%0) (1.1)
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como polinomios en A[xy, ..., Xy, t]. En efecto, cada monomio g € A[x1, ..., x,]
de grado d se escribe como g := axi* ---x} donde vy + - - - + v, = d, luego

g(tx1, ..., tx,) = a(txy)" - (tx,)""
= g T g gt = tlg(xy, ., %),

En consecuencia, si f = g1 +-- -+ ¢, es suma de monomios de grado d se tiene

T
fex1, ..., t%,) = Zgi(txl, cotxy)
=1

T
= tngi(xl, Ce. 7Xn) = tdf(Xl, . ,Xn).
=1

(5) Cada polinomio f € A[xy,...,x,] se escribe, de modo tnico, como suma
f= ZZ:O fr donde d = deg(f) y cada fi es un polinomio homogéneo de grado
k o el polinomio nulo. Los polinomios fj estan determinados por f y reciben
el nombre de componentes homogéneas de f. La componente fi, si no es nula,
es la suma de los monomios de f de grado k. Por lo visto en (4),

d d
fltxy, ..., tx,) = ka(txl, coytxy) = Ztkfk(xl, cey Xp),
k=0 k=0
que no coincide con t?f(xy,...,x,) = t¢ ZZ:O fe(x1,...,%,) salvo si fr =0

para 0 < k < d. Asi, la igualdad (1.1) caracteriza, entre los polinomios no
nulos, los homogéneos de grado d.

(6) El producto de dos polinomios homogéneos es, bien nulo, bien un polinomio
homogéneo. En efecto, si f y g son polinomios homogéneos de grados d y e,
respectivamente, su producto h := fg o bien es nulo o bien es homogéneo de
grado d + e, ya que

h(tx1,...,txn) = f(tx1,...,tx,) - g(tx1,. .., txy)
=t9f(x1,...,%0) - t99(x1,...,%0) = t9Ch(x1,. .., x0).
Corolario VII.1.6 Sean A un anillo y n > 1. Se cumplen las siguientes pro-
piedades.
(1) A es un dominio si y solo si Alxy,...,x,] es un dominio.
(2) Si A es un dominio, entonces U(A) = U(A[x1, ..., %q]).

(3) A es noetheriano si y solo si Alxi,...,x,| es noetheriano.
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(4) A es un DFU si y sdlo si Alxy,...,%,] es un DFU. En particular, si K es
un cuerpo, entonces K[x1,...,%x,| es un DFU.

(5) Las condiciones siguientes son equivalentes.

1)

(5.1) Alx1,...,%x,] es un DE.
(5.2) Alx1,...,%x,] es un DIP.
(

5.3) A es un cuerpo yn = 1.

Demostracion. Los apartados (1) y (2) se deducen de la Proposicion V.1.2
empleando la igualdad A[xi,...,x,] = Alx1,...,%xp—1][xn] y argumentando
por induccién.

Los apartados (3) y (4) se siguen del Teorema de la base de Hilbert, V.2.15,
y del Teorema de Gauss, VI.1.6, argumentando por induccién y utilizando de
nuevo que A[xi,...,xp] = A[x1, ..., Xp_1][xp].

Por tltimo, el apartado (5) se deduce de la Proposicion V.1.8 utilizando la
igualdad A[xy,...,%,] = B[x,| donde B := A[x1,...,%,_1] es un cuerpo si y
solo si A es un cuerpo y n = 1, es decir, no hay variables. O

Definicién y Observacién VII.1.7 (Funciones polinémicas) (1) Sean A
un anillo, n > 1y f € Alxy,...,%,] un polinomio no nulo. La funcién poliné-
mica asociada a f se define como

F:A" - A, aw— f(a) = evy(f).

La funcién polinémica asociada a un polinomio no nulo puede ser nula. Por
ejemplo, si p es un nimero primo, A = Z, y n = 1, el polinomio f = tP —t
no es nulo, pero la funcién polinémica asociada a f si es nula, por el Pequenio
Teorema de Fermat, 77 vol. L.

(2) Veremos a continuacion que si A es un dominio infinito la situaciéon es
distinta.

Proposicion VII.1.8 Sean A un dominio infinito y f € Alx1,...,%y,] un po-
linomio no nulo. Entonces, la funcion polinomica F : A™ — A asociada a f es
no nula.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo, que F' es nula. Proce-
demos por induccién sobre n. Si n = 1, la nulidad de F' significa que cada
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elemento del dominio infinito A es raiz de f, lo que contradice la Propo-
sicion V.2.2. Supongamos el resultado cierto para polinomios en n — 1 va-

riables y sean B := A[xy,...,%X,—1] ¥ f un polinomio en n variables. Como
Alx1,...,%Xp—1,Xn] = B[x,] podemos escribir
m
=2 fix
k=0
donde cada f, € B. Fijamos ahora a’ := (ay,...,a,_1) € A" 1. Para cada

an € A, tenemos que

m

0=F(d,a,) = fr(a)ay

k=0

y, por el caso de una variable ya estudiado, el polinomio > ;" , fx (a")xF € Alx,]
es nulo. Esto significa que fi(a’) = 0 para 0 < k < m, y cada a’ € A"~ 1. Por
hipétesis de induccion, fr = 0 para 0 < k < m, luego f = 0. U

Observaciones VII.1.9 (1) Por lo anterior, si A es un dominio infinito, po-
demos identificar los polinomios con sus funciones polinémicas asociadas.

(2) En particular, si A es un dominio de caracteristica cero existe un homo-
morfismo inyectivo Z < A, luego A es infinito, por lo que los polinomios de
Alx1,...,%y,] se identifican con las funciones polindmicas A™ — A.

Corolario VII.1.10 Sean A un dominio infinito, y f,g,h € A[x1,...,%,] tres
polinomios tales que h # 0. Si f(a) = g(a) para cada a € A™ tal que h(a) # 0,
entonces f = g.

Demostracion. Por hipotesis, la funcion polindmica asociada a hg := (f — g)h

es nula, luego se deduce de la Proposicion VII.1.8 que hg = 0, y A[x1,...,%y,] es
un dominio por serlo A. Como h # 0 esto implica que f —g =0, o sea, f = g.
U

Definicién y Observacién VII.1.11 (Funciones racionales.) Si A es un
dominio y n > 1, entonces A[x1,...,%,| es también un dominio, por lo que
existe su cuerpo de fracciones F' := qf(A[x1,...,%y,]). Por otro lado, si K
es el cuerpo de fracciones de A, consideramos el dominio K[x1,...,x%,], que
contiene a A[x1,...,%,]|. Denotamos por K(xi,...,x%,) al cuerpo de fracciones
de K|[x1,...,%x,] y vamos a comprobar que coincide con F.
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Como el cuerpo F contiene al anillo A también contiene, por l.a en el
Capitulo II, al cuerpo K. Ademas, cada x; € A[x1,...,%x,| C F, y por tanto
K[x1,...,%,] C F. De nuevo por l.a en el Capitulo II, K (x1,...,%,) C F. Por
otro lado,

Alxy, .. %) C K[x1, ..., %) C K(x1,...,%p)

con lo que F' C K(x1,...,%,) y se da la igualdad anunciada.

l.a. Polinomios simétricos. Férmulas de Cardano-Vieta. Veremos
a continuacion las Férmulas de Cardano-Vieta, que relacionan los coeficientes
de un polinomio en una variable con sus raices. Estas féormulas hacen entrar en
la escena a las formas simétricas elementales, que son relevantes para formular
el teorema de representacién de los polinomios simétricos.

Definiciones y Observaciones VII.1.12 (Polinomios simétricos)

(1) Sean A un anillo y n > 1 un entero. El grupo de permutaciones 8,, (véase

Capitulo 3, vol. I) actia sobre el anillo de polinomios A[xy, ..., x,] mediante
Sn — Biy(A[x1,...,x]), T— T,
donde para cada f € A[x1,...,%,] se tiene
T(F)(x15- - %0) = F(Xr1)s - Zr(m))-
Es inmediato comprobar que la aplicacién/?\: Alxy, ..o, xn] = Alx1, ..., %p] €8

un isomorfismo de anillos cuyo inverso es 771,

(2) Se dice que el polinomio f es simétrico si 7(f) = f para cada permuta-
cion 7 € 8. Se llaman polinomios simétricos elementales o también formas
simétricas elementales en n variables a los polinomios homogéneos

S1:=X1+ -+ Xp, Spi= Z Xip Xy, & spi=Xpcc X,
1< << <n
donde 2 < k < n — 1. Notese que deg(sg) = k para 1 < k < n. Ademas, si

/ !/
denotamos s7,...,s,_;
se cumple que

Sk = E Xil"'xik: E Xil"'X’L'k

los polinomios simétricos elementales en n—1 variables

1<i1 << <n 1<ip < <ip<n—1
+ E iy " X Xn = E , iy Kiy,
1<i1 < <ip_1<ig=n 1<ii < <ip<n—1
) ) _ < /
+ X - Xip * Xjy_, | =S+ XpSp_q-

1<i1 < <igp_1<n—1
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En lo sucesivo denotamos s{, := 1 y s, := 0. Obsérvese que si A es un anillo
de caracteristica cero, los polinomios simétricos elementales en n variables son
elementos del subanillo Z[x1,...,x,] C A[x1,...,%].

(3) Si f € A[x1,...,%,] es un polinomio simétricoy f = fo+ -+ fq es la
expresion de f como suma de sus componentes homogéneas, entonces cada f
es un polinomio simétrico. En efecto, para cada permutacién 7 € 8,, se tiene

0=f=7(f) = (fo—7(fo)) + -+ (fa —7(fa))- (1.2)

Como el polinomio 7(fx) es homogéneo de grado k, cada resta fr — 7(fx) es
un polinomio homogéneo de grado k o el polinomio nulo, y como la suma (1.2)
es nula se da el segundo caso, es decir, fr = 7(fx), lo que significa que cada
componente homogénea f; de f es un polinomio simétrico.

Teorema VII.1.13 (Férmulas de Cardano—Vieta) Sea
fon=(t—x1) - (t —xp) € Z[X1,...,Xn,t].

Entonces

Fo=t"+ > (—DFsp(x1,... x)t"

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n = deg,(fy). Para n = 1,
tenemos
fi=t—x1=t+ (—1)si(x1).

Supongamos el resultado cierto para n — 1 y veamos que también lo es para n.

Por hipétesis de induccién, y denotando x’ := (x1,...,%,-1) se tiene
n—1
-1 kot —1-k
fact=(t—x1) - (E—xp1) =t" 4+ Y _(—DFsp(x)e"F,
k=1
donde sf,...,s! _; son los polinomios simétricos elementales en n—1 variables.
Por tanto,

fn = fn—1 (£ —xn) —( +"Z:1 gl k)(t—xn)
k=1

n—1
=t" + Z P (=) s (xR,
k=0
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Cambiando de indice en el ultimo sumatorio resulta

n
fo=1t"+ Z(—l)’“s R Z Vs (x)xt" TR = 7

n

—I—Z ")+ xps)_ g (x)) " :t"—i—z Fsp(xi,...,xn)t" k.
k=1

O

1.b. Teorema de representacion de los polinomios simétricos. An-
tes de probar el Teorema de representacion de los polinomios simétricos vere-

mos dos lemas auxiliares. Fijamos un anillo A y variables x1,...,Xy,.
Lema VII.1.14 Sea f € A[x1,...,%,] un polinomio homogéneo y simétrico.
Entonces

Q(Xl, SRR anl) = f(xla <oy Xn—1, 0) € A[Xla s axnfl]
es, o el polinomio nulo, o un polinomio homogéneo y simétrico de grado deg(f).

Demostracion. Suponemos que g no es nulo, y por tanto tampoco es nulo f,
y denotamos d := deg(f). Entonces, g es homogéneo de grado d, ya que

g(tx1, ..., txp—1) = f(tx1,...,txp—1,0) = f(tx1,...,txp—1,t-0)
:tdf(xl,...,xn,l,O) :tdg(xl,...,xn,l).

Esto demuestra que g es homogéneo de grado deg(f). Para probar que es
simétrico, sea o € §,,_1 y consideramos la permutacion 7 € 8, definida por

(k) = {U(k) sik£n

n sik=n
Entonces, como f es simétrico se tiene
F&rq)ys s Zrn=1), Xn) = F(Zr1)s -5 Xr(n)) = F(X1, -5 Xn),

y evaluando ambos miembros en x, = 0 resulta

9(Xo(1)s -+ s Xo(n—1)) = f(Xr(1), -+ s Xr(n—1),0)
:f(X17"'7X7'L—170):g(X17"'7X7L—1)-
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Lema VII.1.15 Sean sq,...,s, las formas simétricas elementales en las va-
riables x1,...,%,. Entonces, el homomorfismo de anillos
ARy, .oy xn) = Alxe, o xn), (XL, o0, %) > f(S1,.. ., 80)

es inyectivo.

Demostracion. Se trata de demostrar, por induccién sobre n, que el tnico
polinomio f € A[xi,...,%,| que cumple que f(s1,...,s,) = 0 es el polinomio
nulo. Para n = 1 la tnica forma simétrica elemental es s; = x1, luego la
condicién f(s1) = 0 significa que f = f(x1) = 0. Supongamos que la afirmacion
es cierta para polinomios en n — 1 variables y veamos que también lo es para
polinomios en n variables. Escribimos

m
f= ka(xl,...,xn,l)xﬁ (1.3)

k=0
para ciertos fx € A[x1,...,%n—1], y hemos de probar que cada fi es nulo. Pro-
cedemos por induccion sobre m := deg, (f). Denotamos x’ := (x1,...,%—1)

y x:= (¥, %,). Vimos en la Observacion VII.1.12 (2) que
sk(x) = sp,(x') + xnsp 1 (%)

para 1 < k < n. Por tanto, si(x’,0) = s (x') para 1 < k < n — 1. Asi, como
f(s1,...,8,) =0, al evaluar x, = 0 en la férmula (1.3) se tiene

0= f(Sl(X/, 0)7 R Sn(xla 0))
= fo(s1(x,0),...,8,-1(x',0)) = fo(s},...,s, 1)

Por la hipoétesis de induccion (sobre n) se deduce que fy = 0. En particular,
si m = 0 hemos terminado. Supongamos el resultado cierto para polinomios
cuyo grado respecto de la variable x, es menor que m y sea f un polinomio
cuyo grado respecto de x, es deg, (f):=m. Como ya hemos demostrado que
fo =0, podemos escribir

m m
= fel)xh =% > f(x)xi
k=1 k=1
Entonces, 0 = f(s1,...,8n) = Sn Y 4y fE(S1,- -+, 5n—1)sF~ L. Como s, no es
divisor de cero en A[xy,...,x,], resulta

> fulst,.isa1)sh =0, (1.4)
k=1
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El grado respecto de x,, del polinomio g := Y"7* | fx(x')xF~1 es < m —1 luego,

por la hipotesis de induccion (sobre m), se sigue de la igualdad (1.4) que g = 0,
asf que f =x,9=0. O

Teorema VII.1.16 (Representacién de los polinomios simétricos)
Sea f € A[x1,...,%n] un polinomio simétrico. Entonces, existe un unico poli-
nomio g € Alx1,...,xy] tal que f = g(s1,...,8p).

Demostracion. La unicidad es, exactamente, lo que dice el Lema VII.1.15,
pues si existiesen dos polinomios g1, 92 € Alx1,...,x,] tales que

gl(slv .- '7Sn) = f = 92(317 .- '7Sn)7

el polinomio g := g1 — g2 cumpliria que

g(s1,...,8n) = g1(s1,-.-,8n) —g2(s1,...,8p) = f— f =0,
luego por el Lema VII.1.15 g = 0, es decir, g1 = g2.

En cuanto a la existencia, basta probarla para polinomios homogéneos. En
efecto, supongamos esto probado, y sea f € A[xq,...,%,] un polinomio simétri-
co. Denotamos fy, . .., f4 sus componentes homogéneas, que por la Observacion
VII.1.12 (3) son también polinomios simétricos y, por supuesto, homogéneos.
Existen entonces polinomios g € A[xy,...,x,] tales que fr = gr(s1,...,sn)
para 0 < k <d. Asi, g=go+ -+ gq € A[x1,...,%x,] cumple

d d

f:ka:ng(sl,...,sn):g(sl,...,sn).

k=0 k=0

Es por tanto suficiente demostrar el resultado para polinomios homogéneos y
simétricos, y de hecho vamos a probar lo siguiente:

Para todo polinomio simétrico y homogéneo f € A[xy,...,xy] existe un po-
linomio g € Alxy,...,%,] tal que g(xl,xg, ..., X) es un polinomio homogéneo

de grado deg(f) y f = g(s1, ..., sn).

Procedemos por induccién sobre n. Si n = 1, entonces s; = x; y por ello
f = f(x1) = f(s1), luego g := f nos vale. Supongamos el resultado cierto para
polinomios en n — 1 variables y veamos que también es cierto para polinomios
en n variables.

Para ello argumentamos por inducciéon sobre el grado (total) deg(f). Si
deg(f) = 0 basta tomar g := f. Supongamos que la afirmacion es cierta para
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polinomios cuyo grado total es menor que d y veamos que también lo es si
deg(f) = d. Denotamos x" := (x1,...,%x,-1) ¥y Fo := f(¥/,0) € A[x1,...,%xp_1]
que, por el Lema VII.1.14, es nulo o simétrico y homogéneo de grado deg(f).

Por la hipétesis de inducciéon sobre el nimero de variables existe un polino-
mio Gy € Alxy, ..., %,_1] tal que Fy = Go(s),...,s, ;) v Go(x1,%3,...,x""1)
es, bien nulo si Gy = 0, bien homogéneo de grado deg(Fy) = deg(f). En conse-
cuencia, el polinomio Gy(si,...,s,—1) es homogéneo de grado deg(f) o nulo.

Consideramos el polinomio homogéneo y simétrico de grado deg(f):
h:=f—Go(s1,...,8p-1).
Si h = 0 hemos terminado; por tanto, podemos suponer que h # 0. Como
h(xi,...,%,-1,0) = Fy — Go(s),...,sl,_1) = Fy — Fy = 0,

deducimos que x, divide a h y, por tanto, dado que h es simétrico, todas las
variables x1,...,%,_1 dividen a h. Asi, s, = x1---X, divide a h, luego existe
un polinomio simétrico y homogéneo h; de grado deg(h) —n = deg(f) — n tal
que h := sphy.

Por la hipotesis de induccion sobre el grado existe G; € Alxy,...,x,] tal
que G (x1,%2,...,x") es homogéneo de grado deg(f)—ny h1 = Gi(s1, .. -, sn).
De este modo,

f=Go(s1,...,8n-1) +sn,G1(s1,...,8n).
Sea g := Gy + x,G1. Se cumple que f = g(s1,...,8,) y que
g(x1,%3, ..., x") = Go(x1,%5, ..., x"71) + x2G(x1,%3, ..., x7)
es un polinomio homogéneo de grado deg(f). O

La demostracién anterior es constructiva si, en lugar de aplicar la hipotesis
de induccién, repetimos en cada etapa el paso inicial, aunque el proceso es
laborioso.

En ocasiones un analisis del polinomio involucrado nos permite encontrar
“atajos” que simplifican el procedimiento. En el siguiente ejemplo empleamos,
en primer lugar, el argumento introducido en la demostraciéon y vemos después
como utilizar un procedimiento alternativo que siplifica considerablemente los
célculos involucrados..
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Ejemplos VII.1.17 (1) Consideramos el polinomio homogéneo y simétrico
f o= (a4 x3) (o + x3) (x5 + x3).

Buscamos un polinomio g € Z[uj,ug,us] tal que f = g¢(s1,s2,s3) donde
S1, S2, s3 son las formas simétricas elementales en las variables x1, X2, x3. Sean
s| := x1 +x2 y sh := x1x2 las formas simétricas elementales en las variables
X1 ¥ X2. Noétese que

X7 4+x5 = (x1 + %)% — 2x 1%y = 2 — 28},
y por tanto se cumple
Fo: = f(x1,%2,0) = (x] + x5)x7%)
= (x1x2)’ (xf +x3) = s7(s]” — 28) = G (s} s)),
con Go(uy,up) = u3(u? — 2uy). Asi, Fy := f — Go(s1,s2) = —x1x2%x3F,, donde
Fy : x1x0x3 + QX? + 2X%X1 + 2x§x1 + 2X%X2 + 2X§ + 2X§x2 + 2X%X3 + 2X%X3 + 2X§.
Ahora reiniciamos el proceso con este polinomio Fy, es decir, calculamos
Fy(x1,%2,0) = 2(x3 + x3x; + x7%x0 + x5) = 2(x3 + 3x3x; + 3x3x2 + x3)
3

— 4(xTx2 + x3x1) = 2((x1 + x2)® — 2x1%2(x1 + X2))

= 2(s}” — 2s)s}h) = 2G4 (s}, 8b),

donde Gl(lll,llQ) = ui’ - 2u1u2. ASf, Fg = FQ - 2G1(Sl, SQ) = X1X2X3 = 83, ¥
por tanto Fy = s3 + 2G1(s1, s2). Sustituyendo los valores obtenidos resulta

f = Go(s1,s2) — s3F> = Go(s1,82) — s5 — 253G1(s1, 52).
Finalmente, f = g(s1, s2,s3), donde

g(u1,u,u3) = Go(ur,u2) — uz(uz + 2G1 (u1, u2))
=ui(u? — 2up) — uZ — 2uzu (v? — 2uy)

= (uf — 2u2)(u§ — 2uju3) — ug.

Ya senialamos que en ocasiones existen métodos alternativos que permiten
acortar los célculos. En el ejemplo anterior introducimos la variable auxiliar
t = x% + x% + x%, y asi,

2 2 2 2 2 2 2 2 2
X1+X2:t—X3, X1+X3:t—X2 & X2+X3:t—xl,
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por lo que, empleando las Férmulas de Cardano-Vieta, VII.1.13, resulta

fo= (el +x3)(xd +x8)(x3 +x5) = (¢ — x3) (6 — x3)(t —xf) = ¢°

2 2 2\4+2 2.2 2.2 2.2 2.2 2

2.2 2,2 2,2 2,22 2,2 2,2 2.2 2
+ (X3X2 + X3Xq + X1X2)t — X3X9X] = (X3X2 + X3Xq + X1X2)t — S3.

Por otro lado, expresamos

2.2 2.2 2.2 2 2 2 2
X5%5 + X3X] + X7X5 = (X1X2 + X1X3 + X2%3)” — 2(XTX2X3 + X5X1X3 + X3X1X2)
2 2
= 85 — 2s3(x1 + x2 + x3) = s5 — 28183,

mientras que la variable auxiliar introducida es también un polinomio simétri-
co, que escribimos

t = X% + x% + X§ =(x1+x2+ X3)2 — 2(x1x2 + X1X3 + X9%3) = S% — 2s9.
Al reemplazar estos valores en la expresion de f obtenida anteriormente resulta
f = (s —2sys3)(s? — 2s9) — 2,

o sea, el polinomio g(uj,us,u3) := (w3 — 2ujuz)(u? — 2uy) — u3 cumple que
f=g(s1,82,83).

(2) Por su interés al calcular la resolvente cibica de un polinomio de grado 4,
que abordamos en 7?7 vol. III, vamos a desarrollar otros ejemplos. Denotamos
x := (%1, X2,X3,%4) vy consideramos los polinomios

hi(x) = (x1 +x2)(x3 +x4), ha(x) = (x1+x3)(x2 +x4) &
ha(x) = (x1 4 x4)(x2 + x4),

que no son simétricos. Pero si lo son los polinomios
firi=hi+ha+h3, fo=hihy+ hihs+hohs & f3 = hihohs,

y vamos a expresar estos tres polinomios como polinomios en las formas simé-
tricas elementales s1, s2,83 y s4 en las variables x1,x9,x3 v x4. Denotamos

!/ !/ /
S1:=X1 + X2+ X3, 85:=X1X2+ X1X3 + X2X3 & S3 = X1X2X3
las formas simétricas elementales en las variables x1,xs y x3. En primer lugar,

f1 = (x1 4+ x2)(x3 + x4) + (x1 + x3) (%2 + x4) + (x1 + x4) (%2 + x3)

1.5
= 2(x1x2 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + XoX4 + X3%X4) = 282. (1:5)
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Para fo procedemos como en la prueba del Teorema VII.1.16, es decir, consi-
deramos el polinomio simétrico en tres variables

Fy : = fa(x1,%2,%3,0) = x3(x1 + x2)x2(x1 + x3) + x3(%1 + X2)x1X2
+ xa(x1 + x3)x1%2 = (%1 + x3)(85 + X%Xg) + (x2 + x3)(285 + X%Xg + X%Xg)
= (x1 + x3)8% + X285 + x5%2 + 2(x0 + x3)55 + x7%3 + X155 + X155
+x3x3 = 3(x1 + %2 + x3)sh + x7x3 + x7x3 + x53x3 = 3s|s}
+ (x1% + X1X3 + X2x3)” — 2(x]X2X3 + X1X5X3 + X1X2X3)
= 3s]sh + s’22 — 28)sh = ssh + s’22.

Esto implica que la diferencia fo — (s1s3 + s3) es miiltiplo de x4 y, como
es simétrico, lo es de cada variable x;. Como Z[x1, X2, %3,%4] es un DFU el
producto s4 = x1x9,x3x4 divide a fo — (s183 + s%), y un calculo largo pero
directo muestra que fo — (s183 + s3) = —4s4. En conclusion,

fo = (3153 + S%) — 4sy4. (16)
Por tltimo introducimos el polinomio

F3 = f3(x1,%2,%3,0) = x3(x1 + x2)x2(x1 + x3)%1(%2 + %3)

= sh(s) —x3)(s] — x2)(s) — x1) = (s’ — 8157 + 838! — sp)

/A 12
= 515233 - S3 .
Por ello, f3 — (s18283 — s3) es miltiplo de x4, luego también lo es del producto
S4 = x1X2x3x4. Al desarrollar la resta f3 — (s1s2s3 — s%) y sacar factor comin
a sy se obtiene f3 — (s1s2s3 — sg) = —s2sy, asi que

f3 = s1s283 — 83 — s7s4. (1.7)

2. Resultante y discriminante. Teorema de los ceros

En esta seccion A es un dominio de caracteristica 0, luego contiene una
copia de Z. El primer objetivo es obtener un procedimiento, la anulacién de la
resultante, para determinar si dos polinomios en una variable con coeficientes
en un dominio de factorizacion tnica A comparten un factor irreducible en A[t]
de grado > 1. Dicho procedimiento nos permitira determinar también, median-
te el discriminante, si un polinomio tiene raices multiples. Probaremos ademés
el Teorema de los ceros de Hilbert empleando argumentos que s6lo involucran
a la resultante, que como veremos es una herramienta que tinicamente utiliza
Algebra Lineal.
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Lema VIIL.2.1 Sean A un DFU y f,g € A[t] dos polinomios de grado > 1.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Los polinomios f y g comparten en A[t] un factor irreducible de grado > 1.

(2) Ezisten polinomios no nulos p,q € Alt] tales que

deg(p) < deg(f) —1, deg(q) <deg(g)—1 & fq=gp.

Demostracion. (1) = (2) Sea h € AJt] un factor irreducible comtn de f y ¢
en A[t] de grado mayor o igual que 1. Existen por tanto p,q € A[t] de grados
deg(p) < deg(f) — 1y deg(q) < deg(g) — 1 tales que f = ph y g = gh. Por
tanto, qf = qph = pg.

(2) = (1) Suponemos, por reduccion al absurdo, que f y ¢ no tienen nin-
gun factor irreducible comtin en A[t] de grado mayor o igual que 1, es decir,
med (f,g9) = a € A\ {0}. Escribimos f = af; y g = agi donde fi,g1 € Alt] y

med(f1,91) = 1. Entonces afiq = agip, asi que f1q = ¢g1p, luego fi|g1p. Como
Alt] es un DFU y med(f1,91) = 1, esto implica que que fi|p, lo que es absurdo

va que deg(p) < deg(f) — 1 = deg(f1) - L. 0

2.a. Resultante. (1) Si A es un DFU, el Lema anterior VIL.2.1 nos dice
que para determinar si dos polinomios en A[t]

f6) =) at’ & g(t):=) bt
4 part

de grados n,m > 1 comparten un factor irreducible en A[t] es suficiente que
existan polinomios no nulos p(t) := Y7 s Apth y —q(t) == Y7 Bet! en
A[t] tales que gp = fq o, equivalentemente,

n+m—1
O0=gp— fq= Z ( Z a; By + Z bjAk>td. (2.8)
d=0  i+l=d j+k=d

(2) Antes de analizar lo anterior en toda su generalidad veamos qué significa
para polinomios de grados pequenos, por ejemplo n = 3 y m = 2. La igualdad
(2.8) se escribe ahora

4

Z( Z a; By + Z bjAk)td — Z a; By + Z bjAk; =0

d=0 i+l=d j+k=d i+0=d j+k=d
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para 0 < d < 4. Esto equivale a que la upla (By, By, Ag, A1, A2) es solucién no
trivial del sistema homogéneo de ecuaciones lineales

ap By +  bodo =
a1By + aoB1 +  biAg + body =
asBy + a1B1 + boAy + biA1 + bgdy =
a3By + a2By + A + Ay =

O O O O O

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, la existencia de una solucién no trivial del
sistema de ecuaciones lineales anterior equivale a que sea nulo el determinante
de su matriz de coeficientes, esto es,

an 0 b() 0 0
ay Qo bl b() 0
det as a1 by by by =0.
az ag 0 b2 bl
0 a3 0 0 b

Como una matriz cuadrada y su traspuesta tienen el mismo determinante la
igualdad anterior se suele escribir, de modo equivalente, como

ap a1 a2 as 0
0 ay a1 as ag
det bop b1 b 0 O =0.
0 by by by O
0 0 by b1 be

(3) Volviendo al caso general, la igualdad (2.8) equivale a que
Z bjAk + Z a; By =10
j+k=d i+0=d

para todo 0 < d < n+m — 1. Asi, (Bo,...,Bm-1,40,...,Ap_1) € A" es
una solucion no nula del sistema de ecuaciones lineales

(B(),...,Bm_l,Ao,...,An_l)-M:(O,...,O),
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donde M es la siguiente matriz de orden n + m con coeficientes en A:

ap  ai - an 0 0O --- 0
0 ay a1 anp, o --- 0
. m filas
L 0 O ag al as an,
M := bp by - bm b, 0o .- 0
0 b b R S N e 0
S m | pn filas
| 0 o .. 0 bo by -+ bm |

El sistema anterior es homogéneo y, por tanto, tiene una solucién no idéntica-
mente nula si y sélo si det(M) = 0.

Se define la resultante Res(f,g) € A de f,g como Res(f,g) := det(M), y
el Lema VII.2.1 se reformula del siguiente modo.

(%) Si A esun DFU y f,g € A[t] son dos polinomios de grado > 1, entonces
f y g comparten en A[t] un factor de grado > 1 si y sdlo si Res(f,g) = 0.

Ejemplos VII.2.2 (1) Dados los polinomios

f(x,y) =% =5y —2xy —3x+3y4+2 & g(x,y):=x>—Ty? —3x— 5y +2

vamos a encontrar todos los puntos de corte de las conicas afines
Cr:={(z,y) €C*: fla,y) =0} & Co:={(z,y) € C*: g(z,y) = 0}.

Sea (x,b) € C1 N Cy. Entonces z es raiz comin de los polinomios

fo(x) == x% — (20 +3)x+ (2+3b—5b%) & gy(x) := x> —3x + (2 — 5b— 7b?),

luego el polinomio x — = divide a fj,(x) y gp(x) en C[x], por lo que la resultante
Res(fy, g») de fo v g» ha de ser nula. Pero

1 —(2b+3) 24 3b— 5b? 0
- 0 1 —(2b+3) 2+ 3b— 5b?

Res(fp, gp) = det | 32— 5b— T 0
0 1 -3 2 — 5b — 7b?

= —24b%(b% — 1),
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luego b = 0,1,—1. Parab =0, fo = x> —3x +2 = (x — 1)(x — 2) = go, cuyas
raices son x = 1 y x = 2, y obtenemos dos puntos de corte p; = (1,0) y
p2 = (2,0) de Cy y Cs. Para b = —1, la tnica raiz comun de los polinomios

fa=x—x—6=x+2)(x-3) & g.1=x>—-3x=x(x—23),
es x = 3. Asi p3 = (3,—1) € C; N Cy. Por ultimo, para b = 1,
fi=x2—5x=x(x-5) & gi(x)=x*-3x—10=(x+2)(x —5),
cuya raiz comun es x = 5. Asi también py = (5,1) € C1 N Csq, y en conclusion

CinNCy = {pl = (1,0), p2 = (2,0), p3 = (3, —1), P4 = (5, 1)}
A continuacion, veremos algunas propiedades de la resultante.

Proposicion VII.2.3 Sean A un dominio y f,g € A[t] polinomios de grado
positivo. Entonces, existen polinomios p,q € Alt] tales que Res(f,g) = fp+gq.

Demostracion. Por definicién, tenemos

[ ap a; - an 0 0 --- 0 ]
0 ay ay - an 0 --- 0
m filas
._ I ar  az - ap |/
Res(f,g) := det bo by - byt by 0 ... 0
0 b b coo bpeq by -0
) .0 ! .1 ) ) n filas
. 0 0 - 0 bo by - by |/

El determinante anterior no varia si a la primera columna le sumamos t veces
la segunda, t2 veces la tercera, ..., t77! veces la j-ésima, ..., y t"T™ 71 veces
la (n + m)-ésima. Por tanto

B f a1 NN Qp, 0 0 tee 0 ]
ft ao ay A an 0o ... 0
. m filas
B femloo 0 agp a1 az - Gn |J
Res(f,g) = det g b - bpuoy bm 0 - 0
t b b o bper by 0
g o -t . n filas
gt 0 0 bo b1 - by |/
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Desarrollando este determinante por la primera columna obtenemos polinomios
p.q € Alt] tales que Res(f, g) = fp+ gq. 0

Teorema VII1.2.4 Sean n,m enteros positivos y consideremos indeterminadas
vi=(vo,...,Vp), Wi= (Wo,.. W), X:= (X1,...,%Xpn), ¥:=(V1,.--,¥m) &t
y los polinomios

Iv ZZVn(t_Xl)"'(t_Xn):VO+V1t+"'+Vntn,
9u ::Wm(t_y1)"‘(t_ym):W0+W1t+"'+wmtm.

Se cumple que Res(fy, gu) = (=1)" vy, [T, TT72, (i — v5)-

Demostracion. En primer lugar, por las Formulas de Cardano-Vieta se tiene

V; :vn(—l)”_isn_i(xl,...,Xn) para 0<i<n-—1,
| (2.9)
Wi =wm(—1)""78n_j(y1,...,ym) para 0<j<m-—1,
donde sq,...,s, son las formas simétricas elementales en n variables y he-
mos denotado 81, . ..,s,, las formas simétricas elementales en m variables. Por
definicién se tiene
_Vo vy - Vn, 0 o --. 0 7
0 vo w1 v, 0 0
. . m filas
0 0 v V1 V9 Vn
R = det
es(fv’ gw) € wo W1 . e wm_l wm O P 0
0 WO W]_ DY W 71 W DY 0
" " n filas
L0 0 - 0 Wo o Wl e W |

asi que existe un polinomio H(v,w) € Z[v,w| tal que Res(fy, ) := H(v,w).
Por las propiedades de los determinantes,

H(tv,w) =t"H(v,w) & H(v,tw)=1t"H(v,w),

lo que implica, por VII.1.5 (5), que H es un polinomio homogéneo en las varia-
bles v de grado m y homogéneo en las variables w de grado n. Consideremos los
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grupos de variables u := (uy,...,u,) y z:= (21,...,2m), los anillos B := Z][z],
C := Z[u] y el polinomio

F(u,z) = H((-1)"up,...,—u1, 1;(=1)"2zpm, ..., —21,1) € Blu] = C[z]
de grado total < m en B[u] y de grado total < n en C]z]. Si denotamos
s:=(s1,...,8,) & 8:=(81,...,8m),
se deduce de las igualdades (2.9) que

H(v,w) = H(vo((=1)"sp, ..., —s1,1),wn((—=1)™8m, ..., —81,1))
=vpunH((=1)"sp,...,—s1,1;(—=1)™8m, ..., —51,1) (2.10)

= vy F(s,s).

Escribimos F'(s,s) := G(x,y), donde G € Z[x, y]. Si hacemos x; := y;, entonces
los polinomios fy, g € Z[x,y, v, w|[t] compartirfan el factor (t —x;) = (t —y;),
y se deduce de la discusion que sigue al Lema VII.2.1 que

G(X1,. %=1, Y, XKit1s-- -, X, ¥) = 0.

De este modo, por la Regla de Ruffini V.1.11, cada resta x; —y; divide a Gy,
como Z[x,y] es un DFU, también el producto [}, [Tj~, (x; —y;) divide a G.
Por tanto,

Gxy) =Ly [[[]=-v)

i=1j=1

para cierto polinomio L € Z[x,y]. Para terminar es suficiente comprobar que
L = (—1)™". Se cumple que

F(s,8) = L(x,y) [ [ T](xi = v)) € ZIxly] = Z[y][x]
i=1j=1

es un polinomio simétrico tanto en las variables x como en las variables y
(pero no conjuntamente). Como [[I" [T/%;(x; — y;) € Z[y|[x] = Z[x][y] es
un polinomio simétrico con respecto a las variables x y a las variables y se
deduce que L(x,y) también lo es. Por tanto, aplicando dos veces el Teorema
VII.1.16, existe un polinomio L; € Z[u, z] tal que L = L;(s,s). Consideramos
los polinomios

fFe)=(t—x1) - (t—%,) =up +up 1t + - Fut" 1 Ht" &
g*E) = (t—y1)  (t —Ym) = Zm + Zm_1t + -+ z1t" L+ £™.
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Por el Teorema VII.1.13 se cumple que
u; = (—1)isi(x1,...,xn) & Zj = (—1)j§j(y1,...,ym) (211)

paral <t <ny1l<j<m. De este modo,

[1116 3= otx = "*’”Hf )

i=1j=1 =1

El polinomio g* € Z[t][z] tiene grado total 1 como polinomio en las variables
z's, luego el producto []7"_; ¢*(x;) tiene grado n con respecto a z. Por otro lado,
1* € Z[t][u] tiene grado total 1 como polinomio en las variables u's y, por tanto,
(—1)ntm [T72, f*(y;) tiene grado m con respecto a u. Vamos a comprobar que

n
F(s,z) = Li(s,2) [ [ 9" (%) & F(u,8)=Li(u,53) ”*me Vi)
i=1
(2.12)
En efecto, para demostrar la primera igualdad es suficiente, en virtud del Lema
VII.1.15, comprobarla al sustituir z por s, y eso es inmediato:

n

F(s, (x,y HH =Li(s,s HH Ll(s,é\)Hg*(xi).

i=1j=1 i=1j=1 =1

En cuanto a la segunda el razonamiento es idéntico. Basta demostrar la igual-
dad al reemplazar u por s, y esto es trivialmente cierto, ya que

F(s, (x,y HH —vy;) = Li(s,8) ”+me Vi) (2.13)

Notese que el grado total de F' € C|z] es menor o igual que n y el grado total
de F' € Bl[u] es menor o igual que m. Por otro lado, tanto el grado en z de
g*(t) como el grado en u de f*(t) valen 1, luego el grado en z del producto
[Ti=; " (x:) es n, mientras que el grado en z del producto []iL; f*(y;) es m.
Por ello, de las igualdades en (2.12) se desprende que Li(s,z) tiene grado 0
con respecto a z 'y Lj(u,s) tiene grado 0 con respecto a u.

Por el Lema VIL.1.15, Li(u,z) € Z[u,z] tiene grado 0 con respecto a u'y
con respecto a z y, por tanto, es un namero entero L = L1 € Z, y todo se
reduce a comprobar que L = (—1)"". De momento sabemos, por la igualdad
(2.13), que
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Ahora bien, si hacemos x; = - =%, = -1, ;1= =y =0yv,=w, =1
en las definiciones de f; y gy tenemos

fV:(t+1)":§:<Z>t’“ & ga=t",

k=0

con lo que, para estos valores,

1 vy -+ v, 0 0 --- 0
0 1 v - v, 0 - 0
_ o --- 0 1 vy vy Vo |
Res(fy, gu) = det 0o 0 ... 1 0 =1.
0 0 0 1 0
00 - 0 0 0 - 1

Por otro lado, para esta sustitucion se tiene F'(s,s) = (—1)""L y, como con-
secuencia de la igualdad (2.12) y la eleccion v,, = w,, = 1, deducimos
(=1)"L = F(s,8) =1"-1"F(s,8)
= H(VOa <oy Vp—1, 1;W07 sy Wm—1, 1) = Res(fvvgw) = 17

es decir, L = (—1)™", como queriamos. O

Corolario VII.2.5 Sean A C B dos dominios tales que A es un subanillo de
B. Sean f y g dos polinomios en A[t] de grado mayor o igual que 1. Suponga-
mos que

f(t) =an(t—a1) - (t —ayn), donde a, € A & ai,...,an € B,
g(t) :=bp(t —P1) - (t — PBm), donde by, € A & pi,...,0m € B.

Entonces, f y g comparten alguna raiz en B si y sdlo si Res(f,g) = 0.

Demostracion. En la Proposicion VII.2.3 probamos que existen p,q € A[t]
tales que

Res(f,9) = f(t)p(t) + g(t)q(t).
Supongamos que f y g tienen una raiz comiin b € B. Entonces, evaluando esta
igualdad en b resulta Res(f,g) = f(b)p(b) + g(b)q(b) = 0, lo que demuestra
una implicacién. Para la otra, deducimos del Teorema VII.2.4 que

0= Res(f,g) = (~1)""ab, [ [T (e — 8)).

i=1j=1
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Como A es dominio, el producto (—1)""a;'byy, # 0, luego o; = f3; para ciertos
1<i<nyl<j<m,y éstaes una raiz comin de f y g en B. ([

Antes de probar algunas propiedades relevantes de la resultante enunciamos
un resultado que demostraremos en el vol. III, y que hasta entonces empleare-
mos libremente.

Proposicion VII.2.6 Dados un cuerpo K y un polinomio f € K[t] de grado
al menos 1, existen un cuerpo F que contiene a K como subcuerpo, enteros
positivos my,...,my, un elemento a € K y ay,...,a, € F tales que

f&) =a]J(t = o)™
i=1
Se dice que f factoriza en F[t] como producto de factores de grado 1.

Observaciones VII.2.7 (1) Si K es un subcuerpo del cuerpo C de los niime-
ros complejos, el Teorema Fundamental del Algebra afirma que podemos elegir
el cuerpo F' de la Proposiciéon anterior como subcuerpo de C.

(2) Si A es un dominio y f € A[t] de grado n > 1, se tiene Res(f,t—c) = f(c).

En efecto, sean K := f(A) y F un cuerpo que contiene a K como sub-
cuerpo y tal que f factoriza en F[t] como producto de factores de grado 1.
Existen por tanto a € Ay a1,...,a, € F no necesariamente distintos tales
que f(t) =a(t — 1) - (t — ay). Por el Teorema VII.2.4 tenemos

Res(f,t —c) = (=1)"a(a1 —¢) - (an —¢) = an(c — 1) -+ (¢ — an) = f(c).
(3) Sean A un dominio y f,g,h € A[t] polinomios de grado > 1. Entonces,

Res(f,gh) = Res(f,g) Res(f, h).

En efecto, sean K := gf(A) y F un cuerpo que contiene a K como subcuerpo y
tal que el producto fgh factoriza en F[t] como producto de factores de grado
1. Esto implica que f, g y h factorizan en F[t] como producto de factores de
grado 1, luego existen

Q1yeey Qny By ooy By V1o €EF & ap, by, € A

tales que

J(8) = an(t =)+ (6 = an), g(6) =bn(t = B1) (6= fn) &
Be) = er(t =) (8 = ).
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Ademas,
gh = bmcr(t - 61) T (t - Bm)(t - ’71) T (t - ’77")-

Por tanto, aplicando el Teorema VII.2.4 se deduce que

Res(f, gh) = (=1)"" a7 (e, )" [T [ [(ei = 8) (i — )
iy

r

= (s [T o= ) (i T s =o0)

i=1j=1 i=1 k=1

es(f,g) Res(f,h).

Observacion VII.2.8 (Especializaciéon) Sean A C B dos dominios tales
que A es un subanillo de B y sean f,g € A[xy,...,%,] dos polinomios cuyos
grados deg, (f) =ny deg, (g) = m con respecto a x, son mayores o iguales

a 1. Escribimos
n

= Zaixfﬂ & g:= ibjx{,
=0

1=0

donde cada a;,b; € A[x1,...,%x,—1]. Se define la resultante de f, g con respecto
a la variable x, como

Resy, (f,9) = Res(f,g) € Alx1,...,%x—1],

es decir, viendo f y g como polinomios en la variable x, con coeficientes en el
anillo A[x1,...,%._1]. Sea ¢ := (c1,...,¢-1) € B"! tal que an(c), bn(c) # 0.
Entonces,

Resy, (f,9)(c) = Res(f (¢, %r), g(¢, %)),
donde f(c,x%,),9(c, %) € Bx,].

Este hecho es consecuencia del Teorema VII.2.4, que muestra que la re-
sultante de dos polinomios de grados n,m > 1 es el resultado de sustituir
los coeficientes de los polinomios en una férmula polinémica con variables
VO, V1, .-+, Vn Y W0, W, ..., Wy y con coeficientes en Z. Es decir, que la resultante
es una formula universal que sélo depende de los grados de los polinomios de
los que queramos calcularla, y no del valor de dichos coeficientes. La hipotesis
an(c) # 0 # by, (c) garantiza que estos grados se preservan.
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2.b. Discriminante de un polinomio. A continuacién, dado un domi-
nio A de caracteristica 0, buscamos un procedimiento para detectar, a partir
tnicamente de sus coeficientes, si un polinomio f € A[t] de grado > 2 tiene
raices multiples en algiin cuerpo F' que contenga como subcuerpo al cuerpo
de fracciones K del dominio A. Por la Proposicion V.2.5 esto significa que f
y f' compartan alguna raiz en F, lo que equivale, por el Corolario VIIL.2.5,
a que Res(f,f’) = 0. Por su utilidad en el vol. III, introducimos ahora el
discriminante A(f) de f como el elemento de K que cumple la igualdad

n(n—1)

anA(f) = (=1)" 7 Res(f, f)

ao ai An, 0 0 0
0 ao ai e an 0 P 0
n(n—1) 0o .- 0 ao a as - an
— (— p)
(=1 det a1 2a2 - (n—1)an-1 nan 0 e 0
0 a1 2a° S (n—1)an-1 nan - 0
i 0 0 0 ai 2a2 - nan |

donde f(t) := > 1, a;jt’ y a, # 0. Observando la tltima columna del deter-
minante anterior deducimos que dicho determinante es miltiplo en A de a,, ¥,
por tanto, A(f) € A. Ademaés, definimos por convenio A(f) := 1si deg(f) = 1.

Resumimos a continuacién parte de la informacién anterior.
Corolario VII.2.9 Sean A un dominio, f € A[t] un polinomio de grado > 2
y F un cuerpo que contiene al cuerpo de fracciones K de A como subcuerpo tal

que f factoriza en F[t] como producto de factores de grado uno. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) El polinomio f tiene una raiz miltiple en F.
(2) El discriminante A(f) de f es nulo.
(3) La resultante Res(f, f') = 0.
Teorema VII.2.10 Sea n un entero positivo y consideremos los grupos de
variables t, v := (Vo,...,Vy) Yy X := (X1,...,Xpn), y el polinomio

fu(t) =vn(t —x1) - (t —xp) =vo + Vit + - + vpt" € Z]v][t].
Entonces, se cumple que

Alf) =i T i—=)*

1<i<j<n
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Demostracion. La derivada de f, con respecto a t es
fot) =vi +2vat 4+ v t" = nv,(t —y1) - (8 — Yao1)-

Por el Teorema VII.2.4 deducimos que

n n—1

Res(fo, fo) = (=1)" " Dvp v [T [T (=i = v5).

i=1 j=1

Notese que n(n — 1) es un nimero par y que nvy, H;l;ll (xi —yj) = fo(x;). De

este modo,
n

Res(fo, fy) = v ' T foxi)-
Como fy(t) = vn [[{=1(t — x;), tenemos que f}(t) = vy 31y [Tpss(t — x0) ¥,

por tanto,
faxi) = v [ [ (i — ).
k#i

Asi, al sustituir resulta

Res(fy. £) = v~ [T (vn [T6i =) = w2~ [T T =)

i=1 k#i i=1 ki
n(n—1) _
=z vt [ =)
1<i<k<n
Concluimos por tanto que A(f,) = v2n—2 [Ticicjn(xi— %)% O

Proposicion VIL.2.11 Sean A un dominio y f,g € A[t] dos polinomios de
grado > 1. Entonces,

(1) Para cada a € A se tiene la igualdad A(f) = A(f(t +a)).
(2) A(fg) = A(f)A(g) Res(f, 9)*.

Demostracion. Fijamos un cuerpo F' que contiene como subcuerpo al cuerpo
de fracciones de A y tal que el producto fg factoriza en F'[t] como producto de
factores de grado uno. Asi, tanto f como ¢ factorizan en F[t] como producto
de factores de grado uno.
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(1) Si deg(f) =1 los dos miembros de la igualdad a probar valen 1. Suponga-
mos que deg(f) =n >2yseanb € Ay aj,...,a, € F, no necesariamente
distintos, tales que f(t) =b(t —aq)---(t — ay), por lo que

fle+a)=0b(t =) (t = Bn),

donde cada B := ap — a. En particular, a; —ap = 8; — B para 1 < i < j < n,
y se deduce de VII.2.10 que

A(f(t+a)) =2 H (B; — Bi)? = ™2 H (a; — a)? = A(f).

1<i<k<n 1<i<k<n
(2) Sean a1,..., 00, B1, .., Pm € F'y ap, by, € A, tales que
o) =an(t —a1)---(t—an) & g(t) =bu(t = f1) - (t = Bm),
y por tanto
f(£)g(¢) = anbm(t — 1) -+ (t — an)(t = f1) -+ (t = fim).

Se deduce de los Teoremas VII.2.10 y VII.2.4 que

A(fg) = (anbm)*™ ™2 [ [(ei — ax)® [ (85 = B0)* [T T [ (e = 5)?
i<k j<t i=1j=1
= (@2 [Ttei = n)®) (022 108 - 80)*)
i<k j<t
(o TT T e~ 5))" = AUHA(9) Res(f,0)*
i=1j=1

O

Ejemplos VII.2.12 (1) Sea f(t) = ast? + a1t + ag un polinomio de grado 2.
Entonces
A(f) = a3 — 4azay.

En particular, A(t? + bt + ¢) = b* — 4e.

(2) Sea f(t) = ast3 + ast? + ait + ag un polinomio de grado 3. Desarrollando
el determinante que aparece en 2.b resulta

A(f) = —4a3az + a3a3 + 18aparazas — 4agas — 27aia3.
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En particular, A(t3 + pt + q) = —4p® — 27¢>.

(3) Empleando directamente la definicion que proporciona 2.b se obtienen los
siguientes discriminantes:

(3.1) A(t*+pt? +qt +7r) = 25613 — 128p?r? + 144pg®r + 16ptr — 4p3¢* — 27¢*.

(n+2)2(n— 1) nnan_ 1

(3.2) A" —a) = (—1)
(3.3) A(t% + at + b) = 28a° + 5.

2.c. Teorema de los ceros de Hilbert. Dedicamos la tltima parte de
esta seccién a enunciar y demostrar el llamado Teorema de los ceros de Hilbert
siguiendo la prueba publicada por el profesor Enrique Arrondo en Amer. Math.
Monthly 113 no 2, 169-171, (2006), que solo emplea argumentos de Algebra
Lineal. Necesitamos un resultado preliminar.

Lema VIIL.2.13 Sean K un cuerpo infinito y f € K[x1,...,%,] un polinomio
no nulo de grado d.

(1) Si f es homogéneo, existe (by,...,by_1) € K" ! tal que
f(bi,...,bp—1,1) € K\ {0}.
(2) Existe (b1,...,by_1) € K" tal que el coeficiente de x& del polinomio
h(xi,...,%p) == f(x1 + 01X, ..., Xn—1 + bp—1Xp, Xp)

es un elemento no nulo de K.

Demostracion. (1) Por el Corolario VII.1.10 existe a := (a1, ...,a,) € K" tal
que an, # 0y f(a) # 0. Definimos b; := ai/a, € K para 1 < k < n. Notese
que b, = 1y, por ser f homogéneo de grado d := deg(f), se deduce de VII.1.5
(4) que

0# f(a) = f(anbi,. .. ,anby) = alf(by,... by 1,1),
luego f(b1,...,bp-1,1) #0.
(2) Escribimos f = Z;‘l:o fj donde cada f; es nulo o un polinomio homogéneo
de grado j y fg # 0. Aplicando a f; el apartado (1) existe (by,...,b,_1) € K"}
tal que fq(b1,...,bn—1,1) # 0. Como

h(x1,... %) = f(x1 4+ b1%Xn, -y Xpn—1 + bn—1%Xn, Xn)

d
= Z fj(xl + blxna vy Xpo1 bnflxm Xn)a
Jj=0
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el coeficiente en h de la potencia x¢ coincide con el coeficiente de x2 en el

polinomio fy(x1 4+ b1xn, ..., Xn—1 + bp—1%Xn, Xy ). Pero el monomio en x‘fl de este
polinomio es

fd(blxn, ceey bn_lxn, Xn) = fd(bla ‘e 7bn—17 1)X;ll,
es decir, el coeficiente en cuestion es fg(bi,...,bp—1,1) € K\ {0}. O

Antes de enunciar el Teorema de los ceros necesitamos introducir una no-
cién que también emplearemos en el vol. III.

Definicién y Observacion VII.2.14 (1) Se dice que un cuerpo F es alge-
braicamente cerrado si cada polinomio f € F[t] de grado mayor o igual que 1
factoriza en F'[t] como producto de factores de grado 1.

(2) El Teorema Fundamental del Algebra dice que el cuerpo C de los ntimeros
complejos es algebraicamente cerrado.

Teorema VII.2.15 (Forma débil del Teorema de los ceros) Sean K un
cuerpo algebraicamente cerrado y a un ideal propio del anillo de polinomios
K[x1,...,%p]. Entonces, eziste a := (a1, ...,a,) € K™ tal que f(a) = 0 para
cada f € a.

Demostracion. Probamos el teorema por induccién sobre n. Si n = 1 el anillo
K|[x1] es, por la Proposicion V.1.8, un dominio de ideales principales, luego
existe g € a tal que a = gK|[x1]. El polinomio g no es constante ya que a es
un ideal propio, luego por ser K algebraicamente cerrado existe a € K tal
que g(a) = 0. Para cada f € a existe h € K[x;] tal que f = hg, y por ello
f(a) = h(a)g(a) = 0, asi que el punto a cumple lo requerido.

Supongamos n > 1. El resultado es trivial si a es el ideal nulo, asi que
suponemos que no lo es y, aplicando el Lema VII.2.13 a un polinomio no nulo
de a, existe (by,...,b,_1) € K" ! tal que tras un cambio de variables de la
forma

(X17 ce. 7Xn) = (Y17 ce. 7yn) = (Xl +b1xp, -, Xn—1 +bn_1Xn,Xn),

que no afecta al enunciado, podemos suponer que el ideal a contiene un poli-
nomio g de grado d de la forma

g:=g0(x) + g1 (x)%n + -+ ga_1 (x)xI + x4,
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donde ¥ := (x1,...,%,-1) y cada g; € A:= K[x1,...,%Xp_1].

Elideal a; := anA # A porque 1 ¢ a. Por la hipdtesis de induccion, existe
un punto a’ := (ay,...,an,_1) € K" ! tal que f(a’) = 0 para cada f € a;. El
punto clave en la prueba es demostrar que

={f(d',xn): f €a}

es un ideal propio de Klx,]. Desde luego b # {0}, pues 0 # g(d/,x,) € b.
Ademés, la comprobacién de que b es ideal es inmediata, luego se trata de
probar que b # K|[x,]. En caso contrario existiria f € a tal que 1 = f(d/, x,,).
Si m = deg(f) escribimos

flxa,oxn) = folx) + fi(x)xn + - + (x5

donde cada f; € A. Como A es dominio se sigue de la Proposicion VII.2.3
que existen polinomios p,q € A[x,] tales que R := Resy, (f,9) = fp+ gq € a.
Como, ademés, R € A concluimos que R € aj, y por tanto R(a’) = 0, ya que
todos los polinomios del ideal a; se anulan en el punto a’. Sin embargo, como

1= f(a',xn) = fO(a/) + f1<a/)xn +ooet fm<a/)xvrzn7

se tiene fo(a’) =1y fj(a’) = Oparal < j < m. Asi, al evaluar R(a’) obtenemos

[ fo(a) fi(a') - fm(a') 0 0 0
0 fola) fi(a") fm(a) 0o - 0
. 0 L0 K@) AW f) fmla)
R(a ) = det go(a/) 91(&/) . gd—l(a/) 1 0 0
go(a’) gi(a’) ga—1(a’) 1 0
L0 0 0 gl) g 1
o1 0 0 0 07
1 0 0 0 0
0o - 0 1 0 0 - 0
=) @) g@) o gea(@) 1 o .. o|=V
0 go(a) gi(a) ga—1(a’) 1 0
L0 o 0 gwld) g 1]
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y esto contradice que R(a’) = 0.

Asi, b es un ideal propio de K[xy], luego es un ideal principal generado por
un polinomio h € K|[x,]\ K. Por ser K algebraicamente cerrado existe a,, € K
tal que h(a,) = 0. Asi, para cada f € a el polinomio f(d’,x,) € b = hK|[x,],
luego existe p € K|[x,] tal que f(d',x,) = h(x,)p(x,), por lo que el punto
a:=(d,a,) € K" cumple que f(a) = f(d’,a,) = h(ay)p(a,) = 0. O

Observaciones y Notaciones VII.2.16 (1) En el Teorema anterior la hipo-
tesis de que K sea algebraicamente cerrado es esencial. En efecto, si no lo es
existe un polinomio no constante f € KJx;] sin raices en K, luego no existe
ningtn punto a € K™ en el que se anulen todos los polinomios del ideal a de
K|[x1,...,%,] generado por f.

(2) Para enunciar la forma fuerte del Teorema de los ceros de Hilbert necesi-
tamos introducir méas notaciéon. Dados un cuerpo K y un ideal a del anillo de
polinomios A := K[xy,...,xy] se define el conjunto de ceros de a en K™ como

Z(a):={x e K": f(x) =0 Vf € a}.

Los subconjuntos de K™ de la forma Z(a), donde a es un ideal de A, se de-
nominan subconjuntos algebraicos de K™. Si a := fA es un ideal principal se
tiene

Z(a)=Z(f) ={x € K": f(x)=0}.
(3) Dado un subconjunto M C K" se define el ideal de M como

JM):={fe€eA: f(x) =0 Vz € M}.

Notese que J (M) es un ideal radical, véase el Ejercicio 1.9, pues si f¥ € J (M)
entonces f(z)* = 0 para cada x € M vy, como K es un dominio, f(z) = 0, o

sea, f € J(M).

Teorema VII.2.17 (Forma fuerte del Teorema de los ceros) Dados un
cuerpo algebraicamente cerrado K y un ideal a de K[x] := Kl[xi,...,x,] se
cumple la igualdad

Demostracion. La inclusion a C J(Z(a)) es inmediata. De aqui se deduce el
contenido v/a C J(Z(a)) pues acabamos de comprobar que el ideal 7 (Z(a)) es
radical. Para demostrar la inclusién reciproca empleamos el denominado truco
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de Rabinowitsch. Aunque no es imprescindible utilizamos, por comodidad, el
Teorema de la base de Hilbert, V.2.15, en virtud del cual existen polinomios

fi,..., fm € a tales que a = (f1,..., fm)K][x]. Ahora, dado f € J(Z(a))\ {0}
consideramos el ideal

b:= (flv .. -afma (Xn+1f - 1))K[X7Xn+1]'

Obsérvese que el conjunto Z(b) de ceros de b es vacio, pues si contuviese algiun
punto (a,an41) € K" x K = K" tendriamos fj(a) = 0 para 1 < j < m
y, ademas, an+1f(a) = 1. Sin embargo, f(a) = 0 ya que a € Z(a), lo que
contradice la igualdad 1 = ay,41f(a). Por tanto, Z(b) = @ y esto implica,
por la forma débil del Teorema de los ceros, que el ideal b es el anillo total
K[x,%p41]. Asi, existen hy, ..., hpt1 € K[x,%,41] tales que

1= fihi+ -+ fonhm + (Xn_Hf — 1)hm+1. (2.14)

Denotemos K (x) el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios K [x]| y consi-
deramos en K (x)[xp41] la evaluacion x, 41 := 1/ f, que efectuada en la igualdad
(2.14) nos proporciona

1= fi(x)hi(x,1/f(x) + -+ fm(x)hin(x,1/ f(x)).

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por f*, donde k es suficien-
temente grande para eliminar los denominadores, obtenemos una expresiéon
¥ = figi +- -+ fmgm, donde cada gj € Kx|, y por tanto f € v/a, con lo que
concluye la prueba. O

Corolario VI1.2.18 Sean K un cuerpo, n un nimero entero positivo y deno-
temos K(x] := K[x1,...,%p].

(1) Para cada a := (ai,...,an) € K™ el ideal mg := (21 —aq, ..., xn — ap) K[x]
es el ideal formado por todos los polinomios que se anulan en a. Por ello es
mazimal y K[x]/m, = K.

(2) Sim es un ideal mazimal del anillo de polinomios K[x| y a € Z(m), enton-
cesm =m, y Z(m) = {a}. En particular, el conjunto Z(m) no contiene dos
puntos distintos.

(3) Si K es algebraicamente cerrado y Max(K|x]) es el conjunto de ideales
mazximales de KIx], la aplicacion

¥ K" — Max(K[x]), a — m,

es una biyeccion cuya inversa hace corresponder a cada ideal mazrimal m de
K[x] el 1inico punto de K™ en el que se anulan todos los polinomios de m.
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Demostracion. (1) El homomorfismo
evy: K[x| = K, f+— f(a)

es sobreyectivo, pues cada polinomio constante coincide con su valor en a, y
su nicleo es un ideal maximal ya que, por el Primer Teorema de isomorfia,
A/ kerev, = K es un cuerpo.

Basta por tanto probar que m, = kerev,. Cada resta x; — a; se anula en
el punto a, lo que demuestra la inclusion m, C ker ev,. Probamos el contenido
reciproco por induccién sobre n.

El caso n = 1 es consecuencia de la Regla de Ruffini. Sin > 1y f € kerev,
dividimos f entre x,, — a, en el anillo A[x,], donde A := K|[x1,...,%x,_1]. Asi,
existen ¢, r, € A tales que

=& —an)gn+rn & deg, (rn) <deg, (%, —ay) =1,

osea, r, € A. Sid := (a1,...,an—1) se tiene
ra(d’) = ra(a) = f(a) = (an — an)gn(a) =0
y, por hipotesis de induccion, existen polinomios ¢1,...,¢,—1 € A, tales que
n—1 n
r=Y (% —aj)g; = = (%0 —a)gn =Y (% —a;)g; € Mq.
j=1 J=1

(2) Como a € Z(m) cada f de m se anula en a, o sea, m C m,. Asi, como m es
maximal, m = m,, luego si b := (by,...,b,) € Z(m) se tiene b; — a; = 0 para
cada j, es decir, b = a.

(3) Por el apartado (1) el ideal m, es maximal, luego ¢ esta bien definida.
La inyectividad se deduce de (2), pues si a y b son puntos de K™ distintos,
también lo son m, y my, ya que Z(m,) = {a} # {b} = Z(my).

Para la sobreyectividad, sea m un ideal maximal de A. Por la forma débil
del Teorema de los ceros existe a € Z(m). Hemos probado en el apartado (2)
que esto implica que m = m,, lo que termina la demostracion. O

Observacion VII.2.19 Si K no es algebraicamente cerrado la aplicacion
de VII.2.18 (3) no es sobreyectiva. En efecto, vimos en VII.2.16 que existe un
ideal propio a de K[x] tal que Z(a) = @. Por 1.2.9 existe un ideal maximal m
de K[x]| que contiene al ideal a, luego Z(m) es vacio, asi que m # m, para cada
a € K" pues Z(m,) = {a}.
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Ejercicios y problemas propuestos

Numero VIL.1 Sean K un cuerpo y fi, f2 € KJx,y| dos polinomios homogéneos primos
entre si de grados d > 1 y d + 1, respectivamente. Demostrar que el polinomio f := f1 + f2
es irreducible en K|[x,y].

Numero VIL.2 Sea g € R[x1,...,%y—1] un polinomio no nulo tal que g(x) > 0 para cada
z € R*~!. Demostrar que el polinomio f :=x2 4+ g € R[x1,...,%n] es irreducible.

Nuamero VIIL.3 Estudiar la irreducibilidad en Clx,y| de los siguientes polinomios:

=Y + 4y +y +x -1, o=y 4y -y 4y — L,
f3:= x> +x°y — 2xy” + 3xy° + 3y™.

Nuamero VII.4 ;Es irreducible en R[x, y] el polinomio
fi=—x+y+x+xy+xy+ 7y + 2%y + Ay
Nuamero VIL.5 (1) Probar que el ideal a del anillo R[x,y] generado por f := x* + 1y
g :=y? 42 no es primo y que es interseccion de los ideales maximales
my o= (f,y — V20Rx,y] & m2:=(fy+ V2)R[x,y].
(2) ;Cuales son los ideales primos de R[x, y] que contienen al ideal a?

Nuamero VII.6 ;Es primo alguno de los ideales a := (2,x* +1,y), b:= (3,x* + 1,y + 1) y
m:= (3,x> + 1,y) del anillo Z[x, y]? ;Es maximal alguno de ellos?

Numero VIL.7 Demostrar que el tnico polinomio f € C[x,y] que se anula en todos los
puntos del producto Z* x Z™ es el polinomio nulo.

Nuamero VIL.8 ;Cuanto vale la suma de los inversos de las raices en C del polinomio
f(t) :=t® — 2% 4 3t — 4? Calcular la suma de los cuadrados de dichas raices.

Nuamero VIL.9 Sean a,b y c tres ntimeros reales positivos cuyo producto vale 1 y cuya
suma es mayor que la suma de sus inversos. Demostrar que exactamente uno de los tres es
mayor que 1.

Nuamero VII.10 Sean r € Cy f(t) := 3t> + 3rt + 72 — 1 € C[t] cuyas raices u,v € C no
son necesariamente distintas. Probar que f(u®) = f(v*).

Numero VII.11 Hallar los polinomios ménicos de C[t] de grado 3 cuyas raices, no necesa-
riamente distintas, cumplen que dos de sus medias aritméticas son raices de su derivada.
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Nuamero VII.12 Sea h € R[xi,...,%,] un polinomio no nulo. Demostrar que el conjunto
Dy, :=={z € R" : h(x) # 0} es denso en R™ con su topologia usual.

(2) Sea f(t) = >7_,ar(})t" € R[t] un polinomio de grado n > 2 con n raices reales
distintas. Probar que
Ak—10k+1 < ai para 1 <k<mn-—1.

(3) Sean sp :=1y s1,...,s, los polinomios simétricos elementales en Z[x1,. .., %,]. Demos-
trar que para 1 < k <n — 1 el polinomio homogéneo y simétrico

gr i =k(n—k)s2_, — (k+1)(n—k+1)spn_r_18n_k11
es semidefinido positivo, es decir, gi(z) > 0 para cada = € R".

Numero VII.13 Sea f € R[t] un polinomio sin raices multiples en C y que tiene n raices
en C\ R. Probar que el discriminante de f es positivo si y s6lo si n es multiplo de 4.

Numero VII.14 Probar que tres naimeros no nulos z,y, z € C, convenientemente ordena-
dos, son términos consecutivos de una progresién geométrica si y sélo si

(xy + x2 +y2)° = ayz(z +y + 2)°.

Numero VII.15 Encontrar las soluciones reales del sistema de ecuaciones

Xyz = 8
xz? 4+ yx* 4 zy? = 73
x(y—2)" +y(x—2)° +z(x—y)* = 98

Nuamero VII.16 Sean m,n € C\ {0} y consideramos los polinomios
f@)=t>+mt—n & g(t):=nt®—2m’t> — 5mnt —n’.

(1) Demostrar que f y g comparten alguna raiz en C si y so6lo si f posee alguna raiz multiple
en C.

(2) Calcular, suponiendo que f tiene alguna rafz multiple, las raices complejas de f y de g.

Numero VIL.17 (1) Encontrar un polinomio p € Z[u,v,w] de modo que el polinomio
fe) =t —ut’ +ot —w
tenga dos raices cuya suma sea también raiz de f siy sélo si p(u,v,w) =0

(2) Encontrar las raices del polinomio f(t) := t* — 6t2 + 10t — 3.

Numero VII.18 Consideremos la aplicacion
¢:C = C (,y,2) = (¢ +y+ 2y + 22 + yz,2y2),
y el conjunto M := {(x,y,2) € C*: f(x,y,z) =0}, donde f es el polinomio

fxy,2) =x*(y —2) +x(z° — y*) + yz(y — 2).
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(1) Probar que ¢ es sobreyectiva y calcular la fibra del punto p := (1,1,1). {Qué grado tiene
la aplicacion ¢, esto es, cuantos elementos tiene la fibra que més elementos tiene? Encontrar
un punto ¢ € C? cuya fibra conste de menos puntos que el grado de .

(2) Factorizar f en producto de polinomios irreducibles en Cl[x, y, z].
(3) Encontrar un polinomio A € Z[u, v,w| tal que

©(C*\ M) = {(u,v,w) € C*: A(u,v,w) # 0}.
iContiene ¢(C*\ M) al punto (0, —3,2)?

Numero VIL.19 Sea f(t) = 7, cjt? € Z[t] un polinomio de grado n y denotamos
a1, ...,a, € C sus raices, no necesariamente distintas. Probar que si s(x) € Z[x1,...,%x] es
un polinomio simétrico de grado d, entonces cis(al, coap) € Z.

Nuamero VII.20 Sean f, g € C[t] dos polinomios no constantes, a el ideal de C[t] generado
por f y el cociente V := C[t]/a.

(1) Comprobar que V tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo C con las opera-
ciones definidas mediante: dados hi,he € C[t] y X € C,

(hi+a)+ (ha+a):=(hi+h)+a & X (hi+a):=I+a.
Calcular la dimension de V.

(2) Supongamos que el discriminante A(f) de f es no nulo. Demostrar que entonces la
aplicacion definida por g. : V — V, h+a — gh + a es un endomorfismo de V y expresar sus
autovalores en funcién de lo que vale g en las raices de f.

(3) Probar que g. es isomorfismo de C-espacios vectoriales si y solo si Res(f, g) # 0.

(4) Demostrar que g« es diagonalizable y expresar la traza de g. en funciéon de los valores
que toma g en las raices de f.

(5) Calcular la suma de los cubos de las raices del polinomio f(t) := t° — 2t% — 2.

Numero VII.21 Sean K un cuerpo, n > 0 un entero y denotemos K[x] := K[x1,...,Xn].
(1) Demostrar que si a y b son ideales de K|[x] tales que a C b entonces Z(b) C Z(a).

(2) Sean M y N subconjuntos de K™ tales que M C N. Probar que J(N) C J(M).
3)

Demostrar que K™, cada punto de K" y el conjunto vacio son subconjuntos algebraicos
de K.

(4) Demostrar que la unién finita de subconjuntos algebraicos de K™ y la intersecciéon arbi-
traria de subconjuntos algebraicos de K" son subconjuntos algebraicos de K™.

(5) Probar que X C K™ es un subconjunto algebraico de K™ si y solo si X = Z(J(X)).

(6) Un subconjunto algebraico X de K™ se dice reducible si existen dos subconjuntos alge-
braicos Y C X y Z C X de K" tales que X = Y U Z. Si X no es reducible se denomina
wrreducible. Demostrar que todo subconjunto algebraico de K™ es union finita de subconjun-
tos algebraicos irreducibles de K™.
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(7) Sean X un subconjunto algebraico de K" y
A={X;:1<i<r} & B:={YVi:1<i<s}

dos familias de subconjuntos algebraicos irreducibles de K" de modo que entre los miembros
de cada una de ellas no hay relaciones de inclusion y tales que

LTJXi =X= OYi.
i=1 i=1

Probar que r = s y existe una biyeccion o : {1,...,r} = {1,...,7} tal que Y; = X, ;) para
1 <i<r. Sedice que {X;: 1 <i<r} son las componentes irreducibles de X.

Numero VII.22 Sean K un cuerpo finito y n > 0 un entero. ;Cuales son los subconjuntos
algebraicos de K"? ;jCuales son los irreducibles no vacios?

Nuamero VII.23 Sean K un cuerpo y X un subconjunto algebraico de K™. Probar que X es
irreducible si y solo si J(X) es un ideal primo del anillo de polinomios K [x] := K[x1,...,%n].

Numero VII.24 Sean K un cuerpo infinito, la aplicaciéon ¢ : K2 — K3, (u,v) — (uv,v,u?)
y el conjunto M := p(K?).

(1) Demostrar que el ideal J (M) es principal y encontrar un generador suyo.

(2) Estudiar si M es un subconjunto algebraico de K® para K = C y para K = R.

Numero VII.25 Sea K un cuerpo. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1) El cuerpo K es algebraicamente cerrado.

(2) Para cada entero positivo n y cada polinomio irreducible f € K|[x1, ..., x,] el subconjunto
algebraico Z(f) de K™ es irreducible.

(3) Existe un entero positivo n > 1 tal que el subconjunto algebraico Z(f) de K™ es irredu-
cible para cada polinomio irreducible f € K[x1,...,%x].

Numero VII.26 Demostrar que el polinomio f := z2 +x2y4 +X4y2 —3x2y2 +1 es irreducible
en R[x,y,z]. {Es Z(f) un subconjunto algebraico irreducible de R3?






