GEOMETRIA LINEAL, CURSO 2018-2019

José F. Fernando y José Manuel Gamboa
Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo |

Ntmero I.1 Sean €3 := {e;, ez, e3} la base estandar de K® y los vectores
U = —e;te3, U:=e; Yy U3:=e€z+es.

Sean O = (0,0,0) y O; € R3 el punto cuyas coordenadas respecto de la referencia affn R, :=
{0; &3} de K2 son Oy := (—1,1,-1).

(i) Demostrar que B := {uy,us,u3} es una base del espacio vectorial K3.

(ii) Calcular las coordenadas respecto de la referencia afin R := {O1; B} de K? del punto P
cuyas coordenadas respecto de la referencia R, son P := (6,1, 3).

Nimero 1.2 (i) Demostrar que dos puntos distintos P y ) en una recta affn A constituyen una
referencia afin de A.
(i) Se llama punto medio del segmento que une P con @ al punto M € A que cumple PM =

m. Calcular las coordenadas baricéntricas de M respecto de la referencia afin R, := {P, @}
de A.

Nuamero 1.3 Sean R, := {Py, Pi, P>} una referencia afin de un plano afin A y consideremos los
puntos A, B,C € A que son, respectivamente, los puntos medios de los segmentos que unen Py
con P, P, con P, y Py con P,. Calcular las coordenadas baricéntricas de A, B y C respecto de
Ra.

Numero 1.4 Sean &3 := {e1, ez} la base estandar de K2, r € K un escalar y los vectores
up:=e;+ey, up:=e; —eg, vi:=(r+1ler+(r—1e y wvy:=—e; —es.

Consideremos las bases By := {uy,us} y By := {v1,v2} del espacio vectorial K? y dos puntos Oy y
05 que cumplen 0105 = 2e;. ;Para qué valores de r existe un punto P € K? cuyas coordenadas
cartesianas respecto de las referencias cartesianas R, := {O1; B1} y R, := {O2; B2} coinciden
y son no nulas? Calcular en tal caso las coordenadas de todos los puntos P que cumplen la
condicién anterior.

Niumero 1.5 (i) Demostrar que dos puntos distintos de la recta proyectiva P! son independien-
tes.

(ii) Demostrar que tres puntos distintos de la recta proyectiva P! constituyen una referencia
proyectiva.

Ntimero 1.6 Sean €3 := {e1,e2,e3} la base estdndar de K? y los vectores ug := e1, uj := ea,
ug = e3 y uz := —ej + 2e3 + 3ez. Se consideran los puntos P; := [u;] € P?, para i = 0,1,2,3.
Demostrar que % := { Py, P1, Py; P3} es una referencia proyectiva de P? y encontrar una base %
de K3 asociada a Z.

Nuamero 1.7 (i) Demostrar que Py := [1 : 0 : 1], P, :==[0: 2 : 1], P, :==[0:0: 1] y
P3 :=[1: —1: 0] constituyen una referencia proyectiva Z := {Py, P, P2; P3} de P? que tiene a
P5 por punto unidad.

(ii) Determinar las coordenadas respecto de % del punto P :=[2: —2:1].



Niimero 1.8 Consideramos en el espacio proyectivo P? los puntos

Py:=[1:1:1:1], P :=1[2:4:0:1], Py:=[-1:2:-1:-1],
Py:=[1:0:2:1] y Py:=[1:0:0:0].

(i) Demostrar que # := {Py, P1, P2, P5; P} es una referencia proyectiva de P3,
(ii) Hallar las coordenadas homogéneas respecto de Z del punto P :=[1:2:2:1].

Numero 1.9 (i) Sea %, := {Py, P1, P»; P3} una referencia proyectiva de P2.

(i) Probar que % := {P», P3, P; Py} es también una referencia proyectiva de P2,

(ii) Determinar (médulo proporcionalidad) las coordenadas respecto de %5 del punto P € P?
cuyas coordenadas respecto de £ son (xg,x1,T2).

(iii) ;Cudles son las coordenadas respecto de %2 del punto P :=[3:2: 1]g,?

(iv) (Existe algiin punto cuyas coordenadas respecto de ambas referencias coincidan? En
caso afirmativo, calcular todos.



Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo Il

Numero I1.1 Sean Xj,..., X, subvariedades afines de A. Determinar si la siguiente igualdad

es cierta: ., . .
ZXZ:{ZAZPI P, e X, AzeK,ZAlzl} (1)
i=1 i=1 i=1

Numero II.2 (i) Consideremos la subvariedad afin X; de K® cuyas ecuaciones paramétricas
respecto de cierta referencia cartesiana R, de K° son

x = 1 + X + A + 3X
x3 = 6 + 2\ 4+ 22X
X1 : X9 = — )\0 — )\1 — 3)\2
X3 = 1 + )\0 + 2)\2
X4 = )\1 + )\2

Calcular su dimensién, una base de su subespacio de direccién y unas ecuaciones implicitas
respecto de R..

(ii) Encontrar ecuaciones paramétricas de la subvariedad afin X, de K?* definida por las
ecuaciones implicitas

X0 — X1 + X9 — X3 =1
X5 : X9 + %X + 2x9 4+ x3 =2
X0 — 3}{1 — 3X3 =0

respecto de la referencia cartesiana estdndar R. = {0; ey, e2, €3, e4}. Hallar una base del subes-
pacio de direccién de X5 y calcular la dimensién de Xo.

Nuamero II.3 (i) Obtener unas ecuaciones paramétricas de la interseccién de los planos X;
y Xo de K3 cuyas ecuaciones implicitas respecto de la referencia cartesiana estandar R, =
{0;e1,e2,e3} son:

Xo = 1 — )\0 — Al Xg = 1 + 2A0 - )\1
Xy X1 = 2 — X + 2\ y Xo: x3 = 1 + A
X9 = - AO X9 = 1 - )\0

{,Cudl es el subespacio de direccién de dicha intersecciéon? ;Cudl es su dimensién?
(ii) Sea el plano X3 : {xg—x1 —x2 = 1}. Calcular X; N X5N X3. Hallar una ecuacién implicita
del plano paralelo a X3 N X3 y X3 N X3 que pasa por el punto (1,1, —1)

Niumero I1.4 Sean P;, Py, P3 y P, cuatro puntos de un plano afin A tales que no existen tres de
ellos alineados. Se llama cuadrildtero de vértices estos cuatro puntos a la unién de los segmentos
PP, P,P;, P3P, y P,P;. Se dice que el cuadrilatero es un paralelogramo si, tras reordenar los
vértices si es preciso, las rectas V(Py, P2) v V(Ps, Py) son paralelas y las rectas V(Py, P3) y
V(Py, P1) son paralelas también. Demostrar que el cuadrildtero que tiene por vértices los puntos
medios de otro cuadrilatero es un paralelogramo.

Numero II1.5 Sean X e Y dos rectas afines coplanarias que se cortan, y sean dos ternas de
puntos Ay, Az, A3 € X y By,Bs,Bs € Y. Probar que si se cumple V(A1, Bs)||V (A2, Bs) v
V(AQ, Bl)HV(Ag, Bg)7 entonces V(Al, Bl)HV(Ag, B3)

Numero I1.6 Sea I' := {(z,y) € R? : y = 223 — 322 + = — 2}. Probar que las rectas que cortan
a I en tres puntos, tales que uno de ellos es el punto medio del segmento que tiene por extremos
a los otros dos, pasan por un punto fijo. Hallar las coordenadas de dicho punto.



Niimero I1.7 Sean A, B,C y D cuatro puntos del plano affn R? que cumplen que los segmentos
AB y CD que unen A con By C con D, respectivamente, son bases de un trapecio.
(i) Demostrar que la recta que une el punto E en que se cortan V(A,D) y V(B,C) con el
punto F' de interseccién de las diagonales del trapecio pasa por los puntos medios de las bases.
(ii) Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los pares de lados opuestos del
trapecio se cortan en el punto medio del segmento que une los puntos medios de las diagonales.

Ntmero I1.8 Sea Z := {Py, P, P,; P3} una referencia proyectiva de P2. Hallar ecuaciones
implicitas respecto de Z de los lados y las diagonales del cuadrilatero de vértices consecutivos
Fo, P, Py y Ps.

Ntmero I1.9 Sean % := {Py, P, P»; P3} una referencia proyectiva de P> y A € P? el punto
cuyas coordenadas respecto de #Z son A :=[0: 1 : 1]. Se traza por A una recta variable X que
corta en M a la recta V({Py, P.}) y en N a la recta V({Py, P;}). Se define P := V({P, N}) N
V({ Py, A}). Demostrar que todas las rectas V({M, P}) pasan por un punto fijo y calcularlo.

Niimero I1.10 Dadas las rectas ¢; y ¢» del espacio proyectivo P? de ecuaciones implicitas

/s X0 — X1 + X9 - X3 = 0
L Xg + 2x1 — 2% 4+ 2x3 = 0
0 - X9 + 2X1 — 3X2 + x3 = 0
2 2X0 — X3 = 0

encontrar ecuaciones implicitas de la recta ¢ C P3 que corta a ambas y pasa por el punto
P:=[0:1:0:1].

Nimero II.11 Sean a € K y los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3:
P:=[1:2:-1:1], Pp:=[1:-1:2:-1], P3:=[3:0:1:1]

yQu:=[-1:1:0:aq]

(i) Hallar todos valores de a para los que las rectas proyectivas X := V({Py, P>}) e Y, :=
V({Ps3,Q.}) se cortan.

(i) Hallar ecuaciones implicitas de X + Y, para cada valor de a.

Ntmero I1.12 ;Es el conjunto M := {[z : y : 2] € P? : 22 + ¢y*® — 22 = 0} una subvariedad
proyectiva de P2?

Nimero I1.13 En el espacio proyectivo P* se consideran los puntos
P :=[1:0:-1:0:1], Po:=1[0:1:0:1:-1] y P3:=[2:2:-2:1:2],

y denotamos X := V({P1, P2, P3}) a la menor subvariedad proyectiva de P* que los contiene.
Sea X, la subvariedad proyectiva de P* que tiene a

. X — X1 + x4 = 0
X2.{2X0 + X9 — X3 = 0

por ecuaciones implicitas respecto de la referencia estandar.
(i) Encontrar ecuaciones implicitas de X; respecto de la referencia estdndar y calcular
(i) Calcular la dimensién de X1 + Xo y X1 N Xo.



Numero I1.14 (i) Sean X; y X5 dos rectas disjuntas de P? y sea P € P3\ (X;UX5). Demostrar
que existe una tnica recta Y C P3 que contiene a P y corta a X; y a Xo.

(iii) Obtener ecuaciones implicitas de Y en el caso en que P:=1[0:1:0: 1],
) X0 - X + 2x3 = 0
Xl ’ { 2X0 -|— X1 = 0
. X0 4+ x3 = 0
Xz { 2x1 — 3x2 + x3 = 0

Ntmero II.15 (Teorema de Pappus) Sean X e Y dos rectas del plano proyectivo P? y O :=
X NY. Sean P, P3; y Ps tres puntos distintos en X y P5, Py y Py tres puntos distintos en Y,
todos ellos distintos de O. Para i = 1,...,5 sea Z; := V({P;, P;11}) la recta que pasa por P;
y Pit1, y sea Zg := V({Ps, P1}). Demostrar que los puntos Q1 := Z1 N Zy, Q2 := ZoNZ5 y
Q3 := Z3 N Zg estén alineados.

A




Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo 11l

Nuamero II1.1 (i) Sean A y A’ espacios afines y sean R y R’ referencias cartesianas de A y
A’. Sean f1,..., fr : A — A’ aplicaciones afines y sean u1,...,ur € K tales que Zle w; = 1.
Demostrar que

k k
Mg ( > Mifi) =Y miMgr(fi).
i=1 i=1

(ii) ;Sigue siendo cierto el resultado si cambiamos R y R’ por referencias afines R y R’ de
los espacios afines A y A’?

Numero II1.2 (i) Demostrar que la composicién de dos homotecias de un espacio afin A del
mismo centro C' y razones r1 y ro es la homotecia de centro C' y razon ryrs.

(ii) Demostrar que la composicién de dos homotecias de centros distintos Cy y Co y razones
r1 y T2 cuyo producto riry = 1 es una traslacién. Calcular el vector de traslacién.

(iii) Demostrar que la composicién de dos homotecias de centros distintos C; y Cy y razones
71y ro cuyo producto 7172 # 1 es una homotecia cuyo centro esta alineado con los puntos C1 y

Cs.

Nuamero II1.3 Sean P;, P, y P5 tres puntos no alineados en un plano afin A, y sean My, Ms y
M3 los puntos medios de los lados P, P3, Py P3 y Py Py del tridngulo A de vértices Py, Py y Ps.
Para cada P € A se consideran sus simétricos Q1,Q2 y Q3 respecto de My, My y Ms.

(i) Demostrar que las rectas V(Pi,Q1), V(P2, Q2) y V(Ps,Q3) son concurrentes.

(ii) Demostrar que la aplicacién

f:A—=A P— f(P)=V(P,Q1)NV(P,Q2) NV (P3,Q3)

es afin e identificarla.

9,

Numero III.4 Determinar los puntos fijos y las rectas y planos invariantes de la aplicacién afin

f:KP =K (x,y,2) — (1 —5x + 2y — 7z, —1 4 2x — y + 3z, 4x + 5z).

Nimero III.5 En K3 se consideran las rectas de ecuaciones implicitas respecto de la referencia
cartesiana estandar R := {O; ey, ez,e3}

_Jx -y t+ z =
L'_{x+yz—0

[\

_lx t+y =1
cxefrry o



Sean uy := eg — e3, ug 1= €1 — ea + 2eg3 y W := L[uy, us] el subespacio vectorial de K? generado
por u; y ug. Sean 7 : K3 — K3 la proyeccién sobre X paralela a W y o : K3 — K2 la simetria
de K3 respecto a X paralela a W. Calcular ecuaciones implicitas de (L) y o(L).

Niimero IIL.6 Sea f : A — A una aplicacién afin sin puntos fijos. ;Tiene f? := f o f algiin
punto fijo?

Nimero III.7 Sean a € Ky f : K2 = K3 la aplicacién afin que deja fijos todos los puntos
de las rectas cuyas ecuaciones implicitas respecto de la referencia cartesiana estdndar R :=
{O;e1,e9,e3} son

) 2x + ay = 0 Jx = ay + 2z =1
Ll'{x—2y+z:OyL2'{x + z =1

y transforma el punto de coordenadas (0,0, 2) respecto de R en el punto de coordenadas (0, 1, 3)
respecto de R. Calcular a y la matriz de f respecto de R.

Nimero II1.8 Sean n > 2 un ndmero entero y f : R™ — R”™ una aplicacién inyectiva que trans-
forma rectas en rectas y conserva el paralelismo. Denotemos 0 € R" el vector nulo. Demostrar
que:

(i) Para cada par de vectores u,v € R™ se cumplen las igualdades:

flutv)+ f(0) = fu) + f(v) v [flu—v)=f(0)=f(u)—=f(v)

(ii) Para cada vector u € R™ y cada A € R se cumple la igualdad

J(Au) = f(0) = A(f(u) — f(0)).
(iii) Probar que f es una aplicacién afin biyectiva.

Nimero II1.9 ;Cudl es la aplicacién afin que transforma cada recta en otra paralela y deja
fijos al menos dos puntos?

Niimero III.10 Sea A un tridngulo de vértices A, B y C contenido en el plano afin K2. Sean
L1 y Ly dos rectas de K2 no paralelas. Para cada lado de A se considera el paralelogramo cuyos
lados son paralelos a Ly y Lo, respectivamente y una de cuyas diagonales es el lado elegido en
A. Demostrar que las diagonales de estos tres paralelogramos que no contienen a los lados de A
son rectas concurrentes.

D B E




Ntmero II1.11 Un rayo de luz parte del punto P := (1,0, 1). ;En qué punto del plano X C R3
de ecuacién x + 2y + 3z = 1 se reflejard para que pase por el punto @ = (2,1,1)?

P

Nuimero IT1.12 (i) Estudiar si la aplicacién proyectiva 7 : P3 --» P3 definida por

1000
0 0 01
t__ t
0 0 01
donde x := [x9 : X1 : X2 : X3g] €y := [yo : ¥1 : Y2 : ¥3], es una proyeccién cénica. En caso

afirmativo calcular su centro y su imagen.
(ii) Hallar ecuaciones implicitas de 7~1(P), donde P:=[1:—1:0: —1].
(iii) Hallar ecuaciones implicitas de la imagen por 7 de la recta

L::{Xlio, X0+X2+X3:O}.

(iv) Hallar ecuaciones implicitas de la imagen inversa por m de 7(L). §Cudl es la dimensién de
-1
7 H(mw(L))?

Niimero III.13 Encontrar la matriz respecto de la referencia estandar % de P2 de la homografia
[ : P? — P? que transforma las rectas Ly := {x¢ = 0}, Ly := {x1 =0} y L3 := {xo = 0}, en las
rectas f(L1) := {xo — x1 +x2 = 0}, f(L2) := {x0 + 2x2 = 0} y f(L3) := {x0 + x1 = 0} y deja
fijo el punto P:=1[1:1:1].

Nimero III1.14 Sean A,, As, By y B» cuatro puntos distintos en P? que no estdn sobre una
recta. Demostrar que Ay, Ao, By y Bs estan en posicién general si y sé6lo si existe una homografia
involutiva o : P2 — P? tal que 0(A;) = By y 0(42) = Ba.

Nimero III.15 Sean P;, P, y Ps tres puntos distintos en P'. Caracterizar las matrices respecto
de cualquier referencia proyectiva de las homograffas f : P! — P! que cumplen f(P) = P,
f(P2) =Py f(Ps) =P

Nuimero II1.16 Sean L; y Lo dos rectas distintas en P2 y A, B € L; \ Lo dos puntos distintos.

Sean C,D € P?\ (L; U Ly) dos puntos distintos. Demostrar que existe una tinica homografia
f:P?* = P? tal que f(A) = A, f(B) =B, f(C) =Dy f(L2) = L.



Q.

Numero II1.17 Sean L; y Ly dos rectas de P2 y P € P2\ (L; U Ls). Se considera la proyeccién
cémica 7 : P2 —-» P? de centro P e imagen Lo. La aplicacién proyectiva 7|, : Ly -+ Ly recibe
el nombre de perspectividad.

(i) Comprobar que |, : L1 — L2 es una homografia.

(ii) Demostrar que el punto de corte O := L; N Ly cumple 7(0) = O.

(iii) Sea f : L1 — Lo una homograffa con f(O) = O. Demostrar que f es una perspectividad,
es decir, es la restriccién a L; de una proyeccién cénica de P? de imagen Lo.

(iv) {Cémo se puede calcular el centro de m empleando sélo la perspectividad f7

Numero I11.18 (Teorema de Desargues) Sean Aq, Ay, A3, B1, By y Bs seis puntos distintos
en el plano proyectivo P? tales que tres cualesquiera de ellos no estan alineados. Se dice que
los tridangulos A1 y Ay de vértices Ay, Ay, A3 v By, Ba, By estan en perspectiva si las rectas
V(A1, B1),V(Aa, Bs) y V(As, Bs) son concurrentes en cierto punto O distinto de los seis anteriores.
Demostrar que en tal caso los puntos

P1 = V(AQ, A3) n V(BQ, Bg), P2 = V(Al, Ag) n V(Bl, Bg) y
P3 L= V(A17A2) n V(Bl, Bg)

estan alineados.

Niimero IIL.19 Sea f : K2 — K3 la aplicacién afin que satisface las condiciones
f(1,0) =(2,2,0), f(-1,1)=(0,-1,1) v f(1,2)=(-2,0,-2).

(i) Calcular f(0,0) y la matriz de la aplicacién lineal asociada 7 : K2 = K3 respecto de las bases
estdandar By 1= {e1,ea} y By := {w1,wq, w3} de K? y K3, respectivamente. Calcular la matriz de
f respecto de las referencias cartesianas estdndar R; y R, de K? y K3, respectivamente.



(ii) Calcular la matriz respecto de las referencias estandar de la extensién proyectiva f:
P? --» P? de f. Calcular f([1:1:1]).

(iii) Determinar el centro de f y una ecuacién implicita de su imagen.

Nuimero II1.20 Sea f : P2 — P2 una homografia que transforma la recta £; := V(Py, P,) en la
recta £y := V(Q1, Q2), donde

P :=00:3:1], P:=[4:5:1, Qi:=[4:1:1] y Q2:=[10:0:1].
Se sabe, ademads, que para cada t € K se cumple
f(tPl + PQ) =5@Q1+ Q2, donde ts= —2(t -+ 3)

Calcular P := f(O) y Q := f~1(0), donde O := ¢; N {3. Encontrar una ecuacién implicita de la
recta V(P, @), que se denomina eje de la homografia f.

Numero IT1.21 Se consideran la recta L := {xs —x; = 0} C P? y el plano affn X :=P?\ L. Sea
n: X — X la homotecia de centro Py :=[1: 0 : 1] € X que transforma el punto P := [1: —1: 1]
en P:=[2:-1:2].

(i) Calcular la razén de esta homotecia.

(ii) Hallar la matriz de su extensién proyectiva respecto de la referencia estindar % del plano
proyectivo P2.

Nimero IIL1.22 Sea f : P? — P? la homografia cuya matriz respecto de la referencia estdndar
Z es la clase de equivalencia de la matriz
01 1
M:=[1 0 1
1 10

(i) Demostrar que el conjunto de puntos fijos de f es la unién de una recta, que denotamos
L, y un punto situado en P2\ L.

(ii) Demostrar que la restriccién de f al plano afin X := P?\ L es una homotecia. Calcular
su centro y su razon.

10



Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo IV

Nuamero IV.1 Demostrar que la definicién de cuddricas equivalentes define realmente una re-
lacion de equivalencia. Atencion: Cuidado con el orden de las bases!

Nimero IV.2 Calcular el conjunto de centros de la cénica afin Q cuya ecuacién respecto de la
referencia cartesiana estandar es

5x2 + 10xy + 2y? — 10x — 4y = 0.
Numero IV.3 Demostrar con detalle que si dos ecuaciones
g1 +z2 4 +22=0 y eotzi4--+25=0

con g1,e2 = 0 o 1, definen cuddricas afines de K" afinmente equivalentes, entonces €1 = €3 y
!/
r=r'.

Numero IV.4 Demostrar con detalle que si dos ecuaciones

2 2 2 2 2 2 2 2
g1tz +--+zg -2 — -2, =0 y etzi+---+zy -2z — - —2,=0
con 1,62 = 0 o 1, definen cuddricas afines de K™ afinmente equivalentes, entonces £ = €5 y

r=1"y, 0bien ey =1y entonces s = s, 0o bien e =0 y entonces s=s' o s =1 — 5.

Nuimero IV.5 Encontrar una ecuacién de la cénica afin Q C R? que pasa por los puntos
0:=(0,0), A:=(2,0), B=(0,3), C:=(1,1) y D :=(—2,2) y clasificarla.

Numero IV.6 Sean a > 0 un ntmero real distinto de 1, los puntos A; := (a,0), A := (—a,0)
y M un punto variable en la recta ¢ C R? cuya ecuacién respecto de la referencia estdndar es
y = x+ 1. Sea @ el punto de corte de la recta r1 perpendicular desde A; a la recta ¢5 que une
M y Ay con la recta ro perpendicular desde As a la recta £ que une M y A;. Determinar la
naturaleza del lugar geométrico de los puntos @ asi obtenidos.

Nimero IV.7 Encontrar ecuaciones de las rectas L C K2 que cortan a la cénica de ecuacién
Q := {x%+2xy — 4y — 3 = 0} en un sélo punto y que pasan por el punto P := (2, —1). Para cada
una de estas rectas L encontrar las coordenadas del punto L N Q.

Numero IV.8 Se trazan todas las rectas del plano que pasan por P := (2,—1) y cortan a la
curva

C:={y(x*—5x+4)=x} CR?

en otros dos puntos mas. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de los seg-
mentos que tienen dicho par de puntos por extremos es una cénica y clasificarla.

Nuimero I'V.9 Hallar una ecuacién implicita del lugar geométrico I' de los baricentros de los
tridngulos equildteros cuyos vértices estan situados sobre la cénica de ecuacion Q := {4x? +y% =
4}. Comprobar que T' es una cénica y clasificarla.

Niimero IV.10 Sean a y b niimeros reales positivos y Q la cénica b?x? + a?y? = a?b?.

(i) Clasificar Q.

(i) Encontrar una ecuacién implicita del lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas
de Q que son vistas desde su centro bajo angulo recto.
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Niimero IV.11 Sean a,b y c tres ntimeros reales tales que la cuddrica afin Q C R3 de ecuacién

Xf — x% + 2ax9x3 — 2bx1 +2%x9 +¢ =0
tiene un tnico centro, que estd contenido en la recta £ := {x; + x5 = 2, x3 + a = 0}. Se sabe,
ademds, que la interseccién QN {xz = 0} es una recta.

(i) Determinar todos los valores de a,b y ¢ que cumplen las condiciones anteriores y en cada
caso calcular el centro de Q.

(ii) ¢Cuél es la ecuacién reducida de Q7 Hallar una referencia cartesiana de R3 respecto de
la que Q adopte su ecuacién reducida.

Niimero IV.12 Se dice que una recta proyectiva ¢ C P2 es tangente a la cénica proyectiva
Q C P? si la interseccién Q N £ consta de un tnico punto. Encontrar una cénica proyectiva que
sea tangente a la recta de ecuacién {xg = x2} y pase por los puntos

P :=[0:1:2], P,:=[0:0:1], P3:=[2:1:2] y P;:=1[3:0:1].

Ntmero IV.13 (i) Sean ¢1,¢; C P? dos rectas proyectivas distintas y Q := f; U 3. Sean
xAx! = 0 una ecuacién de Q y z := [xo : 1 : x2] las coordenadas del punto de interseccién
£1 N {5. Demostrar que zA = 0.

(ii) Calcular los puntos en que se cortan dos cénicas Q, y Q, para dos valores distintos
a,be K.

(iii) ¢Para qué valor de a € K la cénica Q, C P? de ecuacién

x% —3x1%x2 + 2x§ + XoX1 — XgX2 + axg =0

es un par de rectas?
(iv) Para el valor hallado en el apartado anterior obtener ecuaciones de dichas rectas.

Numero IV.14 Sea yAy' = 0 la ecuacién de una cénica no degenerada Q C P? y sea x := [z :
21 : x9] las coordenadas de un punto P € Q.

(i) Probar que zAy* = 0 es la ecuacién de la recta tangente a Q en el punto P.

(ii) Sea @ € P?\ Q. Encontrar una ecuacién de la recta que pasa por los puntos de interseccién
de Q con las rectas tangentes a Q que pasan por . Esta recta se denomina polar de ) respecto
de Q.

Nimero IV.15 Encontrar la ecuacién de una cénica no degenerada Q C P? que pase por los
puntos A :=[0:0: 1] y B := [0 : 1 : 1], su recta tangente en el punto P := [1 : 1 : 1] sea
{x0 = x2} y tenga a la recta de ecuacién {3x; = 4x2} por polar del punto Q :=1[2:4: 3].

Niimero I'V.16 Clasificar la cuddrica proyectiva Q del espacio proyectivo real RIP? que respecto
de la referencia proyectiva estandar tiene por ecuaciéon

QQ(X(), X1,X9, Xg) = Xg + 3}(% + 3}(% - 2XOX1 - 2XOX2 — 2X1X2 =0.

Niimero IV.17 Se consideren las cénicas proyectivas del espacio proyectivo RP? definidas por
las ecuaciones

2 4 2 2 2
) oxi x5 —4xex; = 0 ) x5+ x5 —2%x0x3 = 0
Fl : { X3 = 0 y FQ . X1 - 0

(i) Obtener una ecuacién de la cuddrica Q que contiene a I'y y I'y y pasa por el punto
P:=[0:1:0:1].

(ii) Clasificar Q.

(iii) Clasificar la cuddrica afin Q" que se obtiene al afinizar la anterior considerando {xo = 0}
como plano del infinito.
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Niimero I'V.18 Se consideran en el espacio proyectivo RIP? las rectas proyectivas

. X9 = 0 . X1 = 0 . Xop = X1
fl.{XS - 0 fg.{XO_XQ yfg.{xo_xg

(i) Demostrar que la unién de las rectas de RIP? que cortan estas tres es una cuadrica. Hallar
una ecuacién implicita y clasificarla.

(ii) Clasificar la cuadrica afin que se obtiene al afinizar la anterior considerando {xo = 0}
como plano del infinito.

Numero IV.19 Se consideran la cénica Q := {x7 = 2x0x2} y la recta £ := {xg = 2x5} del plano
proyectivo real RP2.

(i) Encontrar las coordenadas de los puntos de interseccién Py y P; de Q y £.

(i) Sea Py :=[2: 0 : 1] € ¢. Escribir un punto genérico P € ¢ en términos de la referencia
proyectiva Z = { Py, P1; P2} de la recta ¢.

(iii) Consideremos la inmersién del plano afin R? en RP? respecto de la que la recta £ es la
recta de infinito. Clasificar la cénica affn Q" := QN (RP? \ ¢).
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Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo V

Nimero V.1 (Teorema de Menelao en el plano afin) Sean A, B y C tres puntos no alineados
situados en un plano afin A. Sean

D e V({AaB}) \ {AaB}v E e V({A,C}) \ {A,C} y Fe V({B,C}) \ {Bvc}a

Sea L1 := V(D, E) y suponemos que la recta Lo paralela a L1 que pasa por el punto A corta a
la recta V(B, C). Demostrar que los puntos D, F y F' estan alineados si y sélo si

[F,C,B]-[E,A,C]-[D,B,A] = 1.

Nimero V.2 (Teorema de Ceva en el plano afin) Sean A, B y C tres puntos no alineados
situados en un plano afin A. Sean

D e V({A7B}) \ {A7B}7 E e V({A7C}) \ {A7C} y Fe V({B,C}) \ {B7C}

tales que V({4,F}) N V({B,E}) # @. Demostrar que las rectas V({4, F}), V{B,E}) y
V({C, D}) son concurrentes si y sélo si

[D,B,Al-[F,C,B] [BE,A,C] = —1.

Nuamero V.3 En un ejemplo de teoria definimos el baricentro de un tridngulo en el plano afin.
Sugerimos emplear el Teorema de Ceva V.2, para demostrar que las medianas de un triangulo,
esto es, las rectas que unen los vértices de un tridngulo con los puntos medios del lado opuesto,
se cortan en un punto, denominado baricentro.

Nimero V.4 Sea G el baricentro del tridngulo A de vértices A, B y C del plano afin R?. Se
traza una recta L que pasa por G y corta a la recta V (A, B) en un punto P, distinto de A y B,
del segmento que tiene estos puntos por extremos, y a la recta V (A, C) en un punto @, distinto
de Ay C, del segmento que tiene por extremos A y C. Demostrar que

[P?A7B] ' [Q7A50] <

==

Numero V.5 (i) Probar que los puntos A:=[1:-1:0], B:=[0:1: 1]y C:=[1:1:—2]
de P? estén alineados.

(ii) Encontrar puntos P; y P> en la recta L := V(A, B) tales que [A,B,C,P] = -1y
[A,B, P, Py] = —2.

Nimero V.6 En una recta afin L se consideran cuatro puntos distintos 4, B, C'y D. Sean
Pye LyR:={P; 7} una referencia cartesiana en L respecto de la que las coordenadas de los
puntos A, B, C'y D son, respectivamente, a,b,c y d. Probar que:
(i) Si Py = A, entonces [A,B,C,D] = —1siysélosi 2=1+1
(ii) Si Py = £A + 3B, entonces [A, B,C, D] = —1 si y sélo si a* = cd.
Nuamero V.7 (i) Determinar los puntos fijos A y B de la homografia
f:PY =P [zg: 2] = [—21 2 220 + 324].

(ii) Calcular la razén doble [A, B, P, f(P)] donde P := [2: 5].
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Niimero V.8 Sean f : P! — P! una homografia distinta de la identidad y

e (2 1)

su matriz respecto de la referencia proyectiva Z := {[e1], [ea], [e1 + 2]} de PL.

(i) Demostrar que f es una involucién, es decir, f? := fo f = idp, si y sélo si la traza
tr(M) := a + d es nula.

(ii) Demostrar que f es una involucién si y sélo si existen dos puntos distintos Py, P, € P!
tales que f(P1) = Py f(P2) = Pr.

(iii) Demostrar que si f es una involucién, entonces f tiene, exactamente, 0 o 2 puntos fijos
y que si K = C entonces tiene dos puntos fijos.

(iv) Demostrar que si f no es una involucién entonces es composicién de dos involuciones.

Nimero V.9 Sean P;, P, P; y P; cuatro puntos del plano proyectivo P? tales que no hay tres
de ellos alineados. Se definen

Q1 :=V(P,P)NV(P3, Py), Q2 :=V(Py, P3) NV(Py, Py),
Q3 :=V(Q1,Q2) NV(P2, 3) 'y Qq:=V(Q1,Q2) NV(P1, Py)

Demostrar que los puntos @1, @2, @3 y Q4 constituyen una cuaterna armonica.

Ntmero V.10 (Teorema de Menelao en el plano proyectivo) En el plano proyectivo real RP2
se consideran una referencia proyectiva % := {A1, As, A3; U} y tres puntos P; € V(Aa, Aj),
P, € V(A1, A3) vy P; € V(A1, A3). Consideremos los puntos

U, := V(Al7 U) N V(AQ,A;),), U = V(AQ, U) N V(Al, Asz) y Us:= V(Ag, U) N V(Al,Ag).
Demostrar que los puntos Py, P> y P3 estdn alineados si y sélo si
[Az, A3, Uy, P1| - [A3, A1, Uz, P - [A1, A2, Us, P3] = —1.

Ntmero V.11 (Teorema de Ceva en el plano proyectivo) En el plano proyectivo real RP? se
tienen una referencia proyectiva % := {41, Ay, A3; U} y tres puntos

P, €V(Ag, A3), Py eV(A1,A3) v P €V(A As).
Consideremos los puntos
U, :=V(A1,U)NV(Az, As), Uz :=V(A2,U)NV(A1,A3) v Us:=V(A43,U)NV(Aq, A2).
Probar que las rectas V(Ay, Py), V(Ag, P2) v V(As, P3) son concurrentes si y sélo si
[Ag, A3, Uy, P1| - [A3, A1,Us, P] - [A1, A, Us, P3] = 1.

Nuamero V.12 Sean P;, P», P; y P, cuatro puntos en posicién general en el plano proyectivo
P? y consideremos Ly := V(Ps, P3), Ly := V(Py, P3) y L3 := V(P;, P»). Consideremos los puntos

Q1:=L1NV(P, Py), Q2:=LaNV(P,Py) y Qz3:=L3NV(P3,Py).
Sean Ry € L1, Ry € Ly y R3 € L3 tales que
(P2, P3,Q1, Ri] = [P3, P1,Q2, Ry| = [P, P>,Q3, R3] = —1.

Demostrar que los puntos R, Ry y R3 estan alineados.
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Ntmero V.13 (Teorema de Fano) Sean P;, P, P3 y P, cuatro puntos en P? en posicién
general. Se llama cuadrildtero completo determinado por estos cuatro vértices al formado por
las seis rectas L;; := V(P;, P;), donde 1 <14 < j <4. Se definen los puntos

Q1:=L14NLy3, Qo:=L1sNLoy, Q3:=LisNLsyy v Qi:=L3yNV(Q1,Q2).
Demostrar que [Q3, Q4, P5, Py] = —1.

Ntmero V.14 En el plano proyectivo P? se consideran las rectas cuyas ecuaciones respecto de
la referencia proyectiva estdndar son

Ly :={2%)+%2=0}, Ly:={x0+%x1—%x=0}, L3:={x0—x1+2x2=0} y

L4 = {XO - 3X1 + 5X2 = 0}

Comprobar que se trata de cuatro rectas que forman parte de un haz y calcular la razén doble
[L17 L27 L37 L4]

Nimero V.15 Se consideran los puntos de P? de coordenadas
A:=[1:0:0], B:=[1:1:-2], C:=[1:3:00 y D:=[1:1:1].
(i) Calcular las coordenadas de los puntos
P:=v(A,C)NV(B,D), Q:=V(A,B)NV(C,D) y R:=V(A,D)nV(B,C).
(ii) Se consideran las siguientes rectas del haz de base el punto Q:
Ly :=V(Q,B), Ly:=V(Q,0), L3:=V(Q,P) y Li:=V(Q,R).

Calcular la razén doble [Ly, Lo, L3, Ly].
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Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo VI

Niumero VI.1 Consideramos el enunciado &: Si L y L’ son dos rectas que no se cortan de un
espacio proyectivo de dimension 3, y H es un plano que no contiene a ninguna de ellas, entonces
existe exactamente una recta L' contenida en H que corta a L y a L'. Determinar cual es su
enunciado dual &*.

Numero VI.2 Sea f: P(F) — P(F) una homografia de un espacio proyectivo P(E) de dimen-
sion 3 sobre K = R, que no tiene puntos fijos. Determinar cudntas rectas invariantes puede tener
f v la incidencia entre ellas.

Numero VI.3 (Rectas tangentes) Sea Q una cuddrica proyectiva no degenerada y sea P € Q.
Una recta L que pasa por P se dice que es tangente a Q en P si L C TpQ. Probar que:

(i) Una recta L que pasa por P € Q es tangente a Q en L si y sélo si o estd contenida en Q
oLNQ={P}.

(ii) Si L C Q es una recta, entonces L es tangente a Q en todos los puntos regulares por los
que pasa, es decir, L C TpQ para cada Q € Q.

(iii) Probar que si Q es una cénica no degenerada, entonces para todo P € Q se cumple
QNTpQ ={P}.

Numero VI.4 (Asintotas) Sea Q una cuddrica afin no degenerada con centro C' del espacio
afin A y sea Q su completacién proyectiva. Denotamos Q. = Q\ Q. Se dice que una recta L C A
es una asintota de Q si C' € L y la direcciéon de L define un punto de Q. Probar que:

(i) Si L es una asintota, entonces su completada proyectiva L es tangente a Q en un punto
de infinito.

(ii) Si Q es una cénica la afirmacién reciproca de (i) también es cierta.

(iii) Q tiene un didmetro H tal que fo(H) € H si y sélo si Q tiene asintotas.

Nimero VI.5 (Homografia inducida por una cuddrica) Sea L una recta de P(E) que no
es tangente a una cuddrica Q C P(E) no degenerada.

(i) Demostrar que la polaridad fo induce una homografia fo|; : L — P(E*), y la coleccién
de hiperplanos § := {f(P) € P(E*) : P € L} es una recta de P(E*), es decir, un haz de
hiperplanos de P.

(ii) Demostrar que la base X del haz § no corta a L.

(iii) Consideramos la homografia g : § — L, H — H N L. Probar que la composicién
go flr : L = L es homografia involutiva y sus puntos fijos son exactamente L N Q.

(iv) Probar que si L N Q = {A, B}, entonces para cada punto P € L\ {A, B} se cumple
[A,B,P, f(P)NL] =—1.

Nuamero V1.6 (Cuadrica dual) Sea Q una cuddrica proyectiva de P(E) no degenerada y sea
Q*={TpQ: P e Q}.

(i) Demostrar que Q* es una cuddrica no degenerada de P(E*).

(ii) Sea Z una referencia proyectiva de P(F) y %#* su referencia proyectiva dual. Calcular
una ecuaciéon de Q* con respecto a Z* a partir de una ecuacién de Q con respecto a Z.

(ili) Para cada H € Q* calcular Ty Q*.

(iv) Demostrar que Q** = Q tramite la identificacién P(E) = P(E**).
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