Ejercicios de refuerzo

1. Consideramos la homografia
fiP3 5 P3 [x0:%; :%p:x3] — [3%0 — X1 + X3 X0 + X| + X3 : X0 — X] + 2X9 + X3 : 2x3].
(1) Demostrar que el conjunto de puntos fijos de f es un hiperplano H; de P? y concluir que
f es una elacion.

(2) Calcular todos los hiperplanos invariantes para f distintos de H; y demostrar que todos
ellos pasan por un punto comun Fj.

(3) Calcular todas las rectas invariantes para f.

(4) Consideramos el espacio afin A; := P3\ H;. Demostrar que f|a, : A; — Aj es una
traslacién y calcular el vector v de dicha traslacion.

(5) Elegid un hiperplano Hy invariante para f distinto de H;. Demostrar que f|a, : Ag — Ag
es una transveccién y calcular una referencia afin de Ay tal que la matriz de f|a, tenga tantos
coeficientes nulos como sea posible.

2. Consideramos la homografia
f:P3 = P2, [X0 : X1 : X2 :Xg] — [—X0 — X1 + X3 —Xo — X1 — X3 : —2X2 ! X0 — X] — X3
(1) Demostrar que el conjunto de puntos fijos de f est4 formado por un hiperplano H; de P3
y un punto fijo Py € P3\ Hy y concluir que f es una homologfa.

(2) Calcular todos los hiperplanos invariantes para f distintos de H; y demostrar que todos
ellos pasan por el punto Fy.

(3) Calcular todas las rectas invariantes para f.

(4) Consideramos el espacio afin A; := P3\ Hy. Demostrar que f|a, : A; — Aj es una
homotecia y calcular su centro y su razon.

(5) Elegid un hiperplano Hy invariante para f distinto de H;. Demostrar que f|a, : Ag — Ag
es una dilatacién y calcular una referencia afin de Ay tal que la matriz de f|s, tenga tantos
coeficientes nulos como sea posible.

3. Consideramos la homografia

f:P3 = P2, [0 : %1 : X2 @ X3] > [2%0+x1+2%3 @ X0+ 2x1 —2x3 1 —3x0—3%x1 —3X2 : 2x0—2%] —X3].
(1) Demostrar que el conjunto de puntos fijos de f es la unién de dos rectas L1 y La, que no

son coplanarias. Probar que f es una homografia involutiva.

(2) Calcular todos los hiperplanos invariantes para f y probar que todos ellos contienen a Lq
o a Lo.

(3) Calcular todas las rectas invariantes para f.

(4) Elegid, para ¢ = 1,2, un hiperplano invariante H; que contiene a L; y consideramos el
espacio affn A; := P3\ H;. Demostrar que f| A; 1 Ay = A; es una simetria paralela a una direccién
W; con respecto a una recta S; para ¢ = 1,2. Calcular W; y 5; para ¢ = 1,2. ;Que relacién
existe entre las rectas proyectivas L1 y Lo y la direccion W; y la recta S; para i = 1,27

4. Consideramos la aplicacién proyectiva

[P -5 P3, [x0 : X1 : X2 1 x3] — [X0 — 2%x1 : —X1 @ 2% — 2X] — X2 : 2X0 — 2X] — X3]

(i) Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los planos invariantes para f.

(ii) Calcular las rectas invariantes para f.



(iii) Consideramos el hiperplano Hi : xg — x; = 0 y el espacio afin A := P3\ H;. Demostrar
que la restriccién f|a : A — A es una homotecia, calcular su centro y su razén.

(iv) Consideramos el hiperplano Hs : x; = 0 y el espacio afin A := P3\ H,. Demostrar que la
restricciéon f|a : A — A es una simetria, calcular su conjunto de puntos fijos y su direccién.

5. Consideramos la aplicacion proyectiva

P —-5 P3, [x0 : X1 : X2 @ X3] — [4x0—x1+X3 : 2X0+x1+2x3 : 6x0—6%x1+3x2+6%3 : x9o—%1+4x3]
(i) Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los planos invariantes para f. Calcular el punto
proyectivo Py € P3 por el que pasan todos los hiperplanos invariantes para f.

(ii) Calcular las rectas invariantes para f.

(iii) Consideramos el hiperplano Hy : xq —x1 +x3 = 0 y el espacio afin A := P3\ H;. Demostrar
que la restriccién f|a : A — A es una traslacién y calcular el vector v de dicha traslacién.

(iv) Consideramos el hiperplano Hs : xo — x3 = 0 y el espacio afin A := P3\ H,. Demostrar
que la restriccién f|a : A — A es una transveccién y encontrar una referencia cartesiana R de
A tal que la matriz de f|, tenga tantos ceros como sea posible.

6. Consideramos la aplicacion proyectiva

fiP3 > P3, [x0:x1: %9 :x3] > [—3x0 + 2%o : X9 — X1 — Xo : —4%( + 3% 1 —xg + Xg — X3]

(i) Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los hiperplanos invariantes para f.
(ii) Calcular las rectas invariantes para f.
(

iii) Consideramos el hiperplano Hj : xg — x3 = 0 y el espacio afin A := P3\ H;. Demostrar
que la rectriccién f|p : A — A es una homotecia, calcular su centro y su razoén.

(iv) Consideramos el hiperplano Hs : x; +x3 = 0 y el espacio afin A := P3\ Hy. Demostrar que
la rectriccién f|a : A — A es una simetria, calcular su conjunto de puntos fijos y su direccién.

7. Consideramos el hiperplano H; : xo — x; + x9 = 0 de P? y el espacio afin A := P3 \ Hi,
del que tomamos como modelo Aq : xp — x1 +x92 = 1. Sea 7: Ay — Ay la traslacién de vector
v:=(1,1,0,1).

(i) Calcular la completacién proyectiva f :=7 : P3 — P3 de 7.

ii) Calcular el conjunto de puntos fijos de los hiperplanos invariantes para f.
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(iii) Calcular las rectas invariantes para f.

(iv) Consideramos el hiperplano Hs : x; — x3 = 0 y el espacio afin A := P3\ Hy. Clasificar la
afinidad f|a : A — A. Encontrar una referencia cartesiana de Ay respecto de la que la matriz
de f tenga el mayor nimero de ceros posible.

8. Consideramos el hiperplano H; : xo — x1 + x3 — x3 = 0 de P3 y el espacio afin A := P3 \ Hy,
del que tomamos como modelo A; : xg —x1 + %2 —x3 = 1. Sea h : Ay — A; la homotecia de
centro (0,0,1,0) y razén 2.

(i) Calcular la completacién proyectiva f := h: P3 — P32 de 7.
(ii) Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los hiperplanos invariantes para f.
(iii) Calcular las rectas invariantes para f.

(iv) Consideramos el hiperplano Hs : x1 + x3 = 0 y el espacio afin A := P3\ Hy. Clasificar la
afinidad f|a : A — A. Encontrar una referencia cartesiana de Ay respecto de la que la matriz
de f tenga el mayor nimero de ceros posible.



9. Consideramos el hiperplano Hy : x9 — x; = 0 de P? y el espacio afin A := P3\ Hy, del
que togamos como modelo Ay : x9g—x3 = 1. Sea o : Ay — Ay la simetria de direccién
W:=AN{x1+x2 =0} ybase X := A1 N{x; —x2+x3=—1,%1 +x2+x3 =2}.

(i) Calcular la completacién proyectiva f :=o : P3 — P3 de 7.

(ii) Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los hiperplanos invariantes para f.

(iii) Calcular las rectas invariantes para f.

(iv) Consideramos el hiperplano Hs : xg + x2 = 0 y el espacio afin A := P3\ Hy. Clasificar la
afinidad f|a : A — A. Encontrar una referencia cartesiana de Ag respecto de la que la matriz
de f tenga el mayor nimero de ceros posible.

10. Sea 7 : P? --» P3 la proyeccién cénica de centro la recta L := {x0—x1=0,%+%x1 =0}y
base Ly := {XoJer +x0=0,xg — X1 + X0 — X3 = O}

(i) Calcular la matriz de 7 con respecto a la referencia proyectiva estandar.

(ii) Consideramos el hiperplano H : xo + 2x; = 0 y el espacio afin A := P3\ H. Demostrar que
m(H) C H y que la restriccién p := 7|y : A — A es una proyeccién afin.

(iii) Sea o : A — A la simetria asociada a p y sea f := & : P> — P3 la completacién proyectiva
de ¢. Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los hiperplanos invariantes para f.

(iv) Demostrar que para cada punto P € P? existe una recta invariante para f que pasa por P.

11. Sea 7 : P?3 --» P3 la aplicacién proyectiva

PP s PP [xo:x1 %o 1 x3] > [3%0 — T2 + X3 1 %o+ 2%1 — X9 + X3 1 X0 + X2 + X3 1 —2%0 + 29
(i) Demostrar que 7 es una proyeccién cénica y calcular su centro Z y su base X.

(ii) Demostrar que si H es un hiperplano que contiene a Z entonces n(H) C H.

(iii) Elegid un hiperplano H; que contiene a Z y consideramos el espacio afin A := P3\ Hj.
Demostrar que la restriccién p := m|s : A — A es una proyeccién afin.

(iv) Sea o : A — A la simetria asociada a p y sea f := & : P> — P3 la completacién proyectiva
de o. Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los hiperplanos invariantes para f.

(v) Demostrar que para cada punto P € P? existe una recta invariante para f que pasa por P.

12. Sea 7 : P3 --s P3 la aplicacién proyectiva
7P -5 P3, [0 : X1 : X2 @ X3] > [6%0 — 4wa @ 2%0 + 4x1 + 4x3 : 3x0 — 2x2 1 —3%0 + 2x9]
i) Demostrar que 7 es una proyeccién cénica y calcular su centro Z y su base X.
iii) Sea L la recta de ecuaciones xg + x2 = 0,x9 — x; = 0. Calcular 7(L).
ii) Demostrar que H := f~%([0:1:0:0]) es un hiperplano de P? y que f(H) C H.

iv) Consideramos el espacio afin A := P3\ H. Demostrar que la restriccion p := 7|y : A — A
es una proyeccion afin.
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(v) Sea o : A — A la simetria asociada a p y sea f := & : P> — P3 la completacién proyectiva
de o. Calcular el conjunto de puntos fijos de f y los hiperplanos invariantes para f.



