GEOMETRIA LINEAL, CURSO 2020-2021

J.F. Fernando

Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo |

Numero I.1 Sean €3 := {e1,e2,e3} la base estdndar de K® y los vectores
Uy := —ey + es, Ug = €1 § U3z :=e€2 + e3.

Sean O := (0,0,0) y O; € R? el punto cuyas coordenadas respecto de la referencia afin R, :=
{0; &3} de K2 son Oy := (—1,1,-1).

(i) Demostrar que B := {uy, uz,u3} es una base del espacio vectorial K3.

(ii) Calcular las coordenadas respecto de la referencia afin R := {Oy; B} de K? del punto P
cuyas coordenadas respecto de la referencia R, son P := (6,1, 3).

Numero 1.2 (i) Demostrar que dos puntos distintos P y @ en una recta afin A constituyen una
referencia afin de A. .

(i) Se llama punto medio del segmento que une P con @ al punto M € A que cumple PM =
MQ@. Calcular las coordenadas baricéntricas de M respecto de la referencia afin R, := {P, Q}
de A.

Nuamero 1.3 Sean R, := {Py, Pi, P>} una referencia afin de un plano afin A y consideremos los
puntos A, B,C' € A que son, respectivamente, los puntos medios de los segmentos que unen P,
con Py, Py con P, y Py con P,. Calcular las coordenadas baricéntricas de A, B y C respecto de
Ra.

Ntmero 1.4 Sean &; := {e1, ez} la base estandar de K2, » € K un escalar y los vectores
up:=e;+ey, up:=e; —eg, vi:=(r+1ler+(r—1e y wvy:=—e; —es.

Consideremos las bases By := {u1,u2} y Ba := {v1,v2} del espacio vectorial K? y dos puntos Oy y

O5 que cumplen 0104 = 2¢;. jPara qué valores de r existe un punto P € K? cuyas coordenadas
cartesianas respecto de las referencias cartesianas R. := {O1; B1} y R., := {O2; By} coinciden
y son no nulas? Calcular en tal caso las coordenadas de todos los puntos P que cumplen la
condicién anterior.

Ntmero 1.5 (i) Demostrar que dos puntos distintos de la recta proyectiva P! son independien-
tes.

(ii) Demostrar que tres puntos distintos de la recta proyectiva P! constituyen una referencia
proyectiva.

Numero 1.6 Sean &3 := {ej, eq,e3} la base estdndar de K3 y los vectores ug 1= e1, u; := ea,
ug = ez y ug := —ey + 2e3 + 3es. Se consideran los puntos P; := [u;] € P2, para i = 0,1,2,3.
Demostrar que Z := { Py, P1, P»; P3} es una referencia proyectiva de P? y encontrar una base %
de K3 asociada a %.

Nuamero 1.7 (i) Demostrar que Py := [1 : 0 : 1], P, :==[0: 2 : 1], P, :=[0:0: 1]y
P3 :=[1: —1: 0] constituyen una referencia proyectiva Z := {Py, P, P2; P3} de P? que tiene a
P5 por punto unidad.

(ii) Determinar las coordenadas respecto de % del punto P :=[2: —2:1].



Niimero 1.8 Consideramos en el espacio proyectivo P? los puntos

Py:=[1:1:1:1], P :=1[2:4:0:1], Py:=[-1:2:-1:-1],
Py:=[1:0:2:1] y Py:=[1:0:0:0].

(i) Demostrar que # := {Py, P1, P2, P5; P} es una referencia proyectiva de P3,
(ii) Hallar las coordenadas homogéneas respecto de Z del punto P :=[1:2:2:1].

Numero 1.9 (i) Sea %, := {Py, P1, P»; P3} una referencia proyectiva de P2.

(i) Probar que % := {P», P3, P; Py} es también una referencia proyectiva de P2,

(ii) Determinar (médulo proporcionalidad) las coordenadas respecto de %5 del punto P € P?
cuyas coordenadas respecto de £ son (xg,x1,T2).

(iii) ;Cudles son las coordenadas respecto de %2 del punto P :=[3:2: 1]g,?

(iv) (Existe algiin punto cuyas coordenadas respecto de ambas referencias coincidan? En
caso afirmativo, calcular todos.



Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo Il

Nuamero II.1 Sean Xj,..., X, subvariedades afines de A. ;Es cierta la igualdad
Yoxi= {Z/\ipi L PeX, heK Y n= 1}?
i=1 i=1 i=1

Numero I1.2 (i) Consideremos la subvariedad afin X; de K° cuyas ecuaciones paramétricas
respecto de cierta referencia cartesiana R. de K° son

X = 1 + )\0 + )\1 + 3)\2
x1 = 6 + 22+ 2X
X1 : X9 = — )\0 — )\1 — 3)\2
x3 = 1 4+ Xo + 2X
Xy = A+ Ao

Calcular su dimensién, una base de su subespacio de direccién y unas ecuaciones implicitas
respecto de R..

(ii) Encontrar ecuaciones paramétricas de la subvariedad afin Xy de K?* definida por las
ecuaciones implicitas

X9 — X1 + x99 — X3 =1
X2 : Xo -+ X1 -+ 2X2 + X3 =
Xo — 3X1 — 3X3 =0

respecto de la referencia cartesiana estdndar R. = {0;e1, €2, e3, e4}. Hallar una base del subes-
pacio de direcciéon de X5 y calcular la dimension de Xs.

Numero I1.3 (i) Sea R. = {0;e1, e2, e3} la referencia cartesiana estandar de K3. Obtener unas
ecuaciones paramétricas respecto de R, de la interseccién de los planos X; y X5 de K3 cuyas
ecuaciones implicitas respecto de R, son:

X = 1 — X = A xo = 1 + 2\ — Ay,
X1 : X1 = 2 - )\0 + 2)\1, y X2 : X1 = 1 + Al,
X9 = — )\0, X9 = 1 - )\0.

;,Cudl es el subespacio de direccién de dicha interseccion? §Cudl es su dimensién?

(ii) Sea el plano cuya ecuacién implicita respecto de R, es X3 : {xg — x1 — x2 = 1}. Calcular
X7 N X5 N X3. Hallar una ecuaciéon implicita respecto de R, del plano paralelo a X; N X5 y
X1 N X3 que pasa por el punto (1,1,—1)

Nuamero I1.4 Sean Py, P», P3 y P, cuatro puntos de un plano afin A tales que no existen tres de
ellos alineados. Se llama cuadrildtero de vértices estos cuatro puntos a la unién de los segmentos
PPy, P,P3, P3Py y P,P;. Se dice que el cuadrilatero es un paralelogramo si, tras reordenar los
vértices si es preciso, las rectas V({ Py, P»}) y V({Ps, P4}) son paralelas y las rectas V ({ Ps, P5})
y V({Py, P1}) son paralelas también. Demostrar que el cuadrildtero que tiene por vértices los
puntos medios de otro cuadrilatero es un paralelogramo.

Numero II.5 Sean X e Y dos rectas afines coplanarias que se cortan, y sean dos ternas de
puntos Ay, As, A3 € X y By, Bs, B3 € Y. Probar que si se cumple V({A1, Bo})||[V({42,Bs}) v
V({Az, B1})||V({As, B2}), entonces V ({41, B1})||V({As, Bs}).



Ntmero I1.6 Sea I' := {(z,y) € R? : y = 223 — 322 + x — 2}. Probar que las rectas que cortan
a I en tres puntos, tales que uno de ellos es el punto medio del segmento que tiene por extremos
a los otros dos, pasan por un punto fijo. Hallar las coordenadas de dicho punto.

Nuimero II.7 Sean A, B,C' y D cuatro puntos del plano afin R? que cumplen que los segmentos
AB y CD que unen A con By C con D, respectivamente, son bases de un trapecio.
(i) Demostrar que la recta que une el punto E en que se cortan V ({4, D}) y V({B,C}) con
el punto F' de interseccién de las diagonales del trapecio pasa por los puntos medios de las bases.
(ii) Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los pares de lados opuestos del
trapecio se cortan en el punto medio del segmento que une los puntos medios de las diagonales.

Ntumero I1.8 Sea Z := {Py, P, P»; P3} una referencia proyectiva de P2. Hallar ecuaciones
implicitas respecto de Z de los lados y las diagonales del cuadrildtero de vértices consecutivos
Py, P, Py y Ps.

Ntmero I1.9 Sean % := {Py, P, P»; P3} una referencia proyectiva de P? y A € P? el punto
cuyas coordenadas respecto de % son A :=[0: 1 : 1]. Se traza por A una recta variable X que
cortaen M alarecta V({ Py, P}) y en N alarecta V({Py, P1}). Sea P := V({ P2, N}))NV({ Py, A}).
Demostrar que todas las rectas V({M, P}) pasan por un punto fijo y calcularlo.

Niimero I1.10 Dadas las rectas L v Ly del espacio proyectivo P? de ecuaciones implicitas

Ly X0 — X1 + X2 — X3 = 0,
L Xo + 2x1 — 2x9 + 2x3 = 0,
I - Xo + 2x1 — 3x9 + x3 = 0,
2 2X0 — X3 = 0,

encontrar ecuaciones implicitas de la recta ¢ C P3 que corta a ambas y pasa por el punto
P:=[0:1:0:1].

Niimero II.11 Sean a € K y los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3:
P :=[1:2:-1:1], Pp:=[1:-1:2:-1], P3:=[3:0:1:1]

yQuo:=[-1:1:0:aq].
(i) Hallar todos valores de a para los que las rectas proyectivas

X :=V({P, P}) e Yo:=V({PsQa}).

se cortan.
(i) Hallar ecuaciones implicitas de X + Y, para cada valor de a.

Numero I1.12 ;Es el conjunto M := {[z : y : 2] € P2 : 22 + y* — 22 = 0} una subvariedad
proyectiva de P2?

Niimero I1.13 En el espacio proyectivo P* se consideran los puntos
P :=[1:0:-1:0:1], P:=1[0:1:0:1:-1] y P3:=[2:2:-2:1:2],

y denotamos X7 := V({P;, P2, P3}) a la menor subvariedad proyectiva de P* que los contiene.
Sea X, la subvariedad proyectiva de P* que tiene a

X, Xp — X1 + x4 = 0,
2 2X0 + X9 — X3 = O,



por ecuaciones implicitas respecto de la referencia estandar.
(i) Encontrar ecuaciones implicitas de X; respecto de la referencia estdndar y calcular
(ii) Calcular la dimensién de X7 + X2 y X1 N Xo.

Nuimero II.14 Sean L; y Ly rectas en P? que no se cortan y P € P3\ (L; U Ly). ;Existen
puntos Py, P» € L1y P3, Py € Lo tales que Z := { Py, P, P3, Py; P} sea una referencia proyectiva
cuyo punto unidad es P?

Numero II.15 (Teorema de Pappus) Sean X e Y dos rectas de P2 y O := XNY. Sean Py, Py y
P; tres puntos distintos en X y Ps, Py y Ps tres puntos distintos en Y, todos ellos distintos de O.
Parai=1,...,5sea Z; := V({P;, P;+1}) larecta que pasa por P; y P;11,y sea Zg := V({Fs, P1 }).
Demostrar que los puntos Q1 := Z1 N Zy, Q2 := Zo N Z5 y Q3 := Z3 N Zg estan alineados.

A




Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo 11l

Numero III.1 (i) Sean A y A’ espacios afines y sean R y R’ referencias cartesianas de A y
A’. Sean fi,...,fr : A — A’ aplicaciones afines y sean p1,...,ur € K tales que Zle w; = 1.
Demostrar que

k k
Mg,z ( > Hifi) = Mg r(fi).
=1 =1

(ii) ¢Sigue siendo cierto el resultado si cambiamos R y R’ por referencias afines R y R’ de
los espacios afines A y A’?

Numero II1.2 (i) Demostrar que la composicién de dos homotecias de un espacio afin A del
mismo centro C' y razones r1 y 79 es la homotecia de centro C' y razén ri7s.

(ii) Demostrar que la composicién de dos homotecias de centros distintos Cy y Cs y razones
71y 7o tales que 7179 = 1 es una traslacién. Calcular el vector de traslacion.

(iii) Demostrar que la composicién de dos homotecias de centros distintos Cy y Cs y razones
r1y ro tales que 7179 # 1 es una homotecia cuyo centro estd alineado con los puntos C; y Cs.

(iv) Sean P;, P, y P5 tres puntos no alineados en un plano affn A, y sean My, My y M3 los
puntos medios de los lados P, P3, PPy y Py Py del tridngulo A de vértices Py, P, y P3. Para
cada P € A se consideran sus simétricos Q1, Q2 y Q3 respecto de My, My y Ms.

(iv.1) Demostrar que las rectas V({P1,Q1}), V({ P, Q2}) vy V({Ps,Q3}) son concurrentes.

(iv.2) Demostrar que la aplicacién

A=A P f(P)=V({P,Q1}) NV({P,Q2}) NV({P5,Q3})

es afin e identificarla.

Numero III.3 Determinar los puntos fijos y las rectas y planos invariantes de la aplicacién afin
fiK® = K3 (x,y,2) = (1 — 5x+ 2y — Tz, —1 + 2x — y + 3z, 4x + 5z).

Nimero III.4 En K3 se consideran las rectas de ecuaciones implicitas respecto de la referencia
cartesiana estdndar R := {O; e, eq,e3}

_lx -y +tz =2 —Jx + Y = 1
L'_{x+yz—0,yX'_{ y + z = 1



Sean uy := eg — e3, ug 1= €1 — ea + 2eg3 y W := L[uy, us] el subespacio vectorial de K? generado
por u; y ug. Sean 7 : K3 — K3 la proyeccién sobre X paralela a W y o : K3 — K2 la simetria
de K3 respecto a X paralela a W. Calcular ecuaciones implicitas de (L) y o(L).

Nuimero IIL.5 Sea f : A — A una aplicacién afin sin puntos fijos. ;Tiene f? := f o f algiin
punto fijo?

Numero II1.6 Sean R := {O;e1,ez,e3} la referencia cartesiana estandar de K?, a € K y
f : K2 — K3 la aplicacién affn que deja fijos todos los puntos de las rectas cuyas ecuaciones
implicitas respecto de R son

) 2x 4+ ay = 0, Jx = ay + 2z = 1,
Ll'{x—2y+2=0, YLQ.{X vz =1

y transforma el punto de coordenadas (0,0, 2) respecto de R en el punto de coordenadas (0, 1, 3)
respecto de R. Calcular a y la matriz de f respecto de R.

Nimero IIL.7 Sea A un tridngulo de vértices A, B y C contenido en el plano afin K2. Sean
Ry y Ry dos rectas de K2 no paralelas. Para cada lado de A se considera el paralelogramo cuyos
lados son paralelos a Ry y Rs, respectivamente y una de cuyas diagonales es el lado elegido en
A. Demostrar que las diagonales L1, Ly y L3 de estos tres paralelogramos que no contienen a
los lados de A son rectas concurrentes.

D B E

H Il cJ

Ntmero II1.8 Un rayo de luz parte del punto P := (1,0,1). ;En qué punto del plano X C R?
de ecuacién x + 2y + 3z = 1 se reflejard para que pase por el punto Q := (2,1,1)?

P




Numero IT1.9 (i) Estudiar si la aplicacién proyectiva 7 : P2 --» P3 definida por

10 00
0 0 0 1
t_ t
0 0 01
donde x := [xp : x1 : X2 : X3 €y := [yo : ¥1 : Y2 : ¥3], es una proyeccién cénica. En caso

afirmativo calcular su centro y su imagen.
(ii) Hallar ecuaciones implicitas de 7= 1(P), donde P:=[1:—1:0: —1].
(iii) Hallar ecuaciones implicitas de la imagen por 7 de la recta

L:={x1=0,%+%+x3 =0}

(iv) Hallar ecuaciones implicitas de la imagen inversa por w de m(L). ;Cuél es la dimensién de
T (m(L))?

Niimero III.10 Encontrar la matriz respecto de la referencia estdndar % de P? de la homografia
f : P2 — P? que transforma las rectas Ly := {xg = 0}, Lo := {x; = 0} y L3 := {x2 = 0}, en las
rectas f(L1) := {xo —x1 +x2 = 0}, f(L2) == {x0 + 2x2 = 0} y f(L3) := {x0 + x1 = 0} y deja
fijo el punto P :=[1:1:1].

Nimero III.11 Sean A,, Ay, B y B» cuatro puntos distintos en P? que no estdn sobre una
recta. Demostrar que Ay, Ao, B y Bs estan en posicién general si y sélo si existe una homografia
involutiva o : P2 — P? tal que 0(A;) = By y 0(As) = Ba.

Niimero III.12 Sean P;, P, y Ps tres puntos distintos en P'. Caracterizar las matrices respecto
de cualquier referencia proyectiva de las homograffas f : P! — P! que cumplen f(P;) = P,
[(P2) =Psy f(P3) =P

Numero II1.13 Sean L; y Ly dos rectas distintas en P2y A, B € L, \ Lo dos puntos distintos.
Sean C,D € P?\ (L1 U L) dos puntos distintos. Demostrar que existe una tnica homografia
f:P?2 = P2 talque f(A) = A, f(B)=B, f(C)=Dy f(L2) = Lo.

Q.

Ntimero II1.14 Sean L; y Lo dos rectas de P? y P € P2\ (L; U Ly). Se considera la proyeccién
cémica 7 : P? --» P? de centro P e imagen Lo. La aplicacién proyectiva 7|, : Ly --» Ly recibe
el nombre de perspectividad.

(i) Comprobar que 7|z, : L1 — L2 es una homografia.

(ii) Demostrar que el punto de corte O := L; N Ly cumple 7(0) = O.

(iii) Sea f : L1 — Lo una homografia con f(O) = O. Demostrar que f es una perspectividad,
es decir, es la restriccién a L; de una proyeccién cénica de P? de imagen L.

(iv) {Cdémo se puede calcular el centro de m empleando sélo la perspectividad f?



Numero III.15 (Teorema de Desargues) Sean Aj, As, A3, B1, B2 y Bjs seis puntos distintos
en el plano proyectivo P? tales que tres cualesquiera de ellos no estdn alineados. Se dice que
los tridngulos A; y As de vértices Ay, As, A3 v By, Bo, B3 estdn en perspectiva si las rectas
V(A1, B1), V(As, B2) y V(As, Bs) son concurrentes en cierto punto O distinto de los seis anteriores.
Demostrar que en tal caso los puntos

P1 = V(Ag, A3) n V(BQ, B3)7 P2 = V(Al, A3) N V(Bl, B3) y
P3 L= V(AhAQ) M V(Bl7 Bg)

estan alineados.

Nuimero III.16 Sea f :K? — K3 la aplicacién afin que satisface las condiciones
f(l,O) = (27230)7 f(7171) = (Oaflvl) Yy f(172) = (72707 72)

(i) Calcular f(0,0) y la matriz de la aplicacién lineal asociada 7 : K2 — K2 respecto de las bases
estandar By := {e1,ea} y Bo := {w1,ws, w3} de K? y K2, respectivamente. Calcular la matriz de
f respecto de las referencias cartesianas estdndar R y Ry de K? y K3, respectivamente.

(ii) Calcular la matriz respecto de las referencias estdndar de P? y P? de la extensién pro-
yectiva f : P2 -—» P2 de f. Calcular f([1:1:1]).

(iii) Determinar el centro de f y una ecuacién implicita de su imagen.

Ntmero II1.17 Se consideran la recta L := {xy —x; = 0} C P? y el plano afin X := P?\ L. Sea
7 : X — X la homotecia de centro Py := [1: 0 : 1] € X que transforma el punto P, :=[1: —1: 1]
en P:=[2:-1:2].

(i) Calcular la razén de esta homotecia.

(ii) Hallar la matriz de su extensién proyectiva respecto de la referencia estdndar # del plano
proyectivo P2,

Nuimero III.18 Sea f : P? — P? la homografia cuya matriz respecto de la referencia estdndar
Z es la clase de equivalencia de la matriz

01 1
M:=11 0 1
1 10
(i) Demostrar que el conjunto de puntos fijos de f es la unién de una recta, que denotamos

L, y un punto situado en P2\ L.
(ii) Demostrar que la restriccién de f al plano afin X := P2\ L es una homotecia. Calcular
su centro y su razon.



Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo IV

Nuamero IV.1 Demostrar que la definicién de cuddricas equivalentes define realmente una re-
lacion de equivalencia. Atencion: Cuidado con el orden de las bases!

Nimero IV.2 Calcular el conjunto de centros de la cénica afin Q cuya ecuacién respecto de la
referencia cartesiana estandar es

5x2 + 10xy + 2y? — 10x — 4y = 0.
Numero IV.3 Demostrar con detalle que si dos ecuaciones
g1 +z2 4 +22=0 y eotzi4--+25=0

con g1,e2 = 0 o 1, definen cuddricas afines de K" afinmente equivalentes, entonces €1 = €3 y
r=r.
Numero IV.4 Demostrar con detalle que si dos ecuaciones

2 2 2 2 2 2 2 2
g1tz +--+zg -2 — -2, =0 y etzi+---+zy -2z — - —2,=0

con 1,62 = 0 o 1, definen cuddricas afines de K™ afinmente equivalentes, entonces £ = €5 y
r=1"y, 0bien ey =1y entonces s = s, 0o bien e =0 y entonces s=s' o s =1 — 5.

Nuimero IV.5 Encontrar una ecuacién de la cénica afin Q C R? que pasa por los puntos
0:=(0,0), A:=(2,0), B=(0,3), C:=(1,1) y D :=(—2,2) y clasificarla.

Niimero IV.6 Sean a,b y c tres ntimeros reales tales que la cuddrica affn Q ¢ R? de ecuacién
x% — X% + 2ax9x3 — 2bx1 +2x9 +¢ =0

tiene un tnico centro, que estd contenido en la recta L := {x1 + xo = 2, x5 + a = 0}. Se sabe,
ademds, que la interseccién QN {xz = 0} es una recta.

(i) Determinar todos los valores de a,b y ¢ que cumplen las condiciones anteriores y en cada
caso calcular el centro de Q.

(ii) ;Cudl es la ecuacién reducida de Q? Hallar una referencia cartesiana de R respecto de
la que Q adopte su ecuacién reducida.

Nuamero IV.7 (Teorema de Pascal). Sean Pi, Py, P5, Py, Ps y Ps seis puntos situados en
posicién general. Demostrar que los puntos

Q1 :=V({P1, P2}) NV({ Py, Ps}), Q2 :=V({P, Ps}) NV({Ps, Ps})
y Qz:=V({Ps, Ps})NV({P, Fs})

estan alineados si y sélo si los puntos Pi, P», P3, Py, Ps vy Ps pertenecen a una cdnica no
degenerada.

Nimero IV.8 Se dice que una recta proyectiva L C P? es tangente a la cénica proyectiva
Q C P? si la interseccién Q N L consta de un tnico punto. Encontrar una cénica proyectiva que
sea tangente a la recta de ecuacién {xg = x2} y pase por los puntos

P :=[0:1:2], P:=[0:0:1], P3:=1[2:1:2] y P,:=[3:0:1].

10



Ntmero IV.9 (i) Sean Li, Ly C P? dos rectas proyectivas distintas y Q := L U Ly. Sean
xAx! = 0 una ecuacién de Q y x := [xo : 21 : x2] las coordenadas del punto de interseccién
L1 N L. Demostrar que xA = 0.

Para cada a € K consideremos la cénica Q, C P? de ecuacién

x% — 3x1%x2 + 2}(3 + X9X1 — XgX2 + ax% =0

(ii) Calcular los puntos en que se cortan las cénicas Q, y Qp para dos valores distintos a, b € K.
(iii) ;Para qué valor de a € K es la cénica Q, un par de rectas?
(iv) Para el valor hallado en el apartado anterior obtener ecuaciones de dichas rectas.

Numero IV.10 Sea yAy' = 0 la ecuacién respecto de la referencia proyectiva esténdar de una
cénica no degenerada Q C P2, y sean x := [xq : o1 : ¥2] las coordenadas de un punto P € Q.

(i) Probar que zAy* = 0 es la ecuacién de la recta tangente a Q en el punto P.

(ii) Sea @ € P?\ Q. Encontrar una ecuacién de la recta que pasa por los puntos de interseccién
de Q con las rectas tangentes a Q que pasan por ). Esta recta se denomina polar de ) respecto
de Q.

(iii) Encontrar la ecuacién de una cénica no degenerada Q C P? que pase por los puntos
A:=[0:0:1]y B:=1[0:1:1], surecta tangente en el punto P :=[1:1:1] sea {xg = x2} y
tenga a la recta de ecuacién {3x; = 4x,} por polar del punto @ :=[2:4: 3].

Nimero IV.11 Clasificar la cuddrica proyectiva Q del espacio proyectivo real RP? que respecto
de la referencia proyectiva estandar tiene por ecuacién

©(x0,%1,Xo,%X3) = Xg + 3x7 4 3x3 — 2x0x] — 2x0Xy — 2x1%p = 0.

Niimero I'V.12 Se consideran las cénicas proyectivas del espacio proyectivo RP? definidas por
las ecuaciones

2 1 42 24 2
) oxT x5 —4xex; = 0 ] x5 +x5—2x0x3 = 0
Fl : { x5 = 0 y Fg : X, = 0

i) Obtener una ecuacién de la cuadrica Q que contiene a I'y y I's y pasa por el punto
y y
P:=[0:1:0:1].
(ii) Clasificar Q.
(ili) Clasificar la cuddrica afin Q" que se obtiene al afinizar la anterior considerando {xo = 0}
como plano del infinito.

Niimero IV.13 Se consideran en el espacio proyectivo RP? las rectas proyectivas

xo = 0, x = 0, X9 = X,
le{ 2 0 Lgi{ ! y L3:{ 0 !

X3 = Xp = Xog, Xp = X3.

(i) Demostrar que la unién de las rectas de RIP? que cortan estas tres es una cuadrica. Hallar
una ecuacién implicita y clasificarla.

(ii) Clasificar la cuadrica afin que se obtiene al afinizar la anterior considerando {xo = 0}
como plano del infinito.

Numero IV.14 Se consideran la cénica Q := {x7 = 2xox2} y la recta L := {xg = 2x5} del
plano proyectivo real RP2.

(i) Encontrar las coordenadas de los puntos de interseccién Py y Py de Q y L.

(ii) Sea P, :=[2:0: 1] € L. Escribir un punto genérico P € L en términos de la referencia
proyectiva Z = { Py, Py; P2} de la recta L.

(iii) Consideremos la inmersién del plano afin R? en RP? respecto de la que la recta L es la
recta de infinito. Clasificar la cénica affn Q' := QN (RP?\ L).
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Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo V

Nimero V.1 (Teorema de Menelao en el plano afin) Sean A, B y C tres puntos no alineados
situados en un plano afin A. Sean

D e V({AaB}) \ {AaB}v E e V({A,C}) \ {A,C} y Fe V({B,C}) \ {Bvc}a

Sea L1 := V(D, E) y suponemos que la recta Lo paralela a L1 que pasa por el punto A corta a
la recta V(B, C). Demostrar que los puntos D, F y F' estan alineados si y sélo si

[F,C,B]-[E,A,C]-[D,B,A] = 1.

Nimero V.2 (Teorema de Ceva en el plano afin) Sean A, B y C tres puntos no alineados
situados en un plano afin A. Sean

D e V({A7B}) \ {A7B}7 E e V({A7C}) \ {A7C} y Fe V({B,C}) \ {B7C}

tales que V({4,F}) N V({B,E}) # @. Demostrar que las rectas V({4, F}), V{B,E}) y
V({C, D}) son concurrentes si y sélo si

[D,B,Al-[F,C,B] [BE,A,C] = —1.

Nuamero V.3 En un ejemplo de teoria definimos el baricentro de un tridngulo en el plano afin.
Sugerimos emplear el Teorema de Ceva V.2, para demostrar que las medianas de un triangulo,
esto es, las rectas que unen los vértices de un tridngulo con los puntos medios del lado opuesto,
se cortan en un punto, denominado baricentro.

Nimero V.4 Sea G el baricentro del tridngulo A de vértices A, B y C del plano afin R?. Se
traza una recta L que pasa por G y corta a la recta V (A, B) en un punto P, distinto de A y B,
del segmento que tiene estos puntos por extremos, y a la recta V (A, C) en un punto @, distinto
de Ay C, del segmento que tiene por extremos A y C. Demostrar que

[P?A7B] ' [Q7A50] <

==

Numero V.5 (i) Probar que los puntos A:=[1:-1:0], B:=[0:1: 1]y C:=[1:1:—2]
de P? estén alineados.

(ii) Encontrar puntos P; y P> en la recta L := V(A, B) tales que [A,B,C,P] = -1y
[A,B, P, Py] = —2.

Nimero V.6 En una recta afin L se consideran cuatro puntos distintos 4, B, C'y D. Sean
Pye LyR:={P; 7} una referencia cartesiana en L respecto de la que las coordenadas de los
puntos A, B, C'y D son, respectivamente, a,b,c y d. Probar que:
(i) Si Py = A, entonces [A,B,C,D] = —1siysélosi 2=1+1
(ii) Si Py = £A + 3B, entonces [A, B,C, D] = —1 si y sélo si a* = cd.
Nuamero V.7 (i) Determinar los puntos fijos A y B de la homografia
f:PY =P [zg: 2] = [—21 2 220 + 324].

(ii) Calcular la razén doble [A, B, P, f(P)] donde P := [2: 5].

12



Niimero V.8 Sean f : P! — P! una homografia distinta de la identidad y

e (2 1)

su matriz respecto de la referencia proyectiva Z := {[e1], [ea], [e1 + 2]} de PL.

(i) Demostrar que f es una involucién, es decir, f? := fo f = idp, si y sélo si la traza
tr(M) := a + d es nula.

(ii) Demostrar que f es una involucién si y sélo si existen dos puntos distintos Py, P, € P!
tales que f(P1) = Py f(P2) = Pr.

(iii) Demostrar que si f es una involucién, entonces f tiene, exactamente, 0 o 2 puntos fijos
y que si K = C entonces tiene dos puntos fijos.

(iv) Demostrar que si f no es una involucién entonces es composicién de dos involuciones.

Nimero V.9 Sean P;, P, P; y P; cuatro puntos del plano proyectivo P? tales que no hay tres
de ellos alineados. Se definen

Q1 :=V(P,P)NV(P3, Py), Q2 :=V(Py, P3) NV(Py, Py),
Q3 :=V(Q1,Q2) NV(P2, 3) 'y Qq:=V(Q1,Q2) NV(P1, Py)

Demostrar que los puntos @1, @2, @3 y Q4 constituyen una cuaterna armonica.

Ntmero V.10 (Teorema de Menelao en el plano proyectivo) En el plano proyectivo real RP2
se consideran una referencia proyectiva % := {A1, As, A3; U} y tres puntos P; € V(Aa, Aj),
P, € V(A1, A3) vy P; € V(A1, A3). Consideremos los puntos

U, := V(Al7 U) N V(AQ,A;),), U = V(AQ, U) N V(Al, Asz) y Us:= V(Ag, U) N V(Al,Ag).
Demostrar que los puntos Py, P> y P3 estdn alineados si y sélo si
[Az, A3, Uy, P1| - [A3, A1, Uz, P - [A1, A2, Us, P3] = —1.

Ntmero V.11 (Teorema de Ceva en el plano proyectivo) En el plano proyectivo real RP? se
tienen una referencia proyectiva % := {41, Ay, A3; U} y tres puntos

P, €V(Ag, A3), Py eV(A1,A3) v P €V(A As).
Consideremos los puntos
U, :=V(A1,U)NV(Az, As), Uz :=V(A2,U)NV(A1,A3) v Us:=V(A43,U)NV(Aq, A2).
Probar que las rectas V(Ay, Py), V(Ag, P2) v V(As, P3) son concurrentes si y sélo si
[Ag, A3, Uy, P1| - [A3, A1,Us, P] - [A1, A, Us, P3] = 1.

Nuamero V.12 Sean P;, P», P; y P, cuatro puntos en posicién general en el plano proyectivo
P? y consideremos Ly := V(Ps, P3), Ly := V(Py, P3) y L3 := V(P;, P»). Consideremos los puntos

Q1:=L1NV(P, Py), Q2:=LaNV(P,Py) y Qz3:=L3NV(P3,Py).
Sean Ry € L1, Ry € Ly y R3 € L3 tales que
(P2, P3,Q1, Ri] = [P3, P1,Q2, Ry| = [P, P>,Q3, R3] = —1.

Demostrar que los puntos R, Ry y R3 estan alineados.
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Ntmero V.13 (Teorema de Fano) Sean P;, P, P3 y P, cuatro puntos en P? en posicién
general. Se llama cuadrildtero completo determinado por estos cuatro vértices al formado por
las seis rectas L;; := V(P;, P;), donde 1 <14 < j <4. Se definen los puntos

Q1:=L14NLy3, Qo:=L1sNLoy, Q3:=LisNLsyy v Qi:=L3yNV(Q1,Q2).
Demostrar que [Q3, Q4, P5, Py] = —1.

Ntmero V.14 En el plano proyectivo P? se consideran las rectas cuyas ecuaciones respecto de
la referencia proyectiva estdndar son

Ly :={2%)+%2=0}, Ly:={x0+%x1—%x=0}, L3:={x0—x1+2x2=0} y

L4 = {XO - 3X1 + 5X2 = 0}

Comprobar que se trata de cuatro rectas que forman parte de un haz y calcular la razén doble
[L17 L27 L37 L4]

Nimero V.15 Se consideran los puntos de P? de coordenadas
A:=[1:0:0], B:=[1:1:-2], C:=[1:3:00 y D:=[1:1:1].
(i) Calcular las coordenadas de los puntos
P:=v(A,C)NV(B,D), Q:=V(A,B)NV(C,D) y R:=V(A,D)nV(B,C).
(ii) Se consideran las siguientes rectas del haz de base el punto Q:
Ly :=V(Q,B), Ly:=V(Q,0), L3:=V(Q,P) y Li:=V(Q,R).

Calcular la razén doble [Ly, Lo, L3, Ly].
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Ejercicios y problemas propuestos del Capitulo VI

Niumero VI.1 Consideramos el enunciado &: Si L y L’ son dos rectas que no se cortan de un
espacio proyectivo de dimension 3, y H es un plano que no contiene a ninguna de ellas, entonces
existe exactamente una recta L' contenida en H que corta a L y a L'. Determinar cual es su
enunciado dual &*.

Numero VI.2 Sea f: P(F) — P(F) una homografia de un espacio proyectivo P(E) de dimen-
sion 3 sobre K = R, que no tiene puntos fijos. Determinar cudntas rectas invariantes puede tener
f v la incidencia entre ellas.

Numero VI.3 (Rectas tangentes) Sea Q una cuddrica proyectiva no degenerada y sea P € Q.
Una recta L que pasa por P se dice que es tangente a Q en P si L C TpQ. Probar que:

(i) Una recta L que pasa por P € Q es tangente a Q en L si y sélo si o estd contenida en Q
oLNQ={P}.

(ii) Si L C Q es una recta, entonces L es tangente a Q en todos los puntos regulares por los
que pasa, es decir, L C TpQ para cada Q € Q.

(iii) Probar que si Q es una cénica no degenerada, entonces para todo P € Q se cumple
QNTpQ ={P}.

Numero VI.4 (Asintotas) Sea Q una cuddrica afin no degenerada con centro C' del espacio
afin A y sea Q su completacién proyectiva. Denotamos Q. = Q\ Q. Se dice que una recta L C A
es una asintota de Q si C' € L y la direcciéon de L define un punto de Q. Probar que:

(i) Si L es una asintota, entonces su completada proyectiva L es tangente a Q en un punto
de infinito.

(ii) Si Q es una cénica la afirmacién reciproca de (i) también es cierta.

(iii) Q tiene un didmetro H tal que fo(H) € H si y sélo si Q tiene asintotas.

Nimero VI.5 (Homografia inducida por una cuddrica) Sea L una recta de P(E) que no
es tangente a una cuddrica Q C P(E) no degenerada.

(i) Demostrar que la polaridad fo induce una homografia fo|; : L — P(E*), y la coleccién
de hiperplanos § := {f(P) € P(E*) : P € L} es una recta de P(E*), es decir, un haz de
hiperplanos de P.

(ii) Demostrar que la base X del haz § no corta a L.

(iii) Consideramos la homografia g : § — L, H — H N L. Probar que la composicién
go flr : L = L es homografia involutiva y sus puntos fijos son exactamente L N Q.

(iv) Probar que si L N Q = {A, B}, entonces para cada punto P € L\ {A, B} se cumple
[A,B,P, f(P)NL] =—1.

Nuamero V1.6 (Cuadrica dual) Sea Q una cuddrica proyectiva de P(E) no degenerada y sea
Q*={TpQ: P e Q}.

(i) Demostrar que Q* es una cuddrica no degenerada de P(E*).

(ii) Sea Z una referencia proyectiva de P(F) y %#* su referencia proyectiva dual. Calcular
una ecuaciéon de Q* con respecto a Z* a partir de una ecuacién de Q con respecto a Z.

(ili) Para cada H € Q* calcular Ty Q*.

(iv) Demostrar que Q** = Q tramite la identificacién P(E) = P(E**).
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Soluciones a los ejercicios del Capitulo I
Nimero VI.1 Sean & := {e1, ea,e3} la base estandar de K* y los vectores
Ul = —e1+e3, U2:=e€1 Y U3:=e3+e3.
Sean O := (0,0,0) y O; € R? el punto cuyas coordenadas respecto de la referencia cartesiana estdndar
Ree :=40;&} de K3 son O := (—1,1,-1).
(i) Demostrar que B := {u1,u2,u3} es una base del espacio vectorial K®.

(ii) Calcular las coordenadas respecto de la referencia cartesiana R. := {O1; B} de K* del punto P
cuyas coordenadas respecto de la referencia R, son P := (6,1, 3).

Solucidn. (i) Basta observar que

-1 1 0
0 0 -1 |=-1#0.
10 1

(ii) Si z1, x2 y =3 son las coordenadas del punto P respecto de la referencia R., entonces

0P -00 —
T1u1 + Touz + x3us = O1P = O +O¢:—001+0?:€1—62+63
+ 6e1 + ez + 3ez = Ter + dez = Tuz + 4(u1 + u2) = 4us + 1luo,

luego las coordenadas son x1 =4, x2 =11 y 23 = 0. O

Numero VI.2 (i) Demostrar que dos puntos distintos P y @ en una recta afin A constituyen una
referencia afin de A. N

(ii) Se llama punto medio del segmento que une P con @ al punto M € A que cumple PM = m
Calcular las coordenadas baricéntricas de M respecto de la referencia afin R, := {P,Q} de A.

Solucidn. (i) Como P # @ el vector F@ es no nulo, luego constituye una base del K-espacio vectorial E
subyacente a la recta afin A pues dim(E) = 1.

(ii) Consideramos la referencia cartesiana R. := {P; @} de A y observamos que

P@:W—FWZQW ~ ]37\7[:%@ ~ M:P-ﬁ-%ﬁzp—‘r)\l@.

Por tanto A1 = % yXd:i=1-X\ = % Asi, de acuerdo con la Definicién §77, las coordenadas baricéntricas
de M respecto de R, son A\g = % v A= % O
Numero VI.3 Sean R, := {Py, P1, P>} una referencia afin de un plano afin A y consideremos los

puntos A, B,C € A que son, respectivamente, los puntos medios de los segmentos que unen P, con P,
Py con P> y Py con P,. Calcular las coordenadas baricéntricas de A, B y C respecto de R,.

B e
Solucién. Consideremos la referencia cartesiana R := {Po; PP, POPQ} de A y observamos que, por ser
A el punto medio del segmento que une Py con P,

PoPr = PhA+ AP, = 2POZ ~  PA = %PoPl ~ A=P+ %P@Pl.

Anélogamente se tiene
1= 1—
B:P1—|—§P1P2 y C:P0—|—§POP2

Como P, es el origen de la referencia R. debemos modificar la escritura de la peniltima igualdad como
sigue:

PO_B> = PP+ P1§ = PP+ %P1P2

1
:P0P1+§(P1P0+P0P2) =

(PoP1 + PoPs).

N | =



En consecuencia,

1=—— — l=— 1=
A:P0+§P0P1+0’P0P2, B:P0+§POP1+§POP2

-— 1=
C=PFP+0-FPP +§P0P2,

luego las coordenadas baricéntricas de A, B y C respecto de R, son

A= (350 B (0g3g) v 0= (303)
O
Numero VI.4 Sean & := {e1, ez} la base estdndar de K2, r € K un escalar y los vectores
up:=e1+ez, uz:=er—ez, vi:=(r+lei+(r—1)es y v2:=—e1 —e2.
Consideremos las bases B1 := {u1,us} y B2 := {v1,v2} del espacio vectorial K* y dos puntos O1 y O2

e
que cumplen 0102 = 2e;. ;Para qué valores de r existe un punto P € K2 cuyas coordenadas respecto de
las referencias cartesianas R, := {O1; B1} y R.. := {O2; B2} coinciden y ambas son no nulas? Calcular
en tal caso las coordenadas de todos los puntos P que cumplen la condicién anterior.

Solucion. Comenzamos calculando la matriz de cambio de referencia

1 0
Cry =
R, Re ( a 062761 )

donde a := (a1, a2) son las coordenadas cartesianas del punto Oz con respecto a la referencia R. y
Cg,,5, es la matriz de cambio de base entre las bases B2 y Bi. Pero

—
ai1ul + asus = 0102 = 2e1 = u1 + uo ~ar=1,a2=1,
mientras que

vi=r+Der+(r—1)es =r(e1 +e2)+(e1 —ex) =rur +u2 y v2=—us,

por lo que
1 1 0 0
CBy,B, = (1 O) ~ CR’C,RC =11 r -1
1 1 0

Asi, si denotamos (z1,z2) a las coordenadas cartesianas del punto P respecto de ambas referencias, se

1 1 0 0 1

z1 | =1 » -1 1 w{xl:l+rl’1_m2
2 11 0) \a 2= 1+ m
En consecuencia, (1 —r)z1 =1 — z2 = —x1, 0 sea, (2 — r)z1 = 0. Por hipétesis z1 # 0, asi que r = 2.
Por 1ltimo, el sistema anterior se reduce a la tnica ecuacién xz2 = 1 + x1, luego los puntos buscados
son aquéllos cuya segunda coordenada respecto de R. excede en una unidad a la primera. d

Numero VI.5 (i) Demostrar que dos puntos distintos de la recta proyectiva P! son independientes.
(ii) Demostrar que tres puntos distintos de la recta proyectiva P! constituyen una referencia proyec-
tiva.

Solucidn. El segundo apartado se deduce directamente del primero, pues tres puntos de P constituyen
una referencia proyectiva si dos cualesquiera de ellos son independientes. Para resolver el primer apartado

basta observar que si ug, u1 son vectores de K2 y los puntos Py := [uo] y Pi := [u1] son distintos entonces
up ¥ u1 no son proporcionales, luego son linealmente independientes. Esto equivale a decir que los puntos
Py y P1 son independientes. O



Nimero VI.6 Sean &3 := {e1, ez, e3} la base estdndar de K3 v los vectores ug := e1, u1 := ez, uz := es
y u3 1= —e1 + 2e2 + 3es. Se consideran los puntos P; := [u;] € P2, para i = 0,1,2,3. Demostrar que
X = {Po, P1, P2; P3} es una referencia proyectiva de P? y encontrar una base % de K* asociada a Z.

Solucidn. Sea X = {vo,v1,v2}, donde vy := —e1,v1 := 2e2 y v2 := 3e3. Nétese que Z es una base de
K® pues sus miembros son proporcionales a los de £3. Adem4s es base asociada a Z, luego ésta es una
referencia proyectiva de P?, ya que P; = [u;] = [v;] parad = 0,1,2y Ps = [ug] con uz = —e1 +2e2+3e3 =
Vo + v1 + V2. O

Nimero VI.7 (i) Demostrar que Pp:=[1:0:1], PL:=[0:2:1], P,:=[0:0:1]y Ps:=[1:—-1:0]
constituyen una referencia proyectiva Z := { Py, P1, P2; P3} de P? que tiene a P3 por punto unidad.

(ii) Determinar las coordenadas respecto de #Z del punto P :=[2: —2: 1].
Solucidn. (i) Buscamos escalares a, b, c tales que

(2,-2,0) = a(1,0,1) + (0,2, 1) + ¢(0,0,1) = (a,2b,a + b+ o),

osea, a=2,b=—1y c= —1. Por tanto, los vectores ug := (2,0,2), u1 := (0,—2,—1), uz := (0,0,—1)
y uz := (2, —2,0) cumplen

P, =[u;] para ¢=0,1,2,3 y us=uo+u1+ us.

Esto prueba que #Z := {FPo, P1, P>; P3} es una referencia proyectiva de P? que tiene a P3 por punto
unidad.
(ii) Las coordenadas xo, 1 y x2 de P respecto de #Z cumplen la igualdad

(2, -2, 1) = ToUo + T1U1 + T2U2 = (2.7)0, —2x1,2x0 — 1 — 513’2),
estoes, xo =1, 21 =1y 22 =0. O
Niimero VI.8 Consideramos en el espacio proyectivo P? los puntos

Py:=[1:1:1:1], P1:=[2:4:0:1], Pr:=[-1:2:-1:-1],
Py:=[1:0:2:1 y Py:=[1:0:0:0].

(i) Demostrar que % := { Py, P1, P2, P3; P1} es una referencia proyectiva de P*.
(ii) Hallar las coordenadas homogéneas respecto de # del punto P :=[1:2:2:1].

Solucion. (i) Consideremos los siguientes vectores de K*:
Uo = (1715171)7 ur = (2747071)5 U2 = (7172571771) y us:= (170727 1)7

que constituyen una base del espacio vectorial K* ya que

1 2 -1 1
1 4 2 0
det Lo -1 2|~ -3 #0.
11 -1 1
Probaremos que Z es una referencia proyectiva demostrando que existe una base # := {vo, v1,v2,v3}
formada por vectores v; := \;u; proporcionales a los anteriores, con \; # 0, cuya suma es el vector
ve = (1,0,0,0), que cumple Py = [va]. Asi Z es la referencia proyectiva cuyo punto unidad es Py

asociada a la base #4. Hay pues que hallar escalares \; que cumplan la igualdad vq4 = Z?:o i, esto
es,

1 2 -1 1 Ao 1
1 4 2 0 M| o
1 0 -1 2 X | T O
1 1 -1 1 A3 0



Al resolver este sistema obtenemos \g = —%, A =1, A= —% y Az = 1. Por tanto, la base &£ de K4
asociada a la referencia & esta formada por los vectores

v = —S(1,1,1,1), vy = (2,4,0,1), vy = %(

3
(i) Las coogdenadas homogéneas = := (o, 1, X2, x3) del punto P respecto de Z cumplen la igualdad
(1,2,2,1) = >77_, xivs, esto es,

~1,2,-1,—1) y vs :=(1,0,2,1).

7% 2 % 1 To 1

-3 4 -3 0 o | _ | 2

,% 0 % 2 T2 2 ’

S i)\
0 sea xg = —i, z1 =0, z2 = —1 y &3 = 1. Multiplicando por —4 obtenemos las coordenadas [1:0: 4 :
—4] de P respecto de la referencia proyectiva Z. a

Numero V1.9 Sea %1 := { Py, P1, P»; P3} una referencia proyectiva de P2,

(i) Probar que %2 := {Ps, Ps, P1; Po} es también una referencia proyectiva de P2.

(ii) Determinar (médulo proporcionalidad) las coordenadas respecto de %2 del punto P € P? cuyas
coordenadas respecto de %1 son (zo, 1, 22).

(iii) ¢Cuéles son las coordenadas respecto de %> del punto P :=1[3:2: 1]g,?

(iv) ;Existe algin punto cuyas coordenadas respecto de ambas referencias coincidan? En caso afir-
mativo, calcular todos.

Solucién. (i) Sean u; € K® vectores tales que P; = [u;] para i = 0,1,2,3. Como % es una referencia
proyectiva de P2, las ternas {uo,u1,u2,us} \ {u;} son vectores linealmente independientes, luego %2 es
una referencia proyectiva de P2

Podemos suponer que us = ug + u1 + u2 y buscamos a, b, c € K tales que

up = auz + bus + cur = auz + b(uo + u1 + u2) + cur = buo + (b + c)u1 + (a + b)uz,

luego b =1, c = —1 y a = —1. Esto significa que los vectores vo := ug, v1 := —u1, V2 := —U2 ¥ U3 := U3
cumplen
P;=[vi] para i=0,1,2,3 y wvo=v2+vs+uv1.

(ii) Si (yo,y1, y2) son las coordenadas del punto P respecto de la referencia %> se tiene
ToUo + T1u1 + T2U2 = YoVU2 + Y1U3 + Y2v1 = —You2 + Y1u3 — Y2
= —youz + y1(uo + u1 + u2) — yau1 = y1uo + (y1 — y2)u1 + (Y1 — yo)ye,

luego o = Y1, *1 = Y1 — Y2 ¥ T2 = Y1 — Yo, asi que las coordenadas de P respecto de la referencia %>
son

Yo =To — T2, Y1 =20 € Y2 =T0— 1.
(iii) Aplicando lo que acabamos de probar resulta P = [2: 3 : 1]g,.
iv) Debemos decidir si existen zg,z1,22 € K, no todos nulos y A € K\ {0} tales que
y

x()*xQ:)\xo, 1’0:)\331 Yy Zo—x1 :>\ZB2.

Por tanto, el sistema homogéneo de ecuaciones lineales

(1 — )\)Xo — X2 = O
X0 — AX1 = 0
X0 — X1 — )\Xz = 0
admite una solucién no trivial, y por tanto
1—A 0 -1
0 = det 1 =X 0 |=@1=-XN10+N).

1 -1 =X



Esto nos lleva a distinguir dos casos, segin que K = R o K = C. En el primer caso A = 1, asi que
z2 = 0y xo = 1, luego el tnico punto cuyas coordenadas respecto de ambas referencias coinciden es
P:=[1:1:0lg, =[1:1:0]z,.
Si K = C tenemos las soluciones adicionales, A = *+i, donde i := v/—1. Se tiene
za=(1—=XNzo y x1=x0—Ax2 =20 — A1 —N)zo = ()\2 +1—XNzo = —Azo,
asi que para A = i obtenemos los puntos

Pro=[1:=A:(1=XN)]z, =[1:=X: (1= N)]a,

cuyas coordenadas respecto de ambas referencias coinciden. g



Soluciones a los ejercicios del Capitulo I1

Nimero II.1 Sean Xi,..., X, subvariedades afines de A. Determinar si la siguiente igualdad es cierta:

ixi:{i)\ipii Pe X;, i €Kk, zr:)\izl}. (1)
i=1 i=1 i=1

Solucion. La afirmacién es falsa y para probarlo proponemos el siguiente ejemplo. Consideramos las
rectas afines de A := K3 definidas por las ecuaciones implicitas:

Xi:={x1=0,%=0} vy X2:={x0=0, x2 =1}.

Estas rectas no se cortan pues la tercera coordenada de los puntos de X; vale 0 y la de los puntos de
X vale 1. Ademads estas rectas no son paralelas ya que sus subespacios de direccién no coinciden:

— —
Xi={x1=0,%2=0} y X2={x0=0, xo =0}.

En consecuencia X; y X2 no son coplanarias, luego la menor subvariedad afin que las contiene tiene
dimensién mayor que 2, es decir, X; + X2 = K. Sin embargo, el miembro de la derecha de la igualdad
propuesta en el enunciado es
Y= {A1P1+>\2P2 P e Xl, P e XQ, i € K, A+ Ao = 1}
= {)\(370,07 0) + (1 - )‘)(vala 1) 1A, 2o, 21 € K}
={(Azo, (1 = Nz1,1 = X) : A\ zo,21 € K},

y ¥ # K® porque, por ejemplo, (0,1,0) ¢ X. d

Ntmero I1.2 (i) Calcular la dimensién de la subvariedad afin X; de K® cuyas ecuaciones paramétricas
respecto de cierta referencia cartesiana R. de K3 son

x1 = 1 + M 4+ A 4+ 33
x93 = 6 + 2 2 4+ 2)3
X1 : X3 = - )\1 — )\2 _ 3/\3
x4 = 1 4+ M\ +  2)3
X5 = A2+ A3

Hallar una base de su direccién y unas ecuaciones implicitas respecto de R..
(ii) Encontrar ecuaciones paramétricas de la subvariedad affn X» de K* definida por las ecuaciones
implicitas

X1 — X2 + X3 — X4 = 1
X X1 + x 4+ 2z + x = 2
X1 — 3X2 — 3X4 = O

respecto de la referencia cartesiana estdndar R, = {0; e1, e2, €3, e4}. Hallar una base del subespacio de
direccién de X2 y calcular la dimensién de Xo.

Solucidn. (i) Denotamos Re = {O; u1, u2, us, ua, us } la referencia cartesiana del enunciado. El subespacio
de direcciéon X; de X; estd generado por los vectores

V1 =U1 — U3+ U4, V2 =1ur+2uz—us+us y vz=3ur+2uz— 3us+ 2uq + us,

H
que son linealmente dependientes, porque 2vi + v2 = v3. Asi X1 = L[v1,v2], y estos dos vectores son
linealmente independientes, luego dim(X;) = dim(X;) = 2 y una base de X: es la formada por los



vectores v1 y v2. Ademds, el punto cuyas coordenadas respecto de R. son (x1, X2, X3, X4, X5) pertenece a
X siy sélo si

X3 -1 -1
det | x4—1 1 0 = 0
-1 1 1 %o o 1
X2 — 6 0 2 x2—6 0 2
2= rg X3 -1 -1 <~ det x3—1 1 0 = 0
X4 — 1 1 0 X5 0 1
o 0 1 xi—1 1 1
det| x4—1 1 0 = 0
X5 0 1

Sin més que efectuar el cdlculo de estos determinantes se obtienen las siguientes ecuaciones implicitas
para Xi:

X3 + x + x5 = 1
X1 : X2 - 2X5 = 6
X1 — X4 - xs = 0

(ii) Es facil reconocer que la tercera ecuacién de X» es el doble de la primera menos la segunda, asi que
se trata de resolver el sistema de ecuaciones

X2 . { X1 — X2 —|— X3 — X4 1

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 2

Pasando de miembro las incégnitas x2 y x3 el sistema anterior equivale a

1 — x = 1 — x3 + x4
X1 —|— X2 = 2 — 2X3 — X4
esto es,
2x1 = 3 — 3x3
2}(2 = 1 — X3 — 2X4
Si ponemos x3 = 1 — 2o y x4 = A1 obtenemos las siguientes ecuaciones paramétricas
X1 = 3)\1
X2 = )\1 — )\2
Xo:
2 x3 = 1 — 2\
X4 = )\2

. T4 ‘
De aqui se deduce que X3 esté generado por los vectores
wy :=3e1+e2—2e3 y w2 :=es—ea.

%
Corno_l)os vectores {w, w2} son linealmente independientes, constituyen una base de X5 y dim(Xs) =
dim(X3) = 2. O

Numero I1.3 (i) Obtener unas ecuaciones paramétricas de la interseccién de los planos X; y Xo de K3
cuyas ecuaciones paramétricas respecto de la referencia cartesiana estdndar R.. = {0;e1, e2, es} son:

x1 = 1 — X = Ao x1 = 1 4+ 2X1 — Ao
X1 X2 = 2 — A+ 2X y Xao: X2 = 1 4+ Ao
X3 = — )\1 X3 = 1 — )\1

(Cudl es el subespacio de direccién de dicha intersecciéon? ;Cual es su dimensién?
(ii) Sea el plano X3 := {x1 —x2 — x3 = 1}. Calcular X; N X2 N X3. Hallar una ecuacién implicita del
plano paralelo a X; N X2 y X1 N X3 que pasa por el punto (1,1, —1).



Solucién. (i) Una ecuacién implicita de X respecto de R, es

x1—1 1 -1
O=det| x2—2 1 2 | =-2(x1—1)4+3x3+2—x2=4—2x1 — x2 + 3x3.
X3 1 0

Un punto cualquiera (14 2A1 — A2, 1+ A2, 1 — A1) de X2 pertenece a X1 siy sélo si satisface la ecuacién
implicita de este plano, o sea,

0:4—2(1+2)\1—)\2)—(1+)\2)+3(1—)\1):4—7)\1+)\2,

esto es, A2 = TA\1 — 4, por lo que unas ecuaciones paramétricas de la recta interseccién son

X1 = 5 — b\
Xi1NXs: X2 = -3 4+ T\
X3 = 1 — )\1

que tiene dimensién 1 y cuyo subespacio de direccién es la recta vectorial generada por el vector w; :=
5e1 — Tes + e3.
(i1) El punto (5 — 5A1, =3 4+ 7A1,1 — A1) € X1 N X2 pertenece también a X3 si y sélo si

1:5—5A1—(—3+7)\1)—(1—)\1)=7—11)\1, es decir, )\1:%,

luego los planos X1, X2 y X3 se cortan en el punto P := ﬁ

este apartado, observamos que el punto

(25,9, 5). Para resolver la segunda parte de

(1 — A1 — A2,2 — A1 + 2]\, —)\1) € Xi
estd también en X3 siy sdélo si
1:1—>\1—Az—(2—)\1+2)\2)+>\1:—1—|—A1—3)\2 ~ A1:3>\2—|—2,

luego unas ecuaciones paramétricas de la recta X; N X3 son

X9 = —1 — 4l
X1NXs: X1 = - A
X2 = —2 — 3)\2

En consecuencia, el subespacio de direccién del plano Y7 paralelo a X; N X2 y X1 N X3 y que pasa por
(1,1, —1) es el generado por los vectores

w1 := be; — Tes + e3 y w2 :i= 4e1 + es + 3es.

Por tanto, una ecuacién implicita de Y es

X1 — 1 5 4
O=det | xo—1 -7 1 | =22(1—x1)+11(1 - x2) + 33(1 + x3).
x3+ 1 1 3
Dividiendo por 11 obtenemos finalmente Y := {2x1 + x2 — 3x3 = 6}. O

Numero 11.4 Sean P, P>, P3 y Ps cuatro puntos de un plano afin A tales que no existen tres de ellos
alineados. Se llama cuadrildtero de vértices consecutivos estos cuatro puntos a la unién de los segmentos
PPy, P,Ps, PsPy y PyP1. Demostrar que el cuadrilatero cuyos vértices son los puntos medios del
cuadrilatero de vértices Pi, P>, P3 y P4 es un paralelogramo.



Solucion. Denotamos P; := (2ai, 2b;) para i = 1,2, 3,4 las coordenadas de los vértices consecutivos de
un cuadrilatero C respecto de cierta referencia cartesiana de A. Pongamos por comodidad Ps := P; y
Ps := P». Vimos en el Ejemplo ?? que las coordenadas del punto medio M; del segmento de extremos
P; y Pir1 son M; = (a; + ait1, bs + bi+1). En particular, M;M;11 = (aiy2 — ai, biya — b;) luego

— —
MMy = (as —ai,b3 —b1) ; MsMs= (a1 —asz, by — b3)
— —

MyMsz = (as — ag,ba — b2) 5 MaMi = (a2 — aa, bz — bs).

Asi, MiMy = —MsMy y MaMs = —MyM;. Esto prueba que el cuadrildtero que tiene por vértices los
puntos medios de los lados de C es un paralelogramo. g

Numero II.5 Sean X e Y dos rectas afines coplanarias que se cortan, y sean dos ternas de puntos
Ai1,A2,As € X y B1,B2,Bs € Y. Probar que si V (A1, B2)||V (A2, B3) y V(Az, B1)||V(As, B2), entonces
V (A1, B1)||V(As, Bs).

Solucion. Sea O := X NY y consideramos en el plano afin que contiene a ambas rectas la referencia
cartesiana R. = {O; u1 := OA1,u2 = OB }. Las coordenadas respecto de R. de los puntos dados son

A = (170)7 Az = (a70)7 A3 = (b,O), B = (07 1)7 By = (076) y B = (Ovd)
para ciertos escalares a, b, ¢, d, por lo que

— — — —
A1By = —u1 + cuz, A2 Bs = —auy + dus, AsB1 = —au1 + uz, AsBs = —buy + cus.

Como los pares de vectores {A1 B2, A2B3} y {A2B1, AsBs2} son linealmente dependientes,

-1 —a —a —b
O—det< c d)—ac—d y O—det< 1 C)-b—ac7

esto es, b = ac = d. Asi,

— — —
A1B1 = —u1 + us y A3B3 = —bui + dus = b(—u1 + UQ) = bAlBl7
1ueg0 V(Al,B1)||V(A37Bg). O

Nuamero I1.6 Sea I' := {(z,y) € R?:y =2z 322+ — 2}. Probar que las rectas que cortan a I" en
tres puntos, tales que uno de ellos es el punto medio del segmento que tiene por extremos a los otros
dos, pasan por un punto fijo. Hallar las coordenadas de dicho punto.

Solucion. Las rectas verticales cortan a I' en un tnico punto, asi que las rectas del enunciado no son
verticales, por lo que una cualquiera de ellas tiene por ecuacién L := {y = mx+n}, para ciertos nimeros
reales m y n. Las abscisas z1,z2 y z3 de los puntos de corte de I' y L son las raices del polinomio de
tercer grado que resulta al eliminar y en el sistema de ecuciones

y= 22> — 3 + x — 2
y= mx + n

es decir, del polinomio 2x* — 3x* + (1 — m)x — (2 4+ n). En consecuencia,
2% — 3x% + (1-=-m)x—2+n)=2(x—z1)(x —z2)(x — x3).

En particular, los coeficientes que multiplican a x? en ambos polinomios coinciden, es decir, 3 = 2(z1 +
Z2+x3). Ademds, como uno de los puntos de corte, digamos P» := (x2,y2), es punto medio del segmento
que tiene a los otros dos por extremos, x2 es media aritmética de las otras dos abscisas, o sea 2x2 =
z1 + x3, y por tanto 1 + x2 + x3 = 3x2, luego

3 =2(x1 + x2 + 23) = 622,

es decir, xo = % Como P, €T, se tiene y2 = 2:10% — 31:% 4+ x2 — 2 = —2. En conclusién, todas las rectas

del enunciado pasan por el punto P := (3, -2). O



Numero I1.7 Sean A, B,C y D cuatro puntos del plano afin R? que cumplen que los segmentos AB y
CD que unen A con By C con D, respectivamente, son bases de un trapecio.

(i) Probar que la recta que une el punto E en que se cortan V(A, D)y V(B,C) con el punto F de
interseccién de las diagonales del trapecio pasa por los puntos medios de las bases.

(ii) Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los pares de lados opuestos del trapecio
se cortan en el punto medio del segmento que une los puntos medios de las diagonales.

E

9, S0,

A M B

Solucion. (i) Sean M y N, respectivamente, los puntos medios de las bases AB y CD, y elegimos la

referencia cartesiana R := {A; u := AM, v := AD} de R? respecto del que las coordenadas de algunos
de los puntos del enunciado son

A=(0,0), M=(1,0), B=(2,00 y D=(0,1).

Calculamos a continuaciéon las coordenadas respecto de R. de los puntos C, N, E y F. Los vectores R’
y AM son proporcionales, luego existe A € R tal que DC = AAM, mientras que DZG = %l%’, luego

C=D+DC=D+AAM=(\1) y N:D+m=D+%ﬁ=(%71)-

Por estar E alineado con A y D, cuyas abscisas son nulas, también es nula la abscisa de FE, y vamos a
calcular su ordenada . Los puntos B, C'y E estdn alineados, por lo que los vectores EC' = Au+ (1 — p)v
v ﬁ = 2u — pv son proporcionales, o sea,

A 2 2
O—det<1_M _’u)—(Q—)\),u—Z esto es, E-(Qﬁ).

Por otro lado, el punto de interseccién F := (s,t) de las diagonales AC' y BD est4d alineado con A y C
y también con B y D. Por lo primero, los vectores ﬁ =Au+vy ﬁ = su + tv son proporcionales, es
decir, s = A, y as{ F' = (At, t).

También son proporcionales ﬁ =2u—vy ﬁ = Mu + (t — 1)v, o sea,

2 A
O—det<_1 t_1>—(2+>\)t—27

asi que F = (%’ %H)
Para completar la solucion de este apartado hemos de comprobar que los puntos F y F cuyas
coordenadas acabamos de calcular pertenecen a la recta L que une M con N. Ahora bien, el punto P

cuyas coordenadas respecto de R. son P := (z,y) pertenece a L si y sélo si los vectores

]\ﬁ:(x—l)u—l—yv y ﬁ:(x—%)u—i-(y—l)v

10



tienen igual direccion, es decir,

r—1 w—% A—2
— = _— —_ 1
0 det( y y—l) ( 2 )y o

2N 2 . .
i AT-Q) satisfacen esta ecuacion, lo que es

y basta comprobar que los puntos £ = (0, %) y F= (
inmediato.

(ii) Las coordenadas respecto de R. del punto medio @1 de la diagonal AC son Q1 = (%7 %) y las
del punto medio Q2 de la diagonal BD son Q2 = (1, %), luego las del punto medio S del segmento de
extremos Q1 y Q2 son S = %(Ql +Q2) = (%, %)

Se trata de probar que M, N y S estdn alineados y que también lo estdn T, R y S, donde T es el
punto medio del segmento de extremos A y D y R es el punto medio del segmento de extremos B y C.

Para lo primero basta observar que MN = (3 —Dutvy MS = (252) u+3v, de donde MN =203

2 1 2Us
y en particular M, N y S estdn alineados.
Para lo segundo calculamos las coordenadas de T'y R, que son
T:%(AJFD): (0,%) y R:%(BJFC): <1+%,%).
también estan alineados.
d

Como los puntos R,S y T comparten la segunda coordenada, que es %,

11



Ntimero I1.8 Sea % := {P, P1, P2; P3} una referencia proyectiva de P?. Hallar ecuaciones implicitas
respecto de Z de los lados y las diagonales del cuadrildtero de vértices consecutivos Py, P1, P> y Ps.

Solucion. Las coordenadas respecto de % de los vértices del cuadrildtero son:
Py:=[1:0:0], Pi:=[0:1:0], P:=[0:0:1 y Ps:=[1:1:1].
Por inspeccién directa obtenemos las ecuaciones de los lados:
V(Po, 1) ={x2 =0}, V(Pi,P)={x0=0},
V(P2,P3)={x0 —x1 =0} y V(Ps,FP)={x1—x2 =0}

y las de las diagonales:

V(Py,P)={x1=0} y V(Pi,Ps)={x0—x2=0}.

O

Ntimero I1.9 Sean % := {Py, P1, P»; P;} una referencia proyectiva de P> y A € P? el punto cuyas
coordenadas respecto de #Z son A :=[0:1: 1]. Se traza por A una recta variable L que corta en M a
la recta V(Po, P2) y en N a la recta V(Po, P1). Se define P := V(P2, N) NV(Py, A). Demostrar que todas
las rectas V(M, P) pasan por un punto fijo y calcularlo.

Solucion. Las coordenadas respecto de % de los puntos Py, Py y P son Pp=[1:0:0], P, =[0:1:0]
y P =[0:0:1], por lo que

VPo,Pl):{XQZO} y V(Po,PQ):{}Q:O}.

Como el punto A es interseccién de las rectas {xg = 0} y {x1 — x2 = 0} la recta variable L tiene por
ecuacién xg + a(x1 — x2) = 0 para a € K (estamos olvidando la recta {x1 = x2}, pero esto no resta
generalidad a la solucién). En consecuencia,

Pp— j— Xl = 0 j— . .
M :=LNV(Py, P) = { fo 4+ ax, — axs = 0 7 M=1[a:0:1].
Anélogamente obtenemos
N:=LNV(Py, P) = 2= 0 N_la:i-1:0]
T MY %0 4+ axi — axa = 0 e I

Sea aopxo + a1x1 + azx2 = 0 una ecuacién de la recta V(P2, N). Como pasa por P resulta que ap =
0, mientras que por pasar por N se tiene aag = a1, luego una ecuacién implicita de V(P2, N) es
aopxo + acpx1 = 0, es decir, xo + ax1 = 0. Por otro lado, si Boxo + B1x1 + B2x2 = 0 es una ecuacién de
la recta V(Py, A) se tiene Bo = 0y B1 + B2 = 0, luego una ecuacién implicita de V(FP, A) es x1 — x2 = 0.
Asi,

X0 + axi = 0
P=V(P,N Py, A) =
V(P2, N)NV(Po, A) { X1 — x = 0
es decir, P = [—a 01 1}. Sea Yoxo + y1x1 + Y2x2 = 0 una ecuacién de la recta V(M, P). Entonces,
avo + 2 =0
—avo + m + 2 = 0
es decir, v2 = —av y 1 = avy — Y2 = 2a7y. Tomando 79 = 1 obtenemos una ecuacién implicita

de V(M, P) : x0 + 2ax1 — ax2 = 0, y con independencia del valor de a el punto @ := [0 : 1 : 2]
satisface esta ecuacién, luego es el punto por el que pasan todas las rectas V(M, P) del enunciado.
O
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Niimero I1.10 Hallar ecuaciones implicitas de la recta L C P3 que corta a las rectas L1 y Lz del
espacio proyectivo P? de ecuaciones implicitas

L X0 — X1 + X2 — x3 = 0
L X0 —|— 2X1 — 2X2 —|— 2X3 = 0
x0 + 2x1 — 3% + x3 = 0

Lo :
2X0 — X3 = 0

y pasa por el punto P:=[0:1:0:1].
Solucion. Para cada A € K el plano de ecuacién
Hi:=x0—x1+ %2 —x3 + A(x0 + 2x1 — 2x2 + 2x3) =0
contiene a la recta L. De igual modo, para cada p € K el plano de ecuacién
Hs :=x0 + 2x1 — 3x2 + x3 + 1(2x0 —x3) =0

contiene a la recta La. En particular, la recta Hy N H2 contiene a los puntos L N L1 y L N La, luego
L C HiN Haz, sean quienes sean Ay u y, como P € L, deben cumplirse las igualdades:

2 4+ 4 = 0 1 .,

luego Hy := {x0 =0} y H2 := {7x0 + 2x1 — 3x2 — 2x3 = 0}, asi que

Py— XO
L T { 2X1 — 3X2 — 2X3

Il
=)

Numero I1.11 Sean a € K y los siguientes puntos en el espacio proyectivo P?:
P:=[1:2:-1:1], Py:=[1:-1:2:-1], P3:=[3:0:1:1]

yQa:=[-1:1:0:aq]
(i) iPara qué valores de a se cortan las rectas L :=V(Pi, P2) y Lo := V(P5,Q4)7
(ii) Hallar ecuaciones implicitas de L + L, para cada valor de a.

Solucion. (i) Consideramos los vectores
ur = (1,2,-1,1), w2:=(1,-1,2,-1), w3:=(3,0,1,1) y we:=(-1,1,0,a)
de K* que cumplen 7(u;) = P; y m(va) = Qa, donde 7 : K*\ {0} — P®, u > [u] es la proyeccién canénica.

Recordemos que L corta a Lg siy sélo si dim(LNL,) > 0, lo que equivale a que dim(ﬁa) > 1. Como

—

LNL, = L N Z: se trata de hallar los valores de a para los que
dim(L[uy, u2] N L{us, va]) = dim(L N L) > 1.

Obsérvese que los pares de vectores {ui,u2} y {us,va} son linealmente independientes sea cual sea el
valor de a, por lo que

dim(L) = dim(L[u1,uz]) =2 y  dim(La) = dim(L[us, va]) = 2.
Por la férmula de Grassmann,
dim(L[u1, u2,us, ve]) = dim(i + Z;)
= dim(L) + dim(L,) — dim(Z N L,) = 4 — dim(L N L),
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luego dim(f N f;) > 1 siy solo si dim(L[u1, uz, us,va]) <4 —1=3, o sea,

1 1 3 -1
2 -1 0 1

det 1 9 1 0 =0 ~ a=-1
1 -1 1 a

(ii) Si a # —1 se tiene dim(ﬁa) =0, y por tanto L + L, = P? ya que
dim(L + La) = dim(L + La) — 1 = dim(L) + dim(L,) — 1 — dim(L N La) =4 — 1 = 3.

Por otro lado, si a = —1 se tiene L+ Z; = L[u1,u2,us)], por lo que una ecuacién implicita de L+ f;, y
por tanto de L + L,, es

X0 1 1 3
2 -1 0

det z; 1 9 1 =0 ~ 2%0—%x1—3%2—3x3=0.
X3 1 -1 1

O

Ntimero I1.12 ;Es el conjunto M := {[z : y : 2] € P? : 2° + y* — 2® = 0} una subvariedad proyectiva
de P??

Solucion. Tanto Py :=[1: 0 : 1] como Py := [0 : 1 : 1] pertenecen a M, luego si M fuese subvariedad
proyectiva de P? contendrfa a la recta proyectiva V(Po, P1) que pasapor Po:=[1:0:1]y P, :=[0:1:1],
por ser ésta la menor subvariedad proyectiva que contiene a ambos puntos. Como Py y P; pertenecen a
la recta de ecuacién xo + x1 — x2 = 0, ésta es la recta V(Pp, P1). As{ [1:2: 3] € V(Po, P1) C M, que es
falso. En consecuencia, M no es subvariedad proyectiva de P2. O

Numero I1.13 En el espacio proyectivo P* se consideran los puntos
P :=[1:0:-1:0:1], P:=[0:1:0:1:-1] y P3:=[2:2:-2:1:2],

y denotamos Xi := V(Pi, P2, P3) a la menor subvariedad proyectiva de P* que los contiene. Sea X» la
subvariedad proyectiva de P* que tiene a

) X0 — X1 + x4 = 0
X2'{2X0 + x2 — X3 =0

por ecuaciones implicitas respecto de la referencia estandar. Encontrar ecuaciones implicitas de X3
respecto de la referencia estdndar y calcular la dimensién de Xi, X7 + X2 y X1 N Xo.

Solucion. Unas ecuaciones implicitas de X; respecto de la referencia estandar son unas ecuaciones
implicitas respecto de la base estdndar del subespacio vectorial X; de K®. Consideramos los vectores

up = (1,0,-1,0,1), w2:=(0,1,0,1,-1) y wusz:=(2,2,-2,1,2)

de K®, que generan X y, como se comprueba muy facilmente, son linealmente independientes. Por ello,
5 2 20N AR
el vector de coordenadas (xo, %1, X2, X3, %4) € K® pertenece a X si y sélo si

o equivalentemente,

I
o

X1 + X2 + 2x3 + x4
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Estas son por tanto unas ecuaciones implicitas de Xi, de las que se deduce que
0 1 0 O
-1

1 2 1

dim(X;) = dim(X;) — 1 =5 —rg ( (1)

)—125—2—1:2.

Por otro lado, unas ecuaciones implicitas de X1 N X2 = )/(\1 N )/(\2 son

X0 4+  x9 = 0
NN - x1 4+ x2 4+ 2x3 + x = 0
X0 — X1 + x4 = 0
2x0 + X9 - X3 = 0
por lo que
1 0 1 0 O
dim(X: N X2) = dim(XiNXa)—1=5-rg| O 1 L 210 4 5 5 1-1
1 -1 0 0 1
2 0 1 -1 0

Calculamos por tltimo la dimensién de X1+ Xs. Para ello observamos antes que a partir de las ecuaciones
implicitas de X2 se tiene

. v 1 -1 0 0 0
dlm(Xg):dlm(Xg)—1:5—rg<2 01 -1 0

>—1=5—2—1=27
y por la férmula de Grasmann,
dim(X1 + Xz) = dim(Xl) -+ dim(Xg) - dim(X1 N Xg) =242—-1=3.
d

Ntmero I1.14 (i) Sean L; y Lo dos rectas disjuntas de P? y sea P € P*\ (L; U L). Demostrar que
existe una tinica recta L C P? que contiene a Py corta a L y a L.
(ii) Obtener ecuaciones implicitas de L en el caso en que P:=[0:1:0:1],

Ly - X0 - X2 + 2X5 = 0

E 2x0 + x1 = 0
Lo - X0 + X3 O
2 2x1 — 3x2 + X3 0

Solucion. Las subvariedades proyectivas Y1 := L1 + {P} e Y := Ly + { P} tienen dimensién 2 pues, por
la férmula de Grassmann, y puesto que dim({P} N L;) = —1 para i =1,2 ya que P ¢ L;,

dim(Y;) = dim(L; 4+ {P}) = dim(L;) + dim({P}) —dim({P} N L;) = 1+ 0 — (1) = 2.

Ademas Y7 # Y. En caso contrario Y7 = Y5 serfa un plano proyectivo que contiene a las rectas Lq y Lo,
luego L1 N Ly # &, contra la hipdtesis. En consecuencia,

2 > dim(Y; N Yz) = dim(Y3) + dim(Y2) — dim(Y; + Ya)
> dim(Y1) 4 dim(Y2) — dim(P*) =242 -3 = 1.

Por tanto L := Y1 NY> es una recta proyectiva que contiene al punto P, y corta a L; pues son coplanarias
ya que el plano Y; las contiene, y corta a Lo porque L y Lo estdn contenidas en el plano Y>. Esto prueba
la parte existencial del enunciado. Para probar la unicidad, supongamos que Z es una recta que contiene
a Py corta tanto a L; como a L. Sean {Pi} := ZN Ly y {P:} := Z N Ly. La recta Z pasa por los
puntos Pi y P», que son distintos porque L1 N Ly = &, y distintos de P, porque P ¢ L; para i = 1,2.
Asi,

Z:V(Pl,P)Clq-‘r{P}:Yl y Z:V(PQ,P)CL2+{P}:Y2,
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porloque Z CYiNYe =Ly como Zy L son rectas, L = Z.

(ii) Efectuamos los célculos que sugiere la solucién de apartado (i). Calcularemos ecuaciones implici-
tas de Y7 e Ya, cuya concatenacién proporciona ecuaciones implicitas de la recta L. Para cualesquiera
a, 8 € K el plano de P? de ecuacién

a(xo — x2 + 2x3) + B(2x0 +x1) =0
contiene a la recta L; y elegimos a y 8 para que pase por el punto P:
0=a(0-04+2)+80+1)=2a+8 ~ B=—-2a,
luego tomando o = —1 se tiene 8 = 2 por lo que una ecuacién de Y; es
Y1 : 3x0 + 2x1 + x2 — 2x3 = 0.
En cuanto a Y observamos que para cualesquiera A, € K el plano de P? de ecuacién
A(xo +x3) + 1(2x1 — 3x2 +x3) =0
contiene a la recta L2 y elegimos A y u para que pase por el punto P:
0=X04+1)+u2-04+1)=24+3up ~ A=-3u.
Tomamos p = —1, con lo que A = 3 y una ecuacién de Y> es
Y5 1 3x0 — 2x1 + 3x2 + 2x3 = 0.
Por tanto la recta buscada es

I = 3X0 + 2X1 + X2 — 2X3 = O
T 30 — 2x1 4+ 3% + 2x3 = 0

que se puede reescribir sumando y restando estas ecuaciones, o sea,

L= 2X1 — X2 — 2X3 = 0
T 3% + 2x = 0
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Ntmero I1.15 (Teorema de Pappus) Sean X e Y dos rectas del plano proyectivo P2y O := X NY.
Sean Py, P3 y Ps tres puntos distintos en X y P», P1 y Ps tres puntos distintos en Y, todos ellos distintos
de O. Para i = 1,...,5 sea Z; := V(FP;, Piy+1) la recta que pasa por P; y Pit1, y sea Zg := V(FPs, P1).
Demostrar que los puntos Q1 := Z1 N Z4, Q2 := ZoNZs y Q3 := Z3 N Zg estan alineados.

Solucidn. Podemos tomar la cuaterna #Z := {P1, P2, Ps; P+} como referencia proyectiva de P? ya que tres
cualesquiera de estos cuatro puntos no estan alineados. Sus coordenadas respecto de & son, por tanto,

P :=[1:0:0], P,:=[0:1:0], P3:=[0:0:1] y P:=[1:1:1].

Asi, unas ecuaciones implicitas de las rectas X e Y respecto de Z son X = {x1 =0} e Y = {x0 = x2},
y en consecuencia O = X NY =[1:0:1]. Como P;s € X\ {O, P1, Ps} existe a € K\ {0,1} tal que Ps =
[1:0: a]. Razonando de igual modo se deduce que existe b € K\ {0, 1} tal que Ps = [1: b : 1]. La tercera
coordenada de P; y P> es nula, luego Z1 = {x2 = 0} y si una ecuacién de Z4 es apxg + a1x1 + asx2 = 0
calculamos los valores ap, a1 y a2 imponiendo que Ps y Ps pertenecen a Zu, es decir,

@ + o + a =0 ~ o = —aq a1 = —(oo + az)
oo T aas = 0 0= 2y 1= 0 2).
Tomando a2 = —1 se tiene ap = a y a1 = 1 — a, esto es, una ecuacién implicita de Z4 es axo + (1 —
a)x1 — x2 = 0. En consecuencia,
Qr:=21N2y: © =0 ~ Qi=la—1:a:0]
e v axo + (I—a)x1 — x = 0 1= B

Por otro lado, la primera coordenada de P, y P3 es nula, luego Z2 = {xo = 0} y si una ecuacién de Zs
es Boxo + Bi1x1 + P2x2 = 0 calculamos los valores Bo, 81 y 82 imponiendo que Ps y Ps pertenecen a Zs,
es decir,

Bo + 4+ af2 = 0 _
{,30 + b o+ B = 0 bo = —apa,
de donde fBp = ab, f1 =1 —ay B2 = —b. Asi, abxo + (1 — a)x1 — bx2 = 0 es una ecuacién implicita de
Z5. Esto implica que
Q2 =Z>N 75 : 0 =Y L Qu=[0:b:1-d]
2 2 5 abxo + (1—a)x1 — bxa = 0 2 U ’

Los puntos Ps y P4 cumplen que sus primeras coordenadas coinciden con la segunda, asi que Z3 = {xo =
x1}. Si una ecuacién de Zs es Yoxo + 71x1 + Y2x2 = 0 calculamos los valores 70,71 y 72 imponiendo que
Ps y P1 pertenecen a Zg, es decir,

I
o

{32 + b+ e _ 0 7 =0y p=-m
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Eligiendo v, = 1 deducimos que Zg = {x1 — bx2 = 0}, por lo que

Py— . XO - xl = 0 — . .
Qg.—ZgﬂZG.{ X1 7 bX2 _ 0 ~ Q3—[bb1]
Para terminar hay que demostrar que los puntos Q1, Q2 y @3 estdn alineados. Si S := {Q1, Q2,Q3} se
trata de probar que la dimensién de la menor subvariedad proyectiva V(S) que contiene a S es 1. Sean
7 : K3\ {0} — P? la proyeccién canénica y los vectores u1 := (a—1, a,0), ug := (0,b,1—a) y us := (b,b, 1)
de K3, que cumplen 7(u;) = Q; para i = 1,2,3. Vimos en el Lema ?? que V(S) = P(L[u1, u2, us]), luego

a—1 a 0
dim(V(S)) = dim(L[u1, uz,us]) — 1 =rg 0 b 1—a | —-1=1,
b b 1
puesto que
a—1 a 0 a 0
det 0 b 1—a | =0y det(b 1):(17&0‘
b b 1
O
+
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