METODOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA

4. La Derivada de una Funcion. Aplicaciones.

4.1. Sea f una funcién que satisface f(z +y) = f(z) + f(y) + 22y para cualesquiera x e y.
Si ademés limy,_.g %h) =17,

a) calcula f(0)

b) utiliza la definicién de derivada para hallar f'(x).
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4.2. Si y = ax + b es la recta tangente a la grafica de y = z°sinxz + 1 en el punto (7, 1),

entonces b = ....
a) —m b))t +1c¢) —m+1d) 7+ 1.

4.3. Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:

sintr  si w<-—1 Tt gi gz € (0,00) \ {1}
flz) = 2+22 st —1<2<0 (z) = 1 si r=1
) 1+e® si x>0 Y I\E) = 0 si z <0

Dibuja la gréfica aproximada de cada funcién y estudia sus maximos y sus minimos.

4.4. Un astronauta viaja de izquierda a derecha a lo largo de la curva y = 2. Al desconectar
el cohete, viajara a lo largo de la tangente a la curva por el punto de desconexién. ;En que
punto debera parar el motor para alcanzar el punto (4,9)? ;Y para llegar al (4, —9)?

4.5. Empareja cada una de las graficas (a-e) con la de su derivada (i-v). Explica tu razon-
amiento.

4.6. Halla los méximos y minimos de las siguientes funciones. A continuacion, dibuja sus
graficas y halla los méaximos y minimos locales:

a) f(x)=x23>—2>—8x+1 en [-2,2]

b) f(z) = (" +z+1)"" en [-1,1/2]

4.7. Dibuja las graficas de las siguientes funciones:2 ,
—4 —4 )
) (@) =30t = 47 b) (o) = " o) fla) = Hs d) flw) = T2
) @)= <= =1 D) f(@) = Vi
g) f(z) =a/2* +1/x, con a>0h) f(z) =a"sinl/z i) f(z) =
1

2 —2r+2
r—1



4.8. Dibuja la gréfica de f(z) = 5%, ;Qué es mayor: e” o w°?

T

4.9. Una farola , que tiene su luz a 3m de su base, ilumina a un peatén de 1,75 m que se
aleja a una velocidad de 1m/s ;A qué velocidad se mueve el extremo de su sombra?

4.10. Los beneficios de una fabrica de camisas depende del niimero de camisas que se fabrican
cada dfa, segtin la férmula f(z) = 22 — 152% + 362 — 19, donde x mide el nimero de miles de
camisas fabricadas al dia y f(x) la ganacia en miles de euros al mes. Atendiendo al niimero
de maquinas y personal necesarios, la fabrica puede optar por fabricar un nimero diario de
camisas comprendido entre 1000 y 1400. ;Cuéantas camisas debe fabricar para obtener un
beneficio maximo?

4.11. Un rectangulo tiene dimensiones a y b. ; Cudl es el area del mayor retangulo circunscrito
a éste? (Es decir, los vértices del rectangulo dado estan sobre los lados del recténgulo pedido).

4.12. En el tridangulo isésceles ABC, el lado desigual mide 4cm y la altura que parte de A,
1 cm. Calcula el punto de dicha altura desde el que la suma de distancias a los vértices es
minima.

4.13. Calcula los siguientes limites:
1 1 e 4e " —x?—2
s b) lim
a—0 22  sinx ) 20 sin?x — 22

1 1
c) h’n% z74H(V2cos 22 — V/2) d) lim

s-llogr  x—1

4.14. Demuestra que 1/9 < /66 — 8 < 1/8.

4.15. Si f es derivable en [0,00) 'y lim, . f'(z) = A, calcilese:
a) lim, o f(z + 1) — f(2) b) lim,_, {Z=1@)

xT

¢) Demuestra que lim, .., vz + 1 — ¢z = 0.

4.16. Un vehiculo recorre sin detenerse los 205 km de un tramo de autovia en 1h y 40’. Si la
velocidad maxima permitida es de 120 km /h, jsuper6 el vehiculo en algiin momento el limite
de velocidad?

4.17. Sean f, g : [a,b] — R dos funciones continuas y derivables.
a) Si f'(x) = 0 para todo x, prueba que f es constante
b) Si f'(z) = ¢'(x) para todo z, prueba que f(z) = g(x) + cte.

4.18. Si f es derivable y f'(x) # 0, para todo = € R, prueba que f es mondtona creciente o
decreciente. Deduce que f es inyectiva.



h) — —h
4.19. Prueba que si f es derivable en a, entonces f'(a) = lim fla+h) - fla ) Justifica

h—0 2h
h)—f(a—h oy . .
%}lﬂ“), la funcién f no es necesariamente derivable en a.

que si existe limy_g
4.20. Sea f : (a,b) — R de modo que existe f”(z) para todo = € (a,b). Prueba que:

L fh) e h) 2 (a)
h—0 h?

= ().

4.21. Un profesor despistado propone a sus estudiantes que encuentren una funcién f definida

1 st O0<x<1
9 gi lex<? y que pase por el punto

(1,3). Los estudiantes intentan calcularla y se llevan una sorpresa. Intenta explicar qué es lo
que ocurre.

en el intervalo (0,2) y de modo que f'(x) =

4.22. a) Pon un ejemplo de una funcién f, derivable sobre un intervalo acotado, de modo que
f no esté acotada.

b) Pon un ejemplo de una funcién f, derivable sobre un intervalo acotado, de modo que f
no tenga ni maximo ni minimo en el intervalo.

4.23. En los siguientes siete apartados, algunas afirmaciones son ciertas otras no. Justifica
como son cada una de ellas:

1) Las funciones siguientes son derivables en x = 0.
a) f(z) = z|z| b) f(z) = |z|sinz ¢) f(z) =sin|z| d) f(z) = z?sini
x2 42 si x>0 x+2 si >0
e) flx) =< 2 —2*+2 si <0 f) flx)=4¢ -2 si <0

Para todo x € (2,00) se verifica:

Si f(z) = e, entonces f"(z) = e* b) Si f(z) = = f"(x) = 2%

c) flx) == = f(x) = ﬁ

d) f(z) =sinx = f"(z) =sin(z +m) e) f(x) = cosz = f"(x) = cos(x + ).
3) Sea f una funcién definida sobre R por f(x) = ze** — 1. Entonces:

a) Para todo z € R, f/(z) = (x + 1)e* b) f es creciente en (—1/2,00).

¢) lim, o f(z) =00 d) lim,_,_ f(z) = —o0.

e) La ecuacién f(x) = 1 admite una tnica solucién.

4) Sean la funcién definida por f(x) = log(log |z|), D su dominio y [ su gréfica.
a) D =R* b) Para todo x € D,f'(z) =

¢) La ecuacion de la recta tangente a [ en el punto (e, f(e)) esy =

|z log |z
z—e

d) Para a y b con e < a < b, tenemos que f(b) ) > 1/e



5) Sea f : R — R derivable y tal que la grafica de f es simétrica respecto de la recta x = 2.
Entonces:
a) Para todo xz € R, f(z +2) = f(2 — z).
b) Para todo x € R, f(z) = f(4 — x).
c¢) Para todo z € R, f'(x +2) = f'(2 — z).
d) Si lim,_, f(x) = 1, entonces lim,_,_, f(z) =1
e) Si lim, . f'(z) = 1, entonces lim,_,_ f'(z) = —1

6) Sea f una funcién definida en R, decreciente en (—o0,0), creciente en (0,00) y con
0) = 1. Una férmula para f puede ser:

oA
) f(x) = |z| +1b) f(z) = £ ¢) fz) = Va? +1

a) f
d) f(z) =log(z?*+1)+1e) f(x) =e" — .

7) Sean f:[—1,1] — R derivable y su derivada f’, cuya grafica es la del dibujo:
a) f es mondtona en [—1,1] b) f admite un extremo en x = 0.
¢) En el punto de abscisa = = 0, la grafica de f tiene una tangente paralela a la recta y = x.
d) Para todo = € [—1,1], f(z) > 0 ¢e) f se anula al menos una vez en [—1,1].
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