METODOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA

2. Sucesiones y Series

2.1. Usa la definicién de limite de una sucesién para probar que:
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n—soon?4+n-+1
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2. si inf{: :n € N\{0}} =0, entonces lim — = 0;
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3. lim n = —. Halla un nimero natural N tal que para todo n > N se

n—oo 3n2 + 1 ) 3
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tenga que ——| <107
g due |50~ 5!

2.2. De la sucesién (x,)22; se sabe que es convergente y que sus términos son
alternativamente positivos y negativos. ;Cudl es su limite? Razona la respuesta. Pon
un ejemplo.

2.3. Determina como son los conjuntos siguientes y calcula los respectivos supremos
e infimos si existen.

1 2n—1 < n? n? . n? n?
) b ) )
a)nL_Jl[n oy )H[6n2—|—2 1 C)D[6n2+2 1
2.4. Sea x € R cuya forma decimal es x = r,a1as...a,0741...... . Se considera la

sucesion (zx)32, = (1, ay...ax)72,. Prueba que limy_, ) = .

2.5. Una sucesién (z,)5°; C R se dice que converge a infinito (lim, . , = 00) si
para todo M > 0 existe ng tal que si n > ngy entonces z,, > M.
a) {Qué significa entonces que lim,, o , = —00 7
b) Prueba que toda sucesién no acotada tiene una subsucesién convergente a 0o o a
—00.
c¢) Prueba que si lim,,_,, z,, = +00, entonces lim,, % =0.
d) Si z > 1, comprueba que lim,,_,,, 2" = oo. Deduce que si x € (0, 1), entonces
lim,, o 2™ = 0.

2.6. Calcula los siguientes limites:
2" + 5"
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2.7. a) Se considera una sucesién (x,,)22; creciente de modo que existe

; Tn + Tp+1
lim —==r
n—oo

Prueba que lim,,_,o x, = 7.
b) Encuentrar un ejemplo de una sucesién (y,)32; no convergente de modo que exista

1/ yn + yn+1
m ——————.
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2.8. Prueba que la sucesion ((1 4+ 1/n)")2%, es creciente y acotada; por tanto

convergente. Se define el nimero real e como:
1
e= lim (14 —)"
n—o00 n

Calcula los limites de las sucesiones siguientes:
Z\oo n\ oo n242n\2n\ oo
a) (1+55)502 b)) (=350 o ()L

2.9. Sea el conjunto A = {z € R: 0 < /222 —1 < /Z}. Una de las siguientes

sucesiones tiene todas sus entradas fuera de A, pero sin embargo converge a un punto
de A. ;Cuél es la sucesion?
a)(3nn—1)oo b)(—2n+3)oo C) (2n+3)oo d) (L)oo

n=1 3n n=1 3n /n=1 2n/n=1

2.10. Sucesiones recurrentes: A) Determina si las sucesiones siguientes son con-
vergentes o no.

— n — — — —
al) api1 = ani=, con ap = 7. a2) Tpio = ,conxy = 1yaxy =3
(Indicacién: ver que es de Cauchy). a3) Tpi1 = /1422, con 21 > 1.

B I E .
ad) an, = g+
B) Comprueba que las sucesiones siguientes son convergentes y calcula su limite.

Tpt1t+Tn
2

_ 1 — _ Tatm — ;
bl) x4 = 3o, con xp = 2. b2) 1 = L= conxp = m > 1 (Verifica que
estamos ante un algoritmo para calcular y/m).
2.11. De cada una de las dos sucesiones siguientes se pide determinar ;si esta aco-

tada? ;Si es convergente? ;Si lim,, , x, = 00?7 Y también, encontrar una subsucesion
convergente especificando su limite.

p—l—% si n=p" conpprimoykéeN
a)r, =
0 en otro caso.
% si n=3k conkeN

b)z, =< Vn+1—+y/n si n=3k+1 con keN
—21  si n=3k+2 con kEN

1—zp_2+Tn_1

2.12. Sea a, el numero de instrucciones de un determinado algoritmo para su
ejecucién sobre n datos de entrada. Se sabe que dicho algoritmo actia de la siguiente
manera:

1) con solo un dato de entrada resuelve el problema usando una instruccién.
2) con n datos de entrada usa 4n instrucciones para reducir el problema a n—1
datos y se ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo.

Se pide: a) definir la sucesién recurrente (a,)>%, . b) Estudiar la monotonia y
acotacién de la misma. ¢) Probar por induccién que |a, — 2n?| < 2n para todo n. d)
Deducir que lim,, o 5% = 1.



— 6" — 2" = 2nt
2.13. a)Calcula la suma de : Z 16 y et

n=1 n=1
b) Suma 2 — &5+ & 4. (=1)"H(Z)" 4 - -
c) Se con81dera la sucesmn Gpi1 = 2+ a%, con a; = 2. . Hay que probar que es

una sucesién de Cauchy y después calcular su limite. (Indicacién: Comprueba que
|api1 — an| < E|an — ay,_1|. Después intenta acotar |a,r — a,| y usa que la sucesion

()", es geométrica).

2.14. Sea (u,) una serie geométrica de primer término uy = 1y razén ¢ € (0, c0).
Llamemos S, = >} _, uy. Justificar la certeza o falsedad de las siguientes expresiones:
a) Si In € N tal que S,, > 2009, entonces ¢ > 1.

b) Si ¢ < 1, entonces lim,,_,, u, = ¢

c) Si ¢ > 1, entonces la sucesion (S, )nen no esta acotada.
d) Si lim,, . S,, = 3, entonces ¢ = 1/2.

e) Si g = 2, entonces Sy = 15.

2.15 Sean (a,) y (b,) dos sucesiones tales que a,, = b, — byp11.
1) Prueba que Y7 | a, es convergente si y solo si la sucesién (b,,) es convergente y se
tiene que:

9]
E a, = by — lim b,

n—00
n=1

2) prueba que para cualquier serie Y | a,, se puede encontrar una sucesién (b,) que
verifica las condiciones del apartado anterior.

3) Aplica 1) al célculo de la suma de las series:
o0

1 - 2 - 2n-1
_ , ~ — y In( 1—— :
;n(n+1) ;n(n+1)(n+2) ;(1+2)(1+2 1) Z
2.16. Estudia la convergencia de las series:
1 2 "n® >0 3 —
)Zn—l—l );an a );n%
n+1 = 3"n! =, 2 —sen(™F)
z( ) Y I gy 2l
n=1 n=1 n n=2 n
1 x3x5--x (2n41)
7); 3X6X--x3n
= 1 = 1 “Vnt+1l-n
8 k>0 9 >0 10 _
>;(lnn)k ) ;plnn b ); n

2.17. Determina si cada una de las series siguientes es absolutamente convergente,
condionalmente convergente o ninguna de ambas cosas:

= (=1)" 3 4 5 6 > ”
k>0 by o422
a);(lnn)k ~ Jo-3ti 5t Z n+1n+1

k=1

Q) Z 1/2 + cos(n)



o bn
2.18 Si Z b =00y lim — =0, entonces

n—oo Q.
n=1 n
o o
a) lim a, =1 b) lim a, = co c) g a, es convergente. d) g a, = o0.
n= n=

e) Con esta condiciones no estd determinado el cardcter de la serie Y7 | ay,.

2.19. La serie Z%Ln, donde a; = 1,a0 =3 y a, = 3Vn > 2, representa el
n=1

numero real:
a) 0,13 b) 0,14 c) 2/15 d) 0,134.

2.20. Un sabio pirata decidié enterrar su tesoro en la isla Calavera en la posicion
limite de los puntos siguientes: partiendo del tinico manantial de la isla se avanza 1
hacia el este, después la mitad hacia el norte, de nuevo la mitad hacia el este, de
nuevo al norte la mitad que en el paso anterior y asi sucesivamente. ;Sabrias donde
encontrar el tesoro?

2.21. Sean las seri EOO v x%( 1)k EOO L (—1)**L. Prueb
. . Dean las series: -, — (= y | . rueba
| | —1)!
Lk £ 2 2 {2k —1)!

que todas son absolutamente convergentes en todo = € R. (Se verd que: e*, cosx
y senx son las sumas, respectivamente, de las series anteriores).

2.22. Ca{l)gula el dominio de las chuncines -

D@ =30 2 g =3 g g = 3o Bl



