METODOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA

4. La Derivada de una Funcion. Aplicaciones.
4.1. Supongamos que una funcién f satisface f(z +y) = f(x)g(y) + f(y)g(x) para todo

x,y € R. Ademas sabemos que lim;,_ £ — 1. De la funcién g sabemos que ¢g(0) = 1y que

g () = —f(x) para todo x € R. "
a) Calcula f(0).

b) Utiliza la definicién de derivada para hallar f'(x).

4.2. Sea [ : (a,b) — R una funcién para la cudl existe una constante M > 5 de modo que
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Si ¢ € (a,b), entonces la recta tangente a la gréifica de f por el punto (¢, f(¢) no puede ser:
a)y=z+fle)—c  b)y=2Gr o)+ f(e)
)y=—Flc—a)+fle)  dy=—Fo+flo)+4e

4.3. Sea y = ax + b la recta tangente a la grafica de y = In(In|z|) por el punto (e, 0).
Entonces b = ...

a) 0 b)e+1 c)1—1 d) -1.

<M para todo z,y € (a,b).

4.4. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

00 =TT ) ) =TT o fle) = (FE)

T — 2 cos T
rlnx 3
d = = arct f = :
) f(x) 1 e) f(x) = arctg(cosx + sen z) ) f(x) N
: . - et +e " . -
4.5. Se definen las funciones coseno hiperbdlico por cosh x = — seno hiperbdli-
r __ ,—T h
co por senhx = i y tangente hiperbdlica por tanhz = iy
2 coshz
1) Calcula las derivadas de estas funciones.
1
2) Comprueba que cosh’z — senh®z = 1, 2 = 1 — tanh?2 y que senh(x + y) =
cosh” x

senh z cosh y + senh y cosh z.

3) Halla las derivadas de las respectivas funciones inversas.

4.6. Halla f’ en funcién de ¢’ en los siguientes casos:
a) f(z) =g(z+g(a))  b) flz) =g(zgla)) ¢ flz)=glzg(z))
d) fz) =g(@)(x—a) ) f(z)=gla)x—a) f) flz+3)=g(?.



4.7. Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:
2 si <0 sen(z—1) § p<l
fx)=< zlnx si z€][0,1] y g(x) = { z—1 _
v—1 s 2>1 In(ecos(z — 1)) si z € [1,2]
Dibuja la gréfica aproximada de cada funcién y estudia sus maximos y sus minimos.

4.8. Un astronauta viaja de izquierda a derecha a lo largo de la curva y = 22 — z. Al
desconectar el cohete, viajara a lo largo de la tangente a la curva por el punto de desconexion.
. En que punto deberd parar el motor para alcanzar el punto (3,2)7 ;Y para llegar al (3, —2)7

4.9. Empareja cada una de las gréficas (a-e) con la de su derivada (i-v). Explica tu razon-
amiento.
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4.10. Dibuja las graficas de las siguientes funciones:

a) f(z) = 1 b) f(x) = ve* —1¢c) f(z) = rlnw d) f(z) = @ =2 —
" el =) S =
e) f(z) = arctan(3z — 2°) f) f(x) = %
£) £(o) = \[ S5 1) Jo) = ~3 e ) flo) =
Inz

4.11. Dibuja la gréfica de f(z) = —. ;Qué es mayor: €™ o 77
x

4.12. Calcula los maximos y los minimos de la funcién f si su derivada f’ tiene la gréfica
siguiente:




4.13. Una gota esférica de rocio se evapora a un ritmo proporcional al area de su superficie.
Prueba que el radio decrece a un ritmo constante (Indicacién: el volumen de la esfera es
Vir)= gwr?’ y su superficie es S(r) = 4mr?; la hipdtesis lo que dice es que V' = —K S donde
K es un constante positiva, y donde la derivada esta referida la tiempo).

4.14. Sea f(r) = |4x — 3| — 2%. Determina los valores maximos y minimos que alcanza la
funcién f en el intervalo [—3,3]. ;Existe zy € [0, 5] para el cudl f(zo) = 07

4.15. Halla el punto de la pardbola 2? = 4y, de abscisa no negativa, cuya distancia al

punto (0, 2) sea minima.
4.16. En un rectangulo de 4m de perimetro se sustituyen cada lado por semicircunferencias
exteriores. ; Entre que valores estda comprendida el area de esta nueva figura?

4.17. Un fabricante envasa en botes cilindricos de un litro de capacidad lo mejor de la
cosecha de tomates de su pueblo. ;Qué dimensiones tienen las latas para que el coste del
material sea minimo?

4.18. Calcula cotas superiores e inferiores, supremo e infimo, méximo y minimo (si existen)
de los siguientes conjuntos:

H{zeR: 2> +5x—-6<0} 2) {r e R\Q: z* + x < 2} 3){reR:z*>—2x <0}
(NOTA: El sup A se llama méaximo si sup A € A. Si inf A € A, se le llama minimo).

4.19. Si f es derivable en [0,00) y lim, . f'(z) = 3, calcula:

1) — —1 —4
o) im LEFY =@y Sem 1 B O)lim Vo 12— Yz =0.
T—00 ew z—o00 I + 2 T + 1 T—00

4.20. Un vehiculo entré en un tunel a las 13h25’ y sale a las 13h28’, lo cual queda
registrado por las camaras instaladas en ambas bocas del tinel de 4.100m. de longitud.
El dueno del vehiculo recibié un multa por importe de 600 euros por rebasar la velocidad
permitida de 70Km/h dentro del tinel. jRecurrié el dueno la multa?

4.21. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcién continua y derivable. Si f'(x) # 1 para todo
x € [0, 1], prueba entonces que la ecuacién f(x) = x tine una unica solucién en [0, 1].

4.22. Sea f(z) = senx para x € [0,7]. Se toman xg,a,b € [0, 7], con zy < a < b. Prueba

f(b) — f(a)
/ > S
que f'(zo) = b—a
4.23. Se consideran las funciones, f(z) = z?sen, siz # 0y f(0) =0, y g(x) = sen .
/
Comprueba que existe lim m pero que sin embargo no existe lim f'(z)

20 g(x) v=0 g'(x)’



4.24. Calcula los siguientes limites.

1 1 Inx
a) lim - b) lim :
12 2 .7 _
a1 (x —1)2  cos? ] e 1 — /T
2
L e et -2 2% + send x + zve®
c) li 5 m 5 )
z—0 2% — 3e® + 2 z=0 T + cos*x — ev

4.25. Prueba que si f es derivable en a, entonces f'(a) = lim

tifica que si existe lim
h—0
a.

flath) - fla—h)

2h

fla+h)—fla—h)

2h

h—0

. Jus-

, la funcién f no es necesariamente derivable en

4.26. Sea f : (a,b) — R de modo que existe f”(x) para todo x € (a,b). Prueba que:

o F )+ fo = h) — 2f(a)

hZ

h—0

= "(a).



