METODOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA

6. La integral. Calculo de Primitivas

6.1. Para las funciones siguientes, determina si existe su integral y en su caso calculala,
usando la definicién de integral (o el criterio de Integrabilidad de Riemann).

1 si oz el0,2\{1} 1 si ze0,2\{}2% 4}

a) f(x)={2 si v =1 b) f(l"):{z sioax=1% k=1,25,§,4.

6.2. Calcula la integral de las siguientes funciones; antes dibuja las gréaficas de las mismas.

1 s zel0]]
a) f(x)=1 2x—1 si z€ll,2]
3r—3 si x €23

b) Si [z] es la parte entera de x € R (el mayor entero menor que z), se considera f(z) = z[x].

Calcula / f(x)dx.

1

6.3. Supongamos que f > 0y que f es contina en [a,b]. Si fabf = 0, prueba que f(x) =0,
para todo z € [a, b)].

6.4. Prueba que g < / sen zdr < .
0

Encuentra cotas superiores e inferiores para las siguientes integrales:

a) [ sen® wda b) fol V1 — 22dx c) fol V1+ 2?de.

6.5. Usa argumentos geométricos para determinar si las siguientes expresiones son ciertas o
no.

jus us 1 1
a) /4 rdr < /4 sen zdx. b) / Vrdr =1 — / dw.
0 0 0 0

¢) Sea y = f(z) la tangente a la curva y = —2? + 4 por el punto (3,4 — 1). Se considera la

1 1
expresion / f(z)dx > / —2” 4 4dx.
0 0

T
6.6. Sea F(x) = / f(t)dt. En los siguientes casos encuentra una expresién explicita de la
0

funcién F.
1 si xE[O,%} l—xz si :L'G[O,%]
a) f(r)=1< 2 si xz€ (l,g] b) f(r)=< 2—x si xz€ (l,g}
3 si 3:6(%,1] 3—z si xe(%,l]

En ambos casos, jes F' una funcién continua?

6.7. Deriva F', definida sobre [0, 2] del modo siguiente:

In(z+1) 2241 1 4t
Ocoszp ¢ ln(()erl)
3) F(x) = / G Y F@= [ ViTEd

b b
6.8. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas. Si / flz)dx = / g(x)dx, prueba que

existe ¢ € [a, b] de modo que f(c) = g(c).
6.9. Representa las graficas de las funciones:

T In(z+1)
a) F(x) = / —3t? + 24t — 45dt, x €R. b) F(z) = / edt, z>0.
0 0

2x
c)F(x) :/ sen®tdt, x € 0,7



1
6.10. Si la funcién f es continua en [0, 1], prueba que: hm ( Zf k/n) ) :/ .
0

Utiliza lo anterior para calcular fol xdx y fo r?dw. (Indlcacmn. usa el ejercicio 1.2. de la
Hoja 1.).

6.11. Utiliza el ejercicio anterior para expresar cada uno de los siguientes limites como una

integral. Resuelvelos usando primitivas.
n

)l (S R 20y LS ) (k—m)) o) lim & Z\/nQ i2).

n—00 n n—00 ’n,3 n—00 ’n,2
k=1 k=1

6.12. Calcula las siguientes primitivas elementales.

a) [zdz b) [2*dx  ¢) [32°+22° +Tdx d) [(z—2)*dz

e) [cosxzdr f) [senzdr g) [3cosz+2senxzdr h) [ 2xcosaz?dx

i) /édm j) f%dl‘ con k € N\{1} k) [e“dz 1) /(1;22+1)3d:1;

m) [coshazdr n) [senhazdr 1) [3coshz +2senhadr o) [ coshz cosh(senhx)dx
1 1 1

U Fs Ul et /m 0 [ et

6.13. Calcula las siguientes primitivas usando la Regla de Integracién por Partes.

1) [we"dz  2) [zsenzdx 3) [xcosazdr 4) [Edx

5) fli—?f”dx 6) [e“senxzdr 7) [arctgazdr 8) [arcsenxzd.

p) q)

6.14. Demuestra las siguientes féormulas de reduccion:
1 n—1

1) /sen” rdr = ——sen" ! x cosx + /senn2 xdx, n > 2y par.
n

1 n—1
2) /cos” wvdr = — cos" ' wsenz + /cos”_2 xdx, n > 2y par.
n n

3) / dx 1 x n 2n —3 / dx
(z2+ 1) 2n—2(2x2+ 1)1 2p—2 ) (22 +1)!
6.15. Comprueba las siguientes primitivas:

d d
a) / - zln\tang| b) / - :ln]tan(g—i-%)\

senx COS T

6.16. Obtén, mediante un cambio de variable, una primitiva en los casos siguientes:

d 1—
1) /x\5/5—:v2dx 2)/xex2dx 3) / T _dy 4)/ e

T/ ex T+ cosx

JV14+1nx
7y [ YT,
x

arc cos 3
—=dx

) e 0 s

8) /tan(\/x - 1)\/% 9) /x2 cosh(z® + 3)dz.

6.17. Calcula las siguientes primitivas con el cambio de variable que se indica.

de du 1
a) /m, (x =sen®t, y usa 7.1.). b) ﬁdﬂ?, (z = 7).

c)/exdj_ldx;(x:—lnt). a) \/‘”di v (= Vo 1),

Vi +1
e)/ m—;_dx; (r =tanx, y usa 7.1.). f) /\/ a? + x%dx; (r = asenht, usa 4.5.).
x




6.18. Calcula las siguientes primitivas utilizando las identidades trigonométricas ”adecuadas.”

a) [ cos? zdx. b) [ sen® z cos? zdz. ¢) [sen? zdzx.
dx sen® x

d) [tan?zdx. —dx. f dx.

) [ tan® wde e)/l—i—senxx ) cosxx

6.19. Calcula las primitivas siguientes.

dx dx T
[ —% 9 . S —
>/x2+2$+5 )/a:2+2x 3>/x2—7x+13x
2 e’
N —T g I
>/x2—6x—|—10x 5)/e2w+2ew+1x

6.20. Calcula las primitivas de las funciones racionales siguientes.

-1 ?+r+1 zt dx
1)/ dz. 2)/—61:6. 3)/md:c. 4)/—(usa 6.14.).

43 — x z(x? +1) 4222+ 1’

6.21. Sea f : R — R una funcién continua y de periodo p. Demuestra la igualdad

[P f(nydt = [P f(t)dt

6.22. a) Calcula /arc sen zdz.

b) Andlogamente, prueba que si F' = [ f, entonces
S @)de = xfHz) = F(fH(2).
c¢) Usa lo anterior para calcular / Va? — ldz.

6.23. Calcula una primitiva en los siguientes casos:
d d d d d

1)/—x. 2)/_1;_ 3) [ ——— . 4)/—9”. 5)/—17.
1+vV1i+x 1+e” Vo + 3z V1+e® 2+ tanx

d t 2-1
6) /Sen3 x cos® vdw. 7) /—x 8) /wdm 9) / ’ dx.

NNES 1+ a2 x?2+1

10) /arc sen /zdw. 11) /(SGH:L‘/ sen tdt)dzx.
0




