METODOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA

7. La Integral Impropia. Aplicaciones de la Integral

7.1. a) Demuestra que el drea de un circulo de radio r es 7r?. (Recuerda que 7 es el drea
del circulo unidad por definicién).
b) Calcula la longitud de media circunferencia de radio r.

7.2. Sea f : [0,00) — R una funcién positiva (f > 0), decreciente e integrable en [0, 00).
a) Se define la funcién g(z) = f([z] + 1), donde [z] es la parte entera de x con x € [0, 0).

Prueba que
/OO f(x)dx > /Oog(x)dx.

b) Deduce de a) que si [, f(x)dz < co, entonces la serie _>° | f(n) es convergente.

c¢) Estudia la convergencia de las series:
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7.3. Calcula las siguientes integrales impropias, si existen:
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7.4. Determina la convergencia o divergencia de las integrales:
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7.5. Sean f : (0,00) — R y su transformada de Laplace Lf(s / f(x)e **dz,s > 0.

a) Calcula Lf(s) para f(x) =z, flx)=2* y f(z)=senz.

b) Si f’ es la derivada de f, calcula una expresion de Lf’(s), suponiendo que

lim, oo f(z)e " =0, s> 0.

7.6. Para cada x > 0 se define la funcién Gamma de Euler por I'(z) = [~ e~ /t" .

a) Prueba que la funcién Gamma estd bien definida.

b) Usando la regla de integracién por partes, prueba que I'(z + 1) = zT'(z).
¢) Calcula I'(1) y deduce que I'(n) = (n — 1)! paran € N.

d) Con el cambio de variable u = t*, prueba que
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7.7. Si conocemos que fooo e dr = ‘/TE, calcula las integrales impropias
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7.8. Halla el area de los recintos limitados entre las gréaficas:

Hy=2-2* y y*=2? 2Q)y=Inz, y=0 y z=e.
3) flx)=a? y g(z)=3-2a.
4) Entre la curvay:ijr—iysu asintota x = —1.
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7.9. Halla el volumen que se produce al girar, alrededor del eje 0X, el arco de catenaria
y = acosh(Z) para a € [—a,al.

7.10. Halla el volumen del cuerpo que se produce al girar, alrededor del eje 0Y, el arco de
parabola y? = 4ax desde el origen hasta que corta a la recta z = a.
7.11. a) Comprueba que las siguientes igualdades son ciertas:

1) 027r lde =2m.  2) fozﬂ cos® nrdr = fo% sen’ nxdr = m,Vn € N.

3)f027T cos(nx) cos(mzx)dr = fOQW cos(nx) sen(mz)dr = fo% sen(nz)sen(mx)dr = 0,
Vn,m € N con n # m.

(Indicacion: considera las siguientes igualdades trigonométricas
cos Acos B = 1/2(cos(A+ B)+cos(A— B)), cos Asen B = 1/2(sen(A+ B) —sen(A— B))
y sen Asen B = 1/2(cos(A — B) — cos(A + B)). )

b) Dada una funcién f continua en [0, 27], se definen sus coeficientes de Fourier por:
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Y se llama serie de Fourier de f a la expresién: % + Z an cos(nx) + b, sen(nzx).

n=1
Calcula la serie de Fourier de la funcién f(z) = 2?

(Observacion: se puede probar que toda funcién f derivable y 2m-periddica se puede escribir
igual a su serie de Fourier

o0

fx) = % + Z a, cos(nz) + b, sen(nx) ).



