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Resumen

En este trabajo se estudian las soluciones estacionarias de un modelo climático
bidimensional (latitud - profundidad), del tipo del propuesto por R.G. Watts y R.
Morantine en 1990 que corresponde al acoplamiento entre la temperatura superficial
promediada y la temperatura interior de un océano profundo.

1. Introducción

En este trabajo estudiamos la multiplicidad o unicidad de estados estacionarios para un
modelo climático de tipo de balance de enerǵıa que incorpora expĺıcitamente el acoplamien-
to entre un océano profundo y la superficie atmosférica promediada (en espesor) propuesto
inicialmente en Watts y Morantine [20].

El modelo considerado describe la evolución de la temperatura en el interior de un
océano “global” de profundidad H aśı como en su superficie que se supone coincidente con
la superficie resultante al promediar en altura la capa atmosférica colindante. Motivados
por el trabajo de Stone [19], nuestro modelo incorpora un operador de difusión superficial
de tipo p-Laplaciano. Suponiendo temperatura constante sobre cada paralelo, se toman
como variables espaciales (x, z), siendo x el seno de la latitud y −z la profundidad. Aśı, el
dominio espacial se denota por Ω = (−1, 1)× (−H, 0) y su contorno, ΓH ∪Γ0 ∪Γ1, siendo
ΓH = {(x, z) ∈ Ω : z = −H}, Γ0 = {(x, z) ∈ Ω : z = 0}, Γ1 = {(x, z) ∈ Ω : x = 1 ó x =
−1}. U representa la temperatura en el interior del océano y viene dada por la ecuación:

Ut − (
KH

R2
(1− x2)Ux)x −KV Uzz + wUz = 0 (0, T )× Ω,
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donde KV y KH son los coeficientes de difusión vertical y horizontal, respectivamente.
w es la velocidad vertical y R, el radio de la Tierra. La condición de contorno en z = 0
proviene del balance de enerǵıa:

DUt − DKH0

R2
((1− x2)

p
2 |Ux|p−2Ux)x + G(U) + KV

∂U

∂n
+ wxUx ∈ QS(x)β(U) +f

donde G(U) − f es la enerǵıa emitida por enfriamiento de la superficie, D es el espesor
de la capa mixta y KH0 la difusividad horizontal en la capa mixta. Las constantes ρ y c
representan la densidad y el calor espećıfico del agua, respectivamente.

El efecto feedback del coalbedo (β) aparece en la condición de contorno; β depende
de la temperatura. S(x) es la función de insolación y Q la constante solar (un parámetro
significativo en este modelo). Resultados sobre las soluciones de evolución se encuentran
en [9] y [11].

En este trabajo completamos nuestros resultados previos sobre tal problema mostran-
do que el modelo es muy sensible frente a pequeñas variaciones del parámetro solar, Q,
que aparece involucrado en la condición de contorno difusiva modelizando la amplitud de
un término fuente que tiene cuenta del coalbedo. Mostramos que puede aparecer multipli-
cidad de soluciones estacionarias y analizamos la variación del número de soluciones ante
variaciones de Q.

2. Soluciones estacionarias

En este trabajo estudiamos el número de soluciones del siguiente problema:

(PQ)





−KH

R2

∂

∂x
((1− x2)

∂U

∂x
)−KV

∂2U

∂z2
+ w

∂U

∂z
= 0 Ω,

wx
∂U

∂x
+ KV

∂U

∂z
= 0 ΓH

−DKH0

R2

∂

∂x

(
(1− x2)

p
2 |∂U

∂x
|p−2 ∂U

∂x

)
+ G(U) + KV

∂U

∂n
+ wx

∂U

∂x

∈ 1
ρc

QS(x)β(x,U) + f(x) Γ0

(1− x2)
p
2 |∂U

∂x
|p−2 ∂U

∂x
= 0 Γ1,

bajo las siguientes hipótesis estructurales:

(HS) S : Ω → IR, S ∈ L∞(−1, 1), S1 ≥ S(x) ≥ S0 > 0, para ciertas constantes S1 > S0.

(HG) G : IR → IR es continua, estrictamente creciente tal que G(0) = 0 y ĺım|s|→∞ |G(s)| =
+∞.

(Hf ) f ∈ L∞(Ω) y existe Cf > 0 tal que −‖f‖∞ ≤ f(x) ≤ −Cf c.p.t. x ∈ Ω.
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(Hβ) β es un grafo maximal monótono de IR2 tal que existen dos números reales 0 < m <
M y ε > 0 verificando β(r) = {m} para todo r ∈ (−∞,−10 − ε) y β(r) = {M}
para todo r ∈ (−10 + ε, +∞).

(HCf
) G(−10− ε) + Cf > 0 y

G(−10 + ε) + ‖f‖∞
G(−10− ε) + Cf

≤ S0M

S1m
.

(Hw) w ∈ C1(Ω).

(HK) p ≥ 2 y las constantes KH , KV , KH , KH0 , D, R, ρ, c y Q son positivas.

Definimos, en primer lugar, los espacios funcionales:

V (Ω) = {U ∈ L2(Ω) : (1− x2)
1
2
∂U

∂x
∈ L2(Ω),

∂U

∂z
∈ L2(Ω)},

Vp(Γ0) = {u ∈ L2(Γ0) : (1− x2)
1
2
∂u

∂x
∈ Lp(Γ0)}.

Definición 1 Diremos que un par (U, u) ∈ (V (Ω)× Vp(Γ0)) ∩ (L∞(Ω)× L∞(Γ0)) es una
solución débil acotada del problema estacionario si U|Γ0

= u y se verifica:

∫

Ω

KH

R2
(1− x2)

∂U

∂x

∂ψ

∂x
dA +

∫

Ω
Kv

∂U

∂z

∂ψ

∂z
dA +

∫

Ω
w

∂U

∂z
ψdAdt

−
∫ 1

−1
wx

∂U

∂x
(x,−H)ψ(x,−H)dx−

∫ 1

−1
Kv

∂U

∂z
(x, 0)ψ(x, 0)dx = 0,

∫ 1

−1

DKH0

R2
(1− x2)

p
2

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p
2 ∂u

∂x

∂ζ

∂x
+

+
∫ 1

−1
Kv

∂u

∂z
(x, 0)ζdx +

∫ 1

−1
wx

∂u

∂x
ζdx +

∫ 1

−1
G(u)ζdx

=
∫ 1

−1

1
ρc

QS(x)hζdx

para algún h ∈ L∞(Γ0), h ∈ β(·, u) y ∀(ψ, ζ) funciones test.

El resultado principal de este trabajo se recoge en el siguiente:

Teorema 1 Bajo las hipótesis (HS), (HG), (Hf ), (Hw), (HK) y (Hβ) se tiene,

i) para todo Q > 0 existe una solución minimal (U, u) (resp. solución maximal (U, u))
del problema (PQ).

Además, si se tiene (HCf
) entonces existen Q1 < Q2 < Q3 < Q4 tales que

ii) si 0 < Q < Q1 entonces (PQ) tiene solución única,

iii) si Q2 < Q < Q3 entonces (PQ) tiene al menos tres soluciones,
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iv) si Q4 < Q entonces (PQ) tiene solución única, siendo

Q1 =
(G(−10− ε) + Cf )ρc

S1M
, Q2 =

(G(−10 + ε) + ‖f‖∞)ρc

S0M
,

Q3 =
(G(−10− ε) + Cf )ρc

S1m
, Q4 =

(G(−10 + ε) + ‖f‖∞)ρc

S0m
.

Definición 2 Se define el operador A : D(A) → L2(Ω) × L2(Γ0), A(U, u) := (AU,Bu)
sobre el dominio,

D(A) = {(U, u) ∈ L2(Ω)× L2(Γ0) : AU ∈ L2(Ω), Bu ∈ L2(Γ0), U|Γ0
= u},

siendo

AU = −KH

R2

∂

∂x
((1− x2)

∂U

∂x
)−KV

∂2U

∂z2
+ w

∂U

∂z

y

Bu = −DKH0

R2

∂

∂x

(
(1− x2)

p
2 |∂U

∂x
|p−2 ∂U

∂x

)
+ KV

∂U

∂n
+ wx

∂U

∂x
+ G(U).

Obsérvese que podemos reescribir el problema como el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales: 




AU = 0 Ω
Bu ∈ 1

ρcQS(x)β(u) + f Γ0

U|Γ0
= u

wxUx + KV Uz = 0 ΓH

(1− x2)
p
2 |Ux|p−2Ux = 0 Γ1.

(1)

Los siguientes lemas son fundamentales en la demostración del Teorema 1:

Lema 1 ([9]) A+ ωI es T-acretivo en L2(Ω)× L2(Γ0), donde ω > 1
2 . ¤

En consecuencia, tenemos un principio de comparación para el sistema:

(PF,f )





ωU + AU = F en L2(Ω)
ωu + Bu = f en L2(Γ0)
U|Γ0

= u

wx∂U
∂x + KV

∂U
∂z = 0 ΓH

(1− x2)
p
2 |∂U

∂x |p−2 ∂U
∂x = 0 Γ1.

Si F1 ≤ F2 y f1 ≤ f2 entonces las soluciones de (PF1,f1) y (PF2,f2) satisfacen U1 ≤ U2,
u1 ≤ u2.

Además, tenemos

Lema 2 ([9]) R(A+ λI) = L2(Ω)× L2(Γ0) para λ > 1
2 . ¤
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Demostración del Teorema 1.
(i) La existencia de solución maximal y solución minimal es consecuencia del principio

de comparación para el sistema auxiliar:
{

ωU + AU = H,
ωu + Bu = h.

(2)

Además, si H1 ≤ H2 y h1 ≤ h2 entonces U1 ≤ U2 y u1 ≤ u2.
Es fácil ver que existen funciones constantes (V , v) y (U, u) que verifican

{
ωV + AV = ωV Ω
ωv + Bv = ωv + 1

ρcQS0m− ‖f‖∞ ≤ ωv + 1
ρcQS(x)β(v) + f,

{
ωU + AU = ωU Ω
ωu + Bu = ωu + 1

ρcQS1M − Cf ≥ ωu + 1
ρcQS(x)β(u) + f.

Definimos la sucesión {(V n, vn)} como

(Pn)





ωV n + AV n = ωV n−1

ωvn + Bvn = ωvn−1 + QS(x)β(vn−1) + f

V n|Γ0 = vn

wx
∂V n
∂x + KV

∂V n
∂z = 0 ΓH

(1− x2)
p
2 |∂V n

∂x |p−2 ∂V n
∂x = 0 Γ1,

y (V 0, v0) := (V , v). Por el principio de comparación aplicado al problema auxiliar (2), las
sucesiones {V n} y {vn} son monótonas. Estimaciones a priori uniformes de {(V n, vn)},
nos permiten pasar al ĺımite en la formulación débil y obtenemos

(V n, vn) → (V∗, v∗),

donde el ĺımite (V∗, v∗) es una solución de (PQ) y cualquier solución (W,w) verifica V∗ ≤ W
y v∗ ≤ w, es decir, (V∗, v∗) es una solución minimal. Análogamente, obtenemos la solución
maximal (U∗, u∗).

(ii) Si Q < Q1 entonces V ≤ U ≤ −10 − ε. Aśı, cada solución (U, u) de (PQ) verifica
u < −10− ε y es solución del problema

(Pm
Q )





AU = 0 Ω
Bu = 1

ρcQS(x)m + f Γ0

U|Γ0
= u

wx∂U
∂x + KV

∂U
∂z = 0 ΓH

(1− x2)
p
2 |∂U

∂x |p−2 ∂U
∂x = 0 Γ1,

que tiene solución única. Para probarlo, suponemos que existen dos soluciones, (U1, u1)
y (U2, u2) y tomamos la diferencia U1 − U2 com función test en la formulación débil. El
Lema de Gronwall nos permite concluir la unicidad.

(iii) Si Q4 < Q entonces −10+ε ≤ V ≤ U . Aśı, cada solución (U, u) verifica −10+ε ≤ u
y β(u) = M .
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(PM
Q )





AU = 0 Ω
Bu = 1

ρcQS(x)M + f Γ0

U|Γ0
= u

wx∂U
∂x + KV

∂U
∂z = 0 ΓH

(1− x2)
p
2 |∂U

∂x |p−2 ∂U
∂x = 0 Γ1.

como en (ii), este problema tiene solución única.

(iv) La demostración de la multiplicidad de soluciones para 0 < Q2 < Q < Q3

está basada en Dı́az - Hernández - Tello [8], donde se probó la existencia de al menos
tres soluciones para el problema

−∆pu + G(u) ∈ QS(x)β(u) + f en M,

siendo M el caso general de una variedad Riemanniana bidimensional compacta sin borde.

Hemos dividido la demostración en tres etapas.
Etapa 1. Construcción de sub y supersoluciones. Si Q2 < Q < Q3 entonces,

U1 := G−1( 1
ρcQS1M − Cf ) es una supersolución de (PM

Q )
V 1 := G−1( 1

ρcQS0M − ‖f‖∞) es una subsolución de (PM
Q )

U2 := G−1( 1
ρcQS1m− Cf ) es una supersolución de (Pm

Q )
V 2 := G−1( 1

ρcQS0m− ‖f‖∞) es una subsolución de (Pm
Q ).

Además, V 2 < U2 < −10− ε < −10 + ε < V 1 < U1. Entonces, existen dos soluciones
(U1, u1) y (U2, u2) de (PQ) tales que u1 y u2 no cruzan el nivel -10. Para encontrar la
tercera solución usamos un resultado de Amann [1]. Este resultado se aplica al caso en
el que β es una función Lipschitz. En la siguiente etapa, aproximaremos el grafo β por
funciones Lipschitz.

Etapa 2. El problema aproximado.
Definimos una nueva familia de problemas

(PQ,λ)





AU = 0 Ω
Bu = QS(x)βλ(u) + f(x) Γ0

B.C. ΓH ∪ Γ1

donde βλ es una función Lipschitz βλ = 1
λ(I − (I −λβ)−1), λ > 0 (la aproximación Yosida

de β). Como β verifica (Hβ),tenemos que

βλ es acotada y no decreciente ∀λ > 0,

βλ(s) = β(s) para todo s 6∈ [−10− ε,−10 + ε + λM ], ∀λ > 0,

βλ(s) → β(s) en el sentido de los grafos maximales monótonos cuando λ → 0

(véase Brezis [4]). En el caso en el que β es una función Lipschitz, tomamos βλ = β.
Ahora, aplicando el argumento utilizado en la etapa 1 al problema (PQ,λ), tenemos

que existe λ0 tal que V 2 < U2 < −10 − ε < −10 + ε + λ0M < V 1 < U1. Obtenemos
dos familias de soluciones de {(PQ,λ)} tales que uλ

1 y uλ
2 no cruzan el nivel -10. la tercera

familia de soluciones se obtiene como consecuencia del siguiente resultado.
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Lema 3 (Amann [1]) Sea X un retracto de u espacio de Banach E y sea F : X → X una
aplicación compacta. Supongamos que X1 y X2 son retractos disjuntos de X, y sean Yk,
k = 1, 2 abiertos de X tales que Yk ⊂ Xk. Supongamos además que F (Xk) ⊂ Xk y que F
no tiene puntos fijos en Xk − Yk, k = 1, 2. Entonces F tiene al menos tres puntos fijos
distintos x, x1, x2 con xk ∈ Xk y x ∈ X − (X1 ∪X2).

Toda solución u del problema (P λ
Q) es un punto fijo de F : L∞(Γ0) → L∞(Γ0) definida

por

F (u) = P2(A−1(0,
1
ρc

QS(·)βλ(u) + f∞(·))).

A es el operador definido en 2 y P2 la proyección sobre la segunda componente.
Sea E = L∞(Γ0), espacio de Banach ordenado con respecto al orden natural dado por

el cono positivo,

L∞+ (Γ0) = {v ∈ L∞(Γ0) : v(x) ≥ 0 a.e. x ∈ Γ0},

y que tiene interior no vaćıo. Sean X = [V 2 − δ , U1 + δ], X1 = [V 1 − δ , U1 + δ]
and X2 = [V 2 − δ , U2 + δ] where δ > λ0M is taken such that V 1 > −10 + ε + δ,
U2 > −10− ε− δ. Aśı, existe un abierto Yk de L∞(Γ0) conteniendo uλ

k para k = 1, 2 tal
que Yk ⊂ Xk.

Los conjuntos X, X1 y X2 son retractos de L∞(Γ0) (resp. X), por ser subconjuntos
no vacios cerrados y convexos de L∞(Γ0) (resp. X). Moreover, F (X) ⊂ X y F (Xk) ⊂ Xk.
Finalmente, por las propiedades de βλ y la inclusión compacta Vp(Γ0) ⊂ L∞(Γ0) para
p ≥ 2, se llega a que F : X → X es una aplicación compacta.

Aśı, por el Lema 3 concluimos que F tiene al menos tres puntos fijos, o equivalente-
mente, (PQ,λ) tiene al menos tres soluciones: uλ

1 ∈ X1, uλ
2 ∈ X2 y uλ

3 ∈ X − (X1 ∪X2).

Etapa 3. La demostración termina probando la convergencia de una subsucesión de
{uλ

3} a u3 tal que (U3, u3) es solución de (PQ). Para obtener este ĺımite utilizamos un
resultado relativo a grafos maximales monótonos ([5]) que garantiza que el ĺımite de βλ(uλ

3)
está en el grafo β(u3). Finalmente, la convergencia en L∞(Γ0) nos permite mostrar que
u3 es distinta de u1 y u2. En particular, u3 atraviesa el nivel −10.

Observación 1 En el trabajo [10] se prueba que en ciertos modelos atmosféricos de una
capa existe un rango de Q para el que existen infinitos estados estacionarios. En dicho
problema aparece también el operador p-Laplaciano y un grafo β de tipo Heaviside. Este
resultado nos sugiere que el problema estudiado podŕıa poseer más de tres soluciones para
ciertos valores de la constante solar Q.
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