XX CONGRESO DE ECUACIONES DIFERENCIALES Y APLICACIONES
X CONGRESO DE MATEMATICA APLICADA

Sevilla, 24-28 septiembre 2007

(pp. 1-8)

Multiplicidad de soluciones estacionarias para un modelo
climatico con una condicién de contorno difusiva no lineal.

J.I Diaz!, L. TELLO?

! Dpto. de Matemdtica Aplicada, F. Matemdticas, Universidad Complutense de Madrid, Plaza de las
Ciencias 3, 28040 Madrid. E-mail: diaz.racefyn@insde.es.
2 Dpto. de Matemdtica Aplicada, ETS Arquitectura, Universidad Politécnica de Madrid, Av. Juan de
Herrera 4, 28040 Madrid. E-mail: 1.tello@upm.es.

Palabras clave: Modelos atmésfera - oéano, condiciones de contorno difusivas, p-Laplaciano, sub y

supersoluciones, principio de comparacién.

Resumen

En este trabajo se estudian las soluciones estacionarias de un modelo climético
bidimensional (latitud - profundidad), del tipo del propuesto por R.G. Watts y R.
Morantine en 1990 que corresponde al acoplamiento entre la temperatura superficial
promediada y la temperatura interior de un océano profundo.

1. Introduccion

En este trabajo estudiamos la multiplicidad o unicidad de estados estacionarios para un
modelo climético de tipo de balance de energia que incorpora explicitamente el acoplamien-
to entre un océano profundo y la superficie atmosférica promediada (en espesor) propuesto
inicialmente en Watts y Morantine [20].

El modelo considerado describe la evolucion de la temperatura en el interior de un
océano “global” de profundidad H asi como en su superficie que se supone coincidente con
la superficie resultante al promediar en altura la capa atmosférica colindante. Motivados
por el trabajo de Stone [19], nuestro modelo incorpora un operador de difusién superficial
de tipo p-Laplaciano. Suponiendo temperatura constante sobre cada paralelo, se toman
como variables espaciales (z, z), siendo x el seno de la latitud y —z la profundidad. Asi, el
dominio espacial se denota por = (—1,1) x (—H,0) y su contorno, I'y UT'g UT";, siendo
Ty ={(z,2) €Q:2=-H},To={(2,2) €Q:2=0},T1 ={(z,2) €Q:x=16z =
—1}. U representa la temperatura en el interior del océano y viene dada por la ecuacion:

Ky

U — (ﬁ(l - $2)Um)w - KyU,, +wU, =0 (O,T) X Q,
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donde Ky y K son los coeficientes de difusién vertical y horizontal, respectivamente.
w es la velocidad vertical y R, el radio de la Tierra. La condicién de contorno en z = 0
proviene del balance de energia:

pu, - PRy 280, p20,), + 60 + Kva% +wly € QS(2)BU) +f

R? 0

donde G(U) — f es la energia emitida por enfriamiento de la superficie, D es el espesor
de la capa mixta y Kp, la difusividad horizontal en la capa mixta. Las constantes p y ¢
representan la densidad y el calor especifico del agua, respectivamente.

El efecto feedback del coalbedo () aparece en la condicién de contorno; 3 depende
de la temperatura. S(x) es la funcién de insolacién y @ la constante solar (un pardmetro
significativo en este modelo). Resultados sobre las soluciones de evolucién se encuentran
en [9] y [11].

En este trabajo completamos nuestros resultados previos sobre tal problema mostran-
do que el modelo es muy sensible frente a pequenas variaciones del pardametro solar, @,
que aparece involucrado en la condicién de contorno difusiva modelizando la amplitud de
un término fuente que tiene cuenta del coalbedo. Mostramos que puede aparecer multipli-
cidad de soluciones estacionarias y analizamos la variacién del ntimero de soluciones ante
variaciones de Q).

2. Soluciones estacionarias

En este trabajo estudiamos el niimero de soluciones del siguiente problema:

Ky 0 90U 02U oU
———((1 - — ) Ky —— —_—= Q
R? ax(( ”)ax) V922 +w82 0 ’
oU oU
L Ky— = r
wWT 97 + Ky 9z 0 H
_ 1— e Ku—— i
(FQ) R?2 Oz <( )| Oox | ox +6(U) + Ky on we Ox
1
€ —QS(z)B(x,U) + f(x) Iy
_ 289U p20U
(1 x )2‘ 8$ ’ ax =0 Fla

bajo las siguientes hipotesis estructurales:

(Hg) S:Q— R, S e L>*(—1,1), S1 > S(xz) > Sp > 0, para ciertas constantes S; > Sp.

(Hg) G : IR — IR es continua, estrictamente creciente tal que G(0) = 0y limy . |G(s)| =
+o00.

(Hy) f e L>®(Q)y existe C¢ > 0 tal que —||flloc < f(z) < —Cf cpt. z € Q.
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(Hg) 3 es un grafo maximal monétono de IR? tal que existen dos niimeros reales 0 < m <
M y e > 0 verificando §(r) = {m} para todo r € (—o0,—10—¢€) y B(r) = {M}
para todo r € (—10 + ¢, +00).

G(-10+ ) + || flloo _ SoM
g(—10—6)+0f - Slm'

(Hey) G(=10—¢€) +Cr >0y
(Hy) w € CHQ).
(Hig) p > 2y las constantes Ky, Kv, Ky, Ku,, D, R, p, ¢ y @ son positivas.

Definimos, en primer lugar, los espacios funcionales:

10U
or

ou

V(Q) = {U e L2(Q) : (1 — 2?)2 e

€ L*(Q), -~ € L* ()},

Vp(To) = {u € L*(Ty) : (1 —2?%)2 gx € LP(Ty)}.

Definicién 1 Diremos que un par (U,u) € (V(2) x V,(Ig)) N (L>(2) x L>®(Ty)) es una
solucion débil acotada del problema estacionario si U|FO = u y se verifica:

Ku 20U 0 / aan / U
D g I 0% K, 92 wdA
R ) or 94 W, vdAdt

b ou v ou

-1

' DKy,

ou |2
TR (1—33)

Oz

2 Ju aC X
Oz Oz

1 1 1
+/ Kvau(x,O)Cd:L‘+/ wx%fdw—i— G(u)¢dz
- -1

1 0z -1

11
:/ —QS(z)h{dx
_1 pc

para algin h € L>®(Ty), h € B(-,u) y Y (¢, () funciones test.

Fl resultado principal de este trabajo se recoge en el siguiente:

Teorema 1 Bajo las hipdtesis (Hg), (Hg), (Hy),(Hw), (Hi) y (Hg) se tiene,

i) para todo @ > 0 eziste una solucion minimal (U,w) (resp. solucion mazimal (U, 7))
del problema (Pg).

Ademas, si se tiene (Hcf) entonces existen Q1 < Q2 < Q3 < Q4 tales que
ii) 510 < Q < Q1 entonces (Pg) tiene solucion inica,

iii) si Q2 < Q < Q3 entonces (Pg) tiene al menos tres soluciones,

3
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iv) st Q4 < Q entonces (Pg) tiene solucion unica, siendo

(G(=10 =€) + Cy)pe (G(=10+€) + [[flloo) e

@ = S M o Qe= SoM ’

_ (G(=10—¢€) + Cf)pc ~ (G(=10+€) + || f]|oo) pc

Q3 = 5 , Qi = 5 .
1m om

Definicién 2 Se define el operador A : D(A) — L?(Q) x L?(I'g), A(U,u) := (AU, Bu)
sobre el dominio,

D(A) = {(U,u) € L*(Q) x L*(Ty) : AU € L*(Q), Bu € L*(T'), U, = u},

siendo )
Ky @ L OU. U U
AU__R2 ax(( _m)am)_KVa% +w62
Yy
_ _DEp, 9 (220U, 20U ou ou
Bu = 7 8x<(1 x)2\8$] e +KV8n+w$8:c+g(U)'

Obsérvese que podemos reescribir el problema como el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales:

AU =0 Q

Bu € LQS(2)3(u)+ f Ty

U\Fo =Uu (1)
wxU, + KyU, =0 Ty

(1—22)2|U,[P~2U, =0 T.

Los siguientes lemas son fundamentales en la demostracion del Teorema 1:
Lema 1 ([9]) A+ wl es T-acretivo en L?(Q) x L*(I'y), donde w > 1. [

En consecuencia, tenemos un principio de comparacion para el sistema:

wU+ AU =F en L2(Q)

wu+ Bu=f en L%(Ty)
(Pr,f) Ur, = u

wx%—g—i—KV%—g =0 Ty

(1-22)5|Up290 — o T,
z ox
Si F1 < Fyy fi < fo entonces las soluciones de (Pr, r,) ¥ (P, s,) satisfacen Uy < Us,
ur < Usg.
Ademas, tenemos

Lema 2 ([9]) R(A+ XI) = L*(Q) x L*(Ty) para A> 3. O

4
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Demostracién del Teorema 1.
(i) La existencia de solucién maximal y solucién minimal es consecuencia del principio
de comparacién para el sistema auxiliar:

(2)

wU + AU = H,
wu + Bu = h.

Ademéds, si H1 < Hy y hy < hy entonces Uy < Us y u1 < us.
Es fécil ver que existen funciones constantes (V,v) y (U, @) que verifican

wV + AV =wV Q
wu+ By =wv + 5.QSm — || fllee < wo+ 5:QS(2)B(v) + f,

wU + AU =wU Q
Wi+ Bu = wi + LQSIM — Cf > wu+ LQS(x)B(w) + f.
Definimos la sucesién {(V,,,v,,)} como

wKn + Azn - wzn—l
Wy, + Byn = Wu,_1 + Qs(x)@(yn—l) + f
(Bn) Kn’FO =y

oV oV
PR LA
(1—a)2 | FeP?Fe =0 Iy,

y (Vo,v0) := (V,v). Por el principio de comparacién aplicado al problema auxiliar (2), las
sucesiones {V,} v {v,,} son monétonas. Estimaciones a priori uniformes de {(V,,,v,)},
nos permiten pasar al limite en la formulacion débil y obtenemos

(V v >_> (V:kvv*)a

Y nrYn

donde el limite (V%, v4) es una solucioén de (Pg) y cualquier solucién (W, w) verifica V,, < W
y vx < w, es decir, (Vi,v,) es una solucién minimal. Andlogamente, obtenemos la solucién
maximal (U*, u*).

(ii) Si @ < Q1 entonces V. < U < —10 — e. Asi, cada solucién (U,u) de (Pg) verifica
u < —10 — € y es solucién del problema

AU =0 Q
Bu = iQS(x)m + f I
(PS){ Up, =u
wx%—g + KV%—LZ[ =0 Ty
ya _

(1—2?)2|GE P25 =0 T,
que tiene solucién tdnica. Para probarlo, suponemos que existen dos soluciones, (Uy,u1)
y (Uz,u2) y tomamos la diferencia U; — Uz com funcién test en la formulacién débil. El
Lema de Gronwall nos permite concluir la unicidad.

(iii) Si Q4 < Q entonces —10+¢ < V < U. Asi, cada solucién (U, u) verifica —10+¢ < u
y Bu) = M.
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AU =0 Q

Bu=21QS@M+f Ty
(Pg[) Uppg = u

wx%—g—l-KV%—g =0 I

(1—a2)2|90p=20U — ¢ 1.

como en (ii), este problema tiene solucién unica.

(iv) La demostraciéon de la multiplicidad de soluciones para 0 < Q2 < Q < @3
estd basada en Diaz - Herndndez - Tello [8], donde se prob¢ la existencia de al menos
tres soluciones para el problema

—Apu+G(u) € QS(x)B(w) + f en M,

siendo M el caso general de una variedad Riemanniana bidimensional compacta sin borde.

Hemos dividido la demostracién en tres etapas.
Etapa 1. Construccion de sub y supersoluciones. Si Q2 < ) < Q3 entonces,

U, = g_l(iQSlM - CY) es una supersolucién de (Pg[)
vV, = Q‘l(iQSoM — | flloo) es una subsolucién de (Pg)
Uy = g_l(iQSlm - CY) es una supersolucién de (Pj')
Vs gfl(ﬁQSom — || fllec)  es una subsolucién de (Fg').

Ademss, V, < Uy<—-10—e< —104+€< Vi< U,. Entonces, existen dos soluciones
(Ur,u1) y (Uz,u2) de (Pg) tales que u; y us no cruzan el nivel -10. Para encontrar la
tercera solucién usamos un resultado de Amann [1]. Este resultado se aplica al caso en
el que B es una funcién Lipschitz. En la siguiente etapa, aproximaremos el grafo § por
funciones Lipschitz.

Etapa 2. El problema aprozimado.

Definimos una nueva familia de problemas

AU =0 Q
(Poa) q Bu=QS()Bx\(u) + f(z) To
B.C. T'yuly

donde 3 es una funcién Lipschitz 8y = (I — (I = AB8)~1), A > 0 (la aproximacién Yosida
de ). Como [ verifica (Hg),tenemos que

0 es acotada y no decreciente VA > 0,
Ba(s) = B(s) para todo s & [—10 — €, —10 + € + AM], YA > 0,

Ba(s) — B(s) en el sentido de los grafos maximales monétonos cuando A — 0

(véase Brezis [4]). En el caso en el que [ es una funcién Lipschitz, tomamos 3y = .
Ahora, aplicando el argumento utilizado en la etapa 1 al problema (Pg ), tenemos

que existe Ag tal que V, < Uy < —10—€e < =10+ e+ MM < V< U;. Obtenemos

dos familias de soluciones de {(Pg.)} tales que u} y u3 no cruzan el nivel -10. la tercera

familia de soluciones se obtiene como consecuencia del siguiente resultado.
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Lema 3 (Amann [1]) Sea X un retracto de u espacio de Banach E y sea F : X — X una
aplicacion compacta. Supongamos que X1 y Xo son retractos disjuntos de X, y sean Y,
k =1,2 abiertos de X tales que Yy C Xi. Supongamos ademds que F(Xy) C X y que F
no tiene puntos fijos en X — Yy, k = 1,2. Entonces F tiene al menos tres puntos fijos
distintos x, x1, T con x € X yxr € X — (X1 U Xy).

Toda solucién u del problema (Pé) es un punto fijo de F': L>=(Ty) — L>°(T'y) definida
por

F(u) = Py(A(0, ;Qsmm(u)  hl()):

A es el operador definido en 2 y P la proyeccién sobre la segunda componente.
Sea E = L*>®(Ty), espacio de Banach ordenado con respecto al orden natural dado por
el cono positivo,

LY(Ty) = {ve L>¥Ty) : v(r) >0ae x ey},

vy que tiene interior no vacfo. Sean X = [V, — 6§, U +6], X1 = [V, =5, Uy + 4]
and Xy = [V, — &, Uy + 6] where 6§ > M\gM is taken such that V; > —10+ €+ 4,
Us > —10— € —J. Asi, existe un abierto Y;, de L>(I'g) conteniendo uz para k = 1,2 tal
que Y, C Xg.

Los conjuntos X, X7 y Xo son retractos de L*>(T'g) (resp. X), por ser subconjuntos
no vacios cerrados y convexos de L*(I'g) (resp. X ). Moreover, FI(X) C X y F(Xy) C X.
Finalmente, por las propiedades de ) y la inclusién compacta V,(I'g) C L*°(I'g) para
p > 2, sellega a que F': X — X es una aplicacién compacta.

Asi, por el Lema 3 concluimos que F' tiene al menos tres puntos fijos, o equivalente-
mente, (Pg ) tiene al menos tres soluciones: up € X1, up € Xa y ug\ € X —(X1UXy).

Etapa 3. La demostraciéon termina probando la convergencia de una subsucesién de
{ud} a ug tal que (Us,us) es solucién de (Pg). Para obtener este limite utilizamos un
resultado relativo a grafos maximales monétonos ([5]) que garantiza que el limite de 3y (u3)
estd en el grafo §(ug). Finalmente, la convergencia en L>°(I'g) nos permite mostrar que
ug es distinta de u; y ue. En particular, us atraviesa el nivel —10.

Observaciéon 1 En el trabajo [10] se prueba que en ciertos modelos atmosféricos de una
capa existe un rango de @ para el que existen infinitos estados estacionarios. En dicho
problema aparece también el operador p-Laplaciano y un grafo 3 de tipo Heaviside. Fste
resultado nos sugiere que el problema estudiado podria poseer mds de tres soluciones para
ciertos valores de la constante solar Q).
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