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Resumen

En este trabajo se presentan y contrastan las propiedades al-
gebraicas y topolégicas mas relevantes de las curvas algebraicas
planas afines y proyectivas definidas sobre R y sobre C. Definimos
la clase F de las curvas planas reales que poseen un polinomio mi-
nimal, con las cudles se puede trabajar como con las curvas planas
complejas,
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1 Introduccién

Todos los textos elementales sobre curvas algebraicas renuncian en un
momento muy temprano al estudio de las curvas reales que, considera~
das como objetos patolégicos de dificil comprensién, son mencionadas
a penas de pasada. Evidentemente, conviene comenzar con las curvas
planas. Para los autores, son las curvas complejas las més sencillas de
estudiar, y son mejores adn las proyectivas que las afines. Contrasta,
esta visién con la de aquel que se aproxima por vez primera a las curvas
algebraicas, para quien un camino natural serfa, tras haber comprendido
las gréficas de funciones reales de variable real, pasar al estudio de las
curvas reales afines (donde Y es funcién implicita de X), de ahf a las
curvas reales proyectivas y s6lo entonces a las curvas afines y proyectivas
complejas.
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Iistas notas quieren dar a conocer los aspectos més bésicos de las
curvas algebraicas planas definidas sobre R (o, mas generalmente, sobre
un cuerpo real cerrado R). Los textos disponibles, elementales o no,
trabajan sobre un cuerpo algebraicamente cerrado C, como por ejemplo
C. Lsto se debe al uso que desde un primer momento se hace del Teo-
rema fundamental del dlgebra. En efecto, toda curva algebraica plana
C definida sobre C es infinita (se deduce facilmente intersecando con
rectas arbitrariamente alejadas del origen) y posee un polinomio mini-
mal, (en el sentido de que todo polinomio que se anule sobre la curva es
necesariamente multiplo de éste), tinico salvo producto por constantes
no nulas. Su grado se denomina grado de la curva C y se demuestra el
famoso y béasico Teorema de Bézout, segln el cual dos curvas algebraicas
proyectivas planas C y D de grados respectivos m y n sin componentes
irreducibles en comin se cortan en j puntos distintos, con 0 < 7 < mn.
E] hecho de que el teorema fundamental del dlgebra no se verifique para
el cuerpo R junto con la existencia de polinomios reales cuyos conjuntos
de ceros son finitos o incluso vacios, impide un comienzo anilogo para
la teoria de curvas reales.

Nuestra aportacién, presentada en la segunda seccién de estas notas,
comienza por dar condiciones para que una curva algebraica real plana
sea infinita. A continuacién se caracteriza (en términos algebraicos ele-

mentales) la clase F de todas las curvas algebraicas planas reales para’

las que existe un polinomio minimal y, por tanto, para las que podemos
definir la nocién de grado. Las herramientas que utilizamos son tres:
la continuidad de los polinomios como funciones en R? o en P?(R), la
nocién de polinomio indefinido, semidefinido o definido y la solucién afir-
mativa dada por Artin al problema 172 de Hilbert. De éstas, la tercera
es posiblemente desconocida para muchos, si bien su enunciado es muy
asequible (su demostracién, que queda fuera del alcance de estas notas,
no presenta grandes dificultades, para quien desee estudiarla). La clase
F es suficientemente amplia y creemos que merece la pena su conside—
racién. Por ejemplo, del teorema de Bézout deducimos de inmediato
que dos curvas algebraicas proyectivas planas reales C y D en la clase F
de grados respectivos m y n sin componentes irreducibles en comin se
cortan en j puntos reales distintos, con 0 < j < mn.

En la practica, puede no ser facil determinar si una curva algebraica
real concreta C pertenece ala clase F, ya que para ello se requiere conocer
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la. descomposicién en factores irreducibles de un polinomio que propor-
clone una ecuacién para C as{ como algunos aspectos de las componentes
conexas de C; ver [3] y su bibliografia.

En la seccién tercera se encuentran las propiedades topoldgicas mas
relevantes de las curvas algebraicas afines y proyectivas complejas y
reales, indicando ejemplos sencillos y referencias donde se pueden en-
contrar las demostraciones de las mismas.

2 Curvas afines y proyectivas: aspectos alge-
braicos

Sean K un cuerpo, s € Ny fi,..., fy € K[X,Y]. El conjunto {(z,y) €
K?: fi(z,y) = 0,..., fs(z,y) = 0} se denota Vg (f1,...,fs) ¥y se de-
nomina conjunto algebraico del plano afin K? o conjunto de ceros de
f1,..., fs en K?. Claramente tenemos

(@) Vi (f1,. ., fs) =V (fi) N...0Vk(fy),

(b) Vie(f1/2) = Vi (f1) UVk(f2); en particular, si f divide a h entonces
Vi (f) S Vk(h),

(c) si K es cuerpo infinito, tenemos Vi (f) = K? si y sélosi f =0, y
(d) VK(C) =0, Vee K \ {0}

Un conjunto algebraico C de K? se dice irreducible si para cua-
lesquiera conjuntos algebraicos Cy, Cy de K2 con C = CqUC, se tiene que
C=C6C=C.

Una curva algebraica afin plana sobre K es, por definicién, el con-
junto de ceros en K2 de un polinomio de grado positivo f € K[X,Y],
ésto es, Vi (f). Diremos que f = 0 es una ecuacidn para Vi (f). Por
ejemplo (ver [8]), para cada ¢ € R, tenemos la curva algebraica real
Vr(f.) € R?, donde f, = X2+ 2cXY +Y? € R[X,Y], que correspon-
de al punto (0,0), a una recta o a la unién de dos rectas, seglin sea
le] < 1,Jcl =16 |c| > 1, respectivamente. En efecto, basta observar que
fe=(X+4+cY)?+ (1 —c?)Y?2 El conjunto vacio es una curva algebraica
real: lo obtenemos, por ejemplo, como conjunto de ceros del polinomio
X2+ 1odeY?+1€R[X,Y]. Esto no es cierto si sustituimos R por C.

El subindice indicativo del cuerpo se suprimird cuando se sobreen-
tienda el cuerpo K en el que se trabaja. Una curva V(f) se dice irredu-
cible si es irreducible como conjunto algebraico.
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Lema 1 Toda familia finita de puntos de R? constituye una curva alge-

braica real.

dem. Dados (aj,b1),. ., (an, by) € R?, tenemos V(g.) = {(a1,b1), ...,
(an,bn)} donde g- = TT;1[(X — a;)? +2¢(X — a;)(Y = b)) + (¥ — b;)?),
cualquiera que sea c € Rcon J¢| < 1. m

Este resnitado es falso si sustituimos R por C: en efecto, del teorema
fundr:aeutal del dlgebra se deduce sin dificultad que para todo f €
C’X.Y | de grado positivo, la curva V(f) posee una cantidad infinita de
puntos.

Lema 2 Salvo el propio R?, todo conjunto algebraico de R? constituye
una curva algebraica real.

dem. Tenemos Vi (f1,...,fs) = Vk(f1) N...NVg(fs) = Ve (fE +
S+ f) .

De nuevo, este resultado es falso si sustituimos R por C.

Consideremos el cuerpo K(X), de las expresiones racionales en la
indeterminada X con coeficientes en K. En el anillo de polinomios en la
indeterminada Y, K(X)[Y], disponemos de algoritmo de Euclides, con el
tamafio de los restos de la divisién entera controlado por el grado de los
polinomios, (esta misma propiedad no es cierta en el anillo de polinomios
en dos indeterminadas K[X,Y]). Sin dificultad, se deduce de ahf la
existencia de méximo comin divisor g € R(X)[Y] para cualesquiera dos
elementos f,h € R(X)[Y] y se verifica que g = If + mh, para ciertos
I,;m € R(X)[Y]. Usando lo anterior (ver demostracién del lema de
Study real, més abajo) o alternativamente, usando resultantes, es facil
demostrar la siguiente

Proposicién 1 (Pre-Bézout). Sean K un cuerpo arbitrario, y f,h €
K[X,Y] de grado positivo y sin factores en comin. Entonces V(f)NV(h)
es conjunto finito, posiblemente vacio. m

Vayamos al caso K = R. Diremos que el polinomio f € R[X7,..., Xy]
es indefinido si existen a,b € R" tales que f(a) < 0 < f(b). En caso con-
trario, se dice que f es definido positivosi f(a) > 0, para todo a € R™, es
definido negativo si f(a) < 0, para todo a € R", es semidefinido positivo
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si f(a) > 0, para todo a € R™ y es semidefinido negativo si f(a) <0,
para todo a € R™.

Proposicién 2 Si f € R[X,Y] es indefinido, entonces V(f) posee una
cantidad infinita de puntos.

dem. Podemos suporer que existen a y by < by en R tales que f(a,b1) <
0 < f(a,bg). Por continuidad, existe § > 0 tal que f(u,b1) < 0 <
J(u,by), para todo u € (a—6,a+6). Por el teorema del valor intermedio,
para cada u € (a — 6,a + 6) existe b, en el intervalo (by,by) tal que
f(u,by) =0. =

Veamos a continuacién un par de condiciones suficientes para la in-
definicién.

Proposicién 3 Sea f € R[X,Y] de grado d positivo.

(a) Si d es impar entonces f es indefinido.

(b) Si existe (xo,y0) € V(f) tal que grad(f)(zo,y0) # (0,0) entonces f
es indefinido.

dem. (a) Un cambio de coordenadas nos permite suponer que f(0,0) #
0. Para cada A € R, consideremos el polinomio g, € R[X]\ {0} dado
por gA(X) = f(X,AX). Tenemos deg(gs) < deg(f) para todo A € R
con igualdad para todo A € R\ F, donde F C R es cierto conjunto
finito. Dado A € R\ F|, es conocido que existen zy,z, € R tales que
g(zx) < 0 < g(z!), de donde concluimos.

(b) Sea por ejemplo, %(zo, yo) # 0. Entonces la funcién R — R que
asigna a x el valor f(z,yo) es estrictamente monétona en cierto entorno
de zp y, al ser f(zo,y0) = 0, necesariamente cambia de signo en dicho
entorno. Alternativamente, para demostrar (b) basta aplicar el teorema
de la funcién implicita. =

Se conoce como lema de Study el siguiente resultado: dados f,h €
C[X,Y] ambos de grado positivo tales que f es irreducible y V(f) C
V(h), entonces f divide a h. De aqui se deduce lo que denominamos
irreducibilidad compleja, i.e., la relacidn existente entre la irreducibilidad
de un polinomio f y la irreduciblilidad de la curva V(f): dado f €
C[X,Y] de grado positivo, la curva V(f) es irreducible si y sdlo si existen
¢ € C\ {0}, g € C[X,Y] irreducible y k¥ € N tales que f = cg*. En
particular, si g es irreducible entonces V(g) es irreducible.

Para R podemos demostrar
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Proposicién 4 (Lema de Study real). Dados f,h € R[X,Y] ambos
de grado positivo tales que f es irreducible e indefinido y V(f) C V(h),
entonces f divide a h.

dem. [6] Podemos suponer que existen a y b < bg en R tales que
f(a,b1) < 0 < f(a,by). Es facil ver que si f no divide a h en R[X,Y]
entonces f tampoco divide a h en R(X)[Y]. Asi, 1 es mdximo comtin
divisor de f y h, luego existen I,m € R(X)[Y] tales que 1 = If + mh.
Quitando denominadores, obtenemos d € R[X]\ {0} y I,m' € R[X,Y]
tales que d = I'f + m'h, con I' = dl y m' = dm. Segin vimos antes,
existe 6 > 0 y para cada u € (a— 6, a+8) existe b, en el intervalo (by, by)
tales que (u,by) € V(f). Asi, (u,b,) € V(h) luego d(u) = 0, para todo
u € (a — 6,a+ ), de donde d = 0, contradiccién. =

Como vemos, las curvas reales V(f), con f polinomio indefinido,
tienen propiedades que reproducen las de las curvas complejas.

A continuacién, vamos a deducir en el caso real, qué relacién hay
entre la irreducibilidad de un polinomio f y la irreduciblilidad de la curva
V(f). En primer lugar, tenemos ejemplos de polinomios semidefinidos e
irreducibles f tales que V(f) es reducible: basta tomar f = X2+Y2(Y —

1)? € RIX, Y], V(£) = {(0,0), (0, 1)}.

Proposicién 5 (Irreducibilidad real). Sic € R\ {0}, g € R[X,Y] es
indefinido e irreducible, k € N y f = cg* entonces V(f) es irreducible.
En particular, V(g) es irreducible.

dem. Tenemos V(f) = V(g). Supongamos que V(g) = C; U Cy, con
Cy =V(hi1,...,hs) y Ca=V(t1,...,tm) paraciertos s,m € Ny hy, ..., hy,
t1,...,tm € R[X, Y] de grados positivos. Como g es indefinido, entonces
C1 es infinito o bien Cj es infinito. Supongamos, por ejemplo, C; infinito.

Si ademaés es s = 1 tenemos V(g) = V(h1)UCy = V(h1)U[V(¢1)N...N
V(tm)) C V(hits), V4 = 1,...,m. La iireducibilidad de g y el lema de
Study real implican que o bien g divide a h; o bien g divide a t;, V4. En
el primer caso tenemos V(g) = C; y en el segundo V(g) = Cs.

Si, por el contrario, es s > 1 entonces los polinomios hq,..., ks no
pueden ser primos entre si, por Pre-Bézout. Quiz4 intercambiando X
por Y, podemos suponer que degy(g) > 1. Sea !l € R[X, Y] un méximo
comun divisor de Aq,...,hs,. Como vimos més arriba trabajando en
R(X)[Y], concluimos que existen d € R[X] \ {0} y ay,...,as € R[X,Y]
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tales que d = ajhy + ... + azhy. Asi, V(l) € ¢ C V(Id). Tenemos
V(g) CV({d)U V() N...N V(tm)] C V(ldt;), V4. La irreducibilidad de g
y €l lema de Study real implican que g divide a Id o bien g divide a s
Vj. En el primer caso tenemos V(g) = ¢y yen el segundo V(g) =Cy. m

~ Obsérvese que V(g) irreducible no implica g indefinido; por ejemplo,
g= X2 + YZ: V(g) = {(0’0)}

iQué podemos decir de V(f), cuando f € R[X, Y] es semidefinido?
s obvio que toda suma de cuadrados de polinomios en R[X, Y] es un
polinomio semidefinido positivo. Sobre esta cuestién para polinomios ho-
mogéneos (caso al cual se reduce el caso general, via homogeneizacion) ya
se interes6 D. Hilbert en 1885, Por entonces, Minkowski sostenfa que “no
parece verosimil que todo polinomio homogéneo semidefinido positivo
sea representable como suma de cuadrados de polinomios homogéneos”.
Hilbert, algo escéptico, se puso a pensar en el tema y en 1888 publicé
un trabajo en el que demostré que la representacién sélo es posible para
polinomios homogéneos en n < 2 variables, o de grado m = 2 o para
(n,m) = (3,4). Un ejemplo explicito de polinomio semidefinido positivo
que no es suma de cuadrados no se ha conocido hasta 1967 y se debe a
Motzkin: Z64+X4Y24 x2y4 —3X2%Y?Z?; este polinomio es semidefinido
positivo ya que la media arftmetica es mayor o igual que la media ge-
ométrica. Atin interesado en la cuestién, Hilbert modificé el enunciado
del problema, usando expresiones racion ales, y lo presentd en el Congreso
Internacional de Matemdticas celebrado en Paris en 1990, como Proble-
ma 172 Con precisién: sean € N, si f € R[Xy,...,X,] es semidefinido
positivo, jexisten ¢ € N y expresiones racionales hifg; € R(Xy,...,X5)
tales que

f=m/a)?+ -+ (he/ g)??

Conviene aclarar que, la igualdad se pide sea cierta all4 donde todas
las expresiones racionales involucradas estén definidas, i.e., en R™\
V(g1--- gs). En 1927 Artin dio respuesta afirmativa al problemas, anterior.
Usando este resultado, podemos demostrar 1a siguiente

Proposicién 6 Sea f € R[X, Y] semidefinido tal que ni-f-ni—[ es un
cuadrado, i.e., no-eviste-h € R[X, Y] tal que +f = h2. Entonces v([)
es finito, siendo vacio si y solo si f es definido. En particular, st [ es
semidefinido e irreducible entonces V(f) es finito.

J

i T
?Q(‘..t:\: !

:
Lcglrda,
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dem. Podemos suponer que f es semidefinido positivo. Por el resultado
de Artin, existen expresiones (x) f = (hi/g1)® + - - 4 (h/g:)?, con
t €N, hj,g; € R[X,Y], g; # 0y con hy,g; primos entre si. Quitando
denominadores obtenemos d?f = h!,%+- - -+1h}? para ciertos h; € R[X,Y]
con hj/g; = h};/d, donde d es un méximo comiin divisor de gy, ..., g; en
R[X,Y]. Tenemos que V(f) C V(d2f) = V(K2 +---+ 1) = V(K))N-- N
V(). Tomando una expresién () con deg(d) minimo posible deducimos
que los polinomios h;- son primos entre sf, y concluimos aplicando Pre—
Bézout. m

Sea f € R[X, Y] de grado positivo, f = cflk‘ -+« fkr 1a descomposicién
en factores irreducibles no proporcionales dos a dos de f, con ¢ € R\ {0},
r €N, k; € N. Sean 0 < s <t <7 tales que f; es indefinido, Vj < s, f;
es semidefinido no definido, Vj con s +1 < j < ¢y f; es definido, V4 con
t+1 < j <r. Claramente V(f) = V(f1)U- - -UV(f)UV(foq1)U- - -UV(f),
donde V(f;) es infinito e irreducible, V5 < s y V(f;) es finito no vacio, Vj
cons+1<3<H.

Definicién 1 Con las notaciones anteriores, definimos las componentes
irreducibles de la curva V(f). Estas son de dos tipos:

(a) cada V(f;), conj<sy

(b) cada punto del conjunto Ul_, . V(f;) \ Ui_ V().

La razén por la que excluimos en (b) los puntos Uj_1V(f;) se debe a
nuestra definicién de curva como conjunto de puntos. Cada componente
de tipo (b) es un punto aislado, mientras que cada una de las de tipo
(a) es una curva algebraica irreducible infinita. Los factores irreducibles
definidos de f son irrelevantes a los efectos del estudio de V(f). Por
ejemplo, para la curva V(f§fS fsfs), con fi =Y + X® —2XY -2, f, =
X24+(Y =2)%, =Y +(X —10)2(X +4)%, f4 = (X +Y)%+3, tenemos
que V(f1) es componente irreducible de tipo (a) y (10,0) y (—4,0) son
componentes irreducibles de tipo (b), peronolo es (0, 2) € V(fa2) C V(f1),
donde s=1,t=3,r=4.

No todo punto asilado en una curva algebraica real constituye una
componente irreducible de la misma. Por ejemplo, el polinomio f =
X24+v2-X3¢ R[X,Y] es indefinido e irreducible, por lo que la curva
V(f) es irreducible, si bien (0,0) € V(f) es punto aislado.
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Con las notaciones anteriores, queremos saber en qué condiciones
V(f) posee polinomio minimal.
(i) Si V(f) = 0, la respuesta es negativa ya que, segiin vimos mds arriba,
X%+ 1y Y?+1 son polinomios que se anulan en la curva y es claro que
éstos son primos entre si.
(il) Si V(f) # 0 y suponemos ademds que V(f) no posee componentes
irre- ducibles de tipo (b), entonces fi--- fs es polinomio minimal para
V(f). Un caso particular es si f no posee nigin factor irreducible
semidefinido no definido y posee al menos uno indefinido, i.e., si 1 <
s =1.
(ili) Finalmente, si V(f) # (0 y ademés V() posee componentes irre-
ducibles de tipo (b), entonces V(f) no posee polinomio minimal. En
efecto, si (a1,b1),..., (an, by) son todas las componentes irreducibles de
tipo (b) de V(f) entonces, con g. como en el lema 1, tenemos que
he = f1---fsge y her == f1--- fsg» son polinomios que se anulan en
V(f), cualesquiera que sean |c| # |¢/| < 1y el méximo comiin divisor de
hey he es fi--- fs, que no se anula en V(f). Un caso particular es aquél
en que f no posee ningun factor irreducible indefinido y posee alguno no
definido, i.e., si 0 = s < t, por ejemplo, si f es semidefinido no definido.

il :
Definicién 2 Con las notaciones anteriores, la clase F,, de las curvas
algebraicas afines reales que poseen polinomio minimal estd constituida

por las curvas que satisfacen (ii).

Pasemos al estudio de las curvas algebraicas proyectivas planas. De-
notemos por K[X,Y, Z]y el subanillo constituido por el cero y los poli-
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nomios homogéneos de K[X,Y, Z]. Sean I,...,Fy € K[X,Y,Z]u; el
conjunto {(z : y : z) € PXK) : F(z,y,2) = 05 B0 2) = 0}
se denota Vg (Fy, ..., Fy) y se denomina conjunto algebraico del plano
proyectivo P*(K) o congunto de ceros de Iy, . .., Iy en P*(K). Lamisma
notacién V para designar conjuntos de ceros afines o proyectivos no de-
beria ser objeto de confusién. Es evidente la razén por la que se trabaja,
en el caso proyectivo, exclusivamente con polinomios homogéneos: dado
que tanto (z : y : 2) como (Az : Ay : A2) son coordenadas homogéneas
de un mismo punto de P?(K ) (si z,9, 2 no son simultdneamente nulos
y si A # 0) entonces es necesario que F (Az, Ay, Az) se anule si y sélo si
F(z,y, z) se anula, para lo cual es condicién necesaria y suficiente que
I sea homogéneo.

Las propiedades (a) a (d) y las definiciones de conjunto algebraico
proyectivo irreducible y de curva algebraica proyectiva plana son andlogas
a las afines.

Asimismo, tenemos ejemplos de curvas algebraicas proyectivas reales
que son el conjunto vacfo, o un conjunto finito de puntos y podemos
demostrar que salvo el propio P?(R), todo conjunto algebraico de P(R)
constituye una curva algebraica real.

A cada f € K[X,Y] de grado d > 0 le asociamos de manera tinica un
polinomio F € K[X,Y, Z]y con deg(f) = deg(F), denominado homo-
geneizado de f u homogeneizacion de f como sigue: F :=Z% f(X/Z,Y/Z),
o lo que es lo mismo, F' := f(O)Zd + -+ fu-1Z + fg), donde f =
foy + -+ fa-1) + fay v f) es la parte homogénea de f de gra-
do j o es nulo. Es claro que Z no divide a F. Reciprocamente, si
F € K[X,Y,Z]y es de grado d > 0 y si ni Z, ni ¥, ni X dividen a
F, definimos fs := F(X,Y,1) € K[X,Y], fa .= F(X,1,2) € K[X, Z] y
f1:=F(L,Y, Z) € K[Y, Z], con deg(f;) = deg(F), Y5 = 1,2,3. Se deno-
minan respectivamente, deshomogeneizado de F' o deshomogeneizacién
de F respecto de Z,Y y X.

Es inmediato comprobar que si F' € K[X,Y, Z]y es de grado d > 0
ysini Z,ni Y, ni X dividen a F, entonces F es irreducible si y sélo si
existe k € {1, 2,3} tal que fi es irreducible.

Sea K =R 6 C. El espacio K* induce en P?(K) estructura de espacio
topoldgico conexo y compacto. Las aplicaciones jz : K? — P?(K) con
B@y) = (@ :y: 1), j2: K2 > PK) con ja(z,2) = (z : 1 : 2)
y 71 : K* — P%(K) con ji(y,2) = (1 : y : z) son inyectivas y cada

Curvas Algebraicas Reales Planas 259

una tiene imagen abierta y densa, que denotaremos por Kfm,, K)z( zYy
Kf,?z respectivamente y se verifica que PQ(I() = Kf‘-‘y U K)z( z U K?,Z
Asimismo, identificando V( fk) con su imagen mediante j tenémos, pa’ra
cada I € K[X, Y, Z] i de grado positivo que V(F) = V(f3)UV(fa) UV(f1)
es un recubrimiento por abiertos densos, pues V(fs) = V()N {(z :y:
z) 1z 3£ 0}, V(fa) =VE)N{(z:y:2):y+#£0}y V(fi) =V(F)N{(z:
y:z):ix# 0}

Veamos el caso K = R. Usando argumentos de continuidad y tenien-
do en cuenta que R? = R%.y es denso en P2(R) obtenemos la siguiente

Proposicién 7 Sean f € K[X,Y] de grado d > 0 yFe KXY, Z)y
su homogeneizado. Se verifica que

(a) f es indefinido si y sélo si F' es indefinido,

(b) [ es semidefinido si y sélo si F es semidefinido,

(c) si f es definido entonces F es semidefinido, y

(d) si F' es definido entonces f es definido. m

Por ejemplo, f = X? + 1 es definido mientras que FF'= X% + 72 es
semidefinido no definido.

Podemos reproducir las definiciones 1 Y 2 para curvas proyectivas
reales planas. Sea I € R[X,Y, Z]y de grado positivo, F = cFllcl o Fhr
la descomposicién en factores irreducibles no proporcionales dos a dos
de F, con c € R\ {0}, r € N, kj € N. Sean 0 < s < ¢ < r tales
que [} es indefinido, Vj < s, F; es semidefinido no definido, Vj con
§+1 < j <ty F;es definido, Vj con t + 1 < j < r. Claramente
V(F) = V(F)U- - - UV(I7) UV(Fyy1) U --UV(F,), donde V(F}) es infinito
e irreducible, Vj < s y V(F;) es finito no vacio, ¥j con s 41 < i<t

Definicién 3 Con las notaciones anteriores, definimos las componentes
irreducibles de la curva V(F). Estas son de dos tipos:

(a) cada V(F}), conj <sy

(b) cada punto del conjunto Ul 1 V() \ U3 V(F)).

Definicién 4 Con las notaciones anteriores, la clase Fp, de las curvas
algebraicas proyectivas reales que poseen polinomio minimal estd consti-
tuida por las curvas V(F) # (§ que no poseen componentes irreducibles
de tipo (b). Para una tal curva, Fy --- Fy es polinomio minimal, Como



260 M. J. de la Puente

caso particular tenemos aquellos F' que no poseen nigun factor irredu-
cible semidefinido no definido y poseen al menos uno indefinido, i.e., si
1<s=1t.

Pondremos

F=FoUFp.

Proposicién 8 Sean F' € R[X,Y, Z|y de grado positivo y C C P%(R)
una curva algebraica. Entonces
(a) la irreducibilidad de F' es un invariante proyectivo,
(b) el cardcter (indefinido, semidefinido no definido o definido) de F es
un invaeriante proyectivo,
(c) la pertenencia a la clase Fp de C es un invariante proyectivo, y
(d) si C € Fp, entonces el grado y la irreducibilidad de C son invariantes
proyectivos.

dem. Sean ¢ : P?(R) — P%(R) una transformacién proyectiva y (ai ;) €
M3x3(R) una matriz no singular que represente a ¢~1 respecto de un
sistema de referencia dado. Sea F € R[X,Y, Z]y de grado positivo.
Tenemos F(X, Y, Z) = F(al,le + (J,],QYI + a1,3Z’, azle' + ag,gyl +
237 as1 X'+ az oY +assZ') = F(X',Y", Z'). Es inmediato compro-
bar que

(i) F es irreducible si y sélo si F es irreducible,

(i) F es indefinido si y sélo si F es indefinido,

(iii) F es semidefinido si y sélo si Fes semidefinido,

(iv) F' es definido si y sélo si F es definido,

(v) deg(F) = deg(F ),y

(vi) si F'= cF] k1... Fk es 1a descomposicién en factores irreducibles no
p10po101ona1es dos a dos de F', conc € R\ {0}, r €N, k; e Ny 0 <
s <t < r como arriba, entonces F= chl R 4 FFr es 1a correspondiente
descomposicién de F. Asi, es claro que U _8+1V(F) C U V(Fy) siy
sélo si Uj:3+]V(FJ) C Ui,V (F]) por lo que V(F) pertenece a Fp si y
s6lo si V(F) pertenece a Fp.
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3 Curvas afines y proyectivas:
aspectos topoldgicos

[En esta seccidn contrastamos las propiedades topolégicas més relevantes
de las curvas algebraicas planas afines y proyectivas complejas y reales,
indicando ejemplos sencillos y referencias donde se pueden encontrar las
demostraciones.

Espacios ambiente

Para C: C? y P%(C) son R-variedades topolégicas conexas, de di-
mensién 4, orientables y P?(C) es compacta.

Para R: R? y P%(R) son R-variedades topolégicas conexas de di-
mensién 2. Ademis R? es orientable y P?(R) es no orientable y com-
pacta; ver [5].

Curvas algebraicas afines o proyectivas

Tanto las curvas, como sus componentes conexas, como los comple-
mentarios de ellas son conjuntos semialgebraicos reales (ver [1] o [2]), ¥
para tales conjuntos es sabido que la conexién coincide con la conexién
por caminos; ver (2] pag. 35. Las curvas son conjuntos cerrados disemi-
nados (tienen interior vacio).

Para C: Considerada como R-variedad topolédgica, toda curva tiene
dimensién 2 (ya que el subconjunto de sus puntos regulares es una sub-
variedad de dimensién 2 densa; ver 7] cap. 7). El complementario de
una curva es conexo (pues tiene codimensién 2). En el entorno de un
punto z de multiplicidad m > 1, una curva es homeomorfa a la unién
de m discos abiertos todos cuyos centros estdn identificados.

Para R: Toda curva tiene dimensién menor o igual que 1 (ya que el
subconjunto de sus puntos regulares es una subvariedad de dimensién 1
—posiblemente vacia— y no necesariamente densa; es vacia cuando la
curva se reduce a una cantidad finita de puntos y no es densa siempre
que la curva posee puntos aislados). Se define la nocién de dimensidn
local de una curva en un punto; ver [2], pag. 53. Por ejemplo, la clibica
V(X? + Y? — X?) tiene dimensién 1, siendo 0 la dimensién local en el
punto (0,0) y 1 en cualquier otro punto de la misma. El complementario
de una curva puede o no ser conexo, y siempre lo es si la curva se reduce
a un conjunto finito de puntos (por tener codimensién 2). Todo punto
z de una curva C posee un entorno U tal que U \ {z} es homeomorfo
a la unién de una cantidad par de segmentos abiertos; esta propiedad
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se expresa diciendo que el ndmero de semirramas de C en el punto x
es par. Por ejemplo, un segmento cerrado o la letra T no pueden ser
homeomorfos a una curva algebraica real. Existen curvas que poseen
puntos (algebraicamente) singulares en el entorno de los cuales la curva
es de clase C™ o incluso analitica; por ejemplo, €l punto (0, 0) en V(Y7 —
X1} con g > 3 impar y m = 1, en el primer caso, y el punto (0, 0)
en V(X* —2X%Y — Y?), en el segundo. En el primer caso, Y es funcién
implicita de clase C? de X y en el segundo Y como funcién implicita
de X es analitica. La gréfica de ambas curvas es semejante a la de una
parébola.

Curvas algebraicas afines

Para C: Son no acotados (se deduce ficilmente intersecando con
rectas arbitrariamente alejadas del origen). Sus componentes conexas
son uniones de componentes irreducibles; en particular, toda curva irre-
ducible es conexa.

Para R: Pueden ser o no ser acotados. Existen curvas irreducibles
no conexas, (por ejemplo, la hipébola V(X? — Y% —1) o la ctibica V(X 2+
Y2~ X?)) y pueden tener puntos aislados, cada uno de los cuales puede
0 no constituir una componente irreducible (por ejemplo, el punto (0, 0)
es componente irreducible en la curva unién de recta y punto V((X —
1)(X? + Y?)), mientras que no lo es en la ciibica V(X2 + Y2 — X3)).

Curvas algebraicas proyectivas

Para C: Son compactos y, gracias al teorema de Bézout, también
CONEXOs.

Para R: Son compactos y verifican el Teorema de Harnack (ver [1]
pag. 246), segiin el cual el nimero de componentes conexas de una curva,
no singular definida como los ceros de un polinomio de grado n es menor
o igual que y(n) + 1, donde v(1) = 0 y y(n) = (*;), si n > 2.

A modo de breve conclusién, digamos que para el estudio de una cur-
va (o més generalmente de un conjunto algebraico) real afin o proyectiva,
es indispensable su estudio sobre el cuerpo C y ademés hay que hacer
uso de herramientas especificas para el caso real como son, entre otras, el
Teorema de Sturm y variantes (para contar rafces reales de polinomios),
el Principio de Tarski-Seidenberg, el método de descomposicién de con-
juntos semi-algebraicos o ”saucissonnage”y el Lema de Thom etc. (ver
(2] o [1]), asf como los desarrollos de Puiseux racionales sobre R (ver

[4)).
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