Problema 1: Teorema de Descartes de las cuatro
circunferencias tangentes

M.J. de la Puente

Teorema: Los inversos ¢; de los radios r; de cuatro circunferencias C; mutuamente
tangentes satisfacen

(61+62+63+64)2:2(e%+e%+e§+ei) (D

En particular, los inversos €; de los radios r; de tres circunferencias C; mu-
tuamente tangentes y tangentes a una recta L satisfacen

(61 + €2 + 63)2 =2 (6% + e% + e%) 2)

Se dice que €; es el radio de curvatura de la circunferencia C;.

EXPLORACION (Kerins et al. y M.J. de la Puente)

PASO 1. DATOS: C; circunferencia de centro P; = (0, %), radior; = %, didme-
tro d; = 1, C’ circunferencia de centro P’ = (1, %), radio ' = % didmetro d’ =1
y recta L de ecuacién y = 0.

BUSCAMOS: Cs circunferencia tangente a C1, C' y L.

SOLUCION: centro P, = (2, y2), radio 7o, didmetro ds tales que

B+ (e —3) = (3 + )

d(P/’PQ):r/—i-T’Q {I,‘2—1 ( l) ( +y2)
2

d(Py, Py) =11 + 12
o {(
d(L, P) =1y =y



de donde P = (3,3), 72 = 3. do

PASO 2. DATOS: C; circunferencia de centro P; = (0, %), radior; = %, didme-
tro d; = 1, Cy circunferencia de centro Py = (%, %), radio ro = %, didmetro dy =
y recta L de ecuacién y = 0.

1
BUSCAMOS: Cs circunferencia tangente a Cy, Co y L.

SOLUCION: centro P; = (x3,y3), radio r3, didmetro d3 tales que
d(Py,Ps) =11 +73

B+ (s -3 = (3 + 1)’
d(Py, P3) =13 + 13 2{3 (v - 2) (122 )
d(L, Ps) = r3 = y3

(05— 37+ (1) = (+w)

%!17% =Y3 %fﬁ?; =Y3
256%—2563—{-%:3/3 o~ 3y3—2x3—1—%20
(dos parabolas)

(parabola y recta)
de donde salen DOS soluciones: P3 = (3, &), r3 = 15, ds =3y P' = (1,3) (va
conocida).

OBSERVAMOS: d; = 1, d = §, d3 = §, CONJETURA:

%, 75), CONJETURA:

OBSERVAMOS: (1+4+9)? =142 =196y 12+42+9% = 1+16+81 = 98,
CONJETURA:

(01 + 62 + 03)* = 2 (01 + 03 + 63)

donde 9; = %. ES CONJETURA EQUIVALENTE:
J

(€1 + €3 +e3) =2 (] + € +€3)

donde ¢; = % que es precisamente la igualdad (2).

Si continuamos, se presentan dos posibilidades para Cy:
CASO 1: C4 circunferencia tangente a C1, C3 y L (ver figura de arriba).
CASO 2: C4 circunferencia tangente a Cy, C3 y L (ver figura de abajo).



SOLUCION CASO 1: centro Py = (4,y4), radio r4, didmetro dy4 tales que

d(Ps, Py) =13+ 14

d(P1,Py) =11+ 714 {
d(L,Py) =14 =1

) ari =
"~ | 16ys —6ys +1=0
de donde salen DOS soluciones: Py, = (%, %), T4 = %, dy = % y P» (ya conoci-
da).
SOLUCION CASO 2: centro Py = (24,ya4), radio r4, didmetro dy tales que

1 1
Ti— T4 —5ys+7=0
d(P3,Py) =rg+ry =4 2T

d(Py, Py) =13+ 14 5
{ \
d(L,Py) =14 =1ya

1 5 _
§$4+ﬁy4—%—0

de donde salen DOS soluciones: P| = (2, &) = (ni“, W), =g, d) =
1

5 = W y P (ya conocida).
¢QUE OBTENEMOS USANDO (2) EN CASO 1 con d,, = %, n € N arbitra-
rioyd; =17

(1+n2+x)2 :2(12+n4—|—x2)
luego 22 — 2z (1 + n?) + (n? — 1)2 = 0, de donde
r=(n+1)>.
Hemos obtenido la igualdad en enteros
(1+n2+m+1)))° =2(1+n'+(n+ 1), neN,

(QUE OBTENEMOS USANDO (2) EN CASO 2 con d;, = -, dy 41 = W

n € N arbitrario?
(N2 +(n+1)2+2)° =2 (n" + (n+1)" +2?)

luego 22 —2x (2n2 + 2n + 1) +4n?4-4n+1 = 0, de donde, haciendo operaciones,
se deduce
z=4n’4+4n+16z = 1.

La segunda solucién ya es conocida (corresponde a P;) y, con la primera obtenemos
la igualdad en enteros

(N2 + (412 +4n° +4n+1)° =2(n* + (n+ D" + (4n® +4n+1)%) , n €N
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DEMOSTRACION de (1) (Pedoe): Basada en un teorema de Apolonio y algo de
geometria algebraica elemental. Segun el teorema de Apolonio, existen ocho circun-
ferencias tangentes a tres circunferencias dadas en posicion general. Supongamos
dadas tres circunferencias C1, Ca, Cs mutuamente tangentes. Por ser C; tangente a
si misma, C; es solucion del problema de Apolonio. Lo mismo ocurre con Cy y Cs.
La multiplicidad con que se deben contar estas circunferencias en la solucién del
problema de Apolonio es, por un lado, mayor que uno, y por otro, la misma para las
tres circunferencias. Sea esta k. Como 3k no es mayor que 8, entonces k = 2, de
donde deducimos que hay otras dos circunferencias tangentes a las circunferencias
dadas.

Si existe una relacion entre las curvaturas de cuatro circunferencias mutuamente
tangentes, dicha relacién debe ser un polinomio cuadrético igualado a cero. Debe
ser homogéneo y simétrico:

4

2, .

D € +q €i€5.
j=1 1<i<j<4

Si dos circunferencias son tangentes externamente y ¢ es la longitud del seg-
mento tangente comun, entonces

2 = (T1 + ’1“2)2 — (7“1 - T2)2 =4riry

(sencilla demostracién sobre el dibujo, usando un paralelogramo y T. Pitagoras).

Ga

Si tres circunferencias son mutuamente tangentes y tangentes a una recta L y
los puntos de tangencia en L son P, (Q y R, entonces se sigue que

PQ? =4ryry, QR? =4rors, PR? =4rirs.
Como PQ + QR = PR, se sigue que
1 I |
Vs /T /T2

de donde, en términos de curvaturas,

NGENCENCE)
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Eliminado raices, llegamos a

NE

6?—2 Z e;e; = 0.

i=1 1<i<j<3

<
Il

Larecta L tiene curvatura nula y con esto llegamos al resultado mds general

-2 Y  €g=0 3)

4
=1 1<i<j<4

J

conocido como teorema de Soddy (1936). Ahora bien, es evidente que

4
(61+62+63+€4)2—ZE§:2 Z €i€j

j=1 1<i<j<4

de donde, combinado con (3), se sigue el teorema de Descartes (1).

COMPLEMENTOS: Hay otras demostraciones de este teorema, hay versiones
en geometria hiperbdlica y eliptica, y hay un poema en inglés (de Soddy (famoso
por los is6topos), que es muy posterior a Descartes). Este problema fue propuesto
por Descartes a la princesa Isabel de Hungria.
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