METODOS NUMERICOS
Curso 2016-2017
Ejercicios
Hoja 4. Ampliacién de Algebra Lineal

1. Factorizacion de Cholesky.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

Se considera una matriz A hermitica cuyos menores principales son
todos positivos. Si se escribe A en la forma

()
a |«
siendo A, 1 € M, 1(C), a € C" 'y a € R, demostrar que o —
a*(Ap_1)"ta > 0.

(Indicacion: usar complemento de Schur).

En el supuesto de que A, _; admita factorizacion de la forma
An—l - Bn—l(Bn—l)*7
con B triangular inferior, ;cémo deben elegirse v € C" 'y g € R

para que
Bn10)<B;;_1x)
A= ?

( S LPANCEE

Probar que tal eleccién de x y (5 es posible.

Demostrar que para cada matriz A € M,,(C) hermitica cuyos me-
nores principales son todos positivos, existe B € M, (C) triangu-
lar superior tal que A = BB*. Ademas, si b; > 0 para todo i €
{1,2,...,n} entonces la descomposicion es unica. [Factorizacion de
Cholesky].

Demostrar que toda matriz hermitica con menores principales positi-
vos es definida positiva. [Version compleja del Criterio de Sylvester].

Demostrar que toda matriz hermitica definida positiva es diagonaliza-
ble con matriz de paso unitaria.

(Cuantas factorizaciones de Cholesky distintas (es decir, sin suponer
que los elementos diagonales de B son positivos) admite una matriz
hermitica definida positiva?



2.  Probar que la factorizacién de Cholesky preserva la estructura de matrices
banda, es decir, si a;; = 0 para | — j| > p entonces b;; = 0 parai — j > p.

3. Calculo recursivo de la inversa de una matriz.

(a) Formula de Sherman—Morrison. Sea B € M,,(C) inversible y sean
u,v € C" tales que la matriz B + uv* es inversible. Comprobar que

B luv*B~!

1+v*B~ 1y’

[Observacion: el denominador 1 + v* B~ u no se anula, al ser auto-

valor de cierta matriz inversible. Encuentra dicha matriz]

(B4+w*) ' =B -

(b) Sean A € M,, una matriz arbitraria y D = diag(A). Demostrar que
A se puede escribir en la forma

A= D+Xn: u;€e;
i=1

siendo e; el i—ésimo vector de la base candnica, y u; la columna —
sima de A agujereada, es decir, u; es igual a la columna i—sima de A,
salvo en la entrada 7, que vale cero.

(c) Sea A € M, una matriz inversible con entradas diagonales son no
k
nulas y sea A, = D+ >, we}, k = 0,1,...,n. Encontrar una
férmula recurrente para A; ' y obtener una expresién para A"

4.  Meétodo iterativo para el calculo de la inversa de una matriz. Se con-
sideran las sucesiones de matrices

Ap=A, (I+E,+E)y E,=1—-AA,_,

siendo A inversible y A, una matriz arbitraria.

(a) Demostrar que E, = (F,)*" .

-1

A*
tr(AA*)

5. Algoritmo para la resolucion de sistemas tridiagonales.  Se considera
el sistema lineal Az = d para una matriz tridiagonal

(b) Probar que si o(E;) < 1 entonces lim,,, oA, = A

(c) Estudiar la convergencia cuando se toma Ay =

by ¢
as by Co

Ap—1 bnfl Cn—1
an, by



(a) Llamando 0y = 1y 0y al menor principal de orden k de A (k =
1,2,...,n) probar que

5k = bkék_l - akck_lék_g, k= 2, 3, ceoey N

(b) Definimos las sucesiones

dq
my = by g1 = e
Cr— 1
mk:bk_ klakvkzzvga"'vn y dk_gkflak
M1 g =—""—",k=2,3,...,n.
mg
. . O . .
Por induccién, probar que my = 5 y deducir que si d; # 0, k =
k—1
1,2,...,n entonces my # 0. Por tanto, los nimeros my y gp estan

bien definidos.
(c) Demostrar que la solucién del sistema viene dada por
Ck
Tpn=0n Yy Th =0k — —Tpp1, k=n—-1n-2,...,1
my

(y no es necesario calcular los o).



