Soluciones a los problemas del Examen Final de Curvas
Algebraicas. Grupo B. 2 de Febrero de 2010
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Ficura 1. Conicas C y D.

1. (1.5 puntos) Se consideran las cénicas C,D C C? de ecuacio-
nes X2 4+4Y? —4=0,X? +4Y? — 4Y = 0, respectivamente.

a. Hallar la multiplicidad de interseccion de C y D en el punto P
de coordenadas (0, 1).

b. Hallar las cénicas degeneradas del haz generado por C y D en
el plano proyectivo. Hallar los puntos base de dicho haz.

La multiplicidad de intersecciéon de C y D en P es el orden de la
resultante de f = X2 +4Y? —4y g = X2 4 4Y? — 4Y respecto de Y,
por la proposicién 3.32,[2]. Por otro lado, g = f +r, con r = —4Y + 4,
de modo que R} = 4Ry, por el corolario B.21, [2]. Ahora bien,

4 0 X?2-4
Rf,=| -4 4 0 |=16X7
0 —4 4

es un polinomio de orden 2, por lo que multp(C, D) = 2.

Una cénica € del haz tiene ecuacion A\(X?2 +4Y?2 — 422%) + u(X? +
4Y? —4Y Z) =0, con A, u € C no ambos nulos. £ sera degenerada si y
solo si se anula el determinante

A+ 0 0
0 4\+pu) —2u | =N+ p)2r+p)
0 —2u  —4\

Hay dos cénicas degeneradas en el haz: una tiene ecuaciéon Z(Y —
Z) = 0y corresponde a 1 = X = —pu, y la otra X? + 4(Y — 2)% =
(X +2(Y —2)i) (X —2(Y — Z)i) =0, asociada a 1 = X\, =2 = p.
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El punto P, contado con multiplicidad dos, esté en la base del haz.
Los restantes puntos se obtienen cortando cualesquiera dos elementos
del haz, por ejemplo X?+4Y? —47%2 =0y Z(Y — Z) = 0. Se obtienen
facilmente los puntos Q1+ = (2 : 1:0) y Q- = (—2i: 1:0), por lo que
la base del haz es 2P + Q, + Q) _.

Otra forma de razonar es la siguiente. De la grafica deducimos que
multp(C, D) > 2, ya que las cénicas comparten recta tangente en P.
Por otro lado, C y D tienen los mismos puntos en el infinito: estos son
las soluciones del sistema

X2 +4Y2% =0,

Z =0,
estoes Qr = (20 :1:0)y Q- = (—2i : 1:0). Ahora, aplicando el
teorema de Bézout (teorema 2.47 [2])) a las completadas proyectivas
C y D deducimos que multp(C,D) = 2 y que la base del haz es 2P +
R+ + Q-

FicuraA 2. Cardioide.

2. (1 punto) La curva cardioide tiene ecuacién (X2 +Y?+ X)? —
X% —Y? = 0. Hallar la ecuacién de una recta bitangente asi como los
puntos de interseccion de ambas.

Una recta L es bitangente a la cardioide C si existen puntos lisos
distintos P, € C que comparten recta tangente. A la vista de la
grafica, vamos a buscar una bitangente vertical y por la derecha, i.e.,
de ecuacion X = ¢, con 0 < ¢ < 0,5. Desarrollamos el polinomio
f=(X?+Y?+ X)?— X? - Y?, agrupando los términos en la variable
Y, obteniendo la expresion bicuadratica

f=Y"4+Y22X?+2X — 1)+ X* +2X% =0.

Buscamos ahora un valor de X que proporcione dos raices dobles a esta
ecuacion. Aplicando la féormula conocida para la ecuacién de segundo



grado

C2X2-2X +1+V1-4X

Y2
2

El discriminante debe ser nulo, i.e., X = 4117 de donde Y? = % luego
Y = j:*?. Por tanto la recta buscada tiene ecuacion X = i y los puntos
de contacto son Q4 = (1, \/Tg) y Q- = (% —‘/Tg).

3. (1.5 puntos) Una curva nodal C de grado d tiene todos sus
puntos singulares sobre cierta cibica D. Determinar el maximo valor
posible d. Dar un ejemplo de C, para dicho d maximo.

Una curva nodal de grado d es irreducible y tiene (d;) nodos (i.e.,
puntos dobles ordinarios) y estos son todos sus puntos singulares. Si C
y D tienen alguna componente en comun, entonces C C Dy d < 3.
Supongamos ahora que C y D no tienen componentes en comun. Apli-
cando el teorema de Bézout y la desigualdad fundamental (teoremas

2.47 y 3.41,]2]) obtenemos la desigualdad
-1
3d > (d2 )-2-1:d2—3d+2,

o equivalentemente 0 > d? — 6d + 2. Debemos pues averiguar para
qué naturales d € N, la pardbola de ecuacién Y = d?> — 6d + 2 toma
valores negativos. Sus raices son 7+ = 3++/7, que satisfacen 0 < r_ < 1
y 5 < ry < 6. Ademés esta pardabola es convexa, sobre el cuerpo de los
nimeros reales. Por todo ello, Y < 0siysolosil <d <5y el maximo
valor es d = 5. Entonces la curva C tiene (;) = 6 nodos y, efectivamente,
existen (infinitas) cubicas que pasan por dichos 6 puntos del plano.
Notese que si tomasemos d > 6, la curva C tendria s = (dgl) > 10
nodos y no esta garantizado que por s puntos del plano pase una cubica.

Como ejemplo, tomamos la curva C de ecuacion T5(X ) = T4(Y) que,
segiin sabemos, es nodal de grado 5, donde T;, denota el polinomio de
Tchebychev n—simo (definido recursivamente por To(X) = 1, T1(X) =
X, T (X) =2XT,(X) — T,_1(X)); ver [1].

4. (1.5 puntos) Demostrar que las inflexiones de lemniscata de
Huygens, de ecuaciéon X*+Y?2 — X? = (), se encuentran sobre las rectas
X = +v/2iY. Deducir que se trata de puntos complejos no reales.
. Cuantos hay?

Es facil calcular los puntos singulares de la clausura proyectiva C:
estos son Py = (0:0:1) (enC)y P, =(0:1:0) (en el infinito).
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Fi1GURA 3. Lemniscata de Huygens.

La inflexiones son los puntos lisos de la lemniscata C que estan en la
curva hessiana. Homogeneizando, buscamos las soluciones del sistema
X4 +Y22% - X272 =0,
{ Z22X* +6X2Y2 + X222 -Y2Z%) =0,
distintas de P, y P3, donde F = X* 4+ Y222 — X272 y H(F) =
det Do(F) = —2472(2X* + 6X?Y? + X?Z? — Y?Z?). Hacemos Z = 1
en el sistema anterior y sustituyendo X2 — Y? por X* llegamos a
X?(X?%+42Y?) = 0. Si X = 0 obtenemos el punto (0, 0) (esto es, Ps) de
C, que es singular. En otro caso, X2+ 2Y? = 0, lo que nos dice que las
inflexiones de C pertenecen a las rectas indicadas. Dichas inflexiones
tiene coordenadas (i%, j:%g) Se trata de cuatro puntos complejos
no reales, por lo que dichos puntos no aparecen en la grafica.
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FIGURA 4. Cibica X? —2X2 - X +2— XY?2=0.

5. (1.5 puntos) Se considera la ctibica C C P?*(C) definida por la
forma F = X3 -2X27 - X 72 +273 - XY?. Comprobar que el punto O



de coordenadas (0 : 1:0) es una inflexién en C. Se considera la adicién
en C con O como punto base. Hallar Q)1 4+ ()2, donde Q1 = (1:0:1) y
Q2=(2:0:1).

Para ver que O es una inflexion de C, deshomogeneizamos F' res-
pecto de Y y aplicamos el lema del contacto, lema 3.48, [2], obteniendo
fo=X3-2X27 - XZ7?+273 - X =273+ X (—-1+ X?-2X7Z - 7?).
Esto prueba que la recta tangente a C en O tiene ecuacién X = 0y
que el contacto de C en O es 3, por lo que O es una inflexién de C.

Ahora, Q1 + Q2 es —(Q3, donde Q)3 es el tercer punto de corte de
Lo, g, con C. La recta Lg, g, tiene ecuaciéon Y = 0 y facilmente se
calcula que Q3 tiene coordenadas (—1 : 0 : 1). Ademads, —Q3 es el
tercer punto de corte de Lo, con C. La recta Lo ¢, tiene ecuacién
X 4+ Z = 0 que tiene multiplicidad de interseccion 2 con C en (3. En
otras palabras, Lo ¢, es la tangente a C en Q3 y —Q)3 es el propio ()s.
De modo que Q1 + Q2 = Q3 = —Q3 = (=1:0:1).

Todo lo anterior se aprecia en la grafica de C en el plano afin XY
los puntos @1, @2, Q3 € C estan alineados, por lo que Q1 + Q2 + Q3 =
O, luego Q1 + Q2 = —Q3. Ademas la recta tangente a C en ()3 es
vertical en el plano afin, luego pasa por O (punto en el infinito), luego
—(@3 = Q3. En particular, 2Q3 = O. Analogamente se puede ver que

201 =2Q2 = 0.
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