Ejercicios de Curvas Algebraicas. 12 de Abril de 2011

Todas las curvas se toman sobre el cuerpo de los niimeros complejos.
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1. Hallar una parametrizacién racional de la curva de ecuacion
Y2+ X3+ X?=0.
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2. Calcular la multiplicidad de interseccion en el origen de las
curvas C: (Y2 = X3 - X)(Y?+ X3+ X)=0y D:Y?- X?=0. Hallar
los puntos en el infinito de C y de D y la multiplicidad de interseccion en
los mismos. ; Cudntos puntos distintos hay CND? Razonar la respuesta.

SOLUCIONES

1.  Trabajaremos en el plano afin C2?. Del polinomio que defi-
ne la curva deducimos que el origen P = (0,0) tiene multiplicidad
dos. Pensando en el teorema de Bézout (para recta y cibica) y la
desigualdad fundamental, consideramos el haz H de rectas que pa-
san por P. Ademé&s de la recta X = 0, en H tenemos las rectas
L, : Y = aX, con a € C. Intersecando L, con la curva dada, obte-
nemos a’X? + X3+ X? = (a* + X + 1)X? = 0. Si X? = 0 se trata
del punto P. Por otro lado, puede ocurrir que a®> + X + 1 = 0, de
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donde se deduce X = —a®> —1eY = —a® —a, con a € C. Esta es la
parametrizacién racional buscada.

2. Trabajaremos en el plano afin C2. El origen P = (0,0) es un
punto doble en D con cono tangente Y2 = 0 (recta doble Y = 2).

La curva C posee dos componentes irreducibles: trabajemos con
cada una por separado. La componente C; : Y2 — X? — X = 0 es lisa
en P con recta tangente X = 0. Por la desigualdad fundamental, la
multiplicidad de interseccion de C; y D en P es 2. Del mismo modo, la
componente Cy : Y2+ X3 + X = 0 es lisa en P con tangente X = 0
y la multiplicidad de interseccion de Co y D en P es, de nuevo, 2. Por
tanto,

multp(C,D) =2+2=4.

Pasemos ahora al plano proyectivo P?(C). El inico punto de Cy, Co, D
en el infinito es P, = (0 : 1:0), ya que la tinica solucién de cualquiera
de los sistemas

Y27 - X3 -X7Z%=0, Y2Z+ X3+ XZ2=0, Y27 - X3 =0,

Z =0, Z =0, Z =0,
es X = Z = 0. Deshomogeneizando respecto de Y, el punto P, pasa a
tener coordenadas (0,0) y debemos trabajar con los polinomios

h=2-X*-XZ*  f,=Z+X+XZ
g=27— X3

El origen es liso con recta tangente Z = 0 tanto en V(f1) como en V(f3) y
V(g). La desigualdad fundamental nos dice que multp, (V(f;),V(g)) > 2,
para j =1, 2.

Calculamos entonces la resultante RJ%I ¢ due, por el lema de susti-
tucién, vale —X7. Por otro lado, la resultante R7,  vale 2X* 4 X. Los
ordenes respectivos son 7 y 3, de donde deducimos que

multp,(C,D) = 7 + 3 = 10.

Por el teorema de Bézout, las curvas C y D se cortan en (3+3) x 3 =
18 puntos, contados con multiplicidad. Falta por hallar 18 —4 — 10 = 4
puntos en C y D, contados con multiplicidad, todos los cuales estan en
C y D. Un célculo sencillo nos proporciona cuatro puntos complejos no

reales distintos en Co N D: (\/LQ, + #5)) y (\_/—%, +, /ﬁi)) En resumen,
hay cinco puntos distintos en C N D.



